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1. ПРИМЕНЕНИЕ МАТРИЧНЫХ МЕТОДОВ  

К ЗАДАЧАМ В ЭКОНОМИКЕ 

1.1. Понятие о матрице 

При решении многих математических и прикладных задач воз-

никает необходимость рассматривать совокупность чисел, располо-

женных в виде таблиц, что позволяет значительно упростить форму 

записи. 

Например, информация о системе трех уравнений с тремя не-

известными 

2 3 4,

1,

5

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

может быть закодирована с помощью таблицы 

2 3 1 4

1 1 1 1

1 1 1 5

B

 
 

  
  

, 

а информация о коэффициентах системы – с помощью другой таб-

лицы 

2 3 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 

  
  

. 

С помощью таблиц можно задавать функции и другие объекты. 

Введем новое понятие.  
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Прямоугольной матрицей размера m n  называется таблица 

чисел: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m m mn

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 

, 

содержащая m  строк и n  столбцов. 

Числа ika называются элементами матрицы.  

Первый индекс i  – номер строки, в которой расположен эле-

мент, а второй индекс k  – номер столбца. На практике использу-

ются краткие обозначения матрицы: ( )ikA a  или ikA a . 

Если размеры матрицы совпадают, т.е. m n , она называется 

квадратной матрицей n -го порядка. 

Квадратная матрица порядка n  называется диагональной, 

если 0ika  при i k :  

11

22

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... nn

a

a
A

a

 
 
 
 
  
 

. 

Диагональная матрица порядка n  называется единичной мат-

рицей, если все ее элементы равны единице ( 1,  1,  )iia i n  : 

1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

E

 
 
 
 
 
 

. 

Матрица, все элементы которой равны нулю называется нуле-

вой матрицей: 
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0 0 ... 0

0 0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 0

O

 
 
 
 
 
 

. 

Матрица размера 1m  называется – матрица-столбец:  

1

2

m

a

a
A

a

 
 
 
 
 
 

. 

Матрица размера 1 n  называется – матрица-строка: 

 1 2 ... nA a a a . 

Две матрицы размера m n   ikA a  и  ikB b  называются 

равными тогда и только тогда, когда ik ika b  при всех 1,  i m  и 

1,  k n . 

Равные матрицы 

1 5 8 1 5 8

2 4 7 2 4 7

   
   

    
 

Транспонированная матрица – это матрица, построенная из 

исходной матрицы путем замены строк на столбцы с сохранением 

их номеров. 
 

Исходная матрица Транспонированная матрица 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 

 

11 21 31

12 22 32

13 23 33

T

a a a

A a a a

a a a

 
 

  
 
 
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Замечание: при транспонировании матриц элементы, стоящие 

на главной диагонали, не изменяют своего положения. 

Симметричная (симметрическая) матрица – это квадратная 

матрица, элементы которой симметричны относительно главной 

диагонали. 

Примеры симметричных матриц:  

2 4 7

4 9 5

7 5 3

А

 
 

  
 
 

;   

1 0 0

0 1 0

0 0 1

В

 
 

  
 
 

;   
1 7

7 5
D

 
  
 

. 

1.2. Определители второго и третьего порядков 

Рассмотрим квадратную матрицу второго порядка: 

11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

. 

Определителем второго порядка этой матрицы называется 

число: 

11 22 12 21a a a a   . 

Обозначают определители следующим образом: 

11 12

11 22 12 21

21 22

det
a a

A a a a a
a a

       . 

Для квадратной матрицы третьего порядка определитель вво-

дится с помощью формулы: 

11 12 13

11 22 33 12 23 31 13 21 32

21 22 23

13 22 31 11 23 32 12 21 33

31 32 33

.

a a a
a a a a a a a a a

a a a
a a a a a a a a a

a a a

        

        

 (1.2.1) 

http://ru.solverbook.com/spravochnik/matricy/
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Для вычисления определителей третьего порядка существует 

два правила – правило треугольников и правило дополнений. 

Правило «треугольников»: первое из трех слагаемых, входя-

щих в сумму (1.2.1) со знаком «плюс» есть произведение элементов 

главной диагонали, второе и третье – произведение элементов, 

находящихся в вершинах двух треугольников с основаниями, па-

раллельными главной диагонали. Три слагаемых, входящих в 

сумму (1.2.1) со знаком «минус», определяются аналогично, но от-

носительно второй (побочной) диагонали: 
 

 
 

Метод дополнений (правило Саррюса). Справа от определи-

теля дописывают первые два столбца и произведения элементов на 

главной диагонали и на диагоналях, ей параллельных, берут со зна-

ком «плюс»; а произведения элементов побочной диагонали и диа-

гоналей, ей параллельных, со знаком «минус»: 
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Пример 1. Вычислить определитель: 

   
1 0 1

1 2 1 0 3 1 0 2 1 1 2 1 1 2 3 0 0 1
0 2 3

2 0 0 2 6 0 2.
1 2 1


                   


       

 

1.3. Основные свойства определителей 

1. При замене в определителе строк столбцами величина опре-

делителя не изменяется: 

1 1 1 2

2 2 1 2

a b a a

a b b b
 . 

2. Если поменять местами две строки (столбца) определителя, 

то определитель изменит свой знак: 

1 1 2 2

2 2 1 1

a b a b

a b a b
  . 

3. Определитель с двумя одинаковыми строками (столбцами) 

равен нулю. 

4. Общий множитель всех элементов строки (столбца) опреде-

лителя можно выносить за знак определителя: 

1 1 1 1

2 2 2 2

ka b a b
k

ka b a b
  . 

5. Определитель с двумя пропорциональными строками (столб-

цами) равен нулю: 

1 1 1

1 1 1

3 3 3

0.

a b c

ka kb kc

a b c

  
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6. Имеет место формула: 

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

a b c a c b c

a b c a c b c


 


. 

7. Определитель не изменится, если ко всем элементам некото-

рой его строки (столбца) прибавить соответствующие элементы 

другой строки (столбца), умноженные на одно и то же число: 

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3

a b c a kb b c

a b c a kb b c

a b c a kb b c



 



. 

1.4. Минор и алгебраическое дополнение 

Рассмотрим прямоугольную матрицу А размера m n . Выбе-

рем в ней какие-либо k  строк и k  столбцов ( , )k m k n  . Из эле-

ментов, стоящих на пересечении выделенных строк и столбцов, со-

ставим определитель k -го порядка. Любой из таких определителей 

называется минором k -го порядка для данной матрицы. 

Для матрицы:  

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

a a a a

a a a a

a a a a

 
 
 
 
 

 

можно образовать миноры третьего, второго и первого порядков 

(определитель первого порядка – сам элемент). Например: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

,  
11 13

21 23

a a

a a
,  24a . 

Рассмотрим теперь определитель n -го порядка. 
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Минором ikM  для элемента ika  называется определитель 

 1n  -го порядка, который получается из исходного определителя 

вычеркиванием строки с номером i  и столбца с номером k . 

Алгебраическим дополнением ikA  элемента ika  называется 

его минор ikM , умноженный на ( 1)i k : 

( 1)i k

ik ikA M   . 

Например, минор для элемента 2c  в определителе 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

 

имеет вид 
1 1

3 3

a b

a b
, а алгебраическое дополнение равно: 

1 12 3

3 3

( 1)
a b

a b

  . 

Очевидно, что знаки перед минорами при вычислении алгебра-

ических дополнений, ставятся в шахматном порядке: 

   

   

   

   

 

1.5. Понятие об определителе любого порядка 

Рассмотрим особенности формулы, выражающей величину 

определителя третьего порядка: 

11 12 13

11 22 33 12 23 31 13 21 32

21 22 23

13 22 31 11 23 32 12 21 33

31 32 33

.

a a a
a a a a a a a a a

a a a
a a a a a a a a a

a a a

        

        

 (1.5.1) 
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Очевидно, что  

1) в правой части слагаемыми являются произведения элемен-

тов определителя, взятых по одному из каждой его строки и каж-

дого столбца; 

2) половина из этих произведений взята со знаком «плюс», дру-

гая – со знаком «минус». 

Если расположить элементы в произведениях в порядке возрас-

тания первых индексов (как это сделано в формуле), то нетрудно 

обнаружить закономерность образования знаков для слагаемых. Бу-

дем говорить, что числа i , j  образуют инверсию, если i j . 

Выпишем некоторые слагаемые из формулы (1.5.1) и подсчи-

таем для них число инверсий   в последовательности вторых ин-

дексов: 

12 23 31

11 23 32

13 21 32

13 22 31

2,3,1 2;

1,3,2 1;

3,1,2 2;

3,2,1 3.

a a a

a a a

a a a

a a a









  

  

  

  

 

Очевидно, знак слагаемых в правой части равенства (1.5.1) 

определяется четностью и нечетностью числа инверсий a  – при 

четном a  соответствующее произведение берется со знаком 

«плюс», при нечетном a  – со знаком «минус». Формула (1.5.1) при-

нимает вид 

11 12 13

21 22 23 1 2 3

, ,

31 32 33

( 1) i j k

i j k

a a a

a a a a a a

a a a

     .  (1.5.2) 

Здесь суммирование выполняется при условии, что среди ин-

дексов i , j , k  нет одинаковых. 
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Таким образом может быть введена формула для вычисления 

определителя любого порядка 

1 2

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

, , ,

1 2

( 1)
n

n

n

n

i i ni

i i i

n n nn

a a a

a a a
a a a

a a a

      . (1.5.3) 

Следовательно, для квадратной матрицы n -го порядка опреде-

лителем n -го порядка является число, равное сумме произведе-

ний элементов, взятых по одному из каждой строки и каждого 

столбца матрицы со знаком ( 1) , где   выражает число инверсий 

в последовательности вторых индексов элементов соответствую-

щих произведений при условии, что первые расположены в порядке 

их возрастания. 

Для определителя любого порядка справедливы все ранее рас-

смотренные свойства определителей. 

1.6. Разложение определителя  

по элементам строки или столбца 

Теорема 1. Определитель равен сумме произведений элемен-

тов любой его строки (столбца) на соответствующие алгебраиче-

ские дополнения: 

1 1 2 2

1

n

ik ik k k k k nk nk

i

a A a A a A a A


           

(разложение по элементам k -того столбца), 

1 1 2 2

1

n

ik ik i i i i in in

k

a A a A a A a A


           

(разложение по элементам i -той строки). 
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Доказательство. 

Для доказательства рассмотрим определитель третьего порядка: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

   

и покажем, например, что 11 11 21 21 31 31a A a A a A       . 

По правилу треугольников (или правилу дополнений) имеем: 

11 22 33 13 21 32 12 23 31 13 22 31 11 23 32 12 21 33

11 22 33 23 32 21 13 32 12 33 31 12 23 13 22

22 23 12 13 12 13

11 21 31 11 11 21 21 31 31

32 33 32 33 22 23

( ) ( ) ( )

,

a a a a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a a a a a

a a a a a a
a a a a A a A a A

a a a a a a

       

      

     

 

что и требовалось доказать. 

Таким образом, получаем 

1 1

.
n n

ik ik ik ik

i k

a A a A
 

       (1.6.1) 

Пример 2. Разложить определитель по элементам второй 

строки: 

     

           

         

2 1 2 2 2 3

3 1 2
1 2 3 2 3 1

5 4 6 5 1 4 1 6 1
2 8 7 8 7 2

7 2 8

5 1 8 2 2 4 3 8 2 7 6 3 2 1 7

5 8 4 4 24 14 6 6 7 20 152 78 210.

  


 

            
 



                                

                
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Замечание: наиболее выгодным является разложение опреде-

лителя по элементам того ряда, в котором все элементы, кроме од-

ного, равны нулю. 

Если строк или столбцов с нулями нет, то их можно получить, 

используя элементарные преобразования, не изменяющие вели-

чины определителя.  

Теорема 2. Сумма произведений алгебраических дополнений 

элементов некоторой строки (столбца) определителя на соответ-

ствующие элементы другой строки (столбца) равна нулю. 

Доказательство. 

Для определителя 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 

имеем 

11 12 13

11 21 12 22 13 23 11 12 13

31 32 33

0

a a a

a A a A a A a a a

a a a

       . 

Таким образом, с учетом (1.6.1) получаем следующую формулу: 

1 1

при ,

0 при .

n n

ik jk li lj

k l

i j
a A a A

i j 

 
    


   

Пример 3. Проверим это свойство на примере, для этого соста-

вим сумму произведений элементов первой строки на алгебраиче-

ские дополнения элементов второй строки: 
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     

         

       

2 1 2 2 2 3

3 1 2

5 4 6

7 2 8

1 2 3 2 3 1
3 1 1 1 ( 2) 1

2 8 7 8 7 2

3 1 8 2 2 1 3 8 2 7 2 3 2 1 7

3 8 4 1 24 14 2 6 7 12 38 26 0.

  







 
            

 

                               

               

 

1.7. Действия с матрицами 

Суммой двух матриц A  и B  размера m n  называется новая 

матрица C A B   того же размера, элементы которой вычисля-

ются по формуле: 

ik ik ikc a b  . 

Пример 4. Найти сумму матриц A  и B : если:  

4 2 3

0 5 1
A

 
  
 

,   
2 4 5

1 3 8
В

 
  
 

. 

Решение:  

   

4 2 3 2 4 5

0 5 1 1 3 8

2 6 24 2 2 4 3 5
.

1 8 90 1 5 3 1 8

A B
    

      
   

       
    

     

 

Произведением матрицы A  размера m n  на число   назы-

вается новая матрица C A   того же размера, элементы которой 

вычисляются по формуле: 

ik ikc a  . 
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Относительно введенных действий справедливы следующие 

свойства: 

1. Коммутативность: 

A B B A   ; 

A A    . 

2. Ассоциативность: 

   A B C A B C     ; 

     A A A             . 

3. Дистрибутивность: 

 A B A B        ; 

  A A A         . 

Пример 5. Дана матрица 
2 1

3 6
A

 
  
 

. Вычислить 5 A . 

Решение:  

   
   

5 ( 2) 5 12 1 10 5
5 5

5 3 5 63 6 15 30
C A

       
               

. 

Произведением матрицы A  размера m p  на матрицу B  раз-

мера p n  называется новая матрица C A B   размера m n , эле-

менты которой вычисляются по формуле: 

1 1 2 2

1

p

ik is sk i k i k ip pk

s

c a b a b a b a b


         . 

Имеют место следующие свойства: 

1. Некоммутативность: 

A B B A   . 
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2. Ассоциативность: 

   A B C A B C     . 

3. Дистрибутивность: 

 A B C A C B C      . 

Пример 6. Вычислить произведения матриц A B  и B A , если: 

 1 2 3A ,  

3

2

1

B

 
 

  
 
 

. 

Решение: 

       

3

1 2 3 2 1 3 2 2 3 1 3 4 3 10 ,

1

A B

 
 

             
 
 

 

 
     
     
     

3 3 1 3 2 3 3 3 6 9

2 1 2 3 2 1 2 2 2 3 2 4 6 .

1 1 1 1 2 1 3 1 2 3

B A

      
    

           
          

 

Этот пример демонстрирует некоммутативность произведения 

матриц. Если в отдельных случаях имеет место A B B A   , то та-

кие матрицы называются перестановочными.  

Очевидно, что квадратная единичная матрица и любая квадрат-

ная матрица того же порядка будут перестановочными: 

A E E A A    . 
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2. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 

УРАВНЕНИЙ К ЗАДАЧАМ В ЭКОНОМИКЕ 

2.1. Решение систем линейных уравнений  

с помощью определителей. Формулы Крамера 

Рассмотрим систему трех линейных уравнений с тремя неиз-

вестными: 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

,

,

.

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  


  
   

 (2.1.1) 

Для вычисления 1x  умножим первое уравнение системы на 

11 ,A  второе – на 21A , третье – на 31A , а затем сложим полученные 

равенства: 

11 11 21 21 31 31 1 12 11 22 21 32 31 2

13 11 23 21 33 31 3 11 11 2 21 3 31

( ) ( )

( ) .

a A a A a A x a A a A a A x

a A a A a A x b A b A b A

       

      
 

На основании теорем о разложении определителей по строкам 

и столбцам получаем: 

1 1x    , 

где 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

   – главный определитель системы, составлен-

ный из коэффициентов системы; 
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1 12 13

1 2 22 23

3 32 33

b a a

b a a

b a a

   – вспомогательный определитель си-

стемы, полученный путем замены первого столбца главного опре-

делителя на столбец свободных членов. 

Аналогично получаются еще две формулы: 

2 2x    , 

3 3x    , 

где 

11 1 13 11 12 1

2 21 2 23 3 21 22 2

31 3 33 31 32 3

,

a b a a a b

a b a a a b

a b a a a b

     – два других вспомога-

тельных определителя системы, полученные из главного определи-

теля путем замены столбца при соответствующей неизвестной 

столбцом свободных членов. 

Полученные формулы: 

1 1

2 2

3 3

,

,

x

x

x

   

   

   

 (2.1.2) 

называются – формулами Крамера. 
 

Замечания: 

1. Если 0  , то система имеет единственное решение. 

2. Если 0   и хотя бы один из вспомогательных определите-

лей отличен от нуля, то система не имеет решения. 

3. Если 0   и все вспомогательные определители равны 

нулю, то система имеет бесчисленное множество решений. 

Формулы (2.1.2) остаются справедливыми в случае системы n  

линейных уравнений с n  неизвестными. 
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2.2. Метод Гаусса 

Существует еще один эффективный метод решения систем ли-

нейных уравнений – метод последовательного исключения пере-

менных (метод Гаусса).  

При решении систем линейных уравнений с любым числом 

уравнений и неизвестных в системе уравнений и в расширенной 

матрице системы можно: 

1) переставлять местами строки; 

2) если в результате других преобразований появились равные 

или пропорциональные строки, их можно удалить, кроме одной; 

3) удалять «нулевые» строки, где все коэффициенты равны 

нулю; 

4) любую строку умножать или делить на некоторое число; 

5) к любой строке прибавлять другую строку, умноженную на 

некоторое число. 

В результате преобразований получаем систему линейных 

уравнений, эквивалентную данной. 

Рассмотрим суть этого метода на примере 7. 

Пример 7. Решить систему линейных уравнений методом по-

следовательного исключения неизвестных Гаусса. Найти общее, 

частное, базисное решения системы: 

1 2 3 4 5

1 2 3 4

1 2 3 4 5

3 4 2 5 2 7,

2 2 4,

3 2 3.

x x x x x

x x x x

x x x x x

    


   
     

 

Решение: выпишем расширенную матрицу:  

3 4 2 5 2 7

1 2 1 2 0 4

1 1 1 3 2 3

  
 

 
   

. 
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За базисную переменную рекомендуется выбирать ту неиз-

вестную, коэффициент при которой равен единице (во избежание 

дробных коэффициентов). Оставим без изменения третье уравнение 

(строку), а за базисную переменную примем 1x . Воспользуемся эле-

ментарными преобразованиями, а именно: умножим третью строку 

на (–1) и сложим со второй, затем умножим третью же строку на  

(–3) и сложим с первой. Тогда 1x  останется только в третьем урав-

нении (строке): 

   

3 4 2 5 2 7 0 1 1 4 4 2

1 2 1 2 0 4 0 1 0 1 2 1

3 1 ; 3 1 1 1 3 2 31 1 1 3 2

        
   

       
           

 

 0 1 1 4 4 2 1 0 1 1 4 4 2

0 1 0 1 2 1 0 1 0 1 2 1 .

1 1 1 3 2 3 1 1 1 3 2 3

         
   

        
         

 

Оставим без изменения первую строку, переменную 3x  примем 

за базисную и исключим ее из третьей строки (во вторую строку 3x  

не входит). 

 0 1 1 4 4 2 1 0 1 1 4 4 2

0 1 0 1 2 1 0 1 0 1 2 1 .

1 1 1 3 2 3 1 2 0 1 2 1

      
   

       
         

 

Во второй строке переменную 2x  принимаем за базисную и ис-

ключаем из остальных строк: 

 

0 1 1 4 4 2 0 1 1 4 4 2

0 1 0 1 2 1 1 0 1 0 1 2 1

1 2 0 1 2 1 1 2 0 1 2 1

    
   

          
         
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   

0 1 1 4 4 2 0 0 1 3 2 3

0 1 0 1 2 1 1 ; 2 0 1 0 1 2 1

1 2 0 1 2 1 1 0 0 1 2 1

   
   

         
         

. 

В результате получаем систему с базисными переменными 1x , 

2 ,x  3x : 

3 4 5

2 4 5

1 4 5

3 2 3,

2 1,

2 1.

x x x

x x x

x x x

  


   
    

 

Выражая базисные переменные через остальные (их называют 

свободными переменными), получим общее решение системы: 

1 4 5

2 4 5

3 4 5

1 2 ,

1 2 ,

3 3 2 .

x x x

x x x

x x x

   


   
   

 

Давая свободным переменным произвольные значения, полу-

чаем множество частных решений, например,  

1

4

2

5

3

1 1 4 2,
1

1 1 4 2,
2

3 3 4 4.

x
x

x
x

x

    
 

     
     

     или     

1

4

2

5

3

1 1 2 2,
1

1 1 2 2,
1

3 3 2 8.

x
x

x
x

x

    
  

     
     

 

Частное решение, в котором все свободные переменные равны 

нулю, называют базисным решением:  

1

4

2

5

3

1 0 0 1,
0

1 0 0 1,
0

3 0 0 3.

x
x

x
x

x

     
 

      
     
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2.3. Обратная матрица. 

Матричный метод решения систем линейных уравнений 

Рассмотрим систему трех линейных уравнений с тремя неиз-

вестными: 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

,

,

.

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  


  
   

 (2.3.1) 

Из нее можно выделить три матрицы: 

11 12 13 1 1

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

, , .

a a a x b

A a a a X x B b

a a a x b

     
     

       
     
     

 

Очевидно, что система (2.3.1) эквивалентна одному матрич-

ному уравнению 

A X B  . (2.3.2) 

Если умножить обе части этого равенства слева на некоторую 

матрицу 1A : 
1 1A A X A B      

и подобрать эту матрицу 1A  так, что: 

1A A E   , (2.3.3) 

то получим решение 
1X A B  . (2.3.4) 

Матрица 1A , удовлетворяющая условию (2.3.3), называется 

обратной матрицей для матрицы A . 

Для отыскания обратной матрицы воспользуемся формулами 

Крамера, предполагая, что 0  . 
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 
1 12 13

1
1 2 22 23 1 11 2 21 3 31

3 32 33

1 1
,

b a a

x b a a b A b A b A

b a a


      
  

 

 
11 1 13

2
2 21 2 23 1 12 2 22 3 32

31 3 33

1 1
,

a b a

x a b a b A b A b A

a b a


      
  

  (2.3.5) 

 
11 12 1

1
3 21 22 2 1 13 2 23 3 33

31 32 3

1 1
.

a a b

x a a b b A b A b A

a a b


      
  

 

Легко увидеть, что формулы (2.3.4) и (2.3.5) будут совпадать 

только в том случае, если 

11 21 31

1

12 22 32

13 23 33

1
.

A A A

A A A A

A A A



 
 

    
 

 (2.3.6) 

Таким образом решение системы (2.3.1) записывается в виде: 

1 11 21 31 1

2 12 22 32 2

3 13 23 33 3

1
.

x A A A b

x A A A b

x A A A b

     
     

            
     

 (2.3.7) 

Из формулы (2.3.6) следует, что обратная матрица существует 

только в том случае, когда 0  . Если 0  , то обратной матрицы 

не существует, а исходная матрица A  называется вырожденной 

матрицей. 



27 

2.4. Вычисление обратной матрицы методом Гаусса 

Метод Гаусса является поистине универсальным в решении си-

стем линейных алгебраических уравнений. Продемонстрируем при-

менение данного метода при вычислении обратных матриц. 

Практически этот наиболее простой метод вычисления обрат-

ной матрицы состоит из следующих шагов: 

1) к матрице A , по отношению к которой ищется обратная мат-

рица, приписывается справа единичная матрица Е; 

2) путем преобразований методом Гаусса над строками расши-

ренной матрицы (А|Е) матрица А приводится к виду единичной мат-

рицы; 

3) после окончания указанного вычислительного процесса, т.е. 

когда на месте исходной матрицы А будет сформирована единичная 

матрица, на месте приписанной справа единичной матрицы Е будет 

находиться обратная матрица 1A . Иными словами, вместо расши-

ренной матрицы (А|Е) в итоге получается расширенная матрица 

(Е|А-1). 

Правильность вычислений нетрудно проверить по определе-

нию обратной матрицы: 1 1A A A A E     . 

2.5. Ранг матрицы и его вычисление  

с помощью элементарных преобразований 

Рангом матрицы называется наибольший из порядков мино-

ров, порожденных данной матрицей и отличных от нуля. Обознача-

ется ранг матрицы A  –  rang A . 

Если  rang A r , то это означает, что существует хотя бы 

один не равный нулю минор порядка r , а все миноры порядка 1r   

и выше или равны нулю или не могут быть образованы. 
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Очевидно, что нахождение ранга матрицы сводится к вычисле-

нию большого количества определителей. Однако более эффек-

тивно решать эту задачу с помощью метода элементарных преоб-

разований матрицы. Элементарными преобразованиями матрицы 

являются: 

1) перестановка строк (столбцов); 

2) исключение строки (столбца), состоящей целиком из нулей; 

3) умножение всех элементов строки (столбца) на некоторое 

число, отличное от нуля; 

4) прибавление к элементам строки (столбца) соответствую-

щих элементов другой строки (столбца). 

Из свойств определителей непосредственно следует, что эле-

ментарные преобразования не могут изменить ранг матрицы. Вы-

полняя элементарные преобразования, нужно преобразовать дан-

ную матрицу в единичную матрицу так, чтобы величина ее ранга 

стала очевидной.  

Рассмотрим суть этого метода на примере 8. 

Пример 8. Вычислить ранг матрицы: 

2 3 2 2

0 1 2 0

4 5 4 5

0 3 5 2

2 2 2 3

 
 
 
 
 
 
 
 

. 

Решение: 

2 0 4 22 3 2 2 1 0 2 1

0 1 2 0 0 1 2 00 1 2 0

4 5 4 5 4 0 6 54 0 6 5

0 3 5 2 0 0 1 20 0 1 2

2 2 2 3 2 0 2 32 0 2 3

     
    
    
      
    

    
         
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1 0 2 11 0 2 1
1 0 2 1

0 1 2 00 1 2 0
0 1 2 0

0 0 2 14 0 6 5
0 0 1 2

0 0 1 20 0 1 2
0 0 2 1

0 0 2 12 0 2 3

   
    

    
       
    

     
   

   

 

1 0 2 1 1 0 0 31 0 0 3

0 1 2 0 0 1 0 40 1 0 4

0 0 1 20 0 1 20 0 1 2

0 0 0 50 0 2 1 0 0 0 1

     
    
       
     
       

    

 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

, 

таким образом ранг исходной матрицы равен 4   4rang A  . 

2.6. Теорема Кронекера-Капелли 

Рассмотрим систему линейных уравнений общего вида: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

,

,

,

.

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

 

и введем обозначения: 

11 12 1 11 12 1 1

21 22 2 21 22 2 2

1 2 1 2

,

n n

n n

m m mn m m mn m

a a a a a a b

a a a a a a b
A B

a a a a a a b

   
   
    
   
   
   

, 
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где A  – матрица системы; 

 B  – расширенная матрица системы. 

Очевидно, что  

rang A rang B . 

Теорема Кронекера-Капелли утверждает, что: 

1) если rang A rang B n  , то система имеет единственное ре-

шение; 

2) если rang A rang B n  , то система имеет бесчисленное 

множество решений; 

3) если rang A rang B , то система не имеет решений. 

 

Пример 9. (Прогноз выпуска продукции по запасам сырья).  

Предприятие выпускает три вида продукции, используя сырье 

трех типов. Необходимые характеристики производства указаны в 

табл. 1. Требуется определить объем выпуска продукции каждого 

вида при заданных запасах сырья. Задачи такого рода типичны при 

прогнозах и оценках работы предприятий, экспертных оценках про-

ектов освоения месторождений полезных ископаемых, а также в 

планировании экономических показателей предприятий. 

Примечание: Составленную систему линейных уравнений ре-

шить с помощью обратной матрицы. Вычисление обратной мат-

рицы выполнить двумя способами: с помощью алгебраических до-

полнений и методом элементарных преобразований. 

 

Таблица 1. Характеристики производства 

Вид  

сырья 

Расход сырья по вилам продукции, 

вес. ед./изм. 
Запас сырья, 

вес. ед. 
1 2 3 

1 6 4 5 2700 

2 5 3 1 1850 

3 5 2 3 1800 
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Решение. Обозначим неизвестные объемы выпуска продукции 

через 1x , 2x  и 3x . Тогда при условии полного расхода запасов для 

каждого вида сырья можно записать балансовые соотношения, ко-

торые образуют систему трех уравнений с тремя неизвестными: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 4 5 2760,

5 3 1900,

5 2 3 1850.

x x x

x x x

x x x

  


  
   

 

Чтобы найти решение системы при помощи обратной матрицы, 

нужно матрицу, обратную матрице из коэффициентов системы, 

умножить на матрицу-столбец свободных членов. В результате по-

лучится матрица-столбец, которая и будет решением данной си-

стемы. 

Найдем определитель матрицы A , составленный из коэффици-

ентов системы: 

6 4 5

5 3 1 23

5 2 3

    , 

23 0    , следовательно, матрица A  обратима. 

Первый способ нахождения обратной матрицы с помощью ал-

гебраических дополнений, вытекает из формулы, выражающей об-

ратную матрицу: 

11 21 31

1

12 22 32

13 23 33

1
A A A

A A A A

A A A



 
 

    
 

, 

где ijA  – алгебраические дополнения элементов ija  данной матрицы. 

Найдем алгебраические дополнения для элементов данной мат-

рицы: 
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 
1 1

11

3 1
1 9 2 7;

2 3
A


       

   
1 2

12

5 1
1 15 5 10;

5 3
A


         

 
1 3

13

5 3
1 10 15 5;

5 2
A


        

   
2 1

21

4 5
1 12 10 2;

2 3
A


         

   
2 2

22

6 5
1 18 25 7;

5 3
A


        

   
2 3

23

6 4
1 12 20 8;

5 2
A


        

   
3 1

31

4 5
1 4 15 11;

3 1
A


        

   
3 2

32

6 5
1 6 25 19;

5 1
A


        

   
3 3

33

6 4
1 18 20 2.

5 3
A


        

 

Обратная матрица имеет вид: 

1

7 2 11

23 23 237 2 11
1 10 7 19

10 7 19 .
23 23 23 23

5 8 2
5 8 2

23 23 23

A

 
 

    
            
     

  
 

 

 

Необходимо сделать проверку: 
1A А Е  . 
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1

7 2 11

23 23 236 4 5
10 7 19

5 3 1
23 23 23

5 2 3
5 8 2

23 23 23

A А

 
 

   
          
    

  
 

 

42 40 25 12 28 40 66 76 10

23 23 23 23 23 23 23 23 23
1

35 30 5 10 21 8 55 57 2

23 23 23 23 23 23 23 23 23

35 20 15 10 14 24 55 38 6

23 23 23 23 23 23 23 23 23

      
            
      
      

              
      

      
            
      

0 0

0 1 0 .

0 0 1

 
 
 
 
 

 

Находим решение системы по формуле: 1X А B  . 

7 2 11

23 23 23 2760
10 7 19

1900
23 23 23

1850
5 8 2

23 23 23

19320 3800 20350

23 23 23
210

27600 13300 35150
250

23 23 23
100

13800 15200 3700

23 23 23

X

 
 

  
       
    

  
 

  
    
    
    

      
   

   
   

  

1

2

3

210,

250,

100.

x

x

x




 
 

 

Второй способ основан на элементарных преобразованиях 

вспомогательной матрицы, которая получается путем приписыва-

ния к данной матрице единичной матрицы того же порядка. 
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   

6 4 5 1 0 0

5 3 1 0 1 0 5 ; 3

5 2 3 0 0 1

 
 

    
  
 

 

 

19 11 0 1 5 0

5 3 1 0 1 0

10 7 0 0 3 1 10разделимна

   
 

  
     

 

   

19 11 0 1 5 0

5 3 1 0 1 0

7 3 1 5 ; 19
1 0 0

10 10 10

 
   
 

  
  
  
 

 

23 7 19 100 0 1
10 10 10 23

5 5 5
0 1 0

10 10 10

7 3 1
1 0 0

10 10 10

 
   

   
 

    
 
  
 

 

5 710 7 19 ;
10 100 1 0 23 23 23

5 5 5
0 1 0

10 10 10

7 3 1
1 0 0

10 10 10

             
 
    
 
 
  
 

 

10 7 19 7 2 11

23 23 23 23 23 230 1 0 1 0 0
5 8 2 10 7 19

0 0 1 0 1 0 .
23 23 23 23 23 23

1 0 0 0 0 1
7 2 11 5 8 2

23 23 23 23 23 23

   
    

   
   

      
   
       
   

 



35 

Значения обратной матрицы, полученные вторым способом, 

совпадают со значениями обратной матрицы, вычисленной в пер-

вом способе. 

Решая эту систему уравнений любым способом, находим, что 

при заданных запасах сырья объемы выпуска продукции составят 

по каждому виду соответственно (в условных единицах): 

1 210x  , 2 250x  , 3 100x  . 
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3. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

3.1. Простейшие сведения о векторах 

Выберем в пространстве две произвольные точки A  и B  и со-

единим их отрезком. Точку A  назовем началом, точку B  – концом 

отрезка. Такой направленный отрезок называется вектором. Обо-

значаются векторы: 

AB a  a . 

Вектор, у которого начало и конец совпадают называется ну-

левой вектор или нуль-вектор и обозначается –  . Его направле-

ние считается произвольным. 

Длина отрезка AB  называется модулем вектора. Модуль век-

тора обозначается 

AB AB a a   a . 

Вектор называется единичным, если 1a . 

Векторы называются коллинеарными, если они расположены 

либо на параллельных прямых, либо на одной и той же прямой. Кол-

линеарные векторы a  и b  обозначаются – ||a b .  

Векторы называются компланарными, если они параллельны 

одной плоскости, либо лежат в одной плоскости. 

Очевидно, что для любого вектора a  имеет место ||a  , а для 

любых векторов a  и b  векторы a , b ,   компланарны.  

Существует три типа векторов: 

1. Связанные векторы – начало таких векторов жестко зафик-

сировано (реакция опоры в механике). 
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2. Скользящие вектора – разрешается перемещение вдоль пря-

мой, на которой лежит вектор (вектор силы). 

3. Свободные векторы – свободное перемещение в простран-

стве коллинеарно самому себе с сохранением направления. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только свободные век-

торы.  

Два вектора a  и b  называются равными, если они имеют рав-

ные модули и одинаково направлены. 

3.2. Действия с векторами 

Суммой двух векторов a  и b  называется новый вектор 

= +c a b , который определяется по правилу параллелограмма 

или по правилу треугольника. 

 

a

b

 с a b

 

a

b
 с a b

 

 

Рисунок 1 – Правило суммы векторов 

 

Произведением вектора a  на действительное число   назы-

вается новый вектор  с a , удовлетворяющий следующим усло-

виям: 

1. Модуль вектора –  с a . 

2. Векторы коллинеарны – с a . 

3. Если 0  , то векторы a  и c  сонаправлены, если 0  , то 

векторы a  и c  противонаправлены. 
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Вектор ( 1)  =b b  называется противоположным вектором 

по отношению к вектору b . 

Очевидно, что 0  a θ ;    b b θ . 

Разностью двух векторов называется выражение 

    a b a b . 

Графически разность векторов представляет вторую диагональ пра-

вила параллелограмма. 

 

a

b -с a b

 
 

Рисунок 2 – Правило разности векторов 

 

Относительно введенных действий сложения векторов и умно-

жения вектора на число справедливы обычные законы алгебры: 

1. Закон коммутативности: 

 a + b b a , 

   a a . 

2. Закон ассоциативности:  

       a b с a b с , 

          a a . 

3. Закон дистрибутивности: 

         a b a b , 

        a a b . 



39 

3.3. Проекция вектора на вектор,  

базис и координаты вектора 

Проекцией вектора a  на вектор b  называется число 

cos( )пр


 ba a a,b . 

 

  
 

Рисунок 3 – Проекция вектора на вектор 

 

Возьмем в пространстве упорядоченную тройку взаимно орто-

гональных единичных векторов i , j , k  и совместим ее с декарто-

вой системой координат x , y , z . 

Тройка векторов, в которой переход  i j k  осуществля-

ется против часовой стрелки, называется правой тройкой.  

Тройка векторов, в которой переход  i j k  осуществля-

ется по часовой стрелке называется левой. 

В дальнейшем мы будем рассматривать только правые тройки 

векторов. 

Говорят, что вектора i , j , k  образуют базис.  

 

Рисунок 4 – Базис в 3R  
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Наряду с правой тройкой 

векторов i , j , k  рассмотрим 

произвольный вектор a  и поме-

стим его начало в начало коорди-

нат.  

Из его конца опустим пер-

пендикуляры на три координат-

ные плоскости и построим прямо-

угольный параллелепипед. Дли-

ны его сторон, расположенных на 

координатных осях, обозначим соответственно – , ,x y za a a . 

Таким образом, получаем три вектора – , ,x y za a ai j k . 

Из рисунка видно, что по правилу параллелограмма вектор a  

можно представить в виде 

x y za a a  a i j k . (3.3.1) 

Формула (3.2.1) показывает, что, любой вектор может быть вы-

ражен через тройку векторов i , j , k . Эти вектора являются основ-

ными (базисными), а остальные выражаются через них.  

Числа , ,x y za a a  называются координатами вектора a  в за-

данном базисе. 

Диагональ параллелепипеда (модуль вектора a ) равна квад-

ратному корню из суммы квадратов трех его измерений. Таким об-

разом, модуль вектора выражается через координаты формулой 

2 2 2

x y za a a  a . (3.3.2) 

Обозначим углы между вектором a  и векторами i , j , k  – 

, ,    соответственно. Тогда  

 
 

Рисунок 5 – Разложение вектора 

по базису 
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cos ,

cos ,

cos .

x

y

z

a a

a a

a a







 


 
  

 (3.3.3) 

Величины cos , cos , cos  называются направляющими 

косинусами вектора a .  

cos , cos , cos .
yx z

aa a

a a a
      (3.3.4) 

Возводя равенства (3.2.4) в квадрат и складывая, получаем ха-

рактеристическое свойство направляющих косинусов 

2 2 2cos cos cos 1.       (3.3.5) 

Сумма векторов и произведение вектора на число выражаются 

через координаты по формулам 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

x y z x y z

x x y y z z

a a a b b b

a b a b a b

       

     

a b i j k i j k

i j k
 

( ) ( ) ( ) ( )x y z x y za a a a a a              a i j k i j k . 

Теперь можно дать новое (аналитическое) определение век-

тора. 

Вектор – это математический объект, который в заданном базисе 

представляется тройкой чисел, называемых координатами вектора 

( , , )x y za a aa , 

при этом сложение векторов и умножение вектора на число выпол-

няется по следующим правилам: 

( , , ) ( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , ).

x y z x y z x x y y z z

x y z x y z

a a a b b b a b a b a b

a a a a a a   

    

   
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3.4. Скалярное произведение векторов 

Скалярным произведением двух векторов a  и b  называется 

число, равное произведению модулей этих векторов, умноженному 

на косинус угла между ними 

cos ,
 

     
 

a b a b a b . (3.4.1) 

Рассмотрим свойства скалярного произведения. 

1. Скалярное произведение равно произведению модуля одного 

из векторов на проекцию второго вектора на направление первого 

вектора: 

np np    a ba b a b b a . 

2. Два вектора a  и b  ортогональны тогда и только тогда, когда 

их скалярное произведение равно нулю: 

0     ba a b . 

3. Модуль вектора равен корню квадратному из скалярного 

квадрата 
22

2

,

,

0, 0 0.

  

  

     

a a a a

a a a a

a a a a a

 

4. Коммутативность:   a b b a . 

5. Ассоциативность: ( ) ( ) ( )         a b a b a b . 

6. Дистрибутивность: ( )     a b c a c b c . 

Доказательство: 

( ) ( ) ( )np np np

np np .

        

       

c c c

c c

a b c c a b c a b

c a c b a c b c
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7. Скалярные произведения векторов базиса: 

0,

1.

     

     

i j j k k i

i i j j k k
 

8. Выражение скалярного произведения в координатах 

x x y y z za b a b a b      a b . 

Доказательство: 

    .x y z x y z x x y y z za i a j a k b i b j b k a b a b a b            a b  

С помощью скалярного произведения можно вычислять угол 

между векторами 

cos ,
  

 
 

a b
a b

a b
, 

или через их координаты  

2 2 2 2 2 2
cos ,

x x y y z z

x y z x y z

a b a b a b

a a a b b b

   
 

     
a b .  (3.4.2) 

В курсе физики работа постоянной силы F , под действием ко-

торой осуществлено прямолинейное перемещение материальной 

точки, заданное вектором l  выражается с помощью скалярного 

произведения: 

cosl l     A F F . 

3.5. Векторное произведение 

Векторным произведением вектора a  на вектор b  называ-

ется новый вектор c = a b , удовлетворяющий следующим трем 

условиям:  
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1. Модуль вектора c = a b  численно равен площади парал-

лелограмма, построенного на векторах a  и b : 

sin ,
 

    
 

c a b a b . 

2. Вектор = c a b  ортогонален векторам a  и b . 

3. С вершины вектора = c a b  поворот от первого сомножи-

теля ко второму виден против часовой стрелки (векторы , ,a b c  об-

разуют правую тройку векторов). 

 

 
 

Рисунок 6 – Векторное произведение векторов 

 

Рассмотрим простейшие свойства векторного произведения: 

l. Для того, чтобы векторы a  и b  были коллинеарны, необхо-

димо и достаточно чтобы векторное произведение было равно нуль-

вектору: 

||  a b θ a b . 

2. Антикоммутативность:  

    a b b a . 

3. Ассоциативность:  

              a b a b a b . 
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4. Дистрибутивность: 

      a b c a c b c . 

5. Векторные произведения векторов базиса: 

= = = ,

= = ,

= = ,

= = .

  

  

  

  

i i j j k k θ

i j j i k

j k k j i

k i k i j

 

6. Выражение векторного произведения через координаты: 

x y z

x y z

a a a

b b b

 

i j k

a b . (3.5.1) 

Доказательство: 

   

     

.

x y z x y z

y z z y z x z x x y y x

y z x yx z

x y z

y z x yx z

x y z

a a a b b b

a b a b a b b a a b a b

a a a aa a
a a a

b b b bb b
b b b

       

         

      

a b i j k i j k

i j k

i j k

i j k

 

Из этой формулы получается условие коллинеарности векто-

ров, заданных координатами 

yx z

x y z

aa a

b b b
  . (3.5.2) 
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3.6. Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением трех векторов называется число 

     abc a b c . (3.6.1) 

 

a

a b

пр a b
с b

с

 
 

Рисунок 7 – Смешанное произведение векторов 

 

Из рисунка видно, что объем параллелепипеда, построенного 

на векторах , ,a b c  выражается соотношением: 

   оснV S h пр         a ba b c a b c abc . 

Эта формула верна, если векторы c  и a b  образуют острый 

угол. Если этот угол тупой, то формула принимает вид: 

   оснV S h пр            a ba b c a b c abc . 

Объединим эти формулы знаком абсолютной величины 

 V  abc . 

Таким образом, модуль смешанного произведения выражает 

объем параллелепипеда, построенного на перемножаемых векто-

рах. При этом знак смешанного произведения будет положитель-

ным, если упорядоченная тройка векторов a, b, c является правой, и 

отрицательным  если левой. 
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Для смешанного произведения справедлива циклическая пере-

становка векторов: 

                  abc bca cab bac acb cba . 

Очевидно, что условие компланарности трех векторов эквива-

лентно равенству 0V  : 

  0abc . 

Выражение смешанного произведения векторов через коорди-

наты имеет вид 

   

.

x y z

y z x yx z

x y z x y z

y z x yx z

x y z

a a a
a a a aa a

c c c b b b
b b b bb b

c c c

   

      

abc a b c

 (3.6.2) 

Отсюда следует условие компланарности трех векторов, за-

данных координатами 

0

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b

c c c

 .   (3.6.3) 

3.7. Аксиоматическое определение  

линейного векторного пространства 

Рассмотренными выше свойствами векторов, касающихся опе-

раций сложения и умножения на число, обладают и другие матема-

тические объекты (числа, матрицы и т.д.). Обобщим свойства сло-

жения векторов и умножения векторов на действительные числа на 

произвольные абстрактные объекты неизвестной природы. Свой-
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ства обычных векторов мы получали в качестве геометрических 

теорем. Для абстрактных объектов такой возможности нет, поэтому 

поступим наоборот – получаемые ранее свойства объявим новыми 

аксиомами. 

Рассмотрим некоторое множество L , составленное из элемен-

тов , , , ... ,x y z  которые мы, по-прежнему, условимся называть век-

торами. 

Множество L  называется линейным векторным простран-

ством (ЛВП), если выполняются следующие три группы аксиом. 

I. Любым векторам , Lx y  сопоставлен вектор Lz , называ-

емый суммой векторов x  и y , обозначаемый = +z x y  и при этом 

имеют место следующие аксиомы сложения. 

1. Коммутативность:  

+x y = y + x . 

2. Ассоциативность: 

   +x y + z = x + y + z . 

3. Существование нулевого вектора: 

 : ,L L     x x x  . 

4. Существование противоположного вектора: 

:L L     x y x y  . 

II. Для любого Lx  и любого R  определено произведе-

ние   x  вектора на число, при этом выполняются следующие ак-

сиомы умножения на число. 

1. Умножение на единицу: 

1 , ( )L   x x x . 
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2. Ассоциативность: 

   1 2 1 2 1 2( ) , , ,L R             x x x . 

Следует отметить, что произведения в левой и правой частях 

могут в общем случае определяться по-разному. 

III. Относительно указанных действий имеют место две акси-

омы дистрибутивности. 

1.  1 2 1 2        x x x . Следует отметить, что знаки сложе-

ния в левой и правой части равенства могут иметь разный смысл. 

2. ( )       x y x y . 

3.8. Примеры линейных векторных пространств 

1. Пусть L R . Тогда введенные аксиомы выражают обычные 

законы арифметики. 

2. Пусть 3L R   множество всех векторов в пространстве. То-

гда имеем обычные соотношения для векторов 

1 2 3 1 2 3( , , ) , ( , , ) , ( , )i iL L R           x y ; 

1 1 2 2 3 3( , , ) L          x y  

1 2 3( , , ) , (0,0,0).L            x θ  

3. Пусть nL R   множество векторов в пространстве nR . То-

гда 

1 2( , , , ) n

n R   x , 

1 2( , , , ) n

n R   y . 

По аналогии с пространством 3R  введем сумму векторов и про-

изведение вектора на число 

1 1 2 2( , , , )n n         x y , 
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1 2( , , , )n          x . 

Роль нулевого элемента играет вектор  , , ..., .0  0 0θ  Легко 

увидеть, что все аксиомы ЛВП выполняются и nR   линейное про-

странство.  

4. Пусть 
 ,a b

L C   пространство функций, непрерывных на 

отрезке  ,a b . Элементами множества L  являются функции 

     , , ,x t y t z t  x y z . Известно, что сумма непрерывных 

функций есть непрерывная функция, а произведение непрерывной 

функции на любое число тоже даёт непрерывную функцию. Все 

приведенные выше аксиомы соответствуют обычным законам 

арифметики для ординат. Роль нулевого элемента выполняет функ-

ция   0t θ . 

5. Пусть L R   множество положительных чисел. Сумму 

элементов в L  определим как произведение действительных чисел 

x y  x y , а произведение вектора Lx  на число R  как 

x  x . Все аксиомы ЛВП выполняются. Роль нулевого вектора 

играет единица, а роль противоположного для x  элемента принад-

лежит числу 
1

x
. 

3.9. Линейная независимость системы векторов 

Рассмотрим систему векторов 1 2, , , n Lx x x . Выражение 

 1 1 2 2

1

,
n

n n i i i

i

R    


        x x x x  (3.9.1) 

называется линейной комбинацией системы векторов ЛВП. 
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Векторы 1 2, , , nx x x  называются линейно независимыми, 

если равенство 

1

n

i i

i




  x θ
1,nx θ  

выполняется лишь при 1 2 0n      . В противном случае, ко-

гда хотя бы один из коэффициентов i  отличен от нуля, система 

векторов называется линейно зависимой. 

Теорема 1. Если в систему векторов входит нулевой вектор, то 

эта система векторов линейно зависима. 

Доказательство: Рассмотрим систему векторов 1 2, , ,x x

1,nx θ . Тогда линейная комбинация 

1 2 10 0 0 1n      x x x θ  

будет равна нулевому вектору при значении 1 0    что и дока-

зывает теорему. 
 

Теорема 2. Для того чтобы система векторов была линейно за-

висимой, необходимо и достаточно, чтобы хотя бы один из векто-

ров являлся линейной комбинацией остальных.  

Доказательство: 

1. Необходимость. 

Пусть 1 2, , , nx x x  – линейно зависимая система векторов и 

надо показать, что один из векторов является линейной комбина-

цией остальных. Согласно условию 1 1 2 2 n n        x x x θ  

не при всех i  равных нулю одновременно. Допустим, что 0n  . 

Тогда после прибавления к обеим частям равенства 

 1 1 2 2 1 1n n          x x x  и умножения равенства на 
1

n
 по-

лучим: 
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11 2
1 2 1

n
n n

n n n

 

  


    x x x x . 

2.Достаточность. 

Теперь один из векторов является линейной комбинацией осталь-

ных и нужно показать, что 1 2, , , nx x x  – линейно зависимая си-

стема векторов. Согласно условию 1 1 2 2 1 1.n n na a a        x x x x  

Тогда после прибавления к обеим частям равенства  1 n  x , полу-

чим 

1 1 2 2 1 1 ( 1) 1 0n n n na a a a              x x x x  . 

Что и требовалось доказать. 
 

Теорема 3. Для линейной зависимости векторов 

     1 2 3 1 2 3 1 2 3, , , , , , , ,          x y z  

в пространстве 3R  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

условие 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

  

  

  

 . (3.9.2) 

Доказательство: 

Для доказательства отметим, что это равенство выражает усло-

вие компланарности трех векторов в пространстве 
3R , равносиль-

ное условию их линейной зависимости. 
 

Теорема 4. Для линейной зависимости векторов 

 1 2, , , , 1,i i i in i n   x  

в пространстве 
nR  необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 

условие 
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11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

  

  

  

 . (3.9.3) 

Доказательство: 

Для доказательства запишем условие линейной зависимости 

векторов в координатной форме 

1 2

1

( , , , ) (0,0, ,0)
n

i i i in

i

   


  

или 

1 2

1 1 1

, , , (0,0, ,0)
n n n

i i i i i in

i i i

  
  

 
 

 
   . 

Сравнивая координаты векторов в левой и правой части равен-

ства, получаем однородную систему n алгебраических уравнений с 

n неизвестными 

1 11 2 21 1

1 12 2 22 2

1 1 2 2

0,

0,

0.

n n

n n

n n n nn

     

     

     

   


   


    

 

Эта система по теореме Кронекера-Капелли имеет ненулевые 

решения тогда и только тогда, когда её главный определитель равен 

нулю. Что и требовалось доказать. 
 

Теорема 5. Для того чтобы функции   1

[ , ] , 1,n

i a bx t C i n   были 

линейно зависимы, необходимо выполнения условия 

 

1 2

1 2

( 1) ( 1) ( 1)

1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
0

... ... ... ...

( ) ( ) ... ( )

n

n

n n n

n

x t x t x t

x t x t x t
W t

x t x t x t  

  
  . (3.9.4) 
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Определитель ( )W t  называется определителем Вронского 

(вронскиан). Следует отметить, что теорема формулирует лишь не-

обходимое, но не достаточное условие линейной зависимости си-

стемы функций. 

Доказательство: 

Для доказательства теоремы запишем условие линейной зави-

симости функций 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) 0 , 0n n ix t x t x t         . 

Дифференцируя обе части этого равенства, получим однород-

ную систему уравнений относительно i  

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1)

1 1 2 2

( ) ( ) ( ) 0 ,

( ) ( ) ... ( ) 0 ,

( ) ( ) ... ( ) 0 ,

..........................................................

( ) ( ) ... ( ) 0.

n n

n n

n n

n n n

n n

x t x t x t

x t x t x t

x t x t x t

x t x t x t

  

  

  

    

   

     

     

   










 

По теореме Кронекера-Капелли эта система имеет ненулевые 

решения в том случае, если главный определитель системы 

( ) 0W t  . Что и требовалось доказать. 

3.10. Базис и размерность линейного пространства 

В пространстве 3R  понятия базиса и разложение в нем вектора 

были введены из геометрических соображений. В линейном вектор-

ном пространстве таких соображений нет, поэтому здесь прихо-

дится вводить аналогичные понятия аналитическими методами. 

Упорядоченная система n  линейно независимых векторов 

1 2, , , ne e e  называется базисом в линейном пространстве L , если 

любой вектор Lx  является их линейной комбинацией 
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1 1 2 2 n n        x e e e . (3.10.1) 

Это выражение называют разложением вектора x  по базису, 

числа 1 2, , , n    называют координатами вектора x  в базисе 

1 2, , , ne e e , а сам вектор кратко обозначают 

 1 2, , , n  x . (3.1.2) 

Таким образом, при наличии базиса произвольное линейное 

пространство может рассматриваться как n -мерное простран-

ство 
nR . 

 

Теорема 1. Координаты вектора в заданном базисе един-

ственны. 

Доказательство: 

Для доказательства предположим, что вектор x  в базисе 

1 2, , , ne e e  имеет два различных разложения 

1 1 2 2 1 1 2 2n n n n                  x e e e e e e . 

Тогда 

     1 1 1 2 2 2 n n n              e e e θ . 

В силу линейной независимости базисных векторов, получаем 

0 , ( 1, )i i i n      

или 

i i  , 

что и требовалось доказать. 
 

Примеры базисов в ЛВП 

1. Базисом в пространстве 3R  является система векторов 
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 

 

 

1, 0, 0 ,

0, 1, 0 ,

0, 0, 1 .







i

j

k

 

2. В пространстве 
nR  можно образовать аналогичный базис 

 

 

 

1

2

1,0,0, ,0 ,

0,1,0, ,0 ,

.........................,

0,0,0, ,1 .n







e

e

e

 

Существуют и другие варианты выбора базиса в пространстве 
nR , например 

 

 

 

1

2

1, 0, 0, , 0 ,

1, 1, 0, , 0 ,

......................... ,

1, 1, 1, , 1 .n







e

e

e

 

3. В линейном векторном пространстве 
[ , ]

n

a bC  в качестве векто-

ров базиса можно взять систему функций  21, , , , nt t t . Легко по-

казать, что при любом n  эта система линейно независима,

 ( ) 0W t  . Число векторов базиса бесконечно. 

Размерностью линейного пространства L  называется такое 

натуральное число n N , что в L  существует n  линейно незави-

симых векторов, а любые 1n   векторов являются линейно зависи-

мыми. 

Таким образом, размерность пространства – это максимальное 

число линейно независимых векторов в этом пространстве. 

Понятия базиса и размерности связаны между собой следую-

щими теоремами. 
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Теорема 2. В линейном пространстве L  размерности n  суще-

ствует базис, содержащий ровно n  векторов. 

Доказательство: 

Согласно определению размерности в L  существует n  линейно 

независимых векторов – 1 2, , , ne e e  и для любого вектора Lx  

система векторов – 1 2, , , ,ne e e x  является линейно зависимой 

1 1 2 2 n n           e e e x θ , 

причём 0  , в противном случае векторы 1 2, , , ,ne e e x  были 

бы линейно независимы. 

Выразим отсюда вектор x :  

1 2
1 2

n
n

 

  
    x e e e . 

Таким образом, произвольный вектор x  является линейной 

комбинацией векторов 1 2, , , ne e e , которые можно считать базис-

ными векторами. 

Очевидно, что в качестве базиса в n -мерном пространстве 

можно взять произвольную систему, состоящую из n  линейно не-

зависимых векторов. 
 

Теорема 3. Если в линейном пространстве L  существует ба-

зис, то размерность L  равна числу базисных векторов. 

Доказательство: (Можно на лекции не доказывать.) 

Пусть в пространстве L  задан базис – 1 2, , , ne e e . Следова-

тельно размерность L  – не менее, чем n . Для доказательства нужно 

установить линейную зависимость любых 1n   векторов. Обозна-

чим их – 1 2 1, , , n L x x x . 

Представим векторы ix  в координатной форме 

1 2( , , , ), 1, 1i i i in i n    x . 
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Рассмотрим условие 

1 1 2 2 1 1n n          x x x θ  (3.10.3) 

или 

1 1 2 2 1 1n n n n             x x x x . 

В координатной форме это соотношение сводится к системе n  

линейных уравнений относительно i  

 

 

 

1 11 2 21 1 1 1 1

1 12 2 22 2 1 1 2

1 1 2 2 1 1

... ,

... ,

.......................................................

... .

n n n n

n n n n

n n n nn n n n

       

       

       

 

 

 

    


    


     


 (3.10.4) 

Главный определитель системы (3.10.4) отличен от нуля (в про-

тивном случае векторы 1 2, , , nx x x  были бы линейно зависимы, а 

теорема очевидна).  

Формулы Крамера 

, 1,i
i i n


 


, 

при любом 1 0n    показывают, что в условии (3.10.3) не все i  

равны нулю и, следовательно, любые векторы 1 2 1, , , nx x x  явля-

ются линейно зависимыми. Что и требовалось доказать. 

3.11. Аксиоматическое определение скалярного произведения 

В пространстве 3R  скалярное произведение было введено с по-

мощью понятий модуля вектора и угла между векторами 

cos ,
 

     
 

a b a b a b . 
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В абстрактном линейном векторном пространстве L  нет поня-

тий модуля вектора и угла между векторами. Поэтому ввести поня-

тие скалярного произведения можно только аксиоматически, сохра-

няя при этом основные особенности скалярного произведения 

пространства 3R . 

Пусть каждой паре векторов , Lx y  по некоторому правилу 

поставлено действительное число –  ,x y  и при этом выполняются 

следующие аксиомы. 

1. Аксиома коммутативности:  

   , ,x y y x . 

2. Аксиома ассоциативности:  

   , ,   x y x y . 

3. Аксиома дистрибутивности:  

     , , ,  x y z x y x z . 

4. Аксиома неотрицательности: 

 , 0x x , 

причём  , 0  x x x θ . 

Тогда величина  ,x y  называется скалярным произведением 

векторов х и у. 

Примеры скалярных произведений в ЛВП 

1. В пространстве 
3L R  скалярное произведение вычисляется 

по формуле 

  1 1 2 2 3 3,       x y . (3.11.1) 

Аксиомы выполняются автоматически. 
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2. В пространстве 
nL R  скалярное произведение можно опре-

делить с помощью аналогичной формулы 

 
1

,
n

i i

i




x y .  (3.11.2) 

Выполнение аксиом здесь очевидно. 

3. Скалярное произведение в [ , ]a bC  можно ввести с помощью 

определенного интеграла 

 , ( ) ( ) .

b

a

x t y t dt x y  (3.11.3) 

Легко увидеть, что и здесь все аксиомы скалярного произведе-

ния остаются справедливыми. 

3.12. Евклидово пространство 

Линейное векторное пространство, в котором определено ска-

лярное произведение векторов, называется евклидовым простран-

ством. 

В скалярное произведение в евклидовом пространстве E  поз-

воляет ввести в нем метрические соотношения, характерные для 

геометрического пространства 3R . 

Величина 

 ,x x x  

называется модулем или длиной вектора x  в евклидовом простран-

стве. Очевидно, что 0x , причем 0  x x θ . 

Если 1x , то вектор x  называется нормированным или еди-

ничным вектором. При этом всякий ненулевой вектор x  можно нор-

мировать – поставить ему в соответствие единичный вектор .
x

x
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В пространстве 3R  справедливо неравенство Коши-Буняковского 

 ,  x y x y , (3.12.1) 

которое основано на известном неравенстве cos , 1
 

 
 

x y .  

Покажем, что это неравенство остается справедливым для про-

извольного евклидова пространства. 

Рассмотрим скалярный квадрат 

 

     2

, 0,

, 2 , , 0.

 

 

  

  

x y x y

x x x y y y
 

Вычислим дискриминант: 

    
2

4 , 4 , , 0D   x y x x y y . 

Таким образом 

 
2 22

,  x y x y  

или окончательно 

 ,  x y x y , 

что и требовалось доказать. 

В пространстве nR  неравенство Коши-Буняковского прини-

мает вид: 

2 2

1 1 1

n n n

i i i i

i i i

   
  

   , (3.12.2) 

где  1 2, , , n  x ,  1 2, , , n  y . 

В пространстве [ , ]a bC  неравенство Коши-Буняковского прини-

мает вид: 

2 2( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a

x t y t dt x t dt y t dt   , (3.12.3) 
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где    ,x t y t x y . 

Неравенство Коши-Буняковского позволяет ввести понятие 

угла между векторами в абстрактном евклидовом пространстве 

 ,
cos ,

 
 

 

x y
x y

x y
. (3.12.4) 

При этом будет выполнятся обычное неравенство – 

cos , 1
 

 
 

x y . 

Векторы x  и y  называются ортогональными тогда и только 

тогда, когда  , 0x y . 

 

Теорема 1. Нулевой вектор ортогонален любому вектору. 

Доказательство: 

     , 0 , 0 , 0  θ x y x y x . 

Теорема 2. Взаимно ортогональные ненулевые векторы ли-

нейно независимы. 

Доказательство: 

Рассмотрим систему взаимно ортогональных векторов 

1 2, , , nx x x  –  ,i k i k x x . 

Умножим соотношение 

1 1 2 2 n n     x x x θ  

скалярно на вектор ix  

   1 1 2 2 , ,n n i i     x x x x θ x . 

В силу взаимной ортогональности от этого произведения оста-

нется только скалярный квадрат 
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 i i, 0i x x . 

Таким образом, все коэффициенты 0i   и система векторов 

1 2, , , nx x x  – линейно независима. Что и требовалось доказать. 

Доказанное свойство означает, что в пространстве 
nR  всякая 

система из n  ортогональных векторов образует базис. 

 

Теорема 3. (Теорема Пифагора). Если векторы x  и y ортого-

нальны, то 
2 2 2
  x y x y . 

x

y

x + y

 
 

Рисунок 8 – Теорема Пифагора 

 

Доказательство: 

По условию теоремы имеем:  , 0  x y x y . Вычислим 

       
2 2 2

, , 2 , ,        x y x y x y x x x y y y x y . 

Что и требовалось доказать. 
 

Теорема 4. В евклидовом пространстве справедливы неравен-

ства треугольника 

  x y x y , 

  x y x y . 

Доказательство: Возведем в квадрат левую часть первого не-

равенства 
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   

 

2 2 2 2 2

22 2

2 , 2 ,

2

       

     

x y x x y y x x y y

x x y y x y
 

или 

 
22

  x y x y . 

Извлекая квадратный корень, получим первое неравенство тре-

угольника. Что и требовалось доказать. 

Второе неравенство треугольника доказать самостоятельно. 

В n -мерном евклидовом пространстве можно ввести так назы-

ваемый ортонормированный базис – 1 2, , , ne e e  

 
1,

,
0,

i k ik

i k

i k



  


e e , 

где ik  – символ Кронекера. 

Координаты вектора 

1 1 2 2 n n     x e e e  

в ортонормированном базисе называются коэффициентами Фурье 

и выражаются с помощью скалярного произведения 

1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )i n n i i i        x e e e e e x e . 

Таким образом 

 ,i i  x e . (3.12.5) 

В ортонормированном базисе скалярное произведение записы-

вается обычным образом 

  1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2

, ( , )

.

n n n n

n n

     

    

       

   

x y e e e e e e
 (3.12.6) 

Для не ортонормированного базиса формула вычисления ска-

лярного произведения (3.12.6) может существенно усложниться.  



65 

 

 

 

4. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

4.1. Плоскость и гиперплоскость 

Рассмотрим в пространстве 
3R  декартову систему координат. 

Каждой точке этого пространства  , ,M x y z  можно поставить в со-

ответствие радиус-вектор r = (x,y,z), начало которого всегда нахо-

дится в начале координат  , ,O x y z . Положение любой плоскости 

в пространстве однозначно определяется единичным вектором n , 

перпендикулярным плоскости и расстоянием p  от точки O  до 

плоскости. 

Рисунок 9 – Плоскость в 
3R  

 

Обозначим: 

 , , ,

,

,

.

OM x y z

OP p

OP PM OM

PM p

 

 

 

  

r

n

r n

 

 

Точка M  будет лежать на заданной плоскости тогда и только 

тогда, когда векторы PM  и OP  будут ортогональны и их скалярное 

произведение будет равно нулю 

  0p   r n n  

или 

0р  r n . (4.1.1) 
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Соотношение (4.1.1) называется векторным уравнением 

плоскости. 

Подставляя в уравнение (4.1.1) координаты векторов 

   , , , cos ,cos ,cosx y z    r n  

получаем нормальное уравнение плоскости 

cos cos cos 0x y z p         . (4.1.2) 

Уравнение (4.1.2) представляет собой линейное уравнение от-

носительно трех переменных. 

Линейное уравнение 

0Ax By Cz D     (4.1.3) 

называется общим уравнением плоскости. Его легко свести к урав-

нению (4.2.2) умножением на коэффициент   

0Ax By Cz D       . 

Коэффициент   подбирается так, чтобы получилось уравнение 

вида (4.1.2) 

cos , cos , cos , .A B C D p            

Характеристическое свойство направляющих косинусов дает 

2 2 2 2 2 2 2 2 2cos cos cos 1A B C            

или 

2 2 2 2( ) 1A B C    . 

Таким образом 

2 2 2

1

A B C
  

 
. (4.1.4) 

Поскольку расстояние 0p   и, соответственно, величина 

0D  , то знак коэффициента   выбирают противоположным 
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знаку коэффициента D . Коэффициент   называется – нормирую-

щий множитель. 

Коэффициенты уравнения (4.1.3) образуют вектор 

 , ,A B CN .  (4.1.5) 

Вектор  , ||N n N n  перпендикулярен рассматриваемой 

плоскости и называется главным вектором плоскости. 

Пример 10. Рассмотрим общее уравнение плоскости 

2 2 9 0x y z    . 

Главный вектор плоскости –  2, 1, 2  N . 

Вычислим нормирующий множитель: 
1 1

34 1 4
    

 
. 

Определим направляющие косинусы и расстояние p : 

2 1 2
cos , cos , cos , 3

3 3 3
p       . 

Запишем нормальное уравнение плоскости:  

2 1 2
3 0

3 3 3
x y z     . 

Рассмотрим частные случаи расположения плоскости относи-

тельно системы координат. 

1. 0 0D Ax By Cz      – плоскость проходит через 

начало координат. 

2.  0 0, 0, ,A By Cz D B C     N  – перпендикулярен оси 

Ox , плоскость параллельна оси Ox . 

3.  0 0, ,0,B Ax Cz D A C     N  – перпендикулярен оси 

Oy , плоскость параллельна оси Oy . 
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4.  0 0, , ,0C Ax By D A B     N  – перпендикулярен 

оси Oz , плоскость параллельна оси Oz . 

5. 0, 0 0A D By Cz      – плоскость проходит через ось 

Ox . 

6. 0, 0 0B D Ax Cz      – плоскость проходит через ось 

Oy . 

7. 0, 0 0C D Ax By      – плоскость проходит через ось 

Oz . 

8. 0, 0 0A B Cz D      – плоскость перпендикулярна 

оси Oz . 

9. 0, 0 0A C By D      – плоскость перпендикулярна 

оси Oy . 

10. 0, 0 0B C Ax D      – плоскость перпендикулярна 

оси Ox . 

 

Если плоскость проходит через заданную точку  0 0 0 0, ,M x y z , 

то уравнение такой плоскости имеет вид 

     0 0 0 0A x x B y y C z z      .  (4.1.6) 

Такое уравнение иногда называют уравнением связки плоскостей. 

Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки 

 , , , 1,3i i i iM x y z i  , получается из условия компланарности трех 

векторов 

 

 

 

1 1 1 1

1 2 2 1 2 1 2 1

1 3 3 1 3 1 3 1

, , ,

, , ,

, ,

M M x x y y z z

M M x x y y z z

M M x x y y z z

   

   

   

 

и записывается в виде 
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1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  

. (4.1.7) 

Полученные результаты можно обобщить на пространство с 

произвольным числом измерений – nR .  

Так общим уравнением гиперплоскости называют уравнение 

1 1 2 2 0n nA x A x A x B     . (4.1.8) 

Его главным вектором является вектор 

 1 2, , , nA A AN . (4.1.9) 

Нормирующий множитель имеет вид 

2 2 2

1 2

1
, 0

n

B
A A A

   
  

. (4.1.10) 

Направляющие косинусы и величина p  вычисляются по фор-

мулам 

cos ,i iA p B     . (4.1.11) 

Нормальное уравнение гиперплоскости принимает вид 

1 1 2 2cos cos cos 0n nx x x p       . (4.1.12) 

Векторное уравнение гиперплоскости записывается также, как 

уравнение обычной плоскости 

0р  r n , 

где  1 2, , , nx x xr  – радиус-вектор;  

 1 2(cos ,cos , ,cos )n  n  – нормированный (единичный) век-

тор ортогональный к гиперплоскости. 



70 

Очевидно, что гиперплоскость в пространстве nR  тоже явля-

ется пространством и имеет размерность 1n  . 

4.2. Прямая линия 

Прямая линия в пространстве 3R  однозначно определяется 

точкой  0 0 0 0, ,M x y z , через которую проходит и вектором 

 , ,m n ps , которому она коллинеарна. Из рисунка видно, что век-

тор 0M M  и направляющий вектор s  коллинеарны и отличаются 

числовым множителем t . 

 

 

Рисунок 10 – Прямая в 
3R  

Векторный треугольник 

0OM M  дает: 

 

 

0 0

0 0 0 0 0

,

, , ,

, , .

OM OM M M

OM x y z

OM x y z

 

 

 

r

r

 
 

Таким образом, 0 0|| s t    r r r r s  и векторное уравне-

ние прямой принимают вид 

0 t  r r s . (4.2.1) 

Запишем векторное уравнение (4.2.1) в координатах 

0

0

0

,

,

.

x x mt

y y nt

z z pt

 


 
  

  (4.2.2) 

Система (4.2.2) называется – параметрические уравнения 

прямой линии. 
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Исключив из уравнений (4.2.2) параметр t , получим канони-

ческие уравнения прямой линии 

0 0 0x x y y z z

m n p

  
  . (4.2.3) 

Соотношения (4.2.3) представляют собой три уравнения. Если 

какое-либо из чисел , ,m n p  окажется равным нулю (например, 

0m  ), это будет означать, что соответствующий числитель тоже 

равен нулю (в нашем случае 0 0x x  ). 

Если прямая проходит через две заданные точки  1 1 1 1, ,M x y z  

и  2 2 2 2, ,M x y z , то уравнением такой прямой будут соотношения 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

  
 

  
. (4.2.4) 

Если прямая (4.2.3) и плоскость 0Ax By Cz D     перпен-

дикулярны, то их коэффициенты удовлетворяют условию 

A B C

m n p
  .  (4.2.5) 

Если прямая (4.2.3) и плоскость 0Ax By Cz D     парал-

лельны, то их коэффициенты удовлетворяют условию 

0Am Bn Cp   . (4.2.6) 

Если прямая (4.2.3) и плоскость 0Ax By Cz D     пересе-

каются, то их координаты точки пересечения находятся по формулам 

* *

0

* *

0

* *

0

* 0 0 0

,

,

,

.

x x mt

y y nt

z z pt

Ax By Cz D
t

Am Bn Cp

  


 


 

  


 

 (4.2.7) 
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В пространстве nR  векторное уравнение прямой имеет тот же 

вид 

0 t  r r s , (4.2.8) 

где      1 2 0 01 02 0 1 2, , , , , ,..., , , ,...,n n nx x x x x x m m m  r r s . 

Параметрические уравнения прямой записываются 

1 01 1

2 02 2

0

,

,

. . . . . . .

.n n n

x x tm

x x tm

x x tm

 


 


  

  (4.2.9) 

Исключение параметра t  дает канонические уравнения прямой 

1 01 2 02 0

1 2

n n

n

x x x x x x

m m m

  
   . (4.2.10) 

Из элементарной геометрии известно, что прямая линия явля-

ется пересечением двух плоскостей. Поэтому система уравнений 

1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0

A x B y C z D

A x B y C z D

   


   
 (4.2.11) 

тоже представляет некоторую прямую в пространстве. Система 

(4.2.11) называется – общие уравнения прямой. 
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5. ОПЕРАТОРЫ 

5.1. Линейные операторы 

Рассмотрим два множества X  и Y . Если задан закон, согласно 

которому всякому элементу x X  соответствует единственный 

элемент y Y , то этот закон называется отображением множества 

X  на множество Y . Обозначается отображение  

f

X Y  либо  y f x  

и представляет собой самый общий случай функциональной зави-

симости. Здесь f   символ отображения. 

Если множество L X  и множество L Y   являются линей-

ными векторными пространствами, то их отображение называется 

оператором. Обозначается оператор 

A

L L  либо Ay x . 

Оператор A  называется линейным оператором, если выпол-

нены следующие условия: 

1. Аддитивность 

   1 2 1 2 1 2, ,A A A x L    x x x x x x . (5.1.1) 

2. Однородность 

  , ( , )A A L R     x x x . (5.1.2) 
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При 0   условие (5.1.2) показывает, что линейный оператор 

A

L L  переводит нулевой вектор пространства L  в нулевой вектор 

пространства L . 

Соотношения (5.1.1) и (5.1.2) легко обобщить на произвольное 

число слагаемых 

1 1

n n

i i i i

i i

A A 
 

 
 

 
 x x . (5.1.3) 

5.2. Матрица линейного оператора в заданном базисе 

Выясним механизм действия на векторы линейного оператора 

A

L L . Предположим сначала, что 
2L L R   и обозначим вектора 

базиса в 2R  – 1 2,e e .  

Пусть два вектора x  и y  связаны соотношением 

2 2, ,A R R  y x x y . (5.2.1) 

Обозначим разложения векторов x  и y  в заданном базисе 

1 1 2 2

1 1 2 2

,

.

 

 

 

 

x e e

y e e
 (5.2.2) 

Установим связь между координатами векторов i  и i . 

Подставим формулы (5.2.2) в оператор (5.2.1) 

 1 1 2 2 1 1 2 2A A A      y e e e e . (5.2.3) 

Разложим вектора 
2

1 2,A A Re e  по векторам базиса 1 2,e e  

1 11 1 21 2

2 12 1 22 2

,

.

A a a

A a a

 

 

e e e

e e e
 (5.2.4) 
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Подставляя формулы (5.2.4) в соотношения (5.2.3), находим 

   

   

1 1 2 2 1 11 1 21 2 2 12 1 22 2

11 1 12 2 1 21 1 22 2 2.

а а а а

а а а а

   

   

      

   

y e e e e e e

e e
 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых базисных векторах, 

получаем систему 

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

,

.

а а

а а

  

  

 


 
 (5.2.5) 

Система (5.2.5) равносильна матричному уравнению 

Y AX , (5.2.6) 

где 

1

2

Y




 
  
 

, 
11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

, 
1

2

X




 
  
 

. (5.2.7) 

Таким образом, механизм действия линейного оператора 

2 2
A

R R  однозначно определяется матрицей линейного оператора 

в заданном базисе A . 

Рассмотрим теперь оператор 
A

n nR R . Выберем в пространстве 

nR  базис 1 2, , ..., ne e e  и в этом базисе установим связь между коор-

динатами векторов 

1 1 2 2

1 1 2 2

... ,

... .

n n

n n

  

  

   

   

x e e e

y e e e
  (5.2.8) 

Подстановка формул (5.2.8) в оператор Ay x  

1 1

n n

i i i i

i i

A A 
 

 
  

 
 y e e ,  (5.2.9) 
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и разложение векторов iAe  по векторам базиса 

1

n

i si s

s

A a


e e ,  (5.2.10) 

приводит к системе  

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

........................................

... .

n n

n n

n n n nn n

a a a

a a a

a a a

   

   

   

   


   


    

 (5.2.11) 

Система (5.2.11) равносильна матричному уравнению 

Y AX ,  

где 

1

2

n

Y







 
 
 
 
 
 

,  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

,  

1

2

n

X







 
 
 
 
 
 

.  (5.2.12) 

Таким образом и в этом общем случае механизм действия ли-

нейного оператора 
A

n nR R  однозначно определяется матрицей ли-

нейного оператора в заданном базисе A . 

5.3. Простейшие разновидности операторов 

Нулевой оператор 

Оператор, преобразующий любой вектор линейного векторного 

пространства в нулевой вектор, называется нулевым оператором 

O x = . (5.3.1) 

Матрицей такого оператора будет нулевая матрица 
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0 0 0

0 0 0

0 0 0

Ο

 
 
 
 
 
 

. 

Тождественный оператор 

Оператор, преобразующий любой вектор линейного векторного 

пространства в самого себя, называется тождественным оператором 

E x = x . (5.3.2) 

Матрицей такого оператора будет единичная матрица 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E

 
 
 
 
 
 

. 

Оператор проектирования 

Оператор, преобразующий любой вектор  1 2, , ..., n  x  ли-

нейного векторного пространства в вектор 1 2( , , ..., , 0, 0,m  y

..., 0)  m n , называется оператором проектирования 

Py x . (5.3.3) 

Матрицей такого оператора будет матрица вида 

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

P

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

. 
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Оператор гомотетии (подобия) 

Оператор, преобразующий любой вектор x  линейного вектор-

ного пространства в вектор  x , называется оператором гомотетии 

(подобия). 

 ,H R  x x .  (5.3.4) 

Матрицей такого оператора будет матрица вида 

0 0

0 0

0 0

H







 
 
 
 
 
 

. 

5.4. Действия с операторами 

Рассмотрим два оператора 
A

L L  и 
B

L L , отображающих ли-

нейное пространство само на себя. 

Равенство операторов 

Операторы 
A

L L  и 
B

L L  считаются равными, если для лю-

бого вектора Lx  имеет место 

A Bx x . (5.4.1) 

Сложение операторов 

Суммой операторов A  и B  называется оператор C A B  , 

определяемый равенством 

   ,A B A B L   x x + x x . (5.4.2) 

Очевидно, что оператор C A B   является линейным и мат-

рица суммы линейных операторов равна сумме матриц слагаемых. 
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Умножение оператора на число 

Произведением оператора A  на число R  называется опе-

ратор C A , определяемый равенством 

   A A x x . (5.4.3) 

Очевидно, что оператор C A  является линейным и матрица 

произведения оператора на число равна произведению матрицы ис-

ходного оператора на это число. 

Произведение операторов 

Произведением оператора A  на оператор B  называется опера-

тор C AB , определяемый равенством 

   AB A Bx x .  (5.4.4) 

Можно показать, что оператор C AB  является линейным и 

матрица произведения операторов равна произведению соответ-

ствующих матриц исходных операторов. Умножать можно только 

такие операторы, которые допускают перемножение своих матриц. 

Произведение операторов подчиняется тем же законам, что и 

произведение матриц. 

1. Некоммутативность:  

AB B A . 

2. Ассоциативность:  

   A BC AB C , 

    .AB A B   

3. Дистрибутивность:  

 A B C AC BC  + , 

 A B C AB AC   . 
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5.5. Сопряженный оператор, сопряженная матрица 

Рассмотрим линейный оператор 
A

E E , отображающий евкли-

дово пространство само на себя. Оператор 
*A  называется сопря-

женным по отношению к исходному если для любых двух векторов 

х и y имеет место равенство 

   *, ,A Ax y x y . (5.5.1) 

Выясним как связаны матрицы сопряженных операторов в  

n -мерном евклидовом пространстве. 

Выберем в этом пространстве ортонормированный базис 

1 2, , ...., ,ne e e  так, что  ,i k ike e . Элементы матрицы оператора А 

обозначим – ika , а элементы матрицы сопряженного оператора 
*A  

обозначим – 
*

ika . Тогда 

1

n

i si s

s

A a


e e , * *

1

n

k pk p

p

A a


e e . (5.5.2) 

Запишем условие сопряженности (5.5.1) для базисных векторов 

   *, ,i k i kA Ae e e e . (5.5.3) 

Подставляя формулы (5.5.2) в условие (5.5.3), получаем 

*

1 1

, ,
n n

si s k i pk p

s p

a a
 

  
   

   
 e e e e  

или 

   *

1 1

, ,
n n

si s k pk p i

s p

aa
 

 e e e e . 

Учитывая, что в силу ортонормированности базиса – 

 ,s k ske e  и  ,p k pke e , находим 
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*

ki ika a . (5.5.4) 

Таким образом, матрица сопряженного оператора *A  является 

транспонированной матрицей по отношению к матрице исходного 

оператора A . 

5.6. Самосопряженные операторы, симметричные матрицы 

Если исходный оператор совпадает с сопряженным оператором 
*A A , 

то его называют самосопряженным оператором. В этом случае 

условие (5.5.1) принимает вид 

   , ,A Ax y x y . (5.6.1) 

Очевидно, что матрицей такого самосопряженного оператора 

будет симметричная матрица. 

ki ika a . (5.6.2) 

5.7. Собственные значения  

и собственные векторы линейного оператора 

Рассмотрим линейный оператор 
A

L L . Под действием этого 

оператора произвольный вектор x L  изменяет как длину, так и 

направление. Выясним, существуют ли у оператора векторы, кото-

рые меняют только длину оставаясь коллинеарными по отношению 

к исходному 

 ,A R  x x . (5.7.1) 

Векторы, удовлетворяющие условию (5.7.1), называются соб-

ственными векторами оператора, а числа   называются собствен-

ными значениями оператора. 
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Из условия (5.7.1) видно, что собственный вектор определяется 

с точностью до числового множителя и нулевой вектор всегда явля-

ется собственным вектором. 

Введем в уравнение (5.7.1) тождественный оператор 

A Ex x  

или 

 A E x = . 

Матричная форма последнего уравнения имеет вид 

 A E X O  , (5.7.2) 

где 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

0

0
, ,

........... ............ .... ............

0

n

n

n n nn n

a a a

a a a
A E X O

a a a

 

 


 

     
     

        
     
     

     

. 

Матричное уравнение (5.7.2) эквивалентно однородной си-

стеме линейных алгебраических уравнений 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

( ) 0,

( ) 0,

....................................................,

( ) 0.

n n

n n

n n nn n

a a a

a a a

a a a

   

   

   

    


    


     

 (5.7.3) 

Эта система имеет ненулевые решения тогда и только тогда, 

когда ее определитель равен нулю 

11 12 1

21 22 2

1 2

0

n

n

n n nn

a a a

a a a

a a a














. (5.7.4)  
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Уравнение (5.7.4) называется характеристическим уравнением 

для матрицы линейного оператора. Это алгебраическое уравнение 

степени n , оно может иметь не более n  действительных различных 

корней 1 2, , , n    – собственных значений оператора A . 

Таким образом, для отыскания собственных значений и соб-

ственных векторов линейного оператора следует: 

1. Составить характеристическое уравнение. 

2. Вычислить все корни характеристического уравнения. 

3. Для каждого корня характеристического уравнения решить 

соответствующую систему линейных алгебраических уравнений. 

4. Найти все собственные вектора. 

Рассмотрим три важные свойства для собственных векторов са-

мосопряженного оператора. Представим их в виде теорем. 
 

Теорема 1. В евклидовом пространстве собственные векторы 

самосопряженного оператора, отвечающие различным собствен-

ным значениям, взаимно ортогональны. 

Доказательство: 

Пусть  1 2 1 2,     – различные собственные значения само-

сопряженного оператора A , а 1 2,x x  – соответствующие им соб-

ственные векторы. Тогда 

       

   

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2

1 1 2 2 1 2

, , , ,

, , ,

A A  

 

   

 

x x x x x x x x

x x x x
 

отсюда 

    1 2 1 2 1 2, 0 , 0    x x x x . 

Что и требовалось доказать. 
 

Теорема 2. Для всякого самосопряженного оператора в n -мер-

ном евклидовом пространстве существуют n  взаимно ортогональ-

ных собственных векторов. 
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(Без доказательства). 

Замечание: 

Из этой теоремы следует, что собственные векторы самосопря-

женного оператора образуют ортогональный базис. 
 

Теорема 3. Всякий самосопряженный оператор в n -мерном ев-

клидовом пространстве имеет в базисе из собственных векторов 

матрицу диагонального вида, причем на главной диагонали ее стоят 

собственные значения оператора. 

Доказательство: 

Пусть в базисе 1 2, ,..., ne e e  матрица самосопряженного опера-

тора имеет вид 

11 12 1

21 22 2

1 2

. . . .

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

. 

По теореме 2 собственные векторы такого оператора, отвечаю-

щие различным собственным значениям 1 2, , , n    попарно ор-

тогональны. Возьмем их в качестве нового базиса, который обозна-

чим – 1 2, , ..., nf f f . 

Поскольку 1 2, , ..., nf f f  – собственные векторы, то 

____

, 1,k k kA k n
 

  
 

f f . 

Таким образом, 

1 1 1 2

2 1 2 2

1

0 0

0 0

................................................

0 0

n

n

n 2 n n

A

A

A







     


     


      

f f f f

f f f f

f f f f

, 
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и матрица самосопряженного оператора в базисе из собственных 

векторов принимает диагональный вид 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

A







 
 
 
 
 
 

. 

Что и требовалось доказать. 
 

Пример 11. Найти собственные значения и собственные век-

торы самосопряженного оператора, матрица которого имеет вид 

6 2

2 3
A

 
  
 

, 

и записать эту матрицу в базисе из собственных векторов. 

Решение: 

1. Составим характеристическое уравнение и вычислим соб-

ственные значения самосопряженного оператора 

1 2

6 2
0 7, 2

2 3


 




   


. 

2. Составим соответствующую систему линейных уравнений 

для координат собственных векторов самосопряженного оператора 

1 2

1 2

(6 ) 2 0

2 (3 ) 0

  

  

  


  
. 

3. Вычислим собственные вектора для каждого собственного 

значения. 

Для корня 7  , получаем 

1 2

1 2

2 0,

2 4 0

 

 

  


 
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или 

1 22  . 

Полагая 2 1  , находим первый собственный вектор 

1 (2,1)x . 

Для корня 2 , получаем 

1 2

1 2

4 2 0

2 0

 

 

 


 
 

или 

1 22   . 

Полагая 2 2  , находим второй собственный вектор 

2 ( 1,2) x . 

Отметим, что полученные собственные вектора ортогональны 

 1 2, 1 2 1 2 0     x x . 

Нормируя собственные векторы 

1 2 1 4 5   x x , 

получаем ортонормированный базис 

1 2

2 1 1 2
( , ), ( , )

5 5 5 5
  f f . 

По теореме 3 матрица самосопряженного оператора в базисе из 

собственных векторов принимает простейшую (диагональную) 

форму 

7 0

0 2
A

 
  
 

. 
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5.8. Изменение матрицы линейного оператора 

при преобразовании базиса 

Линейный оператор как отображение, как закон преобразова-

ния одних векторов в другие, не зависит от выбора векторов базиса 

в линейном пространстве. Но в каждом базисе он проявляется в 

виде матрицы линейного оператора. Эта матрица зависит от выбора 

базисных векторов, и при изменении базиса будет изменяться. Вы-

ясним механизм такого изменения. 

Пусть 1 2, , ..., ne e e   старый базис в линейном векторном про-

странстве L , а 1 2, ,..., nf f f   новый базис этого же пространства. 

Вектора нового базиса можно разложить по векторам старого 

базиса 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

..........................................,

.

n n

n n

n n n nn n

t t t

t t t

t t t

   


   


    

f e e e

f e e e

f e e e

 (5.8.1) 

Система (5.8.1) может быть записана в матричной форме 

T F E , (5.8.2) 

где 

1 1

2 2
, , ( )ij

n n

F E T t

   
   
     
   
   
   

f e

f e

f e

. 

Определитель матрицы T  – матрицы перехода от старого ба-

зиса к новому – отличен от нуля, поскольку векторы старого базиса 
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должны однозначно выражаться через векторы нового базиса и 

наоборот. 

Системы (5.8.1) и (5.8.2) могут быть записаны в эквивалентной 

индексной форме 

1

n

k ki i

i

t


f e . (5.8.3) 

Разложим произвольный вектор x  по векторам старого и но-

вого базисов 

1 1

n n

i i k k

i k

 
 

  x f f . (5.8.4) 

Подставим формулы (5.8.3) в соотношения (5.8.4) 

1 1 1

n n n

i i k ki i

i k i

t 
  

  e e . 

Сравнивая коэффициенты при одинаковых базисных векторах, 

находим 

1

n

i k i k

k

t 


  

или 

*

1

n

i ik k

k

t 


 . (5.8.5) 

Запишем матричную форму соотношения (5.8.5) 

*

e fX T X , (5.8.6) 

где 

1 1

2 2
,e f

n n

X X

 

 

 

   
   
    
   
   
   

. 

Решая матричное уравнение (5.8.6), находим 
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 
1

*

f eX T X


 . (5.8.7) 

Матрицу  
1

*T


 называют контраградиентной по отношению к 

матрице перехода T . 

С помощью полученных формул (5.8.6) и (5.8.7) запишем фор-

мулу преобразования матрицы линейного оператора при изменении 

базиса 

*

1 *

,

,

( ) ,

,

e e e

f e f

f e f

f f f

Y A X

T Y A T X

Y T A T X

Y A X



 









 (5.8.8) 

где 

1 *( )f eA T A T   (5.8.9) 

– матрица линейного оператора в новом базисе. 

5.9. Преобразование ортонормированного базиса  

в ортонормированный базис 

Пусть теперь 1 2, , ..., ne e e  и 1 2, , ..., nf f f   ортонормированные 

старый и новый базисы в евклидовом пространстве  

   , , ,i k ik i k ik  e e f f . (5.9.1) 

Подставляя в формулы (5.9.1) соотношения (5.8.3) получаем 

   
1 1 1 1

1 1 1

, , ,

.

n n n n

i k is s kp p is kp s p

s p s p

n n n

is kp sp is ks ik

s p s

t t t t

t t t t 

   

  

 
   
 

  

  

 

f f e e e e

 (5.9.2) 
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Таким образом, матрица перехода T  обладает свойством орто-

нормированности по строкам 

1

n

is ks ik

s

t t 


 . (5.9.3) 

Умножим соотношения (5.8.1) скалярно на базисный вектор ke  

 , cos ,i k ik i kt
 

   
 

f e f e . (5.9.4) 

Выразим теперь из системы (5.8.1) старые базисные вектора че-

рез новые базисные вектора 

1 11 1 12 2 1

2 21 1 22 2 2

1 1 2 2

,

,

..............................................,

.

n n

n n

n n n nn n

s s s

s s s

s s s

   


   


    

e f f f

e f f f

e f f f

  (5.9.5) 

Система (5.9.5) может быть записана в матричной форме 

E S F , (5.9.6) 

где 
1S T   – матрица перехода от нового базиса к старому. 

Системы (5.9.4) и (5.9.6) могут быть записаны и в индексной 

форме 

1

n

i ik k

i

s


e f . (5.9.7) 

Умножим соотношение (5.9.7) скалярно на базисный вектор 
kf  

 , cos ,i k i k i ks
 

   
 

e f e f . (5.9.8) 

Сравнивая равенства (5.9.6) и (5.9.8), получим 

i k k is t . 
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Значит матрицы прямого и обратного переходов связаны соот-

ношением 
*S T , 

или  
1 *T T  . (5.9.9) 

Матрица S , как и матрица T  будет ортогональна по строкам, 

а матрица T  в силу соотношения (5.9.9) будет ортогональна по 

столбцам. 

Таким образом, матрица T  является одновременно ортого-

нальной и по строкам, и по столбцам. Такие матрицы называются 

ортогональными матрицами. 
 

Теорема 1. При преобразовании ортонормированного базиса в 

ортонормированный скалярные произведения векторов не изменя-

ются. 

Доказательство: 

Рассмотрим координаты двух произвольных векторов x  и y  в 

старом и новом базисе 

   

   
1, 2 1 2

1 2 1 2

, , , , , , ,

, , , , , , , .

e n e n

f n f n

     

     

 

      

x y

x y
 

Связь координат вектора в старом и новом базисе определяется 

формулой (5.8.5), которая с учетом (5.9.9) принимает вид 

,f e f eX TX Y TY   

или 

1 1

,
n n

i is s i ip p

s p

t t   
 

    .  (5.9.10) 

Вычислим скалярное произведение в новом базисе 
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 

 

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

,

, .

n n n n

f f i i i s s i p p

i i s p

n n n n n n

s p is ip s p sp i i e e

s p i s p i

t t

t t

   

     

   

     

       
  

   

   

   

x y

x y

 

Что и требовалось доказать. 

Таким образом, в ортогональном изменении базиса вместе со 

скалярным произведением сохраняются модули векторов и углы 

между ними. 

Такое изменение базисов называют преобразованием поворота 

(возможно еще преобразование симметрии). 

Пример 12. Пусть в 2R  ортогональная система координат по-

ворачивается на угол  . 

 

1e

2e

1
f

2f



O

 

 

Рисунок 11 – Поворот ортогональной системы координат  

 

Согласно формуле (5.9.4) 

 cos ,i k i kt


 f e . 

Матрица перехода принимает вид 
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cos sin

sin cos
T

 

 

 
  

 
. 

Транспонированная матрица запишется 

cos sin

sin cos
T

 

 


 

  
 

. 

С помощью (5.8.4) запишем выражение координат вектора в 

старом базисе через его координаты в новом базисе 

cos sin ,

sin cos .

x x y

y x y

 

 

  


  
 

 

Теорема 2. Если самосопряженному оператору в ортонормиро-

ванном базисе соответствует матрица A , то существует ортого-

нальное изменение базиса с матрицей T , приводящее матрицу A  к 

диагональному виду 

1

2*

0 0

0 0

.

0 0 n

TAT







 
 
 
 
 
 

. 

Для доказательства достаточно выбрать в качестве новых ба-

зисных векторов нормированные собственные векторы оператора. 

Тогда матрица T  может быть построена в соответствии с (5.9.4). В 

новом базисе оператор A  будет задавать отображение вектора 

 1 2, , , n     x  на вектор  1 1 2 2, , , n n      y , и матрица 

оператора в новом базисе будет диагональной. 
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5.10. Приведение квадратичной формы  

к каноническому виду 

Квадратичной формой относительно n  переменных называ-

ется однородный многочлен второй степени 

 1 2

1 1 , 1

, , ,
n n n

n ik i k ik i k

i k i k

k a a      
  

   . (5.10.1) 

Коэффициенты 
ika  образуют матрицу, которая называется мат-

рицей квадратичной формы. При 2n   из формулы (5.10.1) получа-

ется квадратичная форма относительно двух переменных 

   2 2

11 12 21 22,k x y a x a a xy a y    . 

Эта формула показывает, что, не ограничивая общности, 

можно считать 
i k k ia a  

  2 2

11 12 22, 2k x y a x a xy a y   . 

Таким образом, матрица квадратичной формы всегда принима-

ется симметричной. Этой матрице в ортонормированном базисе 

1 2, , ..., ne e e  будет соответствовать самосопряженный оператор А, а 

переменные квадратичной формы образуют некоторый вектор – 

 1 2, , , n  x . Тогда вектор Ax  вычисляется по формуле 

 1 2

1

, , , ,
n

n i ik k

k

A a    


    x , 

а скалярное произведение  , Ax x  имеет вид 

 
1 , 1

,
n n

i i ik i k

i i k

A a   
 

  x x . 

Таким образом, формула (5.10.1) принимает вид 
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   1 2, , , ,nk A    x x .  (5.10.2) 

Соотношение (5.10.2) показывает, что при переходе от орто-

нормированного базиса к другому ортонормированному базису 

квадратичная форма (как скалярное произведение) не изменится. 

Можно подобрать новый базис так, что матрица квадратичной 

формы примет самый простой (диагональный) вид. Для этого в ка-

честве векторов нового базиса нужно выбрать собственные орто-

нормированные вектора самосопряженного линейного оператора. 

Переход от старого базиса 1 2, , ..., ne e e  к новому 
1 2, ,..., nf f f  

приводит матрицу A  к диагональному виду 

1

2

0 0

0 0

0 0 n







 
 
 
 
 
 

, (5.10.3) 

где 
1 2, , , n     собственные значения матрицы A . Вектору A x  

в новом базисе будет соответствовать вектор 

1 1 1 1

2 2 2 2

0 0

0 0

. . . .

0 0

f f

n n n n

A

  

   

   

     
     
      
     
     
     

x . 

Квадратичная форма принимает канонический вид 

    2

1 2

1

, , , , x
n

n f f f i i

i

k A   


 x . (5.10.4) 

 

Схема приведения квадратичной формы к каноническому 

виду 

1. Составить симметричную матрицу А квадратичной формы. 
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2. Составить характеристическое уравнение  det 0A E   для 

матрицы А. 

3. Вычислить собственные значения 1 2, , , n    самосопря-

женного оператора матрицы А. 

4. Составить однородную систему уравнений ( )A E X O  . 

5. Для каждого собственного значения найти собственные век-

торы матрицы А. 

6. Образовать новый ортонормированный базис из собствен-

ных векторов. 

7. Записать канонический вид квадратичной формы. 
 

Классификация квадратичных форм 

1. Если все 0i  , то квадратичная форма называется положи-

тельно определенной. 

2. Если все 0i  , то квадратичная форма называется отрица-

тельно определенной. 

3. Если все 0i   или все 0i  , то квадратичная форма назы-

вается знакопостоянной. 

4. Если среди i  есть и положительные и отрицательные значе-

ния, то квадратичная форма называется знакопеременной. 
 

Пример. Привести к каноническому виду квадратичную 

форму  , 2k x y xy . 

Решение: 

1. Составим симметричную матрицу А квадратичной формы. 

0 1

1 0
A

 
  
 

. 
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2. Составим характеристическое уравнение  det 0A E   для 

матрицы A . 

 
1

det 0
1

A E






  


. 

3. Вычислим собственные значения. 

1 21, 1    .. 

4. Составим однородную систему уравнений. 

 
0

0
0

x y
A E X

x y






  
   

 
. 

5. Найдем собственные векторы. 

1 1 1

0 1 1
1 (1,1) ,

0 2 2

x y

x y


    
       

   
x f , 

2 2 2

0 1 1
1 ( 1,1) ,

0 2 2

x y

x y


   
          

   
x f . 

6. Образуем новый ортонормированный базис из собственных 

векторов. 

1

1 1
,

2 2

 
  
 

f , 
2

1 1
,

2 2

 
  
 

f . 

7. Запишем канонический вид квадратичной формы. 

  2 2,k x y x y     . 

5.11. Канонические уравнения кривых второго порядка 

Самый общий вид уравнения кривой второго порядка можно 

записать следующим образом 
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2 22 0Ax Bxy Cy Dx Ey F      . (5.11.1) 

Всего существует три вида кривых второго порядка – эллипс, 

гипербола и парабола. Какая именно кривая записана уравнением 

(5.11.1) определяется его коэффициентами, но вид уравнения 

(5.11.1) не позволяет автоматически диагностировать – с чем мы 

имеем дело. Это связано с тем, что «плохо» выбрана система коор-

динат. Рассмотрим уравнения кривых второго порядка в «правиль-

ных» координатах. 

Эллипсом называется геометрическое место точек, сумма рас-

стояний каждой из которых до двух заданных точек, называемых 

фокусами, есть величина постоянная. 

x

y

c

a

b

b

a
c

1
F

 ;M x y

2
F

O

 

 

Рисунок 12 – Эллипс 

 

Обозначим – 2a  сумму расстояний от любой точки эллипса до 

фокусов 1F  и 2F , а расстояние между фокусами 1 2 2F F c , причем 

а >с. Расположим фокусы на оси Ox  симметрично начала коорди-

нат. Тогда условие постоянства суммы расстояний принимает вид 

1 2 2F M F M a   

или 
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   
2 22 2 2x c y x c y a      . 

Запишем последнее равенство в виде 

   
2 22 22x c y a x c y       

и возведем в квадрат 

 
22 2 2 2 2 2 2 22 4 4 2x xc c y a a x c y x xc c y           . 

Преобразуем к виду 

 
2 2 2a x c y a xc    . 

Возводя еще раз в квадрат, получаем 

 2 2 2 2 4 2 2 22 2a x xc c y a xca x c      . 

Приводя подобные члены и вводя обозначение 2 2 2b a c  , 

находим 

2 2 2 2 2 2b x a y a b   

или окончательно 

2 2

2 2
1

x y

a b
  . (5.11.2) 

Уравнение (5.11.2) называется каноническим уравнением эл-

липса. Числа a  и b  называются полуосями эллипса, при a b r   эл-

липс превращается в окружность. Форму эллипса описывают безраз-

мерным числом  , 0 1
c

a
a

    , называемым эксцентриситетом. 

Гиперболой называется геометрическое место точек, абсолют-

ная величина разности каждой из которых от двух заданных точек, 

называемых фокусами, есть величина постоянная. 
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M

x

y

a

b

b

a

 1 ;0F c  2 ;0F cO

 
 

 

Рисунок 13 – Гипербола 

 

Снова обозначим – 2a  сумму расстояний от любой точки ги-

перболы до фокусов 1F  и 2F , а расстояние между фокусами 

1 2 2F F c , причем на это раз a c . Расположим фокусы на оси Ox  

симметрично начала координат. Тогда условие постоянства абсо-

лютной величины разности расстояний принимает вид 

1 2 2F M F M a    

или 

   
2 22 2 2x c y x c y a       . 

Повторяя описанную выше процедуру вычислений, получаем 

каноническое уравнение гиперболы 

2 2

2 2
1

x y

a b
  ,  (5.11.3) 

где 2 2 2b c a  .  

График гиперболы имеет две асимптоты 
b

y x
a

  , форма ги-

перболы описывается эксцентриситетом  , 1
c

a
   . 
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Параболой называется геометрическое место точек, равноуда-

ленных от заданной точки, называемой фокусом, и заданной пря-

мой, называемой директрисой. 
 

M

x

2

p
 ;0

2

p
F
 
 
 

y

O

N

 
 

Рисунок 14 – Парабола 

 

Обозначим буквой p  – расстояние от фокуса F  параболы до 

директрисы. Расположим фокус на оси Ox  в точке ,0
2

p
F
 
 
 

. Тогда 

условие равенства расстояний между фокусом и директрисой при-

нимает вид MN FM , или в координатах 

2

2

2 2

p p
x x y

 
    

 
. 

Возведем это соотношение в квадрат 

2 2
2 2 2

4 4

p p
px x x px y      . 

Окончательно находим 
22px y . (5.11.4) 

Уравнение (5.11.4) называется каноническим уравнением па-

раболы. Величина p  называется параметр параболы. 



102 

5.12. Приведение общего уравнения кривых второго порядка  

к каноническому виду 

Правая часть общего уравнения кривой второго порядка 

(5.11.1) состоит из квадратичной формы 

2 22Ax Bxy Cy  , 

линейных слагаемых (линейной формы) 

D x E y , 

и константы F . 

Квадратичная форма приводится к каноническому виду мето-

дами, описанными в разделе 5.10. От линейной формы можно изба-

виться с помощью замены переменой, после выделения полных 

квадратов. Рассмотрим методику приведения общего уравнения 

кривой второго порядка к каноническому виду на примере. 

Пример 13. Привести к каноническому виду уравнение кривой 

2 4 1 0x y x   . 

Решение: 

1. Составим симметричную матрицу А квадратичной формы 

2xy . 

0 1

0 1
A

 
  
 

. 

2. Составим характеристическое уравнение  det 0A E   

для матрицы А. 

 
1

det 0
1

A E






  


. 

3. Вычислим собственные значения 
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1 21, 1    . 

4. Составим однородную систему уравнений 

 
0

0
0

x y
A E X

x y






  
   

 
. 

5. Найдем собственные векторы 

 1 1 1

0 1 1
1 1,1 ,

0 2 2

x y

x y


    
       

   
x f , 

 2 2 2

0 1 1
1 1,1 ,

0 2 2

x y

x y


   
          

   
x f . 

6. Образуем новый ортонормированный базис из собственных 

векторов 

1

1 1
,

2 2

 
  
 

f , 2

1 1
,

2 2

 
  
 

f . 

7. Учитывая, что векторами старого базиса являются вектора 

 1 1,0e ,   2 0,1e . 

составим по формуле (5.8.3) матрицу перехода T  

1 1

2 2

1 1

2 2

T

 
 
 
 
 
 

. 

8. С помощью этой матрицы по формуле (5.8.6): *

e fX T X , 

выразим старые координаты  ,x y  через новые координаты 

 ,x y   
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1 1
,

2 2

1 1
.

2 2

x x y

y x y


  



   


 

9. Подставим эти формулы в уравнение кривой 

1 1 1 1 1 1
2 4 1 0

2 2 2 2 2 2
x y x y x y

    
              

    
 

или 

2 2 4 4
1 0

2 2
x y x y        . 

10. Выделим полные квадраты в правой части уравнения 

   2 22 2 2 2 2 2 2 2 1 0x x y y             

или 

   
2 2

2 2 1 0x y      . 

11. Вводя новые переменные 

2

2

x x

y y

   

  

 

получаем каноническое уравнение гиперболы. 

2 2 1y x   . 
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6. МОДЕЛЬ ЛЕОНТЬЕВА  

МНОГООТРАСЛЕВОЙ ЭКОНОМИКИ 

6.1. Уравнения линейного межотраслевого баланса 

Функционирование и развитие многоотраслевого хозяйства не-

возможно без балансовых соотношений между отдельными отрас-

лями.  

Любая отрасль такого хозяйства проявляет в своей деятельно-

сти определенную двойственность. С одной стороны, она выступает 

в роли производителя собственной продукции, с другой стороны 

она является потребителем продукций, выпускаемых другими от-

раслями.  

Таким образом, для расчета соотношений между выпусками и 

потреблениями продукций различных отраслей необходима эконо-

мико-математическая модель. Разработка такого рода моделей опи-

рается на матричные методы линейной алгебры. Впервые такого 

рода модель была получена известным экономистом В. В. Леонтье-

вым для анализа причин экономической депрессии США 1929- 

1932 гг.  

Пусть производственная сфера рассматриваемого хозяйства 

состоит из n  отраслей, каждая из которых производит свой одно-

родный продукт.  

Очевидно, что для обеспечения собственного производства 

каждая отрасль нуждается в производственном потреблении про-

дукции других отраслей.  

Обычно процесс производства рассматривается за некоторый 

период времени; в ряде случаев таким периодом служит год. 
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Обозначим:  

ix  – общий объем валового выпуска продукции i -й отрасли; 

ijx  – объем продукции i -й отрасли, потребляемый j -й отрас-

лью при производстве объема продукции jx ; 

iy  – объем продукции i -й отрасли, предназначенный для по-

требления в непроизводственной сфере. Это продукт конечного  

потребления, к которому относятся личное потребление граждан, 

удовлетворение общественных потребностей, содержание государ-

ственных институтов, экспорт и т.д. 

Очевидно, что валовой выпуск i -й отрасли должен быть рав-

ным сумме объемов потребления в производственной и непроиз-

водственной сферах. Следовательно, соотношения баланса для i -й 

отрасли имеют вид 

1 2 1...i i i inx x x x y     ,  1,2,...,i n . (6.1.1) 

Следует отметить, что все величины рассматриваемых моделей 

имеют одну и ту же денежную форму размерности. 

Объем продукции i -й отрасли, потребляемый j -й отраслью 

ijx  можно всегда выразить через общий объем валового выпуска 

продукции jx  с помощью коэффициента 

ij ij jx a x  . (6.1.2) 

Подстановка формул (6.1.2) в соотношения (6.1.1) дает 

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

...................................................

... .

n n

n n

n n n nn n n

x a x a x a x y

x a x a x a x y

x a x a x a x y

    


    


     

 (6.1.3) 
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В общем случае выражения 
ij

ij

j

x
a

x
 , которые называются ко-

эффициентами прямых затрат, являются переменными величинами. 

Система (6.1.3) является нелинейной, методы линейной алгебры к 

ней неприменимы.  

Однако практика показывает, что во многих случаях эти вели-

чины меняются очень слабо. Это объясняется тем, что технология 

производства довольно длительное время остается на одном и том 

же уровне. Объем потребления j -й отраслью продукции i -й от-

расли при производстве продукции объема jx  есть технологическая 

константа. Например, практически не изменяется потребление 

энергоресурсов на единицу выпускаемой продукции сырья. 

Таким образом, во многих случаях коэффициенты прямых за-

трат ija  можно считать постоянными величинами. Такое допущение 

называется гипотезой линейности. Система уравнений (6.1.3) ста-

новится линейной, и к ней можно применять матричные методы ли-

нейной алгебры. 

Введем обозначения: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

, 

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 , 

1

2

...

n

y

y
Y

y

 
 
 
 
 
 

, (6.1.4) 

где матрица-столбец X  – матрица-столбец объемов произведенной 

продукции или матрица-столбец валового выпуска; 

матрица-столбец Y  – матрица-столбец объемов продукции ко-

нечного потребления или матрица-столбец конечного потребления; 

матрица  ijA a  – матрица коэффициентов прямых затрат или 

технологическая матрица. 
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Теперь систему уравнений (6.1.3) можно записать в матричной 

форме 

X A X Y   . (6.1.5) 

Уравнение (6.1.5) называется уравнением линейного межотрас-

левого баланса или моделью Леонтьева.  

С помощью матричного уравнения (6.1.5) можно решать раз-

личные балансовые задачи. Приведем здесь две классические за-

дачи.  

Задача 1. Известна матрица коэффициентов прямых затрат (тех-

нологическая матрица) А и матрица-столбец валового выпуска Х. 

Вычислить матрицу-столбец объемов продукции конечного 

потребления (матрицу-столбец конечного потребления) Y. 

Задача 2. Для некоторого периода времени T  задана матрица 

коэффициентов прямых затрат (технологическая матрица) A  и мат-

рица-столбец объемов продукции конечного потребления (мат-

рица-столбец конечного потребления) Y . 

Определить матрицу-столбец валового выпуска Х. 

Легко видеть, что для решения первой задачи достаточно про-

стых матричных вычислений, тогда как для решения второй задачи 

необходимо будет решать систему линейных уравнений (6.1.3) или 

матричное уравнение (6.1.5).  

Следует отметить, что в силу специфики экономических задач 

все элементы матриц A , X  и Y  должны быть неотрицательными. 

6.2. Продуктивные модели Леонтьева 

Пусть задана матрица A , все элементы которой представляют 

собой неотрицательные числа, а матрица-столбец Y  состоит из про-

извольных неотрицательных элементов. Если существует решение 

матричного уравнения (6.1.5) матрица-столбец X , все эле-менты 



109 

которого являются неотрицательными, то матрица коэффициентов 

прямых затрат (технологическая матрица) A  называется продук-

тивной. Сама модель Леонтьева в этом случае также называется 

продуктивной. 

Умножим уравнение (6.1.5) справа на единичную матрицу E  

E X E A X E Y      . 

Тогда  

 E A X Y   . (6.2.1) 

Можно показать, что для продуктивных матриц определитель 

 det E A  всегда отличен от нуля, существует обратная матрица 

 
1

E A


  и существует единственное решение матричного уравне-

ния (6.2.1) 

 
1

.X E A Y


    (6.2.2) 

Рассмотрим бесконечную сумму степеней матрицы A   

2

1

... ...k n

k

S E A E A A A




        . (6.2.3) 

Умножим обе части формулы (6.2.3) на матрицу A  справа: 

1 1

1 1 1

k k m

k k m

S A E A A A A A
  

 

  

         . (6.2.4) 

Сравнивая формулы (6.2.3) и (6.2.4), находим 

1

m

m

S A A S E S E E




       . (6.2.5) 

Из соотношения (6.2.5) следует: 

 E S E S A S E A       . (6.2.6) 
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Решая матричное уравнение (6.2.6) относительно S , получаем 

 
1

S E A


  . (6.2.7) 

Таким образом матрица полных затрат может быть представ-

лена в виде: 

 
1 2

1

... ...k n

k

E A E A E A A A






         . (6.2.8) 

Подставляя формулу (6.2.8) в соотношение (6.2.2), находим: 

2 ... ...nX Y A Y A Y A Y         .  (6.2.9) 

Выясним экономический смысл формулы (6.2.9). Для произ-

водства продукции объемов конечного потребления Y  необходимы 

затраты в сфере производства.  

Эти затраты на выпуск объемов для внутрипроизводственного 

потребления составляют матрицу A Y . 

В свою очередь для производства объемов продукции  

A Y  необходимо внутри производства затратить объемы 

  2A A Y A Y    . 

Для производства продукции объемов 2A Y  необходимо 

внутри производства затратить объемов  2 3A A Y A Y     и т.д. 

Таким образом, валовый выпуск X  состоит из бесконечной 

суммы таких слагаемых и выражается формулой (6.2.9). 

Матрица (Е – А)-1 называется матрицей полных затрат, мат-

рица-столбец (Е – А)-1 ∙ Y называется матрица-столбец полных за-

трат. 

Таким образом равенство (6.2.9) выражает экономическое пра-

вило, согласно которому матрица-столбец валового выпуска и мат-

рица-столбец полных затрат совпадают. 
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6.3. Модель равновесных цен 

Рассмотрим производственную сферу многоотраслевого хозяй-

ства, каждая отрасль которой производит свой однородный про-

дукт. Число отраслей составляет n , A  – матрица коэффициентов 

прямых затрат, X  – матрица-столбец валового выпуска, Y  – мат-

рица-столбец конечного потребления. 

Обозначим 1 2, , , np p p  – цены для продукций отраслей и со-

ставим из них матрицу-строку 

 1 2, , , nP p p p .  (6.3.1) 

Определенную часть своего дохода каждая отрасль с номером 

i  истратит на закупку продукции у других отраслей.  

Для производства одной единицы продукции отрасли с номе-

ром i  требуется 1ia  продукции первой отрасли, 2ia  продукции вто-

рой отрасли, ... , nia  продукции n -й отрасли.  

Всего на покупку этой продукции отраслью с номером i  будет 

затрачена сумма:  

1 1 2 2 ...i i ni na p a p a p      , 

а для выпуска продукции объемом ix  отраслью с номером i  необ-

ходимо истратить на закупку продукции других отраслей сумму 

производственных расходов 

 1 1 2 2 ...i i i ni nx a p a p a p       . 

Оставшуюся часть дохода, которая называется добавленной 

стоимостью и идет на выплату зарплаты и налогов, предпринима-

тельскую прибыль и инвестиции, обозначим iW . Очевидно, что ве-

личины iW  и iy  связаны соотношением  



112 

i i iW y p  . 

Таким образом, для производства одной единицы продукции 

отрасли с номером i  требуются затраты 

 1 1 2 2 ...i i i i i ni n ip x x a p a p a p W          . (6.3.2) 

Сократив обе части равенства (6.3.2) на величину ix , получаем: 

1 1 2 2 ...i i i ni n ip a p a p a p w         

или 

1

n

i si s i

s

p a p w


   , (6.3.3) 

где i
i

i

W
w

x
  – норма добавленной стоимости продукции i -й от-

расли. 

Составим норму добавленной стоимости матрицу-строку 

 1 1 1, , ,W w w w . (6.3.4) 

Тогда соотношения (6.3.3) можно записать в матричной форме 

TP A P W   . (6.3.5) 

Здесь матрица *

jiA a  является транспонированной матри-

цей по отношению к матрице полных затрат 
ijA a . 

Матричное уравнение (6.3.5) представляет собой модель рав-

новесных цен: 

X A X Y   . (6.3.6) 

Структура уравнений модели равновесных цен (6.3.5) и модели 

межотраслевого баланса (6.3.6) одинакова. 

При переходе от одной модели к другой достаточно произвести 

замены матриц 
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*

,

,

.

X P

A A

Y W





 

 

Уравнение (6.3.5) модель равновесных цен применяется: 

1) для прогноза цен на продукцию отраслей при известных 

нормах добавленной стоимости; 

2) для прогноза норм добавленной стоимости при заранее из-

вестных ценах на продукцию отраслей. 

6.4. Линейная модель международной торговли 

Рассмотрим n  стран 1 2, , ..., nS S S , национальный доход каж-

дой из которых равен соответственно 1 2, , ..., nx x x . 

Обозначим безразмерными коэффициентами ija  долю нацио-

нального дохода, которую страна Sj тратит на покупку товаров у 

страны Sj. 

Если принять, что весь национальный доход любой страны тра-

тится на закупку товаров либо внутри страны, либо на импорт из 

других стран, то безразмерные коэффициенты ija  будут удовлетво-

рять соотношениям: 

 
1

1, 1,2,...,
n

ij

i

a j n


  . (6.4.1) 

Безразмерные коэффициенты ija  образуют матрицу 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

, (6.4.2) 
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которая называется структурной матрицей международной тор-

говли. 

В соответствии с соотношениями (6.4.1) сумма элементов лю-

бого столбца этой матрицы равна единице. 

Для любой страны iS  общая выручка от внутренней и внешней 

торговли составит: 

1 1 2 2

1

...
n

i i i in n is s

s

p a x a x a x a x


         . (6.4.3) 

Для сбалансированной торговли каждой страны iS  должно вы-

полняться условие ее бездефицитности. Выручка от торговли каж-

дой страны должна быть не меньше её национального дохода 

i ip x : 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

...............................................

... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

      


      


       

  (6.4.4) 

Складывая все неравенства (6.4.4), получим: 

1 1 2 2

1 1 1 1

...
n n n n

i i in n s

s s s s

a x a x a x x
   

          . (6.4.5) 

Подставляя формулы (6.4.1) в неравенства (6.4.5), находим: 

1 1

n n

s s

s s

x x
 

  . (6.4.6) 

Соотношение (6.4.6) показывает, что в системе (6.4.4) возмо-

жен только знак равенства. 

Таким образом, условия (6.4.4) принимают вид: 
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11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

.................................................

... .

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x x

a x a x a x x

a x a x a x x

      


      


       

 (6.4.7) 

Систему уравнений (6.4.7) можно записать в матричной форме 

A X X  , (6.4.8) 

где 

1

2

...

n

x

x
X

x

 
 
 
 
 
 

 – матрица-столбец национальных доходов. 

Уравнения (6.4.7) и (6.4.8) можно записать в виде: 

 A E X O   , (6.4.9) 

 

 

 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

1 ... 0,

1 ... 0,

.........................................................

... 1 0,

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

        


       


        

 (6.4.10) 

где 

0

0

...

0

O

 
 
 
 
 
 

 – нуль-матрица-столбец. 

Легко видеть, что уравнение (6.4.8) представляет собой мат-

ричную форму для собственных значений и собственного вектора 

линейного оператора с матрицей A  в заданном базисе. Собственное 

значение матрицы A  в рассматриваемом случае равно единице 

( 1)  . Таким образом, мы установили, что собственный вектор 

структурной матрицы A, отвечающий се собственному значению 

1  , образован национальными доходами X  стран бездефицит-

ной международной торговли.  
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