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Введение
В последние годы широкое развитие получили компьютерные 

системы численных математических вычислений, такие как Eureka, 
M a th L a b , M a tC A D  и др. Наряду с ними создан ряд систем ком­
пьютерной алгебры или символьной математики: R e d u ce , S C O O N - 
S H IP , M A C S Y M A  и др. Система M a th em a tica , а также M a p le  
принадлежат к разряду универсальных компьютерных систем, в ко­
торы х интегрированы возможности численных и аналитических вы­
числений, богатой компьютерной графики.

Недавно (конец 1999 года) фирма W olfra m  R esea rch  In co rp o ­
ra ted  (h ttp :\\  vrw w .w ri.com ) выпустила обновленную версию сис­
темы M a th e m a tic a  4. В настоящем пособии рассматривается базо­
вая версия системы M a th e m a tica  2.2, работающая как под управле­
нием W indows 95, так и Windows 3.11. На уровне пользователя прин­
ципиальными отличиями M a th e m a tica  3.0 и M a th em a tica  4 от 
предыдущей версии M a th e m a tica  2.2 являются следующие: более 
удобный графический интерфейс программы, включение в ядро сис­
темы ряда программ, которые ранее нужно было загружать допол­
нительно, новая справочная система Help.

В предлагаемом учебном пособии можно найти описание основ­
ных функций системы M a th em a tica  и прикладных пакетов S tatis­
tic s , G ra p h ics , A lg e b ra , C a lcu lu s, S chroe и F eyn C alc, применяе­
мых для обработки результатов эксперимента, численного и анали­
тического решения алгебраических и дифференциальных уравнений, 
расчетов в квантовой механике и квантовой теории поля. Приведены 
примеры, которые демонстрируют возможности системы M a th em a ­
t ic a  для решения широкого круга физических задач.

В качестве дополнительного справочного пособия на русском язы­
ке мы хотели бы рекомендовать книгу В.П. Дьяконова “ Системы 
численной математики M a th em a tica  2 и M a th em a tica  3” (М.: СК 
Пресс, 1998), которая по полноте материала не уступает фирменному 
руководству по системе M a th em a tica  2.2 и комплекту электронной 
документации, распространяемому вместе с M a th em a tica  4.

М ного полезной информации о системе M a th em a tica  можно 
найти на сайте https\\ w w w .w r i.co m , включая описание большо­
го числа прикладных пакетов, используемых в различных областях 
физики.

http://www.wri.com


Как и всегда, освоение нового “ инструмента” решения математи­
ческих и физических задач требует дополнительных усилий и време­
ни. О пы т автора показывает, что все это окупится с лихвой и доста­
точно бы стро. M a th e m a tica  поможет вам забыть, что  такое спра­
вочные пособия по интегралам, рядам и специальным функциям, ли­
ш ит “ удовольствия” написания собственных программ при решении 
алгебраических и обыкновенных дифференциальных уравнений, за­
дач оптимизации, обработки массивов данных, поможет качественно 
и без хлопот представить лю бую графическую информацию. Обычно 
это происходит так: при решении какой-нибудь физической задачи 
вы написали уравнение или систему уравнений, если M a th em a ti­
ca  не мож ет реш ить эти  уравнения аналитически, то  это практичес­
ки на 100% означает, ч то  аналитического решения нет, запускайте 
процедуру численного решения, если вы некоректно сформулировали 
условия, т о  M a th e m a tica  даст об этом  знать. Вас что-то не устраи­
вает на этапе численных расчетов (чаще всего скорость вычислений) 
—  сохраните аналитические результаты в формате F ortran  или С 
и сделайте это  быстрее (если сможете), чем M a th em a tica . Итак, от  
аналитических и численных расчетов до представления результатов в 
символьном или графическом виде, который допускает использование 
при оформлении дипломной работы  или научной статьи различные 
графические форматы или формат популярного текстового редактора 
TJjjX—  все это  система M a th em a tica .

Ч асть  разделов 1 9 -2 2  и 24 были подготовлены О.Н. Пахомо­
вой, которой автор особо благодарен за компьютерный набор и вер­
стк у  представленного материала. Я также благодарен Р. Мертигу 
и Ф. Ш оберлю за полезные консультации по пакетам F eyn C a lc  и 
S ch roe .
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I. Основные возможности

1. О болочка си стем ы  и имена
Для выполнения просты х арифметических операций в системе 

M a th e m a tica  достаточно набрать необходимое математическое вы­
ражение и нажать клавиши Shift и Enter одновременно (сама по себе 
клавиша Enter используется только для задания перевода строки) и 
программа вы дает результат. Каждой входной/выходной строке или 
обращению присваивается свой номер. N-й запрос пользователя по­
мечается In  [N]) а iV-й ответ начинается с Out[N]. Поэтому имеет­
ся возмож ность обращения к более ранним вычислениям. Для этого 
необходимо указать метку строки, к которой надо вернуться, напри­
мер 1 п [3 ] , и одновременно нажать Shift и Enter. Если после входной 
строки не стои т никаких знаков пунктуации, то  на экране вы увиди­
те выходную строку; в случае, когда после обращения пользователя 
стои т точка с запятой, выходная строка на экран не выводится, хотя 
подразумевается, ч т о  команда пользователя выполнена.

Каждая надпись, математическое выражение или график зани­
м аю т отдельную ячейку - Cell. Э то  позволяет следить за тем, к чему 
относятся математические выражения - к исходным данным или ре­
зультатам. Ячейка может занимать одну или несколько строк и всег­
да выделена своей квадратной скобкой (см. на правую часть глав­
ного окна редактирования). На ячейки налагаются ограничения: в 
каждой ячейке используется только один тип шрифта, нельзя ком­
бинировать различные виды информации (например формулы и по­
ясняющие надписи) и т.д. При малейшем изменении текста формул 
во входной ячейке эти  изменения автоматически ведут к изменениям 
текстов последующих ячеек.

Имена всех функций, переменных, опций и констант, используе­
мых в системе M a th em a tica , начинаются с заглавной буквы, напри­
мер: Integrate, Plot. Если имя состоит из двух или большего коли­
чества слов, то  первые символы каждого слова печатаются большими 
буквами: ListPlot, NIntegrate. Все имена объектов, сформированных 
в данной программе, —  законченные слова, M a th em a tica  редко ис­
пользует сокращения. Обычно они появляются только там , где чрез­
вычайно общеизвестны.



Некоторые из сокращений приведены ниже:

A bs —  абсолютное значение числа,
Cos —  значение тригонометической функции косинус,
D  —  вычисление производной,
D et  —  детерминант матрицы,
G C D  —  вычисление наибольшего общего делителя.

В соответстви и  с соглашением имена, определяемые пользова­
телем, начинаются символом нижнего регистра (строчной буквой), 
например myvar, varl2  и т.д . Имена встроенных глобальных пере­
менных обычно начинаются со знака $, например, SDisplay, SContext 
и т.д . Не имеется никакого ограничения на длину имени.

2. И нтерактивная помощ ь
M a th e m a t ic a  оперирует с более чем 800 встроенными функци­

ями. Имя функции указывает цель выполняемой операции, например:

Eigenvalues —  нахождение собственных значений,
FindRoot —  численное решение уравнения,
Integrate —  интегрирование,
Timing —  показывает время, затрачиваемое для расчета

выражения.

Если информации, заложенной в имени, не достаточно, можно 
воспользоваться встроенной интерактивной помощью. Интерактив­
ная помощь используется для обращения к вспомогательной инфор­
мации, включающ ей имена команд. Для этих целей служит специ­
альный оператор, начинающийся со знака вопроса ?. Символ *, ис­
пользуемый совместно с ?, обозначает групповой символ, т.е. любые 
алфавитно-цифровые последовательности. Если запросу соответству­
ет более чем одна команда, то  M a th e m a tica  выведет на экран все 
запрошенные команды. Например:

?var —  показывает информацию об указанной переменной вели­
чине var,

??var —  показывает дополнительную информацию,
?xyz* —  вы дает список объектов, чьи имена начинаются с xyz,
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?*xyz*  —  список всех объектов, содержащих в своем имени xyz, 
?@  —  список объектов, чьи имена начинаются с символа ниж­

него регистра,
?* —  выведет на экран все команды системы M a th em a tica .

3. Справочная база данных (Help)
Управление справочной базой данных осущ ествляется команда­

ми, входящими в меню Help  (справка). Входящие в него команды и 
операции приведены в табл. 1.

Таблица 1

Команда или операция Назначение команды подменю
Contents
Search for Help On 
How to  use Help 
A bout Ma.thema.tica 
W hy the Beep

Контекстно-зависимая справка 
Поиск по алфавиту
Правила работы  со справочной системой 
Сообщение о системе и ее авторах 
Сообщение о работе со звуком

4. О сновные м атематические операции
Приведем стандартные обозначения математических операций, 

поддерживаемых системой M a th em a tica :

+ плюс, ! факториал,
минус, >  больше,

* умножение, > =  больше или равно,

/ деление, <  меньше,
возведение в степень, < =  меньше или равно.

5. Скобки и группирование выражений
M a th e m a tica  переняла различные формы условных обозначе­

ний, применяемые в языках высокого уровня, таких как С, FORTRAN, 
PASCAL. Примеры применения скобок в системе M a th e m a tica  мож­
но свести в табл. 2.
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Таблица 2

Скобки Назначение Примеры
(term) Группировка (а +  Ь )/(с  +  <2)
f  [ехрг] Параметры функции Sin[2 P i х]

{  а, Ь, с } Определение вектора (х , 2 х ,3  х }
{{а 1 ,Ы },{а 2 ,Ь 2 }} Определение матрицы {{1 ,2 ) ,  {6 ,-3 }}

Введение индекса m [3 ],m [l,2 ]
(* remark *) Комментарий (♦текст*)

6. Ч исловы е множ ества
M a th e m a tica  мож ет производить точные операции с целыми 

и рациональными числами. Вещественные числа рассматриваются в 
приближении, а комплексные числа м огут быть как точные, так и 
приближенные в зависимости о т  задания действительной и мнимой 
частей. Табл. 3 содерж ит типы числовых множеств, поддерживаемых 
в системе:

Таблица 3

Integer Целые 3
Real Вещественные 3.4
Rational Рациональные 3/4
Com plex Комплексные 3 +  4.2г
Symbol Выражение или значение, 

зарезервированное за этим символом
Е

Infinity +  бесконечность +СО
- Infinity -  бесконечность - с о
Complexlnfinity Число с бесконечной величиной, 

но с неопределенной мнимой частью
Indeterminate Выражение, величина которого 

не определена

M a th e m a tic a  распознает общеизвестные математические кон­
станты  (Табл. 4).
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Таблица 4

Константа Символ Значение
E f_ o (- l)7 (2 A : +  l ) 2 Catalan 0.915966
тг/180 Degree 0.0174453
е Е 2.71828
7 EuierGamma 0.577216
(1 +  \ /5)/2 GoldenRatio 1.61803
i I
7Г Pi 3.14159

Символы Catalan, Degree, Е  имеют точные значения. M a th em a ­
t ic a  не станет вычислять их приблизительно, если вы не инструкти­
руете ее делать это. Приблизительные значения для этих констант 
можно получать при использовании N[.

I n [ l ]  :=  N [ P i ,10]
O ut[1] *  3 .1 4 1 5 9 2 6 5 4

7. Э лементарны е численные выражения
Численные вычисления M a th e m a tica  проводит подобно каль­

кулятору. Выполняются арифметические операции типа: сложение, 
вычитание, умножение, деление и возведение в степень. Чтобы сло­
жить два числа, необходимо набрать первое число, затем поставить 
знак +  и второе число. Между числами и знаком плюс можно добаг 
вить пробелы для удобства чтения.

1п [1] :=  27+45  
O u t[l]  = 72

Знак умножения * необязателен. Пробел также обозначает умножение 
и выражение а с обозначает умножение а на с. Произведение чисел 
127 и 9721 можно вычислять как 231 * 5423, так и 231 5423.

В отличие о т  калькулятора при работе с целыми числами данная 
программа выдает точный результат, даже если он имеет большее 
количество цифр, чем может поместиться в одной строке:

1п [2 ] :=  2 1 -4 3
O ut[2 ] = 716852284415660510488171761482895729863  

004676631934290061

12



Однако вычисление 22 /7  даст

1п[3] :=  22 /7  
Out[3] = 22 /7

Ч тобы  получить десятичную дробь, можно, например, поставить точ­
ку после 22 или 7, вычислив

I n [4] := 2 2 /7 .
Out[4] = 3.14286

Другой способ —  использование функции N [...] .

In [5] :=  N [22 /7]
Out[5] = 3.14286

Команда JV позволяет находить численное приближение для любых 
математических операций:

In  [6 ] := N[Sqrt [1 7 ]]
Out[6] = 4.123056

Если требуется  повышенная точность вычислений, т о  формат коман­
ды  jV/expr, т ] предусматривает вычисление с точностью  до ш знаков. 
Например:

In [7 ] := N [S q rt[1 7 ] ,1 2 ]
Out[7] = 4.12310562562

Вешественное число можно представить в виде рациональной дроби 
командой Rationalize[x,dx], где dx —  необязательный параметр, зада­
ющ ий точность:

In [8 ] := R a t io n a l iz e [9 .6 ]
Out[8] = 48

5
In [9 ] :=  R a t io n a l iz e [0 .913043]
Out[9] = 0.913043
In [1 0 ] := R a t io n a l iz e [0 .913043 ,0 .00 0001 ]
Out[10] = 21

23
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Ч асто используемые команды для операций с вещественными числа­
ми приведены в табл. 5.

Таблица 5

Команда Результат выполнения
Round[x]
FIoor[x]
Ceilingfx]
Sigafx]
Abs[x]
M ax{ xi,X2,..,xn] 
M in[ Xi,x2,..,XnJ

Целое число, ближайшее к х 
Целая часть числа х 
Ближайшее целое число > х  
1, если х > 0  и -1, если х < 0  
Модуль числа х
Максимально большое число из списка 
Минимальное число из списка

1п[11] := Round[14.75]
Out[11] = 15
I n [12] :=  F lo o r [1 4 .7 5 ]
Out[12] = 14
In [1 3 ] :=  C e i l in g [ 3 .15]
Out[13] = 4
I n [ l4 ] :=  S ig n [-2 ]
Out [14] = -1
In [1 5 ] :=  Abs[-2 ]
O ut[15] = 2
In  [16] :=  K in [ l ,0 ,5 ,2 ,5 ,>3;
Out [16] = -3
In  [17] :=  M a x [ l ,0 ,5 ,2 ,5 ,-3 .
Out [17] *  5

M a th e m a tica  работает с комплексными числами. Общая форма 
представления комплексного числа z: z—x + Iy ,  где х  и у  —  веществен­
ные числа. Некоторые команды для операций с комплексными числа­
ми приведены в табл. 6.

Таблица б

| Команда Результат выполнения |
1 R e[z] x, вещественная часть числа z |
I Jm[z] у , мнимая часть числа z  1

Conjugate[zJ z ', комплексно-сопряженное число J
Argjz] ф, фаза числа z
Absfz] Jz\, модуль числа z |
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In [1 8 ] :=  z -2 .1 5 + 1  1 .7  
Out[18] = 2 .1 5 + 1 .7  I  
I n [ l9 ]  :=  R e[z]
Out[19 ] = 2 .1 5  
In [2 0 ] :=  Im [z]
Out[20 ] = 1 . 7  
In [2 1 ] :=  C o n ju g a te d ]
Out[21] = 2 .1 5 -1 .7  I 
In [2 2 ] :=  A rg[z ]
Out[22] = 0.669043 
In [23] :=  A bs[z]
Out[23] = 2.74089

В системе суш ествует встроенный генератор случайных чисел. К о­
манда генерации случайных равномерно распределенных чисел мо­
ж ет иметь различные форматы:

Random/]

RandomfRealyXmax]  

RandornlReal^XminyXmax}]

R^ndom [Com plex,{zmin,Zmaz} ]

Randozaflnteger] 

Random [lnteger,{Im/lx ,Imm }]

—  генерирует вещественные случай­
ные числа на отрезке [0,1],
—  генерирует вещественные случай­
ные числа на отрезке [0,хтах],
—  генерирует вещественные случай­
ные числа на отрезке /xmin,xmaIJ.
—  генерирует комплексные случай­
ные числа, у которы х zm,n <  |z| < zmair,
—  генерирует случайные числа 0  и 1 
с равной вероятностью,
—  генерирует целые случайные числа 
на отрезке [IminJmoz]■

In [2 4 ] :=  Random []
Out[24] = 0.165608 
In [2 5 ] :=  R andom [R eal,-5 ,0 ]
Out[25] = -4 .8 8 4 8 5  
In [2 6 ] :=  RandomlComplex,2 . 15- 
Out [26] = 1 .60614-0 .810 571 I 
In[27] :=  R andom [Integer,2 ,7 ] 
Out [27] = 2
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8. Э л ем ен та р н ы е  и специ альны е ф ун кци и
В системе M a th e m a tica  можно работать с большим количест­

вом элементарных и специальных функций. За каждой из них закреп­
лен определенный набор символов, который, как правило, соответ­
ствует общепринятому названию этой функции на английском языке 
(табл. 7).

Таблица 7

Функция Стандартный вид M a th em a tica
Экспонента ех Ехр[х]
Натуральный логарифм 1п(г) L°gM.
Логарифм по основанию b logb(x) Log[b,x]
Синус sin(r) Sin[x]
п-факториал тг! n!
” к” по модулю ” п” modn{k) Mod[k,n]
Биномиальный коэффициент Cm Binomial[n,m]
Функция Бесселя и * ) BesselJ[n,zj,
Полином Лагерра К ( * ) LaguerreL[n,a,x]

Численное значение элементарной или специальной функции при 
определенном значении аргумента может быть получено командой 
N[Function[.. Jj, например:

I n [ l ]  N [C o s [P i/8 ] ]
O u t[l]  =  0 .9 2 3 8 8
I n [2 ] :=  N[E u lerE [ 4 ,0 .5 ] ]
O ut[2] =  0 .3 1 2 5

Названия встроенных функций защищены и могут бы ть использова­
ны пользователем в других целях только после снятия защиты ко­
мандой Unprotect[FunctionNamej. С помощью этой команды могут 
быть изменены свойства встроенных функций. Например, встроенная 
функция Log  может быть дополнена правилом, по которому логарифм 
произведения представляется как сумма логарифмов:

In [3 ]  :=  Log[x у z]
Q ut[3] = Log[x у z]
I n [4 ] :=  U n p ro te c t[L o g];

L o g [x _ ,y _ J := L o g [x ]+ L o g [y ];
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P ro te c t[L o g ]
O ut[4 ] =  Log
I n [5 ] :®  L og[a  b c]
Out [5 ] *  L o g [a ]+ L o g [b ]+ L o g [c]

Кроме того , пользователь имеет возможность определить собствен­
ную функцию. Возможны два типа собственных функций: 
функция “ присваивание” , которая задается командой

I n [6] :=  u s e r f [ x _ ] = S i n [ x ] *Е х р [-х ]
Out [6 ] = S in [x ]* E x p [-x ]
I n [7] :=  u s e r f[y + z ]
O ut[7 ] -  S i n [ y + z ] * E x p [ -x -z ] ,

или функция “процедура” , которая задается командой 

1п [8] : *  u s e r f [ х _ ] :=  ...........

Например, вычисление п.' можно организовать следующим образом:

I n [9 ] :=  f [ l ] = l  
Out[9] = 1
In [1 0 ] :=  f [ n _ ] : * n  f [ n - l ]
I n [ U ]  :=  f [ 1 0 ]
O ut[11] = 3628800

9. С ум м ы  и произведения
M a th e m a tica  позволяет вычислять конечные и бесконечные 

суммы и произведения элементов рядов, заданных аналитическими 
формулами.

Sumffflijmax}] —  вычисляет сумму значений f  при измене­
нии индекса i от  1 до in*,* с шагом +1,

Sum[f, { Jmin} ]  —  вычисляет сумму значений f  при изме­
нении индекса i от  минимального значения 
i= imin до максимального с шагом + 1 ,

Sum[f,{i,imaziimin,di}] —  вычисляет сумму значений f  при изме­
нении индекса i o f  минимального значения 
i= imin до максимального i= i17Ulx с шагом di,



Sum//,{i,imai,Jmsn}, — вычисляет многократную сумму значений
{jjmax limin >-■■}] f  При ИЗМеНвНИИ ИНДвКСОВ i ОТ i= im,n ДО i—imax 

С шагом +1, j  ОТ j —jmin до j —jmax с ш а" 
гом + 1  и т.д. (число индексных переменных 
неограничено).

I n t i ]  :=  S u m [C o s [ i"2 -i ]  1>]
Out[1 ] = Cos [2 ] + Cos [6 ] + C os[12] + Cos [20]
In [2 ] :=  S u m [ l / i ~ 2 , { i , l , I n f i n i t y } ]

-2
0 u t[2 ]  *  Sum[i , { i , l , I n f i n i t y } ]

N Sum [f,{ijmin, imax}] —  возвращает численное значение суммы 
f[i] при индексе i, изменяющемся от  im*„ до 
imax с  шагом +1,

NSum[f,{i,iminAn<xa:><2i}./ —  возвращает сумму численных значений 
функции f[i] при индексе i, изменяющемся 
ОТ imin ДО 1тлх с шагом + 1 ,

NSuxa[f,{i,imin jimax } ,  —  выполняет многомерное суммирование.
{jjminjmaz}- • ■ } /

Функция NSum [.. . ]  эквивалентна выражению N[Sum[...]]. Примеры:

In [3 ]  :=  HSumtCos[ i ' 2 - i ]  , - { 1 ,2 ,5 ,1 } ]
O ut[3] = 1.79Б 96
I n [4] :=  K S u m [ l / i * 2 , { i ,1 , I n f i n i t y } ]
Out[4 ] = 1 .6 4 4 9 3

Product[f,{i,imax} ]  —  вычисляет произведение значений f[i]
при изменении i от  1 до imax с шагом +1, 

Productlf^ijm injnaz}] —  вычисляет произведение значений f[i]
при изменении i от  im,„ до imax с  шагом +2, 

Product[f,{i,imin,irnax,dI}] —  вычисляет произведение значений f[i] 
при изменении i от  imi« до imax с шагом di, 

Product/’/,{ i,imin,imai,di}, —  вычисляет многократное произведение
{jjm in jm a x■■}] (по нескольким переменным).

In [5 ] :=  P rodu ct[P i ( i - l ) / ( i + l )  , { i , 2 , 5 , 0 . 5>]
7

O ut[5] = 0 .0 1 0 1 0 1  Pi



Функция N P rod u ct[.. . )  эквивалентна выражению N [Product[...]].

In [6] : = N Product[P i ( i - l ) / ( i + l ) , { i , 2 ,5 , 0 . Б>]
Out[6] = 30 .508

Приведенные функции M a th e m a tica  2.2 не даю т символьного пред­
ставления сум м  и произведений, даже если оно сущ ествует. Для сим­
вольного представления сумм и произведений можно использовать 
функции из дополнительного пакета A lg e b r a  (см. стр . 59).

10. А лгебраические уравнения
M a th e m a tica  включает в себя функции для нахождения корней 

уравнений в численном виде: N R oots, NSolve и FindRoot. Символ = =  
служит для обозначения равенства частей в уравнениях.

Функция N R oots [ехрг,х,п] находит приближенно корни полино­
миального уравнения:

I n [ l ]  :=  N R oots[x "4 -5  х "2  +х==3,х]
Out[1] = х = = -2 .4 3 2 6 9 ,|1

х==0.0 8 2 5 0 2 8-0 .73 28081 ,|| 
х==0.0825028+0.7328081,11 
х==2.2 6 7 6 9 ,|I

Необязательный параметр п задает число цифр после запятой.
Здесь символ || —  логическое или , т .е. указанную выше запись 

следует понимать так: если х  равен — 2.43269 или х=0.08250-0.7328И, 
или x=0.088250-i-0.73281it или х = 2 .26769, то  уравнение х4+3х2+ 5 х = 7  
обращается в верное тождество.

Корни полинома можно также найти, используя функцию NSolve:

In [2] :=  N S olv e[x*4 -5 x“ 2+x==3,x,10]
Out[2] = -Cx ->  -2 .4 3 2 6 9 } ,{x  ->  0 .0825028-0.732808 I } ,

{x  ->  0.0825028+0.732808 I } , { x  ->  2 .267669}

В отличие о т  функции NRoots, функция NSolve может бы ть исполь­
зована для численного нахождения корней произвольных алгебраи­
ческих нетрансцендентных уравнений. Например:
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In [3 ]  :=  K S olve [E x p [-2 *x ]+ 5 = = 0, x]
O ut[3 ] =  { { x  ->  - 0 .8 0 4 7 1 9 -0 .1 5 7 0 8 1 } ,

{x  ->  - 0 .8 0 4 7 1 9 + 0 .1 5 7 0 8 1 »

Функция NSolve позволяет численно решать системы алгебраических 
уравнений:

I n [4 ]  :=  N S o lv e [{x * 2 + y -4 = -0 , х+у‘ 2 -6 = = 0 > , { х ,  у »
O ut[4 ] = -С-Сх ->  -2 .6 3 4 0 8 ,  у ->  -2 .9 3 8 3 8  > ,

{х  ->  -1 .1 5 1 4 3 ,  у ->  2 .6 7 4 2 2  > ,
{х  ->  1 .3 5 8 5 3 , у ->  2 .1 5 4 4 1  > ,
■Сх ->  2 .4 2 6 9 8 , у ->  -1 .8 9 0 2 4  >

Функция FindRoot[lhs=—rhs, {x,Xo,Xi,X2} j  ищет приближенное чис­
ленное решение для уравнения Ihs=rhs, начиная процедуру приближе­
ния с точки х=хо, на интервале от  xj до Xi (х\ и хг —  необязательные 
параметры).

In [5 ]  :=  F in d R o o t E C o s W /x ^ O , { х ,2 } ]
O ut[5 ] = {  х ->  1 .5 7 0 8  >
I n [6 ] :=  F in d R o ot[C o s[x ]/x = = 0 , -Сх, 3 , 6 , 1 0 »
O ut[6 ] = -С х ->  7 .8 5 3 9 8  >

Видно, что  если уравнение имеет много корней, то  функция FmdRoot 
находит лишь ближайший к  точке хд корень на заданном интервале.

В системе M a th em a tica  сущ ествует возможность отыскания 
локального минимума явно заданной функции одной или нескольких 
переменных func[x,y,...] при помощи встроенной функции FindMini- 
mum[func, {х ,хо},{у ,уо},-..], где Хо, уо —  координаты стартовой точки 
процедуры поиска минимума. Например:

I n [7 ] :=  FindMinimum[Gamma[х] , { х ,2 } ]
O ut[7 ] = {  0 .8 8 5 6 6 0 3 , х ->  1 .4 6 1 6 3  >
In  [8 ] :=  FindMinimum[x“ 2 + y '2 + 6 x -7 y ,{ x ,2 } -> {у  ,2 } ]
O ut[8 ] = -С -21 .2 5 , {х  ->  - 3 . ,  у ->  3 . 5 »

Первая цифра в ответе - значение функции в точке локального мини­
мума, затем приводятся координаты точки минимума.

M a th e m a tica  может интегрировать в численном виде, напри- 
мер, функция NIntegrate [ехрг,{ х , x min, х тах } ]  находит значение ин­
теграла / exp r(x )dx . В M a th em a tica  3.0 функция Nlritegrate имеет 
полезную опцию M ethod  , задающую метод интегрирования.
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In [9 ] :=  N I n t e g r a t e [S in [x ] /x ,{  x , 0 , 1} ]
Out[9] = 0.946083
InClO] :=  N In tegrate [C os[x+ y] E x p [ -x y ] , { x , 0 , 1 } , { у , х , 1>, 

M ethod->MonteCarlo]
Out[10] «  0 .222779

11. Дифференциальные уравнения
M a th e m a tica  численно реш ает системы дифференциальных урав­

нений. Используя команду NDSolve [ {  eqob egn2, . . . } ,  {  yi[x j,y2[x ] ,. .
{  x, xmin, Xmaz) ], можем найти численное решение системы диффе­
ренциальных уравнений {  eqni,eqn2, . . . }  относительно функций yi[x], 
у 2[х] , . . .  на отрезке £x»nin>Xm<uJ. цф

I n [ l ]  := N D S olve[{yJ ’  [ х ] - у ’ [х]+х~2 у [х ]== 0 , 
у ’ [0 ]= ~ -1 , у [ 0 ] « 1 > ,у ^ х ,0 ,5 > ]

O u t[l] ■ { {  у ->  In terp o la tin g F u n ction  [ { 0 . , 5 . } ,  < > ]} }

Команда InterpolatingFun.ction[0.,5.,<>] представляет интерполяци­
онное решение исходного дифференциального уравнения на отрезке 
[0,5] с указанными начальными условиями. Можно изобразить это 
решение графически с помощью команды Plot:

In [2 ] :=  P lo t [y [x ] / . '/ . , {x ,0 ,5 } ,{F r a m e -> T r u e } ]  ;

Out[2] * -  G raphics -

Обозначение y[x]/.%  заменяет функцию y[x] на выражение, полу­
ченное в предыдущем вычислении, a Frame— >Тгие предлагает уста­
новить рамку со значениями переменных х  и у  вдоль соответству­
ю щ их осей. Подробное описание графических утилит пакета будет 
дано в разделе Г ра ф и к а  (см. стр. 29).
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Приведем пример численного решения системы двух уравнений 
с последующим представлением результатов в виде графика:

In [3 ] :=  e q u l= y l ' [х ]+ у 2 1[х ]+ у 1 [х ] у 2 [х ]= = 0  
O ut[3 ] =  e q u l= y l ’ [х ]+ у 2 ’ [x ]+ y l [x ]  у 2 [х ]= = 0  
I n [4 ] :=  e q u 2 * y l ’ [ х ] - y l [ x ]  у 2 [х ]== 0  
0 u t[4 ]  -  e q u 2 * y l ’ [ x ] - y l [ x ]  у 2 [х ]= = 0  
I n [Б] :=  R =N D Solve[{equl, e q u 2 ,y l[ 0 ]= = 1 ,у 2 [ 0 ] = = - 1 } ,  

{ у 1 , у 2 } , { х , 0 , 5 } ]
0 u t[5 ] = { {y l -> I n te r p o la t in g F u n c t io n [{0 .  , 5 . } , < > ] } }  

{ {y 2 -> In te r p o la t in g F u n c t io n [{0 . ,  5 . } ,  <>] } }
In  [6 ] : = P lo t  [ { y l  [x ] / . R , y2 [x ] / . R } , { x , 0 ,5 } ,  Frame->True, 

P lo tS ty le -> {D a s h in g [{0 .0 7 ,0 .0 7 } } ,
D ashing[ { 0 .0 1 ,0 .0 1 } ] } ]

□ .5

-O .S

O u t[6 ]  = -  G r a p h ic s  -

12. Списки и массивы
Массив данных задается с помощью списка iist= {x i,X 2> . . .  х „}, 

отдельный элемент списка list может быть получен с помощью ко­
манды iist[[i]].

I n [ l ]  :=  l i s t = { l , 4 , 2 , 5 , 3 , 4 , 8 }
O u t[1 ]  = { 1 , 4 , 2 , 5 , 3 , 4 , 8 }
I n [ 2 ]  :=  l i s t [ [ 3 ] ]
O u t[ 2 ]  = 2
I n [ 3 ]  :=  l i s t 2 = { d , t , v , a , b , c }
D u t[3 ]  = {d,t , v , a , b , c }
I n [ 4 ]  :=  l i s t 2 [ [ 5 ] ]
O u t[4 ]  = b
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Система M a th e m a t ic a  имеет обширный набор функций для опера­
ций со  списком. Приведем эти  функции:

Lengthflist] —  определяет число элементов списка list,
Droppist,п] —  возвращает список list, из которого удалены первые 

п элементов,
Droppist,-п] —  возвращает список list, из которого удалены послед­

ние п элементов.

I n [5] :=  L e n g th [I is t ]
Out[5] = 7
I n [6] :*  D r o p [ l i s t ,2 ]
Chit[6 ] = { 2 ,  5 , 3 , 4 , 8 }
I n [7] :=  D r o p [ l i s t ,- 3 ]
Out[7] = { 1 ,4 ,2 ,5 }
I n [8] := L e n g th [l is t2 ]
Out[8] -  6
In [9 ] :=  D r o p [ l is t 2 ,3 ]
Out[9] = {а ,Ъ ,с }
In [1 0 ] := D r o p [ l i s t 2 , - l ]
0 u t[10 ] = { d , t , v ,a ,b }

Drop[list,{n }J  —  возвращает список list без n-го элемента, 
D rop[list,{m ,n}] —  возвращает список list, отбросив элементы 

от ш до п.

I n [ l l ]  :=  D r o p [ l i s t , { 4 } ]
Out[11] = { 1 ,4 ,2 ,3 ,4 ,8 }
In [12 ] : = D r o p [ l i s t , { 2 , 6>]
Out[12] = { 1 ,8 }
In [1 3 ] :=  D r o p [ l is t 2 ,{2 > ]
Out[13 ] = { d , v , a , b , c }
In [1 4 ] :=  D r o p [ l is t 2 , { 2 , 4 } ]
Out[14] = { d ,b ,c >

Lastflist] —  возвращает последний элемент списка iist, 
Restflist] —  возвращает список с уничтоженным последним 

элементом.

23



I n [ l5 ]  := L a s t [ l i s t ]
Out [15] = 8 
I a t l6 ]  :=  R e s t [ l i s t ]
Out [16] = { 4 , 2 , 5 , 3 , 4 , 8>
In [1 7 ] :=  L a s t [ l is t 2 ]
Out [17] = с
In [1 8 ] :=  R e s t [ l is t 2 ]
0 u t [ l8 ]  = < d , t ,v ,a ,b }

Ta.ke[list,n] —  возвращает первые п элементов списка list,
Take[list,-n]  —  возвращает последние п элементов списка list,
T akepist,{m ,n}] —  возвращает элементы списка с порядковыми 

номерами о т  ш  до п.

In [1 9 ] := T a k e [ l is t ,4 ]
Out[19] = < 1 ,4 ,2 ,5 }
I n [20] :=  Take [ l i s t , -2 ]
Out[20] = { 4 ,8 }
I n [2 i ]  :=  T a k e [ l i s t ,< 2 ,5 }]
Out[21] = < 4 ,2 ,5 ,3 }
I n [22] :=  Take [ l i s t 2 ,2 ]
Out[22] = < d ,t }
In  [23] := T a k e [ l is t 2 ,-3 ]
0 u t[2 3 ] = { a . b . c }
In [24] :=  T a k e [ l is t 2 ,< 2 ,5 } ]
Out[24] = < t , v ,a ,b }

M ax/xi,X2, . . . ]  —  возвращает наибольшее из Xi,
M ax[{xi,X 2, . . .  } , { у 1,у2,' ■■},■■■] —  возвращает наибольший элемент 

любого из списков.

In [2 5 ] :=  Мах [1 ,5 ,2 ,6 .5 ,3 ,4 ]
Out[25] = 6 . 5
In [2 6 ] :=  M a x [ { l , 2 ,3 } , { 4 ,6 ,5 } , { 9 ,8 ,7 } ]
Out [26] = 9

M in[xi,x2, . . . ]  —  возвращает наименьшее из х,,
M in [{x i,x2, . . .  },{уг ,У 2г  •■}>•• ■] —  возвращает наименьший элемент 

любого из списков.
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In [2 7 ] :=  Min[ 1 , 5 ,2 ,6 .5 , - 3 ,4 ]
Out [27] = -3
In  [28] :=  M i n [ { l , 2 , 3 } , { 4 , 6 , 5 } , { 9 , 8 , 7 } ]
Out[28] = 1

Для генерации списков с элементами —  вещественными и целыми 
числами или даже целыми выражениями —  особенно часто исполь­
зуется функция Table, создающая таблицу-список:

—  генерирует список, содержащий imi„ эк­
земпляров выражения ехрг,
—  генерирует список значений ехрг при i, 
изменяющемся о т  1 до imax с шагом 1,
—  генерирует список значений ехрг при 
i,изменяющемся о т  значения i=imin ДО зна­
чения i=imax с  шагом 1,
—  генерирует список значений ехрг при i, 
изменяющемся от  значения i—imin до значе­
ния 1=1^* с шагом (И,
—  генерирует двухмерный список (массив). 
Самым внешним является список по пере­
менной /.

Примеры на использование функции Table:

In [2 9 ] := T a b le [2 + 3 ,{3 } ]
Out[29] = { 5 , 5 , 5 }
I n [30] :=  T a b le [2 + 3 * k ,{k ,5 }]
Out[30] = { 5 ,8 ,1 1 ,1 4 ,1 7 }
In [3 1 ] :=  T a b le [2 + 3 * k ,{k ,3 ,5 } ]
Out[31] = {1 1 ,1 4 ,1 7 }
I n [32] := T a b le [2 + 3 *k , { k , 3 ,5 ,0 .5 } ]
Out[32] * { 1 1 ,1 2 .5 ,1 4 . ,1 5 .5 ,1 7 . }
I n [33] :=  Table [2*m +k,{k , 3 , 5 } , {m ,0 ,2 } ]
Out[33] = { { 3 , 5 , 7 } , { 4 , 6 , 8 } , { 5 , 7 , 9 } }

Для расширения списка путем  включения в него новых элементов 
использую тся следующ ие функции:

Т'able[expr,{imax} ]  

Table[expr,{i,imax}  ]  

Table[expr,{i,imin , i }  ]

Table[expr,{i,imin:>max,di}] 

Table[expr,{i,imi„ , W e )  ,
{ jJ m in J ™ }]
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Append[list,element] —  добавляет элемент в конец списка, 
Prepend[list,element] —  добавляет элемент в начало списка, 
Insertfllst, element,п] —  вставляет элемент в позицию п (отсчет по­

зиции ведется с начала листа, а если задано -в, 
то  с конца), элемент может бы ть символом.

Приведенные ниже примеры иллюстрируют применение этих функ­
ций:

In [34 ] : = A p p e n d [ l is t , l ]
Out[34] = { 1 , 4 , 2 , 5 , 3 , 4 , 8 , 1 }
In [35 ] :=  P r e p e n d [l is t ,2 ]
Out[35] = { 2 , 1 , 4 , 2 , 5 , 3 , 4 , 8 }
In [36 ] :=  I n s e r t [ l i s t , e ,5 }
Out[36] = { 1 , 4 , 2 , 5 , e , 3 ,4 ,8 }

Иногда возникает необходимость комбинирования нескольких спис­
ков. Для этого  используются:

Join[listl,list2,.. . ]  —  объединяет списки в единую цепочку, может 
применяться на любом множестве выражений, имеющих один заго­
ловок.

I n [37] := l i s t 3 = { l ,4 ,7 }
Jo in  [ l i s t , l i s t 3}

Out[37] = { 1 ,4 ,7 }
Out[38] = { 1 ,4 ,2 ,5 ,3 ,4 ,8 ,1 ,4 ,7 }

М атрица задается как список списков по строкам:

I n [39] :=  d a t a = { { l , 2 , 6 , 3 } , { 8 , 3 , 5 , а } , { 8 , 5 , 3 , 4 } , { 6 , 2 , 4 , с } }
Out[39] = { { 1 , 2 , 6 , 3 } , { 8 , 3 , 5 , а } , { 8 , 5 , 3 , 4 } , { 6 , 2 , 4 , с } }

Конечно, привычней ее видеть как матрицу:

In [40 ] := [M atrixForm [data]]
Out [40] = 1 2  6 3 

8 3 5 а 
8 5 3 4 
6 2 4 с
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M a th e m a tica  позволяет создавать многомерные массивы —  числе 
элементов в них ограничено лишь объемом памяти компьютера.

Для задания массивов используют следующие функции:

Arra.y[f,aJ —  генерирует список длиной п с элементами
f[i], где i имеет значения о т  1 до п, 

Array[[,{ni,n2, - . . } ]  —  генерирует массив с размерностью п1;
л 2, - ..  в виде вложенных списков с  элемента­
ми • ■],

Am y[f,dim s,origin] —  генерирует список с  размерностью dims,
используя спецификацию индекса origin, 

Arra.y[f,dims,origin,Ъ] —  использует заголовок h, а не List для каж­
дого уровня массива.

In [4 l]  :=  А ггау[Е хр,4]
2 3 4

Out[41] * {Е ,Е  ,Е ,Е >
In [42] := A r r a y [f , { 3 , 4>]
Out [42] = { { f [ l , l ] , f [ l , 2 ] , f [ l (3 ] , f [ l , 4 ] } ,

{ f  [ 2 , 1 ] , f [ 2 , 2 ] , f [ 2 , 3 ] , f  [ 2 ,4 ] } ,
{ f  [3 ,1 ]  , f  [3 ,2 ]  , f  [3 ,3 ]  , f  [3 ,4 ]  »

In [43 ] :=  A rra y [S in ,3 ,0 ]
Out[43] *  < 0 ,S in [ l ] ,S in [2 ]>
I n [44] :=  A r r a y [ f , 5 ,2 , f 10]
Out [44] = f  1 0 [f  [2 ] , f  [3 ] , f  [4 ] , f  [5 ] , f  [6 ] ]

13. Численные операции с данными
Экспериментальные данные представляются обычно в виде набо­

ра точек {уьУг,- - • }  (измеряемая величина рассматривается как функ­
ция номера измерения, т.е. X i= 1,X2= 2 ,. . . ,  набора пар точек { {x i ,y i } ,  
{х 2,у2}>- • •} (измеряемая величина имеет значение у; при х = х ,) или 
набора трех точек { { x b y i ,d y i} ,{x 2,y2, dy2} , . . . } ,  где yd* - погрешность 
измерения у;. В  системе M a th e m a tica  реализована процедура ап­
проксимации экспериментальных данных полиномом методом паи 
меньших квадратов. Например:
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K t f { j 'iO V  ■ • } , { ! , —  линейный фит,
-^ Я уь72> -• • Tablefxi,{j,0,n}],x] — аппроксимация полиномом n-й

степени,
Exp[Fit[Log[{yi,y2, . . . }J , { l ,x } ,x ] ]  —  аппроксимация данных зави­

симостью ехр(а+Ьх).

I n [ l ]  :=  d a t a - T a b le [ P r im e [ k ] , { k ,1 0 } ]
□ u tC l]  =  { 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 , 1 3 , 1 7 , 1 9 , 2 3 , 2 9 }
I n [ 2 ]  :=  f = F i t [ d a t a , { l , k } , k ]
O u t[2 ]  = - 3 .2 6 6 6 7 + 2 .9 3 9 3 9  k

В рассмотренном примере данные представляют собой набор первых 
10 просты х чисел, генерируемых командой Prime[k], которые аппрок­
симируются полиномом первой степени (х= к).

Для решения задач интерполяции и аппроксимации данных функ­
ций, заданных рядом узловых точек, используются следующие функ­
ции:

InterpolatingPolynomial 
[data,var]

InterpolatingFunction 
[range,table]

Interpolationfdata]

InterpolationOrder

—  определяет полином (степенной много­
член) по переменной var, дающий точные 
значения для данных списка data,
—  определяет аппроксимирующую функ­
цию, чьи значения находятся при помощи 
интерполяции,
—  определяет объект InterpolatingFunction, 
который представляет собой приближен­
ную функцию, интерполирующую данные 
data,
—  опция к функции Interpolation, которая 
указывает степень подходящего полинома.

; d ata= T ab le[P rim e[k],{k,10}}  
f l = F i t [ d a t a , { l , x } , x ]  
f  2= In t erpo1at i  o n [d a t a] 
f3 = In te r p o la tin g P o ly n o m ia l[d a ta ,x ]  
g l= L is t P lo t [d a t a ,P lo t S t y le -> P o in t S iz e [ 0 .0 5 ] ] ;  
g 2 = P lo t [ { f 1 , f 2 [ x ] , f 3 } , { x , 0 , 1 0 } ,P lo tS ty le ->  
{D ashin g[ { 0 . 0 7 , 0 . 0 3 } ] , Dashing[ { 0 .0 1 5 ,0 . 0 1 5 } ] ,
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D a s h in g [ {0 .0 0 1 ,0 .0 0 1 } ] } ] ;
S h o w [g l,g2 ]

Out[3 ] =  { 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 , 1 3 , 1 7 , 1 9 , 2 3 , 2 9 }
Out[4 ] = - 3 .2 6 6 6 7 + 2 .9 3 9 3 9  x 
Out[5 ] = In te r p o la t in g F u m c tio n [{ l ,1 0 } ,< > ]  

1 1 1 3  
Out [6] = 2 + (1  + ( -  + ( - ( - )  + ( -  + ( - ( — ) +

2 6 8 40

23 53 23 79 ( - 9  + x)
(  + ( _ (  ) + (  ) ( _8 + x ) )
720 5040 8064 120960

( - 7  + x ) )  ( - 6  + x ) )  ( -5  + x ) )  ( - 4  + x ))  ( - 3  + x ) )

( - 2 + x) )  ( - 1 + x)

Out[7] = -  G raphics -

14. Графика
Графические возможности системы M a th e m a tica  способству­

ю т  ее широкому успеху. Используя данную программу, можно стро­
ить графики функций и выводить данные в двух- и трехмерном ви­
де с помощью процедур ListPlot, ListPlot3D, Plot3D, Show, Graphics, 
Parametric P lot, ContourPlot.

В простейш ем виде команда Plot[expr,{x ,xmin,Xmaz}] строит гра- 
фик функции одной переменной. Трехмерные графики функций стро- 
ятся при помощи команды

Р Ы ЗО ^Х рГ^Х пы Х гых}*{У , УтыУтах}, Options].
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14.1. Графические опции
При построении графиков в системе M a th e m a tica  предусмот­

рено большое количество изменяющихся параметров, таких как от­
тенок и цвет изображения, выбор осей и интервалов значений и т.д. 
Все эти  установки меняются командой Options, справку по которой 
можно получить, набрав, как обычно, ?? Options. Опции внутри запи­
сей графических функций задаются своим именем IVame и значением 
Value в виде:

Name— >Vaiue.

Значениями опций м огут бы ть числа, списки, логические утвержде­
ния П не, False и специальные слова, например:

Autom atic — >  используется автоматический выбор,
None — >  опция не используется,
A ll — >  используется в любом случае.

Ниже представлены основные опции для графических функций 
(звездочкой отмечены те опции, которые можно применять и для 
трехмерной графики):

AspectRatio* -  >  задает пропорцию размеров графика —  от­
ношение вы соты  к ширине (по умолчанию задано 
1/GoldenRatio),

A xes’  — >  устанавливает, должны ли рисоваться оси (по
умолчанию Autom atic),

AxesLabel* -  >  устанавливает, нужны ли отметки на осях гра­
фиков (по умолчанию None),

AxesOrigin -  >  указывает, где должно располагаться начало от­
счета осей (по умолчанию Automatic),

Background* — >  указывает, какого цвета должен бы ть фон графи­
ка (по умолчанию Automatic),

ColorOutput’  -  >  указывает, каким цветом строится график (по 
умолчанию Autom atic),

DefaultFont* — >  задает шрифт для надписей на графиках (по 
умолчанию SDefaultFont),

Frame — >  указывает, нужно ли рисовать рамку вокруг гра­
фика (по умолчанию задано False),
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FrameLabel — >  указывает, нужно ли на гранях рамки, обрамляю­
щей график, размещать метки (по умолчанию None). 

FrameStyle — >  указывает, в каком виде будут воспроизводит- .. 
линии рамки,

i*VameTicfcs — >  указывает плотность установки ш триховых ме­
ток для граней рамки (по умолчанию Automatic), 

GridLines — >  указывает, нужно ли строить линии сетки гра­
фика (по умолчанию None),

PlotLabel’  — >  указывает, нужно ли вывести титульную надпись 
для графика (по умолчанию None),

Ticks* — >  устанавливает штриховые метки для осей (по
умолчанию Automatic)

RGBC oIot -  >  цвет.

I n [ l ]  := P lo t [C o s [x ] , { х ,0 ,2  P i} ,A x e s L a b e l -> {"x " , " у " } , 
A x es0 r ig in -> {3 ,0 },F ra m e-> T ru e , 
Fram eLabel->{Ma b s c is M, "o r d in a t " } ]

O u t[l] = -  G raphics -
I n [2] :=  g 2 = P lo t[C os [x ] ,-Cx,0,2 P i} ,A x e s O r ig in -> {0 ,0 } , 

G ridL in es->A u tom atic, P lo tL a b e l-> ‘’y=Cos ( x ) "]

Out[2] = -  G raphics -
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В неясных случаях для указания значений опций рекомендуется 
обращаться к  функции Options[Name] или к оперативной справочной 
системе M a th em a tica .

Система использует директивы двухмерной графики, которые 
указывают, с какими графическими параметрами (цвет, толщина ли­
ний, их стиль и т .д .) должна строить графики та  или иная функция.

AbsolutePointSlzefd] — >  устанавливает построение точек графи­
ка в виде кругов с абсолютным радиусом d (в 
пикселах),

AbsoJuteTbicknessfd] — >  устанавливает толщину d рисуемых ли­
ний (в пикселах),

Dasfring({ri,r2, . . . } ]  - >  устанавливает вывод линий пункти­
ром с последовательными сегментами длиной 
Г1,Г2, . . . ,  повторяющимися циклически.

14.2. П остроение графика по заданным точкам
С троить графики часто приходится по точкам. Для этого сущест­

вует встроенная в ядро графическая функция ListPIot:

L istP lot[{yi,у 2, . . . } ]  —  выводит график списка величин
Уь72 , - -• и т.д.(координаты х  для 
каждой точки принимают значения 
71,72,- •• и т .д .),

I>istPIot/{{xi,X2} { 7 i,72,})- • •}] —  выводит график списка величин 
с указанными х — и у,—координатами 
(i—1 ,2 ,... и т.д.).

PointSizefr] —  указывает, что  точки, нанесенные на график, долж­
ны изображаться в виде кругов с радиусом г  (дробная 
часть от  общей ширины графика).

In [3 ] := L i s t P l o t [ { 3 ,5 ,3 ,2 ,4 ,6 ,6 ,3 ,5 ,2 ,3 ,2 } ,  
P lo tS ty le -> P o in tS iz e [0 .0 5 ] ]
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0 u t[3 ]  = -  G raphics -

In[4 ] :=  g 3 = L i s t P l o t [ { { 3 , 3 } , { 5 , 3 } , { 2 , 4 } , { 6 , 6 } , { 3 , 5 } ,  
{ 2 , 3 } , { 1 , 2 }> , P lotJo in ed-> T ru e]

O ut[4 ] = -  G raphics -

Отметим опцию для данной функции:

PlotJoined  —  указывает, следует ли точки, нанесенные на график, 
соединять отрезками прямых (по умолчанию -  False). 

При построении графиков приходится изменять их вид, а также 
те или иные параметры и опции. Для удобства используют специ­
альные функции перестройки и вывода графиков, учитывающие, что 
точки этих графиков уже были рассчитаны и их координаты хранят­
ся в памяти ПК.

В этом  случае удобно использовать следующие функции:

Show[plot] —  построение графика по вычислен­
ным данным,

Show[plot,Option— >  Value] —  построение графика с заданной 
опцией,
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Show[plotl,plot2] —  построение нескольких графиков с 
наложением их друг на друга.

I n [Б] := Show [g 2 , g 3 , G rid lin es-> N on e, A x esO rig in -> {0 ,0 > , 
P lo tR a n g e -> {{0 , 6 } , { - 1 , 6>>]

0u t[5 ] = -  Graphics -

Другое полезное применение этой функции —  объединение воеди­
но нескольких графиков различных функций или экспериментальных 
точек и графика теоретической зависимости.

Команда Show[%, %%] позволяет вывести одновременно два по­
следних графика программы. Кроме того, ссылка в виде % может 
осущ ествляться и в любых других вычислениях системы M athem a­
t ica , как ссылка на последний результат.

Текст на графике можно задать с помощью функции
Gra.phics[Text[expr, coords]], где exp г  —  выражение в текстовой форме 
с центром, имеющим координаты coords. Например: 
Gra.phics[Text[”Hello!” , 0.5,0.15]].

Для построения параметрически заданных функций используют­
ся следующие графические функции системы M a th em a tica :

Para.metricPlot[{fx,fy} ,  —  строит параметрический график с ко-
{t ,tmin,tmax}] ординатами fx и fy, получаемыми как

функции о т  t,
Pasa.metricPlot[{{fX)fy} ,  —  строит графики нескольких парамет-
{gx>gy}>- - • рических кривых.

In  [6] := g3sP a r a m e t r ic P lo t [ {x = 2 * C o s [ t ] ,y = S in [ t ] } , { t ,0 ,2 * P i } ] ; 
g 4 = G ra p h ics [T ex t["H e llo ! " , { 0 . 5 , 0 . 1 5 } ] ] ;
Show[g3,g4]
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Out[6] = -  G raphics -

14.3. Трехмерные графики
Команда ContourPIot строит проекцию трехмерного графика на 

плоскость X O Y , выделяя одним цветом пересечение с плоскостями, 
параллельными координатной X O Y , т .е. одинаковые значения функ­
ции.

ContOUlPlotlf^XjXmiT^Xmaz}, —  СТрОИТ КОНТурНЫЙ График 
{у,УтЫ,Утах}] ПОВврХНОСТИ f (x .y ) .

I n t i ]  :=  C o n t o u r P lo t [C o s [ x + y ]  , { x , 0 ,P i>  Д у ,0, P i } ]

O u t[l] = -  G raphics -

ListContourPlotfarray] —  строит контурный график для массива 
вы сот некоторой поверхности.
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In [2 ] data=T able[S intx  y] , { x ,0 ,P i  , 0 . 1 } , { y  ,0  ,P i ,0 .1 } ]  ; 
L is tC on tou rP lot[d a ta ]

Out[2] = -  Graphics -

Для построения графиков трехмерных поверхностей используются 
следующие основные графические функции:

ListPlot3D[arcay] —  строит трехмерный график поверхности,
представленной массивом array, 

ListPlot3D[array,shades] —  строит .ЗД-график так, что  каждый 
элемент поверхности штрихуется согласно 
специфике shades.

In [3 ] :=  L i 8 t P l o t 3 D [ { { l ,3 ,7 > , { 3 ,5 , i> , { 0 t7 ,4 > , { 3 t3 , 4 » ]

0 u t[3 ] = -  Graphics -
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P lot3D [f,{x ,xmin,xmax},  —  т р ех м ер н ы й  граф ик д ля ан али ти чески
{У>Уmtn гУтах}] заданной  ф ун кци и  f(x ,y )  перем ен н ы х х  и у ,

и зм ен я ю щ и хся  в за д ан н ы х пределах. 
P lo t3 D [{f ,s } ,{x ,x min, —  с т р о и т  тр ехм ер н ы й  граф ик, в  к отор ом
Хтах}){У)Ут»71 уУтахУ] в ы с о т у  п ов ер х н ости  за д а ет  ан али ти ческая

ф ун кци я f, а  затенени е —  п а р ам етр  s (к р о ­
м е т о г о , за д а ю т ся  пределы  изм енения зна­
ч ен и й  п ерем ен н ой  х  о т  д о  хтах и п ере­
м енной  у  ОТ y min ДО Утоя).

I n [4] :=  P lot3D [x +y ‘ 2 , { x , - 2 , 3 > , { y , - l , 2 > ]

G raphicsArray[{gi,g2, . . . } ]  —  представляет массив графичес­
ких объектов,

G raphi'csArray[{{gn,gi2,. - • } ,. . .}]  —  представляет двухмерный мас­
сив графических объектов.

14.4. П араметрические графики
Для построения ЗП-графиков в параметрической форме также 

имеется ряд функций:

P aram etricPlot3D [{fx ,fv,fz} , —  строит трехмерную поверхность,
>{u>umin,Umax}] параметризованную по t и и в задан­

ных пределах их изменения,
РагагаetricP lot3D [{fx,£y,Q , —  выполняет построение трехмер-

ной кривой, параметризованной по пе­
ременной t, которая изменяется от  t,nj„ 
ДО tmaz,
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Pa.rametricPiot3D[{£c ,fy,fZ!s } , . ..] —  вьгоолняет построение трехмер­
ной поверхности, закрашенной в со­
ответствии с цветовой специфика­
цией s,

Param etricPlot3D [{{fx,fy,fz} , —  строит несколько ЗД-поверхно-
{gx>gy,gi},- - •},• • ■] стей на одном графике.

I n [ l ]  :=  P aram etricP lot3D [{C osh [z ] C o s [p h i] , Cosh[z] S in [p h i], 
z > , { z , - 2 ,2 > J-Cphi,0,2 Pi>]

O u t[l] «  -  Graphics -

15. В екторы  и матрицы
M a th e m a tica  может работать с векторами и матрицами раз­

личной размерности. Вектор представлен как набор объектов, заклю­
ченных в фигурные скобки посредством следующей команды:

{  itemi, й е т г , й е т з , ...,
Величины item не обязательно принадлежат к одному и тому же 

типу. Следующий вектор содержит целое число, вещественное число 
и некоторые выражения:

{  4, 6.7, А ,7х+8, Sin[x] }.



В системе M a th e m a tic a  матрица задается как набор векторов. 
Например, матрица

представлена как {  {  1,2,3 } ,  {  4,5,6} }.
M a th e m a tic a  содержит разнообразные встроенные функции, 

позволяющие оперировать с векторами и матрицами. Скалярное про­
изведение и сумма двух векторов (матриц) находятся с помощью ко­
манд +  и . соответственно.

In[l] := v e c A = {2 x ,y ,5 z }
I n [2] := v e e B * { -x ,2 y ,-3 z }
In [3 ] :=  vecA .vecB

2 2 2 
0 u t[3 ] = -2 x  +2y -1 6 z

Следует отм ети ть, что  команда умножение * в результате выда­
ет вектор, в  котором каждая координата результирующего вектора 
равна произведению соответствую щ их координат сомножителей, т.е. 
пользоваться этой  командой для векторного произведения в трехме- 
рии нельзя.

Для заданной матрицы можно найти матрицу, обратную ей:

In [4 ] :=  ш = { { 1 ,2 ,3 } , { 1 0 ,5 ,4 5 } , { 1 7 ,6 ,7 } }
In [5 ] :=  Inverse[m ]
Out[5] = { { - 4 7 /2 1 6 ,1 /2 7 0 ,5 /7 2 } , {1 3 9 /2 1 6 ,-1 1 /2 7 0 , -1 /7 2 } ,  

{ - 5 /2 1 6 ,7 /2 7 0 , - 1 /7 2 »

а также собственные вектора и собственные значения:

I n [6] :=  E igenvalues[N [m ]]
Out[6] = {2 5 .9 3 9 3 ,-6 ,-6 .9 3 9 2 8 }
In [7 ] :=  E ig en v ectors }[N [m ]]
Out[7] = { { -0 .1 2 0 6 8 9 ,-0 .9 1 0 0 1 3 ,-0 .3 9 6 6 2 5 } ,  

{0 .1 5 9 3 3 6 ,-0 .9 6 2 4 1 3 ,0 .2 1 9 9 3 7 }, 
{ -0 .1 9 2 4 5 ,0 .9 6 2 2 5 ,-0 .1 9 2 4 5 }

I n [8 ] :=  m 2 = { { l ,0 , 0 } , { 0 , 1 , 1 } , { 1 , 0 , 1 } }
Out[8 ] = { { 1 , 0 , 0 } , { 0 , 1 , 1 } , { 1 , 0 , 1 } }
I n [9 ] :=  E ig en sy st em[N[m2]]
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-38  -19
Out[9] * {-C l. ,1 .  , 1 .> , {{7 .3 4684*10  , 1 . ,-2 .71051*10  >,

-19
{0 . , -1 . ,2 .7 1 0 5 1 * 1 0  } , { 0 . , 1 . , 0 . } »

In [1 0 ] :=  ChopC’/,]
Out[10] = { { 1 . , 1 . , 1 . } , { { 0 . , 1 . , 0 . } , { 0 . , - 1 . , 0 . } , { 0 . , 1 . , 0 .}>

Команда Eigensystem  ш цет и собственные значения и собствен­
ные вектора матрицы, ответ представлен в виде набора собствен­
ных значений и соответствую щ их им собственных векторов {{Л ь 
Л2, . . • } , { {x i ,X 2,. • • },{у ь У 2>- - • } i  • • • }}• Команда C hop[.. .{обнуляет ма­
лые добавки, возникшие как погрешности численного расчета.

Заметим, ч то  отдельный элемент матрицы может быть получен 
командой m [[ij]], а строка —  ш [[i]]. Команда Det[m] вычисляет детер- 
минат м атрицы  ш , Trampose[m] ищет транспонированную матрицу, 
а командой Sum[m[[i,i]],{i,Length[mJ}] можно вычислить след матри­
цы ш.

При создании тензорных величин дополнительно м огут исполь­
зоваться команды Table, Array:

I n [ l l ]  :=  T a b l e [ f [ i , j ] , { i , 2 } , { j ,3 } ]
Out [11] -  { { f [ l , l ] , f [ l , 2 ] , f [ l , 3 ] } ,

{ f  [2 ,1 ]  , f  [2 ,2 ]  , f  [ 2 ,3 ] } }
In [12 ] :=  A r r a y [f ,5 ]
Out[12] * { f [ l ] , f [ 2 ] , f [ 3 ] , f [ 4 ] , f [ 5 ] >

M a th e m a tica  решает системы линейных алгебраических урав­
нений. Если ш  известная матрица, а Ь вектор, то  команда 
LinearSolve[m,b] реш ает уравнение m .x= b относительно вектора х:

In [13] :=  т - { { 1 , 0 , 0 } , { 0 , 1 , 1 } , { 1 , 0 , 1 } }
Out[13] = { { 1 , 0 , 0 } , { 0 , 1 , 1 } , { 1 , 0 , 1 } }
I n [14] : »  Ь = {3 ,2 ,1}
Out[14] = { 3 ,2 ,1 }
In [15 ] :*  L in earS olve[m ,b ]
Out[15] = { 3 , 4 , - 2 }
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16. С имвольны е вычисления
M a th e m a tica  может оперировать с алгебраическими выраже 

ниями, которые содержат переменные или символы.

16.1. Дифференцирование и интегрирование
Общий вид команды дифференцирования функции нескольких 

переменных F(xi,X2,. - - )  следующий:

D (F ,{xb n i} , { х 2,п2},. 

что соответствует дифференцированию функции F по переменной х,

п, раз.

Хп[1] D[Exp[ax] (х'З+у'З) Д х . З }  Д у ,2>
3 ах 

O u t[l] = 6а Е у

M a t h e m a t i c a  в ы п ол н я ет  ан ал и ти чески  и нтегри рован и е (вк л ю ­
чая к р а тн ы е  и нтегрж лы ) в  конечны х и бескон ечн ы х  пределах элем ен­

тарны х и сп ец и ал ьн ы х  функций:

1п[2] ■= Integrate[(1_х)"3 С 1 -у)"2,{ у ,х ,1 > Д х ,0,1>]
2 3

1 х х х 

Out [ 2 J  ---------------+ ---------------------

,n [3 ]  := i n t e g r « , & p [ l  х '2 +Ъ х « ]  .■- l a f i m t y .
2

-Ъ /  (4а) + с 
S qrt [-а ]Е  S q rtfP i]

0ut[3] = "( ^
а

In [4] := PowerExpandC/.]



I n te g r a te [B e s s e lJ [ 3 ,x ] ,{ x ,0 ,5 > ]
2 B e s s e lJ [ l ,S ]

-  B e s s e lJ [2 ,5 ]
5

N [ ’/,]
1 .0 8 4 4 7
I n t e g r a t e [ B e s s e lJ [ n ,x ] ,< x ,0 ,l } ]

1 1+n 3+n
( ( - ) * (n /2)H ypergeom etricP FQ [ {  > Л ------ , l+ n > ,

4 2 2

1
- ( ~ ) ] ) /Gamma[2+n]

16.2. Ряды  и пределы
Пакет M a th e m a tica  позволяет выполнить разложение в ряд 

ло членов п-го порядка по степеням малого параметра (х-хц) любых 
функций, заданных аналитически командой Series[F, {х.хц.п}]:

In[l] := F=Exp[a х] Cos[bx+c]

Out. Cl] = Е Cos[bx+c]
In [2] := Fi=Series[F,{x,0,2>]

2 2
a b 2 3

Out [2 ]  = l + a x + (—  )x  + 0[x ]
2 2

In[3] := N o r m a l[F l]
2 2

a b 2
Out E3] = l  + ax+ (-- - --)x 

2 2

Команда jVorma/[...] отбрасывает слагаемое 0[(л'-хц)'!' а |-.ило- 
жении и приводит результат, полученный командой Series, к виду, 
который может использоваться при дальнейших преобразованиях.

1п[5] :=

Out[5] =

In [6 ] := 
Out [6 ] = 
I n [7] :=

Out [7] =
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M a th e m a tic a  находит пределы аналитически заданных функ­
ций: Limil[Func,x— > х а, Direction -  > ± 1 ], где опция Direction опре­
деляет слева или справа берется предел.

In [4] := L im it [S in [х ] /х ,х ~ > 0 ]
Out [4 ] = 1.
In.[5] := L im it[T an [x ] ,x -> P i /2 ,D ir e c t io n -> l ]
Out[5] = I n f in it y
In [6 ] :=  L im it [T a n [x ] ,x -> P i/2 ,D ir e c t io n -> - l ]
0 u t[6 ] = - I n f i n i t y

16.3. П олиномы и рациональные функции
В системе M a th e m a tica  есть несколько команд, которые зна­

чительно облегчают работу с полиномами:

Expand[poly] -  разложение полинома (M a th em a tica  не рас­
крывает скобки !),

Factor[pcly] —  факторизация полинома (процедура, обратная
Expand),

FactorTermsfpoly] —  вынос за скобки общего множителя.

I n [ l ]  := р о !у = (х -а ) “ 2 (у -Ь )
2 2 

□tit [1] = (-а + х ) (-Ь+у)
In [2 ] := Expand[poly]

2 2 2 2 
Out [2] = - ( a  b )+ 2abx-bx +а у-2аху+х у 
In[3] := F actor ['/,3 

2
Out[3] = (-а + х ) (-Ь+у)

Co!lect[poly,xj

Poiynom ia.IGCD[polyl,poly2,.. . }

PowerExpandf. . ■]

—  представляет данное выражение 
как полином по степеням х,
—  нахождение общего делителя 
полиномов,
—  упрощает степенные выражения 
типа у/х  ̂ х.
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Out[4] = - (b x  )+x y+a C-b+y)+a(2bx-2xy)
In [5 ] := poly l= a -a x -y+ xy
Out [5] = a-ax-y+xy
In [6] := poly2=b-bx-y+xy
Out[6] = b-bx-y+xy
In [7] := PolynomialGCD)-[pcilyl ,p o ly 2 ]
Out [7 ] = -1+x
In [8 ] := S q r t [a b '2 ] /(a b )

2
Out[8] = S qrt[ab  J /(a b )
In [9] := PowerExpand ['/,]

In [4 ] := C o lle c t [p o ly ,a ]
2 2 2

S q rt[a ]

Для работы с рациональными дробями в системе M athem ati­
ca  сущ ествую т команды:

Together/exprJ —  приводит к общему знаменателю, 
Apartfexpr] — разлагает на простые дроби.

In [lO ] := f = (а*х*у +Ь *х +с*у )/(х*у) 
аху+Ьх+су 

Out[10] =----------------
ху

I n [11] := A p a rt[f] 
с+ах b

Out [11]  --------- + -
х У 

In С12] := Together [У,] 
аху+Ьх+су 

Out[12] = ----------------
ху

При преобразованиях полиномов может быть удобной команда 
Таке, смысл которой демонстрирует данный пример:
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2 2 3 3
x у x у 4

Out [13 ] = l + x y +  + ---------- + 0 [x ]
2 6

In [1 4 ] :=  t= N o rm al[t]
2 2 3 3

x у x у
Out [14] =  l + x y +  + ----------

2  6
In [1 5 ] :=  T a k e [t , 3 ] -Take [ t ,2 ]

2  2 
x у

Out [16] = ----------
2

16.4. Операции с уравнениями
M a th e m a tica  аналитически находит корни полинома четвертой 

степени с произвольными коэффициентами, хотя следует отметить, 
что в частны х случаях реш аются уравнения и более высокого поряд-

I n [ l ]  S o lv e [a x ‘ 4+hx“3 + c x "2 + d x + f == О, х]

Запуская ядро, получаем ответ.
Так же, как и в случае численных вычислений, M a th e m a ti­

ca  способна реш ать систему уравнений при помощи команды

Soive[{egni,eqn2, . .. ,eqnn},{x i ,x 2). . . } ] .

Для удобства представления результатов используют команду 
CoIumnForm[expr], которая выводит каждое решение на отдельной 
строке. Следует отм етить, что M a th e m a tica  выдает любые ре­
зультаты без приведения подобных членов, поэтому имеется команда 
Simplify[expr], которая приводит подобные члены в выражении.

M a t h e m a t i c a  р е ш а е т  ан ал и ти чески  обы кновенны е диф ф ерен­
ц и а л ьн ы е уравн ен и я  и с и с т е м ы  уравнений:

I n [ l3 ]  :=  t = S e r ie s [E x p [x * y ] ,{x ,0 , 3>]
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In[2] := R=DSolve[{у'’[x]+u~2 у [x]==a*Cos[x] , 
у C O ] [0]==0}, у [x] ,x]

-Iw x Iwx
a E a E a C os[x]

Out [2] = ------ + ------ + ---------
2 2 2

2-2w 2~2w -1+w

In [3 ] := S im p lifу [ y [ x ] / . ‘/.3

- I w x  2 I w x  I w x
a E  ( 1 + E  - 2 E Cos[x])

0 u t[3 ] = { --------------------------------------------------------------------------------->
2

2 -  2 w

In[4] :=  S im p lifу [ComplexExpand[X]]

a (C os[x ] -  Cos[w x ] )
Out [4 ] = {--------------------- }

В рассмотренном примере решается уравнение

j/"(x ) +  w2y (x ) — acos(x)

с начальными условиями j/(0) =  0, j/'(0) =  0.
Уравнение вида x"(t) =  —kx'(t}2 с помощью DSoIve не решается:

In [5 ] :=  eqn=x’ ’ [ t ] = = -k * x ’ [ t ] " 2 > ;
D S o lv e [e q n ,x [0 ]= = 0 ,x '[ 0 ]= = 2 , x [ t ] , t ]

DSolve::dnim:
Built-in procedures cannot solve this differential

2
0 u t[5 ]  = D S o lv e [{x ”  [ t ] ™ - ^ ’ [ t ]  ,x [ 0 ] = * 0 ,x ’ [ 0 ] = 2 ,x [ t ]  , t ]
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Его решение, однако, можно найти с помощью пакета C a lcu lu s  (см. 
стр. 61).

При решении системы  обыкновенных дифференциальных урав­
нений используется команда:

D Solve[{ eqm , eqn2, eqn „}, {  yi[x], y 2[x j,. . .y n[x j}, x].

17. П рограм мирование и замена 
переменных

Для замены переменных в алгебраическом выражении использу­
ется команда -  > , например,

I n t i ]  :=  1+ х '2+ З х*3/. х->1+а

которая применима и для задания новых функций

In [2] :=  - t f C l ] . f [ 2 ] , f [ 3 ] > / . f [ n J  ->  n~2 
Out[2] = { 1 ,4 ,9 }

Но есть и другая возмож ность описывать новые функции, например, 
предыдущ ую функцию можно задавать как

In [3 ] :=  f  [ n j  :=n~2 
In [4] := f [x + y ]

2
Out[4] = (x+y)

Более сложный пример пользовательской функции-процедуры:

In [5 ] :=  F [ x _ ] : = (t= ( l+ x ) '2 ;t = E x p a n d [t ] )
I n [ 6] :=  Fta+b]

2 2 
O ut[6 ]  = 1 + 2a + a + 2 b +  2ab + b

В системе M a th e m a tica  сущ ествует несколько возможностей 
организации циклов. Во-первых, при помощи команды Do:

Do[expri,expr2l. ..
D o[expri,expr2, . . .  ,{n }].
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В первом случае параметр цикла i меняется от  im;n до i^ x  с шагом 
istep, а во втором —  параметр п  задает число повторений.

In[7] := t=x;Do[t=l/(l+kt) ,-Ck,2,4}] ;t 
1

O ut[7] = --------------------
4

i  + ------------
3

1 + ---------
1+2х

Оператор Nest[F,expr,n] —  функция F  п раз действует на выражение 
ехрг.

I n [8] := N es t[F ,x ,3 ]
Out[ 8] = F [F [F [x ]] ]

Оператор For/start, test,step,ехрг] —  выполняется start, затем выпол­
няется step и ехрг, пока test=Thie:

In [9 ] := F o r [ i - l ; t * x ,2 < i< 1 0 , , i+ + ,t = t * 2 + i ;P r i n t [ t ] ]
2

Out[9] = 1+x
2 2 

2+ (l+ x  )
2 2 2 

3 + (2+ (l+ x  ) )

где i~h+ эквивалентно i—i-f l  (1—  эквивалентно i= i- l ) .  В системе M a­
th e m a tica  есть условные операторы: While[test,ехрг], где test —  про­
веряемое условие (а < ,= ,>Ь ), е х р г—  выражение, которое выполняет­
ся до тех пор, пока test.—True (истина) и If[test,then,else], где, если 
test=True, выполняется then, а если test—False (ложь), т о  выполня­
ется else.

Внутри операторов Do, For, CompaundExpression[expr\,expri,.. . ]  
м огут использоваться операторы Goto/name] —  переход к метке п а те  
и Labelfname] —  метка name.
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18. M athem atica , TgX, Fortran, С
M a th e m a tic a  обычно вы водит полученные выражения в стан­

дартной форме, используемой при вычислении на листе бумаги:

1п[1] :=  (Ь “ 3+с‘ 3 ) /(х + у )~ 3  
3 3

Ъ + с
Out[13 = -----------

3
(х+у)

Но, как можно увидеть из вышесказанного, при использовании собст­
венного редактора системы  M a th e m a tica  все выражения представ­
ляются в виде, близком к T^jX. Для удобства выражения м огут сразу 
конвертироваться либо в собственный формат системы M a th e m a ti­
ca  командой lnputForm[expr]

In [2] :=  InputFormC*/.]
0u t[2 ] / /  InputForm = (a “ 2 + b * 2 ) /(x + y )"3

либо в PlainTeX  формат

In [3 ] :=  TeXFormK]
Out [3 ] / /  TeXForm={-C-[a‘ 2 > + -(b '2 }}\ o v e r {{-[\ le ft (x + y \ r ig h t )> ‘ 3 » }  

либо в Fortran формат 

In [4 ] :*  FortranForm [‘/,]
Out[4] 11 F ortran F orm = (a **2+b**2)/(x+y )**3  

либо в С  ф ормат 

In  [5] :=  CForm [*/,]
Out[5] / /  C F orm = (P ow er(a ,2 )+P ow er(b ,2 ))/P ow er(x+ y,3 )

Следует заметить, что  вывод в формате PlainTeX  математичес­
ких формул, которы е занимают несколько строк, производится в одну 
строку. П оэтом у , после получения выражения командой TeXForm, не­
обходимо вручную  разбить его на отдельные строки, например:



I a M  16.Ш-4 + 32.Ш-2.М-2 * 1 6 „Г 4  + 1 6 ..T 2 .S  ♦ 
16*M^2*s -  16*пГ2*(2*пГ2 + 2*М'2 -  s -  г )
16*M"2 * ( 2 *m"2 2 *М“2 -  s -  t )  +
8 . ( 2 « - 2  + 2 .Н -2  -  = -  t ) - 2  -  1 6 .m -2 .t  -  
16*M“ 2 * t  + 8 * t * 2 ;

Ia [7 ] : = TeXForm[’/,]
Out[7] / /  TeXForm= 16\ ,{m "4} + 32\,{m *2}\,{M ~2} +

16\,{M '4>  + 1 6 \ ,{m '2 }\ ,s  + 16\,{M ~2}\,s -  
16\ ,{m '2> \, \ l e f t (  2 \,{m “ 2> + 2 \ ,{M "2}  -  
s -  t  \ rig h t) -  1 6 \ ,{M ~ 2 }\ A le ft (  2 \,{m *2> + 
2 \ ,О Г 2> -  s -  t  \ rig h t) + 8 \ , { { \ l e f t (  2\ ,{m -2 }  + 
2 \,{M “ 2 > -  s -  t  \ rig h t) >“ 2> -  16\,{m ‘ 2>\,t -  
16\,-{M‘ 2 }\ ,t  + 8\ , { t “ 2 }

После обработки данного выражения получается длинная формула, 
выходящая за рамки страницы, и, только используя\begin {eqnarray} 
— \ end{eqnarray}, получаем следующее выражение:

1 6 т 4 +  32те2М 2 +  16М 4 +  1 6 т 2 s +  16 М 2 s -  
16 гг? (2 т 2 +  2 М 2 -  s -  t) ~

16 М 2 (2 т 2 +  2 Л/ 2 -  s -  t) +

8 ( 2 т 2 +  2 М 2 -  s -  i f  -  1 6 m 9f -  1 6 M 2i +  8t2.
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II. Дополнительные возможности
В системе M a th e m a tica  создано большое количество до­

полнительных прикладных пакетов, используемых во многих облас­
тях знаний, например, в электротехнике, финансах, физике и даже 
в биологии и истории. Для того  чтобы  загрузить пакет, применяет­
ся команда, начинающаяся с двух знаков < < ,  затем нужно указать 
полный путь файла загрузки дополнительного пакета ( обычно он 
называется master.m ) и наж ать комбинацию клавиш Shift+Enter. 
Например, командная строка

I n [1] :=  << w :\wnm ath22\packages\statisti\m aster.m

загружает пакет статистической обработки данных. При загрузке па­
кета справа о т  команды появляется двойная скобка, когда загрузка 
заканчивается, то  скобка снова становится одинарной, стандартное 
Q u t [ . . . j  на экран не выводится. M a th e m a tica  загружает пакет 
один раз, если пакет уже загружен, т о  при повторном нажатии на 
строке пути файла Shift-/--Enter на экране появится сообщение о том, 
что файл уже загружен. П оэтому, работая сразу с несколькими фай­
лами, достаточно загрузить пакет в одном из них. При обращении 
к функциям незагруженного пакета система не выполняет действий, 
предписанных функциями, а п росто повторяет обращения к ним.

Ниже будет дано краткое описание некоторых пакетов, которые 
могут бы ть полезны при проведении физических расчетов.

19. П акет Statistics
В пакете S ta tis t ics  определены команды статистической обра­

ботки дискретного массива данных, а также операторы основных не­
прерывных и дискретных статистических функций распределения ве­
роятности, их свойства и операции над ними.

Перед началом работы  с дополнительным пакетом S tatistics  за­
груж аем его с помощью командной строки:

1п [ 1] :=  « . . .\ pack ages\statisti\ m aster.m
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19.1. Операции со списками
Прикладные пакеты системы M a th em a tica  обеспечивают рас­

ширение функций, управляющих списком, которые являются встро­
енными в нее. Дополнительные функции, полезные для управления 
статистическими данными, включают подсчет частоты  и вычисле­
ние накопленной (полной) суммы.

Задаем список data:

I n [ l ]  :=  { d a t a } = « l , 2 . 6 , 3 > , { 8 , 3 , 5 , a > , { 8 , 5 f 3 , 4 } , { 6 , 2 , 4 , c } }
Out [2] = « 1 , 2 , 6 , 3 } , { 8 , 3 , 5 , a } , { 8 , 5 , 3 , 4 } , { 6 , 2 , 4 , с } }  

Column[data,n] —  дает n-й столбец из data,
Column[data,,{ni,n2} ]  —  дает список из столбцов Пь пг-

I n [2] := [C o lu a n [d a ta ,3 ]]
Out[2] = { 6 ,5 ,3 ,4 }
In [3 ] : = tC olu m n [data ,-C l,2 }]]
Out[3] * « 1 , 2 } , { 8 , 3 } , { 8 , 5 } , { 6 , 2 } }

ColumnTake[data,spec] —  берет точно установленные столбцы в 
data,

CohimnDrop[data,spec]  —  отправляет точно установленные 
столбцы в data,

CoIiunnJom[da,tal,data2] —  соединяет элементы в соответствую­
щ их рядах в data.

In [4 ] :=  [ColumnTake[data, 1 ]]
Out[4] = « 1} , { 8 } , { 8 } , { 6} }
I n [5] := d a t a 2 = « 6 ,4 ,2 ,b } , { 2 , 5 , 3 , 2 } , { 7 , 2 , m,5 } , { 2 , 6 , 1 ,0 } }
Out[5] * { { 6 , 4 , 2 , b } I{ 2 , 5 , 3 , 2 } , { 7 , 2 , m , 5 } , { 2 , e , l , 0 } }
In t6] : «  d=ColuronJoin[data,data2}
Out [6 ] = « 1 , 2 , 6 , 3 } , { 8 , 3 , 5 , a } , { 8 , 5 ,3 ,4 } ,

{ 6 , 2 , 4 , c } , { 6 , 4 , 2 , b } , { 2 , 5 , 3 , 2 } }
In [7 ] : = MatrixForm[d]
Out[7] = 1 2 6 3  

8 3 5 a 
8 5 3 4 
6 2 4 c 
6 4 2 b 
2 5 3 2
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R ow  Join[da.tai,data?] —  соединяет элементы в соответствую щ их 
рядах в datan- 

I n [8] :=  d2= R ow Join [data ,data2 ]
Out[ 8] = { { 1 , 2 , 6 , 3 , 6 , 4 , 2 , b > ,{ 8 , 3 , 5 , а ,2 ,5 , 3 , 2>,

{ 8 , 5 , 3 , 4 , 7 , 2 , щ ,5 } , { 6 , 2 , 4 , с , 2 , 6 , 1 , 0»
In [9 ] := M atrixForm[d2]
Out [9 ] = 1 2 6 3 6  4 2 b 

8 3 5 а 2 5 3 2  
8 5 3 4 7 2 m 5  
6  2 4 с 2 6  1 О 

DropNonNumeric[data] —  опускает элементы или ряды,
которые содержат нечисловые эле­
менты в data,

DropNonNumericColumn[data] —  опускает столбцы, которые со­
держат нечисловые элементы в 
data.

In [10 ] :=  DropNonNumeric[d2]
Out[10] = {>
I n [U ]  DropNonNumeric[d]
Out[11] = { { 1 , 2 , 6 , 3 ) , { 8 , 5 , 3 , 4 ) , { 2 , 5 , 3 , 2 ) , { 2 , 6 , 1 , 0 »
In [12 ] :=  DropNonNumericColumn[d2]
Out[12] * { { 1 , 2 , 6 , 6 , 4 ) , { 8 , 3 , 5 , 2 , 5 } , { 8 , 5 , 3 , 7 , 2 ) , { 6 ,2 , 4 , 2 , 6 »  
In [ l3 ]  :=  DropNonNumericColuirui[d]
Out[13] *  { { 1 , 2 ) , { 8 , 3 ) , { 8 , 5 ) , { 6 , 2 ) , { 6 , 4 ) , { 2 , 6 ) , { 7 , 2 > ,{ 2 , 6 »

BinCounts[list, —  дает список, элементы которого —
{xm in ,xm ax,dx}]  числа попаданий элементов списка list в ин­

тервалы шириной dx  между хш ах и xmin, 
Frequenciespist] —  дает список различных элементов в спис­

ке вместе с частотами, с которыми они 
встречаю тся (на первом месте стоит час­
т о т а  появления числа в списке, а на втором 
—  само число),

CumulativeSums[Ust] —  дает полную (накопленную) сумму спис­
ка (каждое последующее число списка рав­
но сумме предыдущих).
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I n [27] :=  1 ® {2 ,4 ,3 ,7 ,3 ,9 ,2 ,7 ,2 ,3 ,4 ,2 ,3 }
Dut[28] * { 2 , 4 ,3 ,7 ,3 ,9 ,2 ,7 ,2 ,3 ,4 ,2 ,3 }
In [29 ] F req u en cies [1]
Out [29] = { { 4 , 2 } ,  { 4 , 3 } ,  { 2 , 4 } ,  - (2 ,7 } ,  { 1 ,9 } }
In [30 ] :=  CumulativeSums[1]
Out[31] = {2 ,6 ,9 ,1 6 ,1 9 ,2 8 ,3 0 ,3 7 ,3 9 ,4 2 ,4 6 ,4 8 ,5 1 }
In [32 ] :*  l i s t -T a b l e  [R a n d o m [] ,{ i ,1 0 0 }] ;
I n [33] :=  B in C o u n ts [ lis t , { 0 , 3 , 0 . 2 } ]
Out[33] = {1 4 ,1 5 ,1 5 ,1 2 ,8 ,6 ,7 ,8 ,3 ,4 ,0 ,1 ,2 ,0 ,2 }

19.2. О бработка дискретного массива данных
Дискретный массив данных задается с помощью списка iisfc={Xi,X2, 

. . .  х^}, отдельный элемент списка list может быть получен с помощью 
команды list[[i]].

Пакет S ta tis t ics  удобен при нахождении центрального момента 
и средних значений массива:

CentralMoment[list,n] —  определяет n-й  централь- —--—  ----------;
ный момент массива 

GeometricMean[list] —  определяет среднее геомет- \/х^Х2 ■ ■ ■ х„\
рическое значение массива 

Mean[list] —  определяет среднее арифме- — ^  ®»',
тическое значение массива

MeanDeviation[list]  —  определяет среднее абсо­
лютное отклонение данных 
массива о т  среднего

I n [ l ]  l i s t = {2 , 6 , 2 , 5 ,4 , 3 , 7 , 5 , 3 , 6 , 8 ,4 ,3 } ;
In [2 ] :=  K [C en tra lM om en t[lis t,5 ]]
□ u t[2] = 36.6659 
In [3 ] :*  N [M ea n [lis t ]]
0 u t[3 ] = 4.46154 
In [4 ] := N [G eom etricM ean [list]]
Out[4] = 4.08101 
In [5 ] := N [M ea n D ev ia tion [lis t]]
Out[5] = 1.57396
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Median[listj —  определяет медиану массива
RootMeanSquareflist] —  определяет среднеквадра- v ^ ;

тичный корень массива 
SampleRange[list] —  определяет амплитуду — ®m»n;

I n [6] :*  M e d ia n [lis t ]
Out[ 6] = 4
In [7 ] N [R ootM eanS quare[list]]
Out[7] = 4.81983
I n [8] := S am pleR an ge[list]
Out[ 8]  = 6

StandardDevjation[list]

StandardDeviationMLE[!ist]

StandardErrorOfSampleMeanfiistj

In [9 ] :*  N [S ta n d a rd D e v ia t io n [l is t ]]
Out[9] = 1.89804
In [10] := N [S tandardD eviationM L E [list]]
Out[10] »  1.82358
In [11] := N [StandardE rrorO fSam pleM ean[list]] 
Out[11] = 0.526422

Variamce[Ust]  —  определяет дисперсию
данных массива

VarianceMLEflist] —  определяет дисперсию
данных массива с  мак­
симально вероятностной 
оценкой

VarianceO/SampieMean^ist] —  определяет дисперсию 
среднего значения х

g ( » .  -  г )
П — 1

Е"(а=« ~  £ )2
п

£ ? ( g j - g ) 2. 
n (n  1)

—  определяет стандартное отклоне­
ние массива с максимальной вероят­
ностной оценкой

—  определяет стандартное отклов 
нле массива от среднего значения :
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In [1 2 ] :=  M [V a r ia n c e [ lis t ] ]
Out [12] = 3 .6 0 2 5 6  
I n [1 3 ] :=  N [V arian ceM L E [list]]
O ut[13] = 3 .3 2 5 4 4

In [14] :=  N [VarianceO fS am pleM ean[list]]
O ut[14] = 0 .2 7 7 1 2

19.3. Непрерывные распределения

BetaDistnbation{a,0] — /3-распределение с пара- р(х) — В\с.в\ '
метрами а ж р

CaucbyDistribution[a,bj — распределение Коши с па- p(z) =  1
раметрами а и Ь

ChiDistributioofnj — распределение х  с 0 степе- р(х) =  2,»^р[а! ;
в ими свободы u

ChiSquaieDistribution[nj —  распределение с п степе- р(х) — * , « ru i i
нями свободы

ExponentialDistributionfa] —  экспоненциальное распре- р(х) =
деление с параметром а>0 

GammaDistribution{a, /3] — Г-распределение с пара- р(х) =  
метрами аж 0

LapiaceDistribution[p,0] —  распределение Лапласа со р(х) =  ;
средним значением р и изме­
нением параметра 0  

Norma/Distribution[/i,CT] — нормальное распределение р(х) =  ;
со средним значением р и 
стандартным отклонением &

(/niform Distribution — однородное распределение р(х) =  I
(min т а xj на интервале { ш ,  шах}

StudectTDistributionfnj — распределение Стьюдента с р(х} = +  г 2)_г*~
в степенями свободы

19.4. Дискретны е распределения

BernoulliDistribution[p] —  представляет распределение Бернулли 
со средним числом р; 

BinomiaIDistnbution[n,p] —  биномиальное распределение для п ис­
пытаний с вероятностью р;
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DiscreteUniformDistribution[n] —  дискретное однородное распре­
деление с а  возможными 
результатами;

GeometricDistribution[p] —  геометрическое распределение
для вероятности р;

LogSeriesDistribu£ion[0] —  распределение логарифмичес­
кого ряда с параметром 0 ;

NegativeJ3inomiaZDistribu£ion/n,pJ —  отрицательное биномиальное 
распределение для учтенной не­
удачи п и вероятности р;

PoissonDistribution[p] —  распределение Пуассона со
средним значением р.

19.5. Операции с распределениями
В системе M a th e m a tica  не только определены распределения, 

но и заданы функции над ними.

CDF[distribution,x] —  определяет кумулятивную плотность веро­
ятности заданного распределения:
C D F {. . . , * ]  =  P D F [ . . . ,  х']х']

Domain[distribution] —  определяет область заданного распреде­
ления;

Mean[distribution] —  определяет среднее значение указанного 
распределения;

PDF[distribution,x] —  определяет плотность вероятности заданно­
го распределения как фунпию х.

I n [ l ]  :=  C D F [ N o r m a l D is t r ib u t i o n [ 0 , l ] ,х ]  
я

1+ E rf [------------- ]
S q r t [2]

O u t [ l ]  * --------------------------------

I n [ 2 ]  :=  D o m a in [N o r m a lD is t r ib u t io n [0 Д ] ]
O u t[2 ]  = {  - I n f i n i t y .  I n f i n i t y  >
I n [3] :=  M ean[K orm alD istribution [0 ,1 ] ]
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Out[3] = О
In [4 ] :=  P D F [K orm a lD istrib u tion [0 ,l],x ]

Out[4] = ----------------------------
2

x /2 
E S qrt[2 P i]

Random [distribution] —  дает случайное число указанно­
го распределения;

StandaxtDeviation[distribution] —  определяет стандартное откло­
нение указанного статистического 
распределения;

Variance[distribution] —  определяет дисперсию указан­
ного распределения.

In  [5 ] : = Random [NormalD i  s t  г  ib u t i  on [0 ,1  ] ]
Out[5] = 1.018683125239047
I n [6]  := S tan dardD evia tion [N orm a lD istribu tion [0 ,1 ] ]
Out [6]  = 1
In [7 ] := V a ria n ce [K orm a lD istrib u tion [0 ,1 ] ]
Out [7 ] * 1



20. П акет A lgebra
В пакете A lg e b r a  определены команды тригонометрических упро­

щений, также A lg e b r a  обеспечивает символьное представление сумм 
и произведений.

Перед началом работы  с  дополнительным пакетом A lg e b r a  за­
гружаем его с помощью командной строки:

I n [1] :=  < < • ..\packages\algebra\m aster.m

A lg e b ra  расширяет встроенные функции Sum и Product для сим­
вольных значений. Например, можно выразить символьную сумму 
типа Surn[a/ij,{lc,lcmjn>]cmaj;} j ,  где а[к+1]/а[к] —  рациональная функ­
ция.

In [2 ] := Sum[Sin[k] , {к ,а ,Ъ } ]
1 l a b  a b

0u t[2 ] = C sc[-3  S in [ -  -  -  + S in [ -  + - ]
2 2 2 2 2 2

SymboiicSum^-fvminjbTun}  —  ищ ет значение Sum[fy{iJrMnJmax}] 
ДЛЯ СИМВОЛОВ Imin, imax]

SymbolicSumlfjlijimax} —  ищет сумму f  no i о т  1 до iШ1.

In [3 ] := S y m b o licS u m [i* 3 ,{i,n }]
2 2

0u t[3] = n (1  + n)

4
In [4 ] :*  S y m b o licS u m [k * 6 ,{i,4 ,n }]

6
Out [4 ] = k ( -3  + n)

In [5] := Sym bolicSu m [l/(2  k ‘ 2 + 1 ) , { k ,0 , I n f in i t y } ]  

Pi
P i C otb [------------- ]

1 S q r t [2]
Out[5 ]=  -  + --------------------------------

2 2 S q r t [2]
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A lg e b r a  обеспечивает тригонометрические упрощения с помо­
щ ью функций TWgReduce, TtigFacCor, TrigToCompJex и ComplexToTrig.

TrigExpand[expr]~Expand[expr, Trig-  >  Thiej,

TrigFactor[expr] —  записывает сумму тригонометрических функций 
как произведение,

TrigReducefexpг] —  записывает тригонометрические функции мно­
гократных углов как суммы произведений триго­
нометрических функций этого угла (упрощает ар­
гументы тригонометрических функций).

In [1] := T r ig F a c to r [C o s [x ]+ C o s [y ]]
*  У x У

O u t[l]  *  2 C o s [ -  -  - ]  C o s [ -  + -3
2 2 2 2

I n [2 ] : »  TrigR educe[C os[x + y ]+ S in [ y -x ] ]
0u t[2 ] = C os[x] C os[y] -  C os[y] S in [x ] + C os[x] S in [y ] -  

S in [x ] S in [y ]
In [3 ] :=  T rig R edu ce[S in [4 x ]]

3 3
0 u t[3 ] = 4 C os[x] S in [x ] -4  C os[x] S in [x]

TrigToCompiexfexpr] —  записывает тригонометрические функции в 
виде комплексных экспонент, 

ComplexToTrigfexpr] —  записывает комплексные экспоненты как 
тригонометрические функции вещественного 
угла.

I n [4] := TrigToCom plex[Cos[х ] + S in [y ]]
- I  х I x 

E + E I - I  у I y
Out [4 ]  ---------------------------  -  ( “ E + E )

2 2

In [5 ] := ComplexToTrigt'/,]
0 u t[5 ] * C os[x] + S in [y]
I n [6] := S im p lify [T r ig T oC om p lex [S in [x /2 ]*2 Cos[2x]3



Out[6]

-3 I x  Ix  2 4Ix 
*(E  (-1+E ) (1+E )

21. П акет Calculus
В пакете C a lcu lu s  возможно нахождение пределов выражения, 

содержащих в себе элементы большого класса элементарных и спе­
циальных функций. C a lcu lu s  расширяет встроенное Integrate к ре­
гулярным эллиптическим и связным интегралам. Некоторые классы 
неопределенных интегралов м огут быть выражены в терминах эл­
липтических функций EllipticF[p,x], Eliiptic(p,x] и Elliptic[n,p,x].

Перед началом работы  с дополнительным пакетом C a lcu lu s  за­
гружаем его с помощью командной строки:

1п [ 1] := « . .  .\packages\calculus\m aster.m

C alcu lus расш иряет встроенный DSoive, вычисляя дифференциаль­
ные уравнения гипергеометрического типа, избранные нелинейные 
уравнения 1-го и 2-го порядка, избранные 2-х  и 3-х мерные нелиней­
ные системы;

I n [2] :=  eqn=x ’ 5 [ t ] " - k * x ’ [ t ]  “ 2>;

D S o iv e [e q n ,x [0 ]“ 0 , x ’ [ 0 ]= 2 ,x [ t ]  , t ]

1 1
L og [— ] Log[— + kt]

2 2
Out[2] = {  x [ t ] - > (   ) + (   ) У

k k

В пакете C a lcu lu s  возможно нахождение Паде-аппроксимации к за­
данной функции.
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Pade[func,{x,xo,m ,k}] —  Паде-аппроксимация функции furtc (функ­
ция переменной х ), где т и к  —  степень чис­
лителя и знаменателя соответственно.

In [3 ] :=  Fade[C os[ х ] , { х , 0 , 4 , 4 } ]
2 4

115 х 313 х

252 15120
Out[3] = ------------------------------------

2 4
11 х 13 х

i  + ----------+ ----------
252 15120

21.1. (5-функция Дирака
В пакете C a lcu lu s  определяется функция Хевисайда и ее обобщен­

ная производная 5-функция Дирака. В расширенных функциях Limit, 
Integrate и Derivative применяются функция Хевисайда и 5-функция 
Дирака, как это  видно из приведенных примеров.

DiracDelta[x] —  5-функция Дирака,
DiracDeita[xi,X2, . . . ]  —  многомерная 5 -функция Дирака.

I n [ l] := I n te g r a te [S in [x ]E x p [ -x ]D ir a c D e lta [x -a ] , { х ,О .I n f in it y } ]

S in [a ] S in [a ] U n itS tep [-a ]
O u t[l] = -----------------------------------------------------

a a
E E

In [2 ] := I n te g r a te [S in [x ] E xp[-x] D ira cD e lta ’ [ x - a ] ,
{ x .O ,I n f in i t y } ]

C os[a] -  S in [a ] D iracD elta [a ] S in [a]
Out [2 ] = - ( ---------------------------- ) -------------------------------------------- +



(C os[а] -  S in [a ] )  U n itS te p [-a ]

UnitStep[x] —  функция Хевисайда, равная 1 для х > 0  и =  О
для х <  О,

UnitStep[xi,X2, . . . ]  —  многомерная функция Хевисайда, равная 1 для 
(х\ > 0 )  и (х2 > 0 ) . . .  и =  0 для (xi < 0 ), (х2 <  0).

21.2. Преобразования Фурье
C a lcu lu s  обеспечивает экспоненциальные и тригонометрические 

фурье-преобразования и ряды.

FourierTransform[expr,t,w] —  одномерное преобразование
Фурье,

In verseFourierTVans/orm/expr, w,t] —  обратное одномерное преобразова­
ние Фурье,

NFourierTta.as{orm[expr,t,w] —  численное значение одномерного
преобразования Фурье.

I e [ 1] :=  F o u r ie r T r a n s f огщ [ t “ 2 Е х р [ -2  t ] , t , w ]
O u t [ l ]  = - 2  P i  D i r a c D e l t a ”  [ - 2  I  -  я]
I n [2 ]  :=  I n v e r  s e F o u r ie r T r a n s fo r m [ ‘/ . , w , t ]

2
t

Out [2 ]   --------
2 t

E

FourierCosTranrformfexpr.t.w] -  одномерное косинус-фурье
преобразование,

InverseFourierCosTrajisform[expr,w,t] —  обратное одномерное косинус- 
фурье преобразование.
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In [3 ] :=  FourierC osT ransform [t“ 2 Exp[ -2  
2

3 и
Out [3 ] = -1 6  ( i  )

2 3 
(4  + и )

In  [4 ] :=  Inver seFourierC osT ransf orm [‘/, ,w ,t ]  
2

t
Out[4] = -------

2 t
E

FomierSinTra.nsfocm[exprltl-w] —  одномерное синус-фурье пре­
образование,

InverseFourierSinTransformfexpryWjt] —  обратное одномерное синус- 
фурье преобразование.

1п[Б] :=  FourierS inT ransform [t~2 Е хр [-2  t ] , t ,w ]  
w

Q ut[5] = 2 S in [3  A rcT an [-]]
2

2 3 /2  
(4  + w )

In  [ 6]  := Inver seFour ie rS in T r  ansf orm['/,, w ,t]

Out[ 6]  = -------
2 t

FourierTrigSerksfехрг, {  x, xo, x j} ,  nj —  разложение в тригонометричес­
кий ряд п -го порядка, 

FourierExpSeriesfехрг, { х,хо ,x i}  ,л] —  разложение в экспоненциаль­
ный ряд п -го  порядка.
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1 S in [2  P i x3 S in [4 P i x] S in [6  P i x]
Out [7] = -   --------------------- --- ----------------------- ---------------------------

2 P i 2 P i 3 Pi

I e [8]  :■  F o u r ie r E x p S e r ie s [x , { x ,0 , l } ,3 ]

I  -2  I  P i x I  2 I  P i x I  -4  I  P i x
-  E -  E -  E

1 2  2 4
Out [8]  ............................................+------------------------------------------------------------

2 P i P i Pi

I  4 1  P i x I  - 6  I  P i x I  6 1  P i x 
-  E -  E -  E

In [7] :=  F o u r ie r T r ig S e r ie s [x , { x , 0 , 1 } , 3 ]

NFouiierTrigSeries[. ■■] =  NfFourierTrigSeries/.. .  ]], 
N FourierExpSeries[.. . ]  =  N[FourierExpSeries[...]].

In [9] := N F o u r ie rT r ig S e r ie s [x , { x ,0 ,1 } ,3 ]

-17
Out[9] = 0 .5  -  6 .93889 10 C os[2 P i x] -  

-17
5 .63785 10 C os[4 P i x ] -  

-17
9 .02056  10 C os [6 P i x] -  0.31831 S in [2  P i x]

0 .159155 S in [4  P i x ] -  0.106103 S in [6 P i x] 

In [10 ] := N F ou rierE xp S eries[x , { x , 0 , 1>,3 ]

Out[103 = 0 . 5 + 0 . I +



-1 7  -2  I  P i х
(-4 .1 6 3 3 4  10 -  0.159155 I )  E +

-17  2 I  P i x
(-4 .1 6 3 3 4  10 + 0.159155 I )  E +

-17  -4  I  P i x
( -6 .0 7 1 5 3  10 -  0.0795775 I )  E +

-1 7  4 I  P i x
(-6 .0 7 1 5 3  10 + 0.0795775 I )  E +

-1 7  - 6  I  P i x
(-1 .5 7 2 0 9  10 -  0.0530516 I )  E +

-17  6 I  P i x
(-1 .5 7 2 0 9  10 + 0.0530516 I )  E

21.3. Преобразования Лапласа

Lap}&ceTransform[expr,t,s,Options] —  прямое преобразование
Лапласа,

InverseLapla.ceTransform[expr,s,t,Options] —  обратное преобразова­
ние Лапласа.

I n [ l ]  L ap laceT ransform [t"2  E xp [-2 t] , t , s ]
2

0u t [ i ]  = -----------------
3

( 2 +s)

l a  [2 ] :=  InverseLap laceT ran sform C X .s,t]

Out [2 ]  -------
2 t

E



21.4. Вектираы и анализ
Пакет C a lcu lu s  представляет стандартные векторные диффе­

ренциальные операторы в ортогональных системах координат. Пре­
дусмотрены координатные преобразования. К  сожалению, у  C a lcu ­
lus есть ограничения: он работает только с правовинтовой коорди­
натной системой, поддерживает только трехмерные системы, в неко­
торых из координатных систем  параметры и координаты не могут 
иметь комплексных значений.

1п [1]  :*  v l « { x l , y l , z l >
O ut[l] = { x l , y l , z l >
In[2] :*  v 2 = {x 2 ,y 2 ,z2 >
Out[2] = < x2 ,y2 ,z2>
In[3] :=  v 3 = {x 3 ,y 3 ,z 3 }
0ut[3] = {x 3 ,y 3 ,z 3 >

Dot Pro duct[vi,v2]  —  скалярное произведение векторов Vi и
V2 в 3-х мерном пространстве в заданной 
по умолчанию системе координат, 

DotProduct[vi,V2,Coordsys] —  скалярное произведение векторов Vi и 
V2 в 3-х мерном пространстве в системе 
координат Coordsys.

In [3] :=  D otP ro d u ct[v l,v 2 ]
0u t[3 ] = x l  x2 + y l  y2 + z l  z2 
In [4] ;*  D o tP ro d u ct [v l, v 2 , S p h er ica l]
Out[4] = x i  x2 C o s [y l]  C os[y2] +

x l  x2 C o s [z l]  C os[z2] S inC yl] S in [y2 ] + 
x l  x2 S inC yl] S in [y 2 ] S inC zl] S in [z2 ]

CrossProduct[vlfv2] —  векторное произведение векторов vj
и V2 в 3-х мерном пространстве в задан­
ной по умолчанию системе координат, 

CrossProduct[v1}v2,Coordsys] —  векторное произведение векторов vx 
и v2 в 3-х мерном пространстве в сис­
теме координат Coordsys.
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In[5] := v3*CrossProduct[vl,v2]
Out[5] » {-y2 zl+yl z2,x2 zl-xl z2,-x2 yl+xl y2>
In[6] := CrossProduct[vl,v2,Cylindrical]

Out[6] = {Sqrt[(-(xl z2 Cos[yi]) + x2 zl Cos[y2]) +

2
(xl z2 SinCyl] - x2 zl Sin[y2]) ],

ArcTan[xl z2 Sin[yl] - x2 zl Sin[y2],

-(xl z2 Cos[yl]) + x2 zl Cos[y2]],

-(xl x2 Cos[y2] Sin[yl]) + xl x2 Cos[yl] Sin[y2]>

2

Sca}arTripleProduct[v\,V2,V3]  —  смешанное произведение вех-
торов V], vj и v j в 3-х мер­
ном пространстве в заданной по 
умолчанию системе координат, 

ScalaiTripleProduct[v j, V2,V3, Coordsys] —  смешанное произведение век­
торов Vj и V2 в 3-х мерном про­
странстве в системе координат 
Coordsys.

In [7 ] :=  S ca la rT r ip le P ro d u ct [v l ,v 2 ,v 3 ,C a r te s ia n ]
Out[7] = - ( x 3  y2 z l )  + x2 y3 z l  + x3 y l  z2 -  x l  y3 z2 -  

x2 y l  z3 + x l y2 z3

Cartesian[x,y,z],
Coordsys мож ет принимать следующие значения: CyUndricaJ[r,theta,z],

SphencaJ[r,theta,phi].

SetCoordinates[Coordsys] —  заменяет заданную по умолчанию сис­
тему координат на систему координат 
Coordsys с заданными по умолчанию име­
нами переменных.



SetCoordinates[Coordsys,x,y,z] —  заменяет заданную по умолчанию 
систему координат на систему коор­
динат Coordsys с именами перемен­
ных x,y,z.

In [8]  :*  S e tC o o rd in a te s [S p h e r ica l]
D o tP ro d u ct [v l, v2]

0ut[8] = S p h e r ic a l[ r ,  th e ta , p h i]
Out [9 ] = x l  x2 C o s fy l]  C os[y2] +

x l  x2 C o s [z l]  C os[z2 ] S in [y l ]  S in [y2 ] +
x l  x2 S in [y l ]  S in [y2 ] S in [z l ]  S in [z2 ]

CoordinateSystem  —  показывает имя заданной координатной 
системы,

Coordinates[Coordsys] -  дает список заданных по умолчанию имен 
координатных переменных в системе коор­
динат Coordsys.

In[10] :=  C oordinateSystem
0ut[10] *  S ph erica l
In [11] :=  C o o rd in a te s [C y lin d r ica l]
O u t[ il ]  = -Cr, th e ta , z>

Grad[f] —  градиент скалярной функции f  в трехмерном
пространстве в заданной по умолчанию системе 
координат,

Grad[f,Coordsys] —  градиент скалярной функции f  в трехмерном 
пространстве в системе координат Coordsys.

In [12 ] :=  Grad[r~2 C o s [th e ta ], S ph erica l]
Out[12] = {2 r  C o s [ t h e t a ] , - r  S in [ t h e t a ] ,0 }

D iV[f] —  дивергенция векторной функции f  в заданной по
умолчанию системе координат,

Divff, Coordsys] —  дивергенция векторной функции i  в системе коор­
динат Coordsys,
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Out[13] = 1+ 2 у + 3 z

I n [14] :=  D iv [x ,у “ 2 , z “ 3 ,S p h e r ica l]

I n [ l3 ]  :=  D iv [x ,y “ 2 , z ‘ 3]
2

Csc [th e ta ] ( г  у Cos [th eta ] + 2 r  x S in  [th eta ])
Out[14] = -----------------------------------------------------------------------------------------------

2

Cuil[f] —  ротор векторной функции f  в заданной по умол­
чанию системе координат,

Curl[f,Coordsys] —  ротор векторной функции f  в системе координат 
Coordsys.

In [14 ] :=  C u r l [ x /y ,y /z ,z /x ]

у z х 
Out [14] = { ---, -------- , ------>

Laplacianff] —  лапласиан скалярной функции f  в заданной
по умолчанию системе координат, 

Laplacian[f,Coordsys] —  лапласиан скалярной функции в системе ко­
ординат Coordsys.

I n [ l5 ]  :=  L a p la c ia n [x ,y ~ 2 ,z '3 ]

Out [15] * 2 + 6 z
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22. П акет Graphics
Пакет подключается с помощью командной строки 

I n t i ] : * < < . . . \packages\graphics\m aster.m

Э тот пакет обеспечивает специальные функции для построения, 
включая гистограммы , полярные графики и полосы ошибок графиков, 
графики в сферических и цилиндрических координатах, 3—х мерные 
параметрические графики.

22.1. Графика в различных системах координат
M a th e m a tica  строи т графики в полярной системе кординат:

PolarPlot[r,{t,tmjntimes}] —  генерирует полярный график г
как функцию о т  t, 

PolarPlot[{ri,r2, . . . } , { t , t mj„,tmaz}]  —  строит каждое из г< как функ­
цию о т  t на том  же графике, 

PolarListPlot[{ri,r2, . . . } ]  —  генерирует полярный график,
считая, что Ti равнораспределено 
по углу.

In [3 ] :=  P o la r P lo t [ {C o s [ t ] ,S in [2  t ] } , { t ,0 ,2  P i} ]

0 u t[3 ] = -  G raphics -

S p i i e n c J № t 3 D [ r , { M ™ < W . —  рисует г как функцию от 
углов 9 и ф.



In [4 ] :*  S p h e r ica lP lo t3 D [S in [th e ta ]“ 2 ,{ t h e t a ,0 ,P i> .
{ p h i ,0 ,3  P i 2>]

Out[4] = -  Graphics -

CJ i1ndric1J P J o « D fz ,{ r ,r ™ „ ,w } ,  -  рисует и ш  фунхдию 
о т е л о в  г и ф .

In [5 ] C y l in d r ic a lP l o t 3 D [r -2 , { r ,0 , l } , {p M ,0 ,2 t P i> ]

O u t[5 ]  -  -  G r a p h ic s  -

22.2. Г и с т о г р а м м ы
'  Для построения двумерных гистограмм в системе M atbem ati- 

са  есть специальные функции:

B a r C h a r t f K b ^ . - J  -  генерирует гистограмму данных в 
списках.

1п[1] :=  ВarC hart[ { 1 , 3 , 5 , 2 , 6 } ]
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Out[1] «  -  Graphics -

Гистограмму можно построить с  помощью таблицы, что  очень 
удобно при обработке экспериментальных данных.

In [2] := BarChart [Table [ i , { i , 1 ,1 0 }]  ]

[ A

Out[2] * -  Graphics -

In [3] :=  B a r C h a r t H l ,3 ,5 ,2 ,6 } , {2 ,4 ,3 ,4 > ]

L A t
Out [3 ] = -  G raphics -

i- j b  r w t —  генерирует гистограмму с полосами
GeneralizedBaxCbart ениями, длинами
K fposi, beighh ,w idtb i}, = указанными полож енной,
{  poS!,baight2,w id th ,} ,.. . } }  и высотами,

1 е Ю  G en era liZe d B a r C b a x t [ « l , 1 . 5 , l } . < 2 . 0 - 5 , l } . « . 3 . 0 - » H
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Out[4] = -  G raphics -

StackedBa,rChart[Usti, ■.] —  генерирует сложенную гистограм­
м у данных в списках.

I n [5] := S ta c k e d B a r C h a r t [ { l ,0 ,4 ,3 ,i , 2 } , { 2 ,2 ,6 ,3 ,2 } ]

Out[5] = -  Graphics -

PercentileBarChart —  генерирует сложенную гистограмму данных в 
[listi, list2, . . . ]  списках такую, что сумма абсолютных значений

в данной точке равна единице.

I n [63 :=  P ercen tileB arC h art[ { 1 , 0 , 4 , 3 , 1 , 2 } , { 2 , 2 , 6 , 3 ,2 } ]ш
Out[ 6]  = -  Graphics -

M a th e m a tica  строит трехмерные гистограммы: 
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BarChart3D[list, Opts] —  создает 3 -х  мерную гис-
тограмму прямоугольной мат­
рицы list,

B arC hart3D [{{{z,style},. -},O pts] —  создает гистограм- 
м у с определенным стилем для 
каждой полосы,

B arC h art3D [{{{x ,y ,z },sty le}.. .},O pts] —  создает гистограмму из от- 
дельных полос с определенны­
ми я и у  координатами, с вы­
сотой z и определенным style.

In [7] := BarChart3D[ { { 1 , 2 , 3 } , { 4 , 5 , 6 } } ]

O ut[7 ]  = -  G r a p h ic s  -
I n [83 : «  B a r C b a r t 3 D [« l ,4 ,3 } , { 4 ,2 , l } } ,X S p a c ia g -> 0 .2 ,

Y S p a c in g -> 0 .5 ]

O u t[ 8 ]  =  "  G r a p h ic s  -



XSpacing, YSpacing —  опции для BarChart3D, которые определяют 
величину пространства между полосами соот­
ветственно в х  и у  направлениях.

22.3. Списки

PiScale[xmin,xmax]  —  дает список значений между и хтаг, 
кратных 7г,

PiScalefXminyXmaxjIl]   Дает СПИСОК П значений между Xmin и Хтах,
к р а т н ы х  7г.

In[1] :* PiScaleCO.10],
Pi

O u t[l] = { { 0 , 0 } , { 1 . 5 7 0 8 , - -  } , {  3 .1 4 1 5 9 ,P i } ,
2

3 Pi
{4 .7 1 2 3 9 ,----- > , -Сб.28319,2 P i } ,

2

5 Pi
{7 .8 5 3 9 8 ,-----------> ,{9 .4 2 4 7 8 ,3  P i } }

2

In [2] := P iS c a le [0 ,1 0 ,4 ]
Out[2] = { { 0 ,0 } , { 3 .1 4 1 5 9 ,P i } , {6 .2 8 3 1 9 ,2  P i } ,

{9 .4 2 4 7 8 ,3  P i } }

В системе M a th e m a tica  возможно поточечное построение дву­
мерных графиков с меткой в точке.

T extListP lot[{yi,yi,- ■ ■}] —  строит список с каждой
точкой { i,y ,} , представлен­
ной как номер ее индекса i, 

T ex tL is tP lo t[{{x i,y i},{x2,y2} , . . . } ]  . —  изображает точку {xi,yi}
как номер ее индекса i, 

TextL isfP iot/{{xbyb*i}> {x2>y2»t2}>-. . } ]  — изображает точку {X t,/iA } 
как текст t,.
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In [3] := T e x tL istP lo t [ { { 1 . 5 , 2 . 5 } , { 1 . 6 , 2 . 6 } , { 1 .7 ,2 .7 } - ,  
■Cl. 8 , 2 . 8 » ]

0ut[3] = -  Graphics -
1.55 1.6 1.6S 1.7 1.75 l.B

In [4] :■ T e r t L is t P lo t } [ { { 1 . 5 , 2 . 5 , t } , { 1 . 6 , 2 . 6 , 2 } , { 1 . 7 , 2 . 7 , f } ,
{ 1 . 8 , 2 . 8 , 4 »

*

Out [43 = * Graphics -
1.75 l.B

LabehdListPlot[{y\,y2, . . ■)i —  строит список с каж­
дой точкой помечен­
ной номером ее индекса i,

Labe/edL)'stPlot[{{xi,y1} , { x 2,y2} ,- • ■}] —  помечает точку { }  
номером ее индекса i,

La,belsdL:stFlct[{{x-A • . . } ]  —  помечает точку 
{x i ,y iA } текстом 11.

In [5] :=  L a b e le d L is tP lo t [ { { 1 . 5 , 2 . 5 , 1 } , { 1 . 6 , 2 . 6 , 2 } , { 1 .7 ,2 .7 ,3 } ,
{ 1 . 8 , 2 . 8 , 5 » ]

■ 2

0ut[5] = -  G raphics -
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M a th e m a tica  не только может построить график, но и показать 
интервал ошибки, для этого сущ ествую т специальные функции:

ErrorListPlot[{ {y i ,d y i } , {y 2,dy2} . . . } ]  —  строит список данных с по­
лосами ошибки в кординатах 
{■ > } .

ErrorListPlot[{  {  Xi ,уi , dyi} , . . . } ]  —  строит список данных с по­
лосами ошибки в координатах
{ а д ; } -

In [6] := E r r o r L is tP lo t [ { { 2 ,  3 ,0 .1 }  , { 9 ,4 ,0 .5 } ,  { 0 ,0 ,0 } ,
{ 1 , 6 ,0 .0 5 > , { 6 , 2 , 0 . 3 » ]

Out[6 ] = -  Graphics -
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23. П акет FeynCalc
F ey n C a lc  пакет, работающий под управлением системы M a ­

th em atica , для проведения алгебраических вычислений в физике вы­
соких энергий и квантовой теории поля разработан Рольфом Мерти- 
гом (http:\\www.feyncalc.com). Наряду со стандартными для системы 
M a th em a tica  возможностями пользователю предоставляется боль­
шой набор специализированных функций и команд, ориентирован­
ных на вычисления в тензорной алгебре, преобразования и упрощения 
тензорных интегралов, приведение полиномов в амплитудах процес­
сов, преобразования специальных функций. Полученные результаты 
могут быть конвертированы в оптимизированный файл в формате 
Fortran или С  для дальнейших численных расчетов. F ey n C a lc  мо­
жет быть использован в режиме мощного научного калькулятора для 
упрощения произведений матриц Дирака или Гелл-Манна и спиноров, 
свертки громоздких выражений по тензорным индексам, вычисления 
следов матриц Дирака или Гелл-Манна. Ниже описаны возможности 
первой версии F ey n C a lc  1.0, работающ ей под управлением системы 
M a th em a tica  2.2. Последующие версии F eyn C a lc  (2,3) работают 
только под управлением M a th e m a tica  3.0 или M a th e m a tica  4. В 
них появились некоторые дополнительные функции и изменен син­
таксис ряда команд, однако ядро пакета сохранено.

23.1. Ввод функции
23.1.1. Т е н з о р ы  и  ск а л я р н ы е  п рои звед ен и я

Основные функции:

FourVector[p,m u] —  4-вектор
LeviCivita[mu,nu,ro,si]  —  тензор Леви-Чевиты е^ра'-, 
M etricTensor[mu,nu] —  метрический тензор д ^ ; 
ScalarProduct[p,q] —  p.q;
M om entum [p] —  объявление р  4-вектором.

Тензор Леви-Чевиты и вектора поляризации определены в про­
грамме F e y n C a lc  в пространстве четырех измерений. Функции 
FourVector, M etricTensor  и ScalarProduct м огут быть определены в 
пространстве произвольной размерности при помощи опции Dimension.
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Следующие примеры демонстрируют синтаксис ввода тензоров и 
скалярных произведений, а также формат их представления в Feyn­
C a lc  .

Скалярное произведение p.q

М етрический тензор дм„

Метрический тензор 
в D-мерном пространстве

При D = 4  д£ =  4

При произвольном D  д£ = D

Ввод 4-вектора рм

Ввод линейной комбинации
4-векторов (р -  2д)м
Вектор в D-мерном пространстве

Вектор поляризации е ц(к) 
вводится специальной командой 
Сопряженный вектор 
поляризации е*

I n [ l ]  : = S ca larP rod u ct[р , q] 
O u t[l]= p .q
I n [ 2 ] :=  M etricTensor [mu,nu]
Out [2 ] =g [mu.nu]
In [3 ] :=M etricT en so r[m u .n u , 
Dimension -> D ]
Out [3 ] =gn [mu, nu]
I n [ 4 ] : “ M etricTensor [mu,mu]
O ut[4 ]= 4
I n [5 ]  :=MetricTensor[niu,mu, 
Dimension -> D ]
Out[5]=D
I n [ 6 ] :=FourVector[p ,m u]
Out [6 ] =p [mu]
In [7 ]  :=FourVector [p-2q,m u] 
0 u t [7 ]* (p -2 q )  [mu]
I n [8 ] :* F o u r V e c to r [p ,a l ,  
Dimension -> D ]
0 u t[8 ]= p n  [a l]
In [9 ] :=Pola iization V ector[k ,n m ]  
0 u t[9 ]= e p  [k,mu]
I n [ 1 0 ] : = Conjugate[  
P o la riza tio n V ecto r[k ,m u ]]
Out [10] =ep (* )  [k ,mu]

Для вектора поляризации автоматически выполняется условие 
поперечности е(к).к  =  0 .

Суммирование по поляризациям векторных частиц выполняется 
при помощи команды PolasizationSum:

Pola.rizationSum[mu,Qu] -*  —д^',
PolarizationSum[mu,nu,kj —> — +  к^к^/к2;
PolarizationSum[mu,nu,k,n] —» - д ^  — W W rP j(fc.n)2 +  (ntlku -f  nvkl‘ )j[k.n)\



££,,£* =  —д^„ -t- kpkv/k2 I n [ i ]  ^PolarizationSum Cm u.nu.k]
„  г 1 к [mu] к [nu]Out L1J = -g  [mu, nu] +—

k.k
Если калибровочный In [2 ] :=PolarizationSura [m u ,n u ,k ,p i-p 2]
вектор n =  p i —p2 0u t [ 2]= -g [m u,nu]

p 1 .p 1- 2p 1 .p 2+p2 . p2 ) k[mu]k[nu] 
(k .p l -k .p 2 )2 

 ̂ k [n u ] (p l-p 2 )[m u ]+k [m u ](p l-p 2 )[n u ] 
k .p l -k .p 2

2 3 .1 .2 . М а т р и ц ы  Д и р а к а

Основные функции:

DiracMatrix[mu,nu,...] —> матрицы Дирака 7^7 „. 
DiracSlasb[p,q,...] —+ матрицы рд...;
DiracMatrix[5]
DiracMatrix[6] —> (1 +  75)/2 ;
DiracMatrix[7] —> (1 — 7 s ) /2 .

Итак, матрица 7  ̂представлена как DiracMatrix[mu], свертка р =  р?7  ̂
— как DicacSlasb[p].

В системе M a th e m a tica  символ используется как раздели­
тель некоммутирующих множителей, среди которых функции F eyn­
Calc: DiracMatrix, DiiacSlash, Spinor, LeptonSpinor, QuarkSpinor и 
GellMannMatrix. Символ может бы ть также использован вместо 
символа как разделитель при вводе функций DiracMatrix, DiracSlasb, 
GellMannMatrix. В формате вывода F eyn C a lc  символ некоммута­
тивного умножения опускается.

Ввод (р +  q +  m )7  ̂ I n [ l ]  :* (D ira cS la sh [p + q ]+ m ).
DiracM atrix[m u]
Out[1 ]= (gs[p+q]+m)ga[mu]

Ввод 7 ,,757m767q77 [2 ] : =D iracM atrix [ r o ,5 ,mu, 6 , a l ,7 ]
Out[2 ]= g a [r o ]g a [5 ]ga[mu] 
g a [6 ]g a [a l]g a [7 ]

Ввод 2ab ( d - c ) { 6 q  -  3p) In [3 ] := D ira cS la sh [2 a .b . (d -c )  . (6 q -3 p )] 
Out[3 ]=6 g s [a ]g s [b ]g s [c -d ]g s [p -2 q ]

Ввод i (k )  =  In [4 ] := D ira cS la sh [P o la r iz a tio n [k ]]
0u t[4 ]= gs  [e p [k ]]
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23.1 .3 . М а т р и ц ы  Г ел л -М а н н а

Пакет F ey n C a lc  позволяет проводить вычисления в кванто­
вой хромодинамике (КХД ). В данном разделе описывается ввод мат­
риц Гелл-Манна и структурных констант группы SUc(3)- Основные 
функции:

GeUMannMatrix[a,b,...] —» матрицы Гелл-Манна АаА(,...; 
SU3Deita[a,b] —̂  символ Кронеккера 5aj, для цветовых ин­

дексов а, Ь;
SU3F[a,b,c] —> структурная константа группы

SU(3)

Некоторые примеры:

Ввод \а\ь In [l]:= G e llM a n n M a trix [a ].
GellMaimMatrix[b]
Out[ 1] =1 а [a ] la [b ]

Ввод XcXbXa5de In  [2 ] : «GellMaimMatrix [ с , b , a] SU3Delt a [d , e]
Out[2 ]= d [d , e ] la  [ c ] l a [ b ] l a [ a ]  

f abc =  г /4[Тг(А сАсА(,) — In [3 ] :=SU 3F[a,b,c]
Т г(ХаХьХс)] Out[3 ]= | ( - t r [ l a [ a ] l a [ b ] l a  [ c ] ] +

t r [ l a [ a ] l a [ c ] l a [ b ] ] )
=  - f abc I n [4] : =SU3F [a , с , d , SU3FToTraces

-  >  F alse]
0 u t [4 ]= - f [a ,b ,c ]

/ « *  =  0 In  [5 ] : =SU3F [a , a , b]
0u t[5 ]= 0

Символ “ T r[...f  обозначает в F eyn C a lc  след произведения мат­
риц Гелл-Манна или Дирака.

23 .1 .4 . С п и н ор ы

В F e y n C a lc  используется два типа спиноров. Для лептонов ис­
пользуются символы LeptonSpinor или Spinor. В случае кваркового 
спинора используется обозначение QuaricSpinor. Отличие QuaricSpinor 
о т  LeptonSpinor состоит в том, что матрицы Гелл-Манна не комму­
тирую т с QuarkSpinor, который несет цветовой индекс.

Основные функции:
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Spinor[p,m] u(p ,m или й(р тп} для лептонов;
Spinor[-p,m] v(p ,m или «(р. пг) для лептонов;
LeptonSpinor[p,m] u (p ,m или й(р т ) для лептонов;
LeptonSpinor[-p,m] -> v {p ,m или v(p, пг) для лептонов;
QuarkSpinor[p,m] u (p ,m ) или й(р т) для кварков;
QuaxkSpinor[-p,m] -> v (p ,m ) или v(p, т ) для кварков.

Различие между спинорами u ,v n u ,t i  обусловлено местом спино­
ра в амплитуде и знаком аргумента 4-имлульса.

Ввод и{р,тп) или й(р,пг) InC l] :=Spinor[p ,m ]
O ut[l]=u [p,m ]

Ввод v (p ,m ) или v (p ,m )  I n [ l ]  := S p in or[-p ,m ]
Q u t[l]= v[p ,m ]

Ввод й(р, m )p  In [ 2 ] := S p in o r [p ,m ]. D iracS lasb [p ]
O u t[2 ]= u [p ,m ]gs[p ]

Ввод pu (p ,m ) In [3 ] := D iracS lash [p ] .Spinor[p,m ]
0 u t[3 ]= gs  [p ]u [p,m ]

Ввод u(jp,0) или й (р ,0) In [4 ] := S p in or [p ,0 ]
Out[4 ]=u[p]

23.1.5. П р о п а г а т о р ы

В F e y n C a lc  знаменатели пропагаторов вводятся специальным 
образом:

FeynAm pDenom inator [PropagatorDenominator[q,ml], 
Propaga.torDenomina.tor [q+p,m 2j, ...] —>
 1_____________
(b2- ™i ][{9+ р )2- п>1]-.')'

Пример:
Ввод выражения InCl3 :=FeynAmpDenominator [
1 /( [q 2 — m\][(q +  р )2 -  m|]) PropagatorD enom inator[q,m l] ,

PropagatorD enom inator[q+p,т23]



23.2. Элементарные вычисления
2 3 .2 .1 . С в е р т к а  п о  л ор ен ц ев ск и м  ин д екса м  

Contract[expr] —> свертка по парным лоренцевским индексам.

Свернуть дар%Р I n [ l ]  := C on tra ct[M etricT en sor[a l,b e ] 
F ourV ector[р ,Ъ е]]
O u t[l]= p [a l]

Свернуть qa(p — q)a In [2 ] := C on tra ct [F ou rV ector [q ,a l] 
F o u rV ector [p -q , a l ] ]
Out[2 ]= (p -q ) .q
I n [ 3 ] : =C ontract[M etricT ensor [a l.b e ]  
D ira cM a tr ix [b e ]]
Out[3 ]= g a [a l]
I n [ 4 ] : “ C on tra ct[F ou rV ector [q , a l]  
D ira cM a tr ix [a l] ]
O u t[4 ]= gs[q ]
I n [ 5 ] : “ C on tract[L eviC ivita [m u .n u , 
r o , s i ]F o u rV e c to r [p , s i ] ]
Out [5 ]= eps [m u ,n u ,ro ,p ]
I n [ 5 ] : “ C o n tr a c t [L e v iC iv i ta [a l, nu, r o . si] 
L e v iC iv ita [b e ,n u .r o ,s i ] ,
EpsContract - >  True 
O u t[5 ]= -6 g [a l,b e ]
I n [ 6] : “ C ontract[FourV ector[k ,m u] 
P o la r iza tion V ector [k ,m u ]]
Out[6]=0

23 .2 .2 . У п р о щ е н и е  ск а л я р н ы х  п рои звед ени й  4 -век тор ов

ExpandScalarProduct[expr] —*• разложение и упрощение скалярного 
произведения 4-векторов

(а +  b).(c — 2d) I n [ l ]  :=ExpandScalarProduct 
[S ca la rP rod u ct[a + b , c -2 d ] ]
O u t [ l]= a .c -2 a .d + b .c -2 b .d  

Ча(Р ~  я)а I n [ 2 ] : “ C ontract [F ou rV ector [q ,a l]
F o u r V e c to r [p -q ,a l] ]

Свернуть 

Свернуть qa7 “ 

Свернуть

£a„poe0IJIKr =  - 6  g%

к ^ { к )  =  0



Подстановка q - »  О 

Разложить (а +  Ъ)р

O ut[ 2 ] = ( p -q ) .q
I n [3 ]  :=ExpandScalarProduct [V,]
O u t [3 ]= p .q -q .q
In [4 ] := ' / .  / .S c a la r P r o d u c t [q ,q ]—»0 
Out [4 ]= p .q
In [5 ] := E zp a u d S ca la rP ro d u ct[ 
F ourV ector[a+b ,mu]]
Out [ 5 ]=a[mu]+b[mu]

2 3 .2 .3 . У п р о щ е н и е  п р о и зв е д е н и й  м а т р и ц  Д и р а к а  и 
сп и н ор ов

DiracOrderfexpr]

DiracOrder[expr,a,b,.
DiracSimplify[expr]

—> упорядочивание матриц Дирака по 
алфавиту;
—»• упорядочивание по порядку а,Ь,...;
—» свертка всех парных лоренцевских ин­
дексов и упрощение.

707а 2дар — 7 а7 л I n [ l ]  : =D iracO rder[D iracM atrix [be ,a l ] ]
Out[ 1 ] = 2 g [a l ,b e ] -g a [a l]g a [b e ]
Iu [2 ] := D ira cO r d e r [X ,{b e ,a l } ]  
0u t [ 2 ] - g a [b e ]g a [a l ]

Yly-PP =  4p2 In [3 ] : =DiracOrder [D iracM atrix[m u(nu] ,
D ira cS la sh [p , p ]]
Q ut[3]=4p.p

7а7^7а =  -2 7 ^  In [4 ]:= D ira cO rd e r[D ira cM a tr ix [a l,m u ,a l]]
0ut[4 ]= -2ga[m u]

—pqp =  qp2 — 2p(p.q) In [5 ] := D ira cO rd e r[D ira cS la sh [-p ,q ,p ]]
Out[ 5 ] = g s [q ]p .p -2 g s [p ]p . q

При вычислениях выражений, включающих 75 , используется функ­
ция DiracSimplify. Все матрицы 7 s>76>77 передвигаются в правый ко­
нец произведения матриц Дирака. При упрощении выражений функ­
ция DiracSimplify учиты вает уравнение Дирака (р -  т )и(р, т) — 0.

— 4 I n [ l ]  : =D iracS iraplifу [
D iracM atrix[m u,rau]]
0 u t [l]= 4

=  in  [2 ] :=D iracS im plify  [
DiracM atrix[m u, nu, r o , s i,m u ]]
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Out[2 ]= -2 g a [s i]g a [r o ]g a [n u ]
757и ~  ~ 7^75 Iu [3 ]:= D ira cS im p lify [

D iracM atrix[5 ].D iracM atrix[m u ]]
Out[3 ]= -ga[m u]ga[5]

7б7к7г7д =  7^7/i76 In [4 ] : = D iracS im plify  [
D iracM atrix[ 6 , n u ,7 ,mu]]
Out[4 ]=ga[nu]ga[m u]ga[ 6 ]

{p -  m )u (p ,m ) =  0 I n [5] := D ira cS im p lify [
(D iracSlashC p]~m ).Spinor[p,m ] 
0u t[5 ]= 0

v(p, m )qpu(q, M ) — In [ 6]  : = D iracS im plif у [ 
v (p ,m )u (q ,M ) S p in or[-p ,m ] .D ira cS la sh [q ,p ] .
[2 (p .q )-f-m M ] S p in o r [q ,M ]]//F a c to r

Out[ 6] = v [p , m]u[q,M](mM+2p. q)

23 .2 .4 . В ы ч и сл е н и е  сл ед а  п рои звед ен и я  м а т р и ц  Дирака 

Основные функции:

DiracTrace[expr] —> ввод следа произведения матриц Дирака;
Тг[ехрг] —> вычисление следа произведения матриц Дирака.

Функция DiracTrace непосредственно не вычисляет след выраже­
ния ехрг. Напрямую это можно сделать, используя функцию Тт. Ко­
манда EvaluateDiracTrace вычисляет след выражения, определенного 
функцией DiracTrace.

t r ( =  4да0 I n [13 := T r[D ira cM a tr ix [a l,b e ]]
0 u t [ l ]= 4 g [a l ,b e ]  

tr(abcd )=  I n [2 ] := T r [D ir a c S la s h [a ,b ,c ,d ] ]
4[(a.6)(c.d) -  (a.c)(b.d) Out[2] =4 a .d  b .c  -4  a. с b .d
+(a .b )(c.d )] +4 a .b  c .d

In [3 ] := T r[D iracM atrix [m u ,n u ,ro ,s i,5 ]] 
——4 Out [3 ] = -4 Ieps [m u.nu .ro , s i ]

Пример вычисления более сложного выражения:

т =  tr[(q +  m )ya(p +  к +  m)-f0(p +  m )y0(p +  к +  m ) 7 0].



Для удобства введем I n [ l ]  :=(Q =D iracSlash[q] ;
новые переменные P=DiracSlash[P] ; K=DiracSlash [к] ;

A=D iracM atrix[a l]; B =D iracM atriz[be] ) 
O u t[l]*g a [b e ]
In [ 2 ] :=T=Tr[Q+m, A, P+K+m, В, P+m, В, 
P+K+m.A]
Out [2 ] =4m4+4m2k . k+4m2k . k+4m2k . p 
-4m2 k .q+  2k.p k .q+ 2k .q  p .q-3m 2p .q -  
k .k  p .q+p .p  q .q  
In [3 ]:= D ira cT ra ce [
D ira cM a tr ix [a l, b e , r o , s i ] ]
Out[3 ]= t r [g a [a l]g a [b e ]g a [r o ]g a  [ s i ] ]
In [4] :=C ontract ['/,
M e tr icT e n so r [a l,b e ]]
Out [4 ]= t r [g a [b e ]g a [b e ]g a [ r o ]g a [ s i ] ] 
In [5 ] :=EvaluateDiracTrace[*/,] 
0 u t [5 ]= 1 6 g [r o ,s i ]

Ввод T

Получаем

Если след 
tr( 7аУ37р7сг) 
не вычисляется. 
Свернем след с д а̂

Теперь вычислим 
след

Для описания процессов рассеяния 2 -  
переменных Мандельстама s, t, и:

2 часто используют набор

SetMandelstam[s,t,u,
РьР2,Рз,Р4,шьт2,т з ,т 4 ]

—» определяет скалярные произведения 
4-векторов через s, t, и и полагает р2 =

TrickMandeIstam[expr,{s,t,ii, —¥ приводит выражение ехрг к 
m iA2-fш2л2-/-шЗА2+ш 4л2 } ]  наиболее компактному виду, используя 

формулу s + 1 +  и  =  т\ +  т\ +  т\ +  т\.

Предполагается, что все 4-импульсы ’’входящие” , т.е. Р1+Р 2+РЗ+Р4 — 
О и 5 =  (pi + Р 2)2, * =  (pi +  Рз)2, « =  (Pi + Р 4 )2-

Вычислим выражение W  =  tr(pip2P3P4) для процесса 12-> 34,где 
pj =  р| =г то2, р| =  р2 =  М 2, используя SetMandelstara:

Определение s,t,u I n [6] : = S etM a n d e lsta m [s ,t ,u ,p i,р 2,

Out [6 ]= {{m 2 — I------------, — I----------- •22 2 2 2  22
Bl2 M2 U В И t 5 E 2 n
- +  . -  + -----------, -и 2 +  -,H2} }
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Ввод W  In [7] := W =Tr[DiracSlash[pi ,p 2 ,рз .P4] ]
Out [7]=4m2M2-2m2s-2M2s+s2+2ra2t+
2M2t  - t 2 -2m2u-2M2u+u2 

Исключим u In [8 ] :=  Wl=W/.u -> -t -s+ 2 m 2+2M2
Out [8 ] =4m2M2-4ja2s-4M2s+2s2+2st 

Упрощение In [9 ] :=T rickM andelstam [(s+t-u) (2m *t-u),
{ s , t , u , 2mA2 } ]
Out [9]=2s(m -u)

Результат всегда In [1 0 ] :=TrickMandelstam[mA2 s -  sA2+mA2t-
факторизуется st+mA2u-su ,

{s ,t ,u ,2 r a A2 }
0ut[10]=2m2(m2- s )

23 .2 .5 . В ы ч и сл е н и е  сл ед а  м а т р и ц  Г ел л -М ан н а

Основные функции:

GellMannTrace [ехрг] —> вычисление следа произведения матриц 
Гелл-Манна.

ir(A QA&) =  2Jaj  I n [ 1 ] : =GellMannTrace [
GellM annM atrix[a, b ] ]
O u t[l]=  2 d [a ,b ]

32
^(AaA^AaAj) =  ——  I n [2 ] :=  GellMannTrace[

G ellM an n M atrix[a ,b ,a ,b ]]

Out Ю  — f
t r (\ a\b\cf abc) =  48i In [3 ] : =GellMannTrace[SU3F[a,b , c]

G ellM annM atrix[a ,b ,c]] 
0u t[3 ]=48I

tr(facdfbcd) -  3facdfbcd =  9<5a6 In [4 ] : =GellMannTrace [
SU3F[a, с , d]SU3F[b, с , d ] ]
O u t[4 ]*9 d [a ,b ] 

facdfbcd =  35ei In [4 ] : =SU3F [ a , с , d] SU3F [b , d . c]
Out [ 4 ] = - ( ( t r [ l a [ a ] l a [ c ] l a [ d ] ] +  
t r [ l a [ a ] l a [ d ] l a [ c ] ] )
( - t r  [ l a [ b ] l a [ d ] l a [ c ] ] + 
t r  [ l a [ b ] l a [ c ] l a [ d ] ] ) )



In  [5 ] :=ExpandAll[*/,]
0 u t[5 ]= 3 d [a ,b ]

Определим f  как SU3F I n [6] : = f [x  ] :=SU3F[x]
fabrfrce + fbcrfras In [7 ] : -E xpan dA ll[
+fcarfrbs =  0 i  [ a , b , r ] f  [ r , c , s ] + f  [ b , c , r ] f  [ r ,a ,s ] +

f  [ c , a , r ] f  [ r , b , s ] ]  
f  [ c , a , r ] f  [ r , b , s ] ]
Out[7]=0

2
AaA&Ae =  — -A(, la  [ 8] : =Ge UMannHatrix [a , b , a]

n rm  —21a [b ]Out [ 8 ]= ------ - ------
tr(AcAbAcA0AfrAa) In [9 ] : s GellM aimTrace[

G e llM a n n M a tr ix [c ,b ,c ,a ,b ,a ]]
64

Out[9 ]= -^

23.3. Отличия FeynCalc 3.0 о т  FeynCalc 1.0
В версии пакета F ey n C a lc  3.0, работающ ей под управлением сис­

темы M a th e m a tica  3.0, в отличие о т  версии F eyn C a lc  1.0, рабо­
тающей под управлением системы M a th e m a tica  2.2, упрощен ввод 
основных функций путем  сокращения заголовков:

FourVector[p,mu] -+  FV[p,mu];
LeviCivita[mu,nu,ro,si] —» LC[mu,nu,ro,si];
MetricTensor[mu,nu]  —> M T[mu,nuj;
ScalarProduct[p,q] —» SP[p,q];
DiracMatrix[mu,nu,...] - »  GA[mu,nu, ...];
DiracSlash[p,q,...] -4  GS[p,q ...];
DiracMatrix[5] —> GA[5j;
DiracMatrix[6] -4  GA[6];
DiracMatrix[7] ->  GA[7].

В версии F e y n C a lc  3.0 появился ряд новых функций, в частнос­
ти:

GluonGhostVertex [{p ,m u ,a},{q ,n u ,b},{k ,Ia ,c}] —> дух-глюонная 
или G G V /{p ,m u,a},{q ,m j,b },{lc ,la ;c } j  вершина в КХД

9s fabc]



QuaxkGluonVertex[mu,a] —± кварк-глгоонная
или QGV[mu,a] вершина в К Х Д  igsTe7 ^;
Gluon Vertex [{p ,пш ,а},{д,пи,Ь},{1с,la,c}J —> трехглюонная
или GV[{p,m u,a},{q ,nu,b},{fc,ia ,c}J  вершина в К ХД

gjcbciiP ~  я)Х9,ш+  
( g - f c ) V l' +  ( * - p ) V 1'I;

FermionSpinSxim[exp] —» суммирование по поляризациям ферми- 
онов в выражении ехр, которое является 
квадратом модуля амплитуды.

В версиях F ey n C a lc  старш е 1.0 изменен синтаксис определений 
и команд для операций с матрицами-генераторами фундаменталь­
ного представления группы SU(N). Матрицы Гелл-Манна отвечают 
группе SUe(3), это  задается параметром SUNN—N=3.

Основные функции:

SUNN
СА
CF
SUNT[a]

SUND[a,b,c]

SUNDelta[a,b]
SUNDeltaContract[exprJ
SUNF[a,b,c]

S UNTracefexpr]

SUNIndex[a]
SUNSimpiify

-¥  N, число цветов группы SU(N)\
-* C a =JV;
-► Cf =(№ -1)/2N ;
—b Та, генератор в фундаментальном пред­
ставлении группы SU(N);
->  daf,c, структурная константа группы
SU(N)]
—> символ Кронеккера 
—» свертка по индексам SU(N)',
—> fQ6ci структурная константа группы
SU(N)]
—» определение следа цветовых матриц 
SU(N), по умолчанию след не вычисляется; 
—v объявление SU(N) индекса;
—ь упрощение матричного выражения, 
свертка по парным цветовым индексам, вы­
числение следа, если SUNTtace — >  True.



Некоторые примеры:
«  D: \\W N M ATH 30\\HighEnergyPbysics\\fс  .ш 

Ы [1 ]  :=  SUNTrace[SUNT[ а , Ь ] ]

O u t [ l ] = Y

I n [ 2 ] :=  SU N Sim plify[SU N T[a, b ,  а ,  Ь ] ]

0u t [ 2] = - 5 (CU -  2C f )C f

I n [3 ] :=  SU N Sim plifу [SOTTT[a, b ,  a ,  b ]  , SUNNToCACF - >  F a ls e ]  

0 u t [ 3 3 * - ^ i j r

I n [ 4 ] :=  t  = S U N T r a c e [S U N T [a ,b ,c ] .E x p lic i t  - >  T r u e ]S U N F [a ,b ,c ]

Out [4 ] -faJx 4" 4  ̂ fabc)

InCS] :=  S U N S im p lify [t , E x p l i c i t  - >  T ru e ]

Out [5 ]=  ^iC \C p

I n [6 ] : =  S U N S im plifу [SU N F[a, c ,  d ]  SUNF[b, c ,  d ] ]

Out [6]=  Сл&аЬ

I n [ 7 ] :=  SUNT[a, b .  a ]  / /  S U N S im plify

0 u t [ 7 ]= —\ (C a  — 2 С р)Т ь

I n [ 8 ] : =  SU N Trace[SU N T[a, b ,  c ] , E x p l i c i t  - >  T ru e ]

Out [ 8 ]  = ̂ da6c +  \ifabc

I n [ 9 ] : -  SU N Trace[SU H T[a, b ,  c ] , E x p l i c i t  - >  F a ls e ]

O ut[9 ]  = t r (T a . T b - Tc)
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III. Примеры решения задач

24. О бработка экспериментальных дан­
ных

Задание 1

П ровести статистический анализ распределения числа частиц, 
регистрируемых счетчиком при измерении естественного радиоак­
тивного фона Земли.

Проводятся четыре серии по сто  измерений срабатываний счет­
чика с интервалами однократного измерения 5, 10, 15 и 20 с соответ­
ственно (всего 400 измерений).

Для каждой серии измерений рассчитываются:

1 . среднее количество отсчетов

1 N

где N  —  количество измерений в одной серии;

2 . дисперсия

3. стандартное отклонение сг —

4. массив Р (п ;) значений распределения Пуассона

На основании экспериментальных данных строятся четыре гис­
тограммы.

Для этого диапазон имеющихся значений щ  в каждой серии (от 0 
до максимального) разбивают на некоторое произвольное число рав­
ных интервалов группировки Дп,. Затем последовательно о т  первого 
до последнего перебирают значения случайной величины и смотрят,
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в какой интервал попадает каждое значение. Число значений щ , при­
надлежащих данному интервалу А п »  называется групповой часто­
той.

Если теперь по оси абсцисс обозначить интервалы Дгц, и над 
«гаж-пьтм из них нарисовать прямоугольник, вы сота которого равна 
соответствующей групповой частоте, т.е. числу случаев попадания 
значений случайной величины щ  в  данный интервал, то  полученная 
система прямоугольников образует гистограмму. Подгружаем допол­
нительные пакеты системы M a th em a tica :

In Cl] :*  « • ■ .\wnm ath22\packages\statisti\m aster.m  
In[2] := « . . .\wnmath22\packages\graphics\master.m

Вводим с клавиатуры экспериментальные данные первой серии:

In[3] := s e r l= {6 , 5 , 6, 2 , 3, 7 , 3, 1, 5 , 6 , 3, 2 , 3 , 3,
3 , 2 , 5, 5 , 1, 5 , 8, 3 , 3 , 3, 8, 6 , 4 , 2, 4 , 5,
2 , 2 , 6 , 8, 6 , 9 , 4 , 4 , 3, 6 , 6 , 6, 3, 2, 7 , 4 ,
0 , 5 , 7, 5, 4 , 4 , 3 , o , 3 , 3 , 4 , 1» 4 , 3, 7 , 4 ,
2 , 4 ,  1, 5, 5, 4 , 2 , 2 , 5 , 5, 3 , 4 , 3, 2, 7 , 4 ,
8 , 6 , 3, 3, 3, 3 , 4, 7 , 3, 5 , 3 , 3 , 4 , 3, 2 , 1,
5 , 4 , 7 , 4 , 4, 3>;

Находим среднее количество отсчетов:

In[4] := n srl= N [M ea n [serl]]
Out[4] *  4 .0 2 ,

а т акже дисперсию:

In [5] d *N [V a r ia n ce [se r l]]
Out[5] = 3.57535

стандартное отклонение:

In [б] :=  sigroa= N [S tan dardD evia tion [serl]]
Out[6] = 1.89086

и массив Р (п {)  значений распределения Пуассона:

In [7 ] := F o r [i= l,i< 1 0 1 ,i+ + ,-£ p = N [P D F [P o isso n D is tr ib u tio n [n sr l] ,
s e r l [ [ i ] ] l ] , P r i n t [ s e r l [ [ i ] ]
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Out[7] = 6 1  0.105235
5 2 0.157067
6 3 0.105235
2 4 0.145064
3 5 0.194385
7 6 0.0604349
3 7 0.194385
1 8 0.0721709

3 100 0.194385

Найдем групповые частоты  для каждого интервала группировки Дп,-. 
П усть величина каждого интервала группировки А щ  — 1:

In [8 ] :=  dn=l;
In [9 ] := g i s l=  B in C o u n ts [se r l,\ {0 ,M a x [se r l]  ,dn>]
Out[9] = { 5 ,  12, 26, 19, 15, 9 , 7 , 4 , 1}

Для определения границ интервалов группировки при заданном 
А щ  используем команду:

In [10] : = CuroulativeSums [Table [1 , {L e n g th [g is l]  } ]  ]

(здесь первый интервал начинается с нуля):

Out[10] = {1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9}

По полученным интервалам группировки строим гистограмму:

I n [11] :=  B a rC h a rt[g is l,P lo tL a b e l-> "< n > = 4 .0 2 "]

Аналогичные расчеты проводим для экспериментальных данных дру­
гих серий.
Гистограммы для всех четырех серий измерений приведены на рис.



<П>»4.02 <n>“7.5

l A h T U L .
1 2 3 4 5 6 7 8 9  1011121: 

•СП5—14.76

-iillh.- L A .
1 2 3 4 5 6 7 8 9  10 1 2 3 4 5 6 7 8 9  10

Рис. 1

e экспериментальные данные можно свести в табл. 8.

Номер серии: 1 Время одного 
наблюдения: 5 с

Количество 
наблюдений: 100

N Интервал Групповая Распред. Среднее D <7
группировки частота Пуассона

(0, 1] 5 1" 0.072 4.02 3.58 1.89
2 (1 .2 ] 12 0.145
3 (2 ,3 ] 26 0.194

Задание 2
Проверить линейную зависимость величины <  п >  от  времени 

наблюдения. Н ачертить график <  п  >  (f), где <  п >  —  среднее число 
частиц в каждой серии опытов, t  —  время наблюдения в соответству­
ющей серии.

I n [1 2 ]  : «  p := E r r o r L i s t P l o t [ { { 5 , 4 . 0 2 , 1 . 8 8 } , { 1 0 , 7 . 5 , 2 . 5 } ,
{ 1 5 ,1 1 .2 2 ,3 .4 6 } , { 2 0 ,1 4 .7 6 ,4 .15 }},P lotR a ng e->
{ { О ,2 1 } , { 0 , 2 0 } } ] ;
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f= F it  [{ {Б , 4 .0 2 } ,  { 1 0 ,7 .5>, < 1 5 ,1 1 .2 2 }, { 2 0 ,1 4 .7 6 » ,  
■ U .tJ .t l
g : = P lo t [ f , { t ,2 ,2 0 } ,P lo tR a n g e -> {{0 , 2 0 } , { 0 ,2 0 } } ] ;  
S h o w [{p ,g }, A x e sL a b e l-> {"t , ( c ) " , "< n >"}]

Out[12] = 0 .3 9  + 0 .7188 t

Out[13] = -  G raphics -

Задание 3
Определить экспериментально среднее время между регистра­

циями частиц и функцию распределения интервалов времени между 
двумя соседними регистрациями.

Проводятся не менее ста  измерений интервалов времени i, между 
соседними импульсами счетчика.

Строится экспериментальная вероятностная гистограмма. Для 
этого весь диапазон значений f, времен молчаний счетчика (от 0 до 
Ч max) следует разбить на одинаковые отрезки Д  U —  интервалы груп­
пировки.

П одсчет групповых ч астот, т.е. событий, соответствую щ их каж­
дому интервалу Д£,, производится следующим образом: случайным 
событием в нашей схеме является отсутствие срабатывания счетчика 
в моменты времени, предшествующие регистрации частицы. Следо­
вательно, если счетчик зарегистрировал частицу в момент времени 

£ Д ti, т о  в этом  эксперименте мы наблюдали событие (отсутствие 
импульса) в каждом интервале Д  Д^2, • • •, Д t»-i* Число значений ti, 
принадлежащих данному интервалу называется групповой час­
тотой.

П остроим экспериментальную вероятностную гистограмму (на 
горизонтальной оси  откладываем интервалы группировки) и сравним 
ее с теоретической кривой.

Вводим экспериментальные данные:
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1п[14] : «  г ime={0 . 121, 0 .069, о.:244, 0 .4 9 9 , 0 .4 4 0 , о.:146,
0 .043 . о. 198, 0 .596, 0 .584, 0 ..058, 0 .149, 0 .041,
0 .117 , о.045, 0.101 , 0

оо

0 ..010, 0 .519, 0 .418,
0 .290 , 0 .281, 0 .713 , 0 .534, 0 .

оо 0 ..142, 0 .096,
0 .004,, 0 .161, 1.195 , 0 ..044, 0 ..159, 0 ..209, 0 .023,
0 ..775, 0 ..005, 0 .134 , о..312, 0 ..390, 0 ..290, 0 ..125,
0 ..279, 0 ..616, 0 .519 , 0 ..307, 1 ..518, 0 .

оо

1 ..218,
0 ..130, 0 ..207, 0 .264 , 0 ..912, 0 ..666, 0 ..211, 0 ..168,
0 . 174, 0 ..112, 0 .165 , 0 .. 191, 0 ..164, 0 ..739, 0 ..366,
0 . 342, 0 ..396, 0 .2 0 0 , 0 ..025, 0 . 443, 0 ..633, 0 ..464,
0 . 025, 0 ..487, 0 .658 , 0 ..144, 0 ..191, 0 ..057, 0 ..771,
0 . 177, 0. 829, 0 .312 , 0,.149, 0..039, 0 ..163, 0 ..049,
0 . 867, 0 ..054, 0 .3 1 0 , 0 ..141, 0 ..047, 0 ..258, 0 ..238,
0 . 230, О..072, 0 .4 0 2 , 0 ..181, 0 ..341, 0 ..098, 0 ..112,
0 . 992, 0 . 194, 0 .1 1 5 } ;

Вводим величину интервала группировки Д п при числе интервалов 
10:

In[15] :=  dB=M ax[tirae]/10;

Подсчитываем интервалы группировки, учитывая, что случайное со­
бытие —  отсутствие импульса:

In [16] := gis=BinCounts [tim e , { 0 , Max [tim e] ,dn>]
Out[16] = {3 7 , 26, 13, 8 , 6 , 5, 2 , 1, 1, 1}

Вычислим по данным эксперимента среднее время между двумя 
ближайшими импульсами <  t > , среднее число частиц в единицу 
времени П] =  статистические отклонения. Среднее время между 
двумя ближайшими импульсами < £ > :

In Cl7] := tsr=N [M ean[tirae]]
0u t[17 ] = 0.314498

Среднее число частиц в единицу времени:

In [ l8 ]  :=  n l= l / t s r  
Out[18] = 3.17967

Статистические отклонения:
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In Cl91 :=  d=N [V ariance[tim e]}
Out[19] = 0.0894447
In [20] :=  sigm a=StandardD eviation[tim e]
Out[20] = 0.299073

Вычислим теоретические значения статистических отклонений 
по формулам, приведенным в задании, и сравним полученные значе­
ния с экспериментальными статистическими отклонениями.

In [21 ] := d t e o r = l /n l ‘ 2
Out[21] = 0.0989089
In [22 ] := s igm a teor= N [S q rt[d teor]]
Out[22] = 0.314498

П остроим для найденного значения nj теоретическую кривую 
экспоненциального распределения и сравним ее с экспериментальной 
гистограммой.

Для построения сгенерируем экспоненциальное распределение слу­
чайных чисел (их количество определяется числом измерений) и ап­
проксимируем точки гистограммы полиномом 3 -й  степени:

In [23 ] :=  teor= T a b le [R a n d om [E x p on en tia lD istr ib u tion [n l]],{100) 
dn *M ax[teor]/10 ;
g iste o r= B in C o u n ts [te o r ,{0 ,M a x [te o r ] ,d n }] ; 
f = F i t [ g i s t e o r , { l ,x ,x * 2 ,x * 3 } ,x ]

2 3
Out[23] = 4 3 .5  -  13.966 x + 1.67599 x -  0.0701243 x

Выведем на экран экспериментальную гистограмму и соответствую­
щ ую ей теоретическую кривую:

I n [24] := S how [B arC hart[gis,B arStyle-> {R G B C olor[ 1 , 1 , 1 ] } ] ,
P l o t [ f , { x ,0 ,1 0 } ,P lo tS ty le -> T h ick n e ss [0 .0 0 7 ]]  , 
P lo tR a n g e -> {0 ,M a x [{g is .g is te o r } ] } ]



Задание 4
Изучить форму графиков различных распределений.

Строим графики для нескольких значений параметров распреде-

1. Биномиальное распределение 
1) N =  const, р  меняется (0 <  р <  1)

In[25] := data l= T a b le [P D F [B in om ia lD istrib u tion [l0 0 ,0 .0 1 ] , i ]  , 
{ i ,2 0 } ] ;
data2=T ab le[P D F [B inom ialD istribution [100,0 .05] , i ]  ,
{ i , 2 0 }] ;
data3sT able[P D F [B in om ialD istribu tion [1 0 0 ,0 .1 ]  , i ]  , 
{ i , 2 0 } ] ;
B arC hart[datal, d a ta 2 ,d ata3 ,P lotL abel*>"N =100", 
BarStyle->{RGBColor [ 1 , 1 , 1 ] .RGBColor [ 0 .5 ,0 .5 ,0 .5 ] ,  
RGBColor [ 0 ,0 ,0 ] } ,
PlotRange->-C{0,2 0 } ,  {0 ,  Max [d a ta l ,data2 ,data3 ] } } ]  ;

N=100

Out[25] = * Graphics



I n [26] := d atal= T able[P D F [B inom ialD istribu tion [2 0 ,0 .0 7 ]  , i ]  , 
• U .1 5 }];
data2=T ab le[P D F [B inom ialD istribution [6 0 ,0 .0 7 ] , i ] , 
{ i , 1 5 } ] ;
data3=T ab le[P D F [B inom ialD istribution [1 0 0 ,0 .0 7 ] , i ] , 
{ i ,1 5 } ] ;
B a rC h a rt[d a ta l,d a ta 2 ,d a ta 3 ,P lo tL a b e l-> "p = 0 .0 7 ", 
B arStyle->{RG BColor [ l , 1 ,1 ] .RGBColor [0 .5 ,0 .5 ,0 .5 ] ,  
RGBColor [ 0 ,0 ,0 ]> ,
P lo tR a n g e -> {{0 ,1 5 }- ,{0 .M ax[data l,data2 ,data3 ] } } ] ;

2) р =  con st , N  м еняется

p = 0 .0 7

O u t[2 6 ] = -  G r a p h ic s  -

2. Распределение Пуассона и Лапласа для разных < п >

In  [2 7 ] :=  d a t a l = T a b l e [ P D F [ P o i s s o n D i s t r i b u t i o n [ l ] , i ] ,
{ i , 1 0 } ]  ;
d a ta 2 = T a b le  [PDF [ P o i s s o n D i s t r i b u t i o n [ 2 ] , i ] , { i ,1 0 } ]  ; 
d a t a 3 = T a b l e [ P D F [ P o i s s o n D is t r i b u t i o n [ 3 ] , i ] , { i , l 0 } ] ; 
B a r C h a r t [d a t a l ,d a t a 2 ,d a t a 3 ,B a r S t y l e ->
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{RGBColor [ 1 , 1 , 1 ] .RGBColor [0 .5 ,0 .5 ,0 .5 ]  ,
RGBColor [0 ,0 ,0 ] } ,P lo tR a n g e -> { {0 ,1 0 } ,{0 ,M a s [d a ta l ,  
{0 ,M a x [d a ta l ,d a ta 2 ,d a ta 3 ] } } ] ;

Out [27] = -  G raphics -

:= f l= P D F [L a p la ce D is tr ib u tio n [0 ,1 ] , x ] ; 
f2 = P D F [L a p la ce D is tr ib u t io n [4 ,2 ],x ] ; 
f3 = P D F [L a p la ceD istrib u tion [8 , 3 ] , x ] ;
P l o t [ { f l , f 2 , f 3 } , { x , 0 , 1 5 } , P l o t S t y l e - >  
{D ash in g [ { 0 . 1 5 , 0 . 0 5 } ] .D ash ing [ { 0 .0 5 , 0 . 0 3 } ] ,  
D ashing[ { 0 .0 1 , 0 . 0 1 } ] } ]

I Л
\ '  \ X ,
V  . . . X

2 4 6 8 10 12 14

Out[28] = -  G raphics -
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3. Нормальное распределение.
1) для двух независимых величин х, у, нормально распределенных с 
параметрами (0,<т£) и (0,ст^), если а\ >  а*.

In [29 ] :=  fl= P D F [N orm alD istribu tion [0 ,1] , х ] ;
f2=PDF[M orm alDistribution[ 0 , 2 ] , x ] ;
P lo t  [ { f 1 , f 2 } , { x , 0 ,6 }  ,P lo tR a n g e -> {{0 ,6 }, { 0 , 0 . 5 } } ,  
P lo tS ty le -> {D a sh in g [ {0 .1 5 ,0 .0 5 } ] ,
D ashing[ { 0 .0 1 ,0 .0 1 } ] } ]

\

Out [29] * -  Graphics -

2) для двух значений aj <  ai при a\ =  7%.

In [30 ] :=  fl*P D F [K o rm a lD is tr ib u tio n [l,l]  ,x ]  ;
f2 = P D F [N o rm a lD istr ib u tio n [3 ,l] ,x ] ;
P l o t [ { f 1 , f 2 } , { x ,0 ,6 } ,  P lo tR a n g e -> {{0 , 6 } , { 0 , 0 . 5 } } ,  
P lo tS ty le -> {D a s h in g [{0 .1 5 ,0 .0 5 } ] ,
D a sh in g [{0 .0 1 ,0 .0 1 } ] } ]

\ /  
/ \

Graphics
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25. З ада чи  п о  об щ ей  физике

25.1. Движение спутника Земли
Рассмотрим задачу о движении точечного тела массы m  (спутни­

ка) в поле тяготения бесконечно тяжелой и неподвижной Земли, т.е. 
т «  М , где М  —  масса Земли. В полярных координатах уравнения 
движения имеют вид:

а в декартовых:

р +  гф =  О,

7  М х  
~ ( х 2 +  у 2)3/2’ 

7  М у
~1х г +  угу/2-

(Ц

(2 )

(3)

Произведение постоянной всемирного тяготения 7  на массу Земли М  
выражается через ускорение свободного падения у поверхности Зем­
ли: 7 М  — gR 2 =  6.3 • 107(м3/се к 2) =  226(км3/мин2).

Для решения уравнений (1) и (2) необходимо задать начальные 
условия. П усть при t =  0 спутник находится на расстоянии 
г(0) =  7000 км о т  центра Земли в точке с декартовыми коорди­
натами (х ,у )  =  (7000,0) и имеет скорость Р (0 ) =  (ж (0),у (0 )), где 
i(0 ) =  -0 .0 3  (км /мин) и у(0 ) =  0.15 (км /мин). Найдем траекторию 
движения спутника и зависимость расстояния о т  спутника до поверх­
ности Земли (R  =  6400 км), решая уравнения движения в декартовых 
координатах:

1п[1) :*  e q l= x ’ ’ [t ]= = -2 2 6  x [ t ] /S q r t [ x [ t ] " 2 + y [ t ] " 2 ] " 3 ;
In [2] := eq2=y’ ’ [t ]» = -2 2 6  у [ t ] /S q r t [ x [ t ] ~ 2 + y [ t ] '2 ] * 3 ;
In [3] := f=NDSolve [ { e q l , e q 2 , x [0 ]= =7000 ,у [0 ]= = 0 ,x > [0 ]= = -0 .0 3 , 

y ‘ [ 0 ]= = 0 .2 0 } ,{ x , y } , { t ,0 ,5  10*5},M axSteps->5000];
In [4] :=  s = P a r a m e t r i c P lo t [ E v a l u a t e [ { x [ t ] ,y [ t ] } / . f ] , { t ,0 ,5  10“ 5>, 

P lo tP o in ts -> 1 0 0 0 ];
In [5 ] := z= P aram etricP lot[E valu ate[-[6400 C o s [t ]  ,6400 S i n [ t ] } ] ,
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{ t ,0 ,2  P i} ,P l0 tS ty le -> D a sh in g [ { 0 .1 ,0 .0 9 } ] ] ;  
In [6] :=  S h ow [{s,z },A sp ectR atio -> A u tom atic]

Out[6 ]=  -  Graphics -

25.2. Электростатическое поле системы  зарядов
З ад а ч а  1 Заряд распределен в области г <  R  по закону 
p(r) =  с е х р (—(Л  — r ) ja )  cos(0). Найти дипольный и квадрупольный 
моменты системы.

Известно, что  потенциал системы зарядов на большом расстоя­
нии от нее (г > >  Л) с точностью до членов порядка (Л/ r ) 3 записы­
вается в виде:

(4,

где q —  полный заряд системы, р  —  дипольный момент системы, 
Qij —  компоненты квадрупольного момента системы ( i , j  =  1 ,2 ,3  и 
г 1 — х , г 2 =  у , г 3 =  z ). Разложим знаменатель подынтегрального вы­
ражения в ряд по 1 /г  до членов 1 /г 3, а затем проинтегрируем по £ в 
пределах объема, где находится заряд:
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1 » Ш  :=  p l= c*E ip  [ -  CR-rl) / a ]  *Cos [ t l j  
c C o s [ t l ]

O ut[l]  ---------------------
(R -  r l ) / a

E
In [2] := d=P ow erE x pan d[N orm al[Series[1 /S qrt[r"2+rl“ 2 -2  r  r l  Z ] , 

< r l ,0 ,3 > J ] ] ;
In[3] d = C o l le c t [S im p lify [d ] ,r ]

2 2 2 3 3 3
- r l  3 r l  Z -3  r l  Z 5 r l  Z

1 r l  Z 2 2 2 2
0ut[3] ■ -  + -------- + ------------------------------+ --------------------------------------

r  2 3 4
г  r  r

In [4] :=  Z = S i n [t ]* S i n [ t l ] * (C o s [ f ] * C o s [ f l ]+ S i n [ f ] * S i n [ f  1 ]) 
+ C o s [t ]* C o s [t l ]  ;

In [5] := w = In te g ra te [p l* d * r l“ 2 * S in [t1 ] , { r l , 0 , R } , { t l , 0 , P i } ,
{ f 1 ,0 ,2  P i } ]

Out [5] =
4 3 2 2 3

8 a с P i C o s [t ]  4 a с P i ( - 6  a + 6 a  R - 3 a R  + R )  C os [t]

R /a 2 2
E r -  3 r

In [6] :=  p = C o l le c t [S im p lifу [w * r "2 /C o s [ t ] , {P i ,c > ]
4 3

4 8 a  3 2 2 4 a R
Out [6 ] = с P i ( -8  a +  + 8 a  R • 4 a R + ------------)

R /a  3
E

В  полученной формуле для потенциала поля системы зарядов 
в точке со сферическими координатами г ,в ,ф  присутствует только 
член разложения ~  1 /г 2, следовательно <7 =  0, =  0 и дипольный
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момент имеет только г-проекцию (~  с :

р =  с - 8  а4 +  8а 4е_я /“ +  8 а* R  -  4а г Я!  +
i  аВ?\

(5)

З адача  2 П остроить кЪнтурный график распределения потен­
циала в плоскости z — 0 для системы трех зарядов qi =  Q , <?2 =  Q, 
q3 — —2Q  с координатами =  (5 ,0 ), г% — (—5,0), т\ — (0 ,5 ).

Потенциал в точке на плоскости определяется как сумма потен­
циалов, создаваемых каждым из трех точечных зарядов:

Ф (х ,у ,г )  =  £  -
л >/(* -  * 0 2 +  (у -  уО*

1п[1] : «  х 1 = {5 , - 5 ,0 } ;у 1 = { 0 ,0 ,5 } ;ч = { 1 ,1 , - 2 } ;

(6)

In [2 ] := C ontourP lot [S u m [q [[ i] ] /S q r t  [ ( x l [ [ i ] ] - x ) '2 + ( y l [ [ i ] ] _y) *2], 
< i , l ,3 > ] , { x , -1 0 ,1 0 } , { y , -1 0 ,1 0 } ,P lo t P o i n t s -> 1 0 0 ]

2 ОП

- 2 0  - 1 0  0 10 20  

Out[2] = -  ContourGraphics -
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З ад ач а  3 П остроить контурный график распределения потенци­
ала на плоскости для бесконечно тонкого заряженного эллипса аг2/а 2+  
y2/b2 =  1, где а/Ь =  5.

Расчетная формула получается из общего выражения:

*и - / 3  Р)
переходом к интегрированию по полярному углу ф

где г — (г ,у )  и £ =  (a  cos(^), &sin(^)), Л —  линейная плотность заряда.

1п[1] := x l -Б C o s [ f ] ;y l = l  S in [ f ] ;

In[2] :*  C o n to u rP lo t [N In te g ra te [S q r t [x l '2 + y l"2 ]
/ S q r t [ ( { x l , y l } - { x 2 , y 2 > ) . ( { x l , y l } - { x 2 , y 2 } ) ] , { f ,0 ,2  P i} ]  
{x 2 ,-1 0 ,1 0 } , { y 2 , -1 0 ,1 0 } ,P lo t P o in t s -> 5 0 ]

10 

5 

О 

- 5  

-1 0
-1 0  - 5  0 5 10

Out[2] = -  ContourGraphics -
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25.3. Основное уравнение электронном
Траектория электрона г =  r (z )  в аксиально-симметричном поле 

с потенциалом Ф =  Ф(г, г )  при движении на малом расстоянии о т  оси 
2  и под небольшими углами к ней описывается уравнением:

d?r 1 <2Ф dr 1 <РФ
dz2 2Ф dz dz 4Ф dz2 ’

где можно считать, что потенциал зависит только от  z . Показать, что 
для лю бого Ф (г), для которого Ф "(г) >  0, поле будет фокусировать 
электронный пучок, и траектории с разными начальными условиями 
для г(0) пересекают ось z в одной точке.

В качестве примера рассмотрим потенциал Ф(г) =  1 +  2е*.

I n [ l ]  := f= l+ 2  Exp[2 ] ;

I n [2] :=  eq= r ’ ’ [ z ] + D [ f , z ] / 2 / f * r ’ [ z ] + D [ f ,z ,z ] /4 / f * r [ z ]= = 0 ;  

In [3 ] :=  w l® N D S o l7 e [{e q ,r [0 ]= = l,r '[0 ]= “ 0 > , r [ z ] , { z , 0 , 2 0 } ] ; 

In [4 ] : = w 2= K D S olve[{eq ,r[0 ]= = 2 ,r ’ [ 0 ] “ 0 } , r [ z ]  , { z ,0 ,2 0 } ]  ;

I n [5] :=  P l o t [ { r [ z ] / . H i, r [ z ] / . u 2 } , { z ,0 ,2 0 } ]

Out[5] * -  Graphics -



26. Реш ение уравнения Ш редингера
Уравнение Шредингера —  одно из фундаментальных уравнений 

квантовой физики. Описание двухчастичных нерелятивистских свя­
занных состояний представляет значительный интерес в физике мо­
лекул, атомов, ядер и элементарных частиц. К  сожалению, точные 
аналитические решения этого уравнения м огут бы ть найдены только 
в ограниченном числе случаев, которые традиционно рассматрива­
ются в учебниках по квантовой механике. Известны различные чис­
ленные методы решения уравнения Шредингера для связанных состо­
яний. Ниже будет рассмотрена программа “schroe” , разработанная 
Францем Шоберлем (Franz.Schoeberi@Univie.ac.at) для пакета M a ­
th em atica , которая позволяет найти собственные значения энергии 
и собственные функции численными методами.

В рамках нерелятивистской потенциальной модели взаимодейст­
вие бесспиновых частиц описывается сферически-симметричным по­
тенциалом V (r ) ,  где г —  расстояние между частицами. В системе 
единиц h  =  с =  1 уравнение Шредингера для двух бесспиновых час­
тиц с массами m i и m% записывается в виде:

( - £  ■+  v { r )  +  <10> 

где fi =  m im 2/ (m i  +  m 2) —  приведенная масса системы, E nj  —  энер­
гия связи, отвечающ ая главному квантовому числу п =  1 ,2 ,..., орби­
тальному квантовому числу Z =  0 , 1 , n —1 и не зависящая от магнит­
ного квантового числа m  =  —I, .. — 1, 0 , 1 , i. В случае сферической 
симметрии потенциала взаимодействия V (t) решение уравнения (1) 
в сферических координатах представляется в виде

9 ,1  =  ( и )• . V / г

где Yi>m(e,4>) —  хорошо известные сферические функции. После под­
становки (2) в уравнение (1) получаем уравнение для

\ L ( *  + + V(r)l =  к , ,ил,(f). (12)
[2 ;i I, dr2 г 2 I J

Уравнение (12) решается программой “schroe” . Перед запуском ос­
новного модуля необходимо ввести потенциал взаимодействия V (r):
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In  Cl] :=  v l [ z _ ]  : = . . .  (явный вид потенциала).

' При этом  предполагается, что все величины имеют одну раз­
мерность. Например, 1 эВ (электрон-вольт) или кратную ему 1 кэВ, 
1 МэВ и т.д .

Затем ищется значение'координаты, в которой эффективная по­
тенциальная энергия (Vef j ( r )  =  V (r )  +  1(1 +  1)/2/и*2) принимает ми­
нимальное значение:

I n [2] : = xwmin2[ml_,m2_, 1_] : =FindMinimum[2*ral*m2/(ml+m2) 
* v l [ x r i ] + l * ( I + l ) / x r i " 2 , { x r i ,0 .5 } ]

In [3 ] :=  N [xwm in2[ral,m 2,l]]

Здесь m l,m2 и 1 —  конкретные численные значения.
Программа решения приведенного уравнения (12) запускается 

командой:

In [4 ] s c h r o e [x r i ,e l ,e u ,n O ,l ,h ,m l,m 2 ]  ,

где xri —  значение, найденное в предыдущем операторе, el и ей ■— 
нижняя и верхняя границы отрезка, на котором ищется собственное 
значение энергии Еп,и пО =  nr =  n  — I ~  1 —  радиальное квантовое 
число (щ. =  0 ,1 ,.. .) ,  h —  шаг интегрирования, который задает точ­
ность определения значения Enj ,  m l  и m2 —  массы частиц в системе. 
Описанный выше синтаксис команды “schroe” используется в системе 
M a th e m a tica  2.2, в случае M a th e m a tica  3.0 не нужно определять 
точку минимума эффективного потенциала, и команда “schroe” не 
содержит первого аргумента “xri” .

В качестве примера рассмотрим классическую задачу о спектре 
энергий атома позитрония —  системы, состоящей из электрона (е_ ) 
и позитрона (е+). В нерелятивистском приближении потенциал взаи­
модействия электрона и позитрона чисто кулоновский

V {r )  =  ~  (13)

где а  — e 2/(4irhc) — 1/137.035989 —  постоянная тонкой структуры. 
Известно, что  энергия основного состояния позитрония составляет 
несколько эВ, поэтому массу электрона удобно выразить также в эВ:

110



m =  m l =  m2 =  510999.07 эВ. Выбор численного значения параметра 
h связан с точностью  определения энергии 5Е.

Итак, определим потенциал (4) и  оператор xwmin2:

1пШ  := v l [ x _ ] : = - l . /1 3 7 .035989/х
In [2] :=  xvm in2[ml_,m2_,l_]:=FindM inimum[2*ml*m2/(ml+m2)* 

v l  [ x r i ] +1 * ( 1+1 ) / x r i ‘ 2 , { x r i , 0 . 5>]

Следующая команда находит собственные значения и собствен­
ные функции, отвечающие пт =  0 и /  =  0 при значении h — 10-6 эВ -1 , 
а также выводит на печать h и соответствую щ ее собственное значе­
ние энергии:

In [31 :=  (h = 0 .000001;m i=510999.0 7 ;m 2= 5l0999 .07 ;l»0 ;n 0*0 ;
N [xwmin2 [m l,m 2 ,1 ]] ;
sch roe  [ x r i , - 1 0 ,0 ,n 0 , 1 ,h ,m i,m 2])

Результаты расчета выводятся в следующем виде:
Е = -6 .80 2 8 4 9 7 7 , L = О, Ы = 0 , In teg ra tion s tep s  -  

-6  -7
5923, h = 1 . 10 , d e l  = 1 . 10 , e l  = -1 0 , eu = 0 ,
L argest x , upper in te g r a t io n  l i m it ,  XMAX =
0 .0 0 5 9 2 2 1 ,S m allest x , low er in te g ra t io n  l im it ,  XMIN\

-7
= d e l  = 1 . 10 .The reduced  not norm alized wave 

fu n c t io n  i s  y s c h r [x ] .  The n o rm a liza tio n fa cto r  is  given  
b y : 1 /K In te g r a te [y s c h r [x ]" 2 , { x , del,xm ax}]

Затем программа рисует график ненормированной приведенной вол­
новой функции £7п,|(т) (рис. 2).

Результаты  расчетов при различных значениях h представлены 
в табл. 9:

Таблица 9

h, э В '1 .Е ^ э В N
10"2 -6.35272502 1
10-з -3.72222423 9
1СГ4 -6.78926944 59
10"5 -6.80275440 633
10"ь -6.80284977 5923
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Рис. 2

В  табл. 9 N —  число шагов интегрирования. Точность 10_6 эВ соб­
ственной энергии основного состояния позитрония 
(£i,o =  —т а 2/4  =  —6.802849 эВ) достигается при h — 10_6 эВ-1 и 
числе шагов интегрирования N=5923.

Нормировочный коэффициент вычисляется следующей командой:

In [4 ] :=  cn orm := l. /N In te g r a te [y s c l ir [x ]*2 ,{x ,d e l,x m a x }-] ,

где del и xm ax —  определенные в программе минимальное и мак­
симальное значения координаты, при которых задаются граничные 
условия для приведенной волновой функции yschr[x], т.е. 
yschr[del] =  yschr[xmax]=0. После определения нормировочной кон­
станты  можно рассчиты вать средние значения функций <  гк > , через 
которые выраж аются основные характеристики позитрония. Напри­
мер, среднеквадратичный радиус позитрония <  г2 >  определяется 
командой:

In [4 ] :=  S qrt[cnorra*N Integrate[x"2  y s c h r [x ]* 2 ,{ х , d e l , ш а х }]]  
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Р асчет, выполненный при пт =  О, I =  0 и h =  10 6 эВ г, дает:

<  г2 >  =  8.63031-10-7 э В "2,
<  г >  =  8.04525-10"4 э В "1,

<  1 / г  >  =  1.86447-103 эВ,
<  г2 >  =  6.94988'10б эВ2.

Используя связь 1 э В " ^ ! . 97327053 -10-5 см, можно выполнить пере­
счет от  эВ к см.

Другим характерным примером использования программы “schroe” 
является расчет спектра масс мезонов, состоящ их из тяжелого кварка 
тяжелого антикварка: сс , cb, ЬЬ. Потенциал взаимодействия кварка и 
антикварка без учета  спин-спинового и спин-орбитального взаимодей­
ствия представляется в виде суммы пертурбативной части, отвечаю­
щей одноглюонному обмену на малых расстояниях между кварком и 
антикварком, и непертурбативной линейно растущей с расстоянием 
части, обеспечивающей конфайнмент:

V (r )  — -------1- br — с, (14)

где а =  0.52, Ь =  0.182 ГэВ2 и с =  0.87 ГэВ при тс — 1.84 ГэВ и 
гпь =  5.18 ГэВ . Добавки к потенциалу, учитывающие спин-орбитальное 
и спин-спиновое взаимодействие, имеют следующий вид:

« '>  -  * s S ?  [*<«№ » -  « I ]  ■ М
где S =  Si +  Si —  оператор полного спина системы, п — т/т, ггц и 
m 2 —  массы кварков, а ,  =  0.31 —  константа кварк-глюонного взаи­

модействия.
М асса связанного состояния (мезона) определяется соотношени­

ем:
М  — m i +  m2 +  E n.i +  E ss  +  E l s , (^ )
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где Enj  собственное значение энергии связи уравнения (12) с  по­
тенциалом V (r )  (14). Значения энергий связи E ss к E ls > связанных со 
спин-спиновым и спин-орбитальным взаимодействием, много меньше 
Е  и м огут бы ть рассчитаны по теории возмущений, т.е.

E ss  =  j (18) 

Els =  /  (19)

где Ф^Дг) —  собственные функции уравнения (1) с потенциалом (5). 
В самом простом  случае состояний с I — 0 ненулевое значение имеет
только поправка к энергии, связанная со спин-спиновым взаимодей­
ствием:

E ss  =  ^ х а . к  § А > ,  (20)
У m im j

где

( + 1 /4  для 5  =  1.

Значение волновой функции в нуле Фп,г(0) при 1 =  0 может быть 
выражено через среднее значение производной потенциала V (r):

< ^  >= /  =Г  < й м ^ -
В качестве примера выполним расчет масс S-волновых (1 =  0) 

состояний системы, состоящей из с- и с- кварков.

1 п Ш  : »  v l [ r . ] : =  -0 .5 2 /х + 0 .1 8 2 * х -0 .8 7  
In [2 ] :*xwm in2[m l_,m 2_,1 _ ] :=FindMinimum[2*ml*m2/(ml+m2) 

* v l [ x r i ] + l * ( l + l ) / x r i “ 2 , { x r i ,0 .5 > ]
In [3 ] :■ (h=0.0 1 ;m l= l.8 4 ;m 2=l.8 4 ;1 * 0 ;n 0*0 ; a ls = 0 .31 ; 

N [xw m in 2[m l,m 2 ,l]]; 
s c h r o e [x r i , - l ,0 ,n 0 , l ,h ,m l ,m 2 ] )
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In [4] :=  cn orm := l. /N ln te g ra te  [y s c h r [x ] " 2 , {x ,d e l,x m a x }]
In [5] := (p o t = v l [ q ] ; dpot= D [pot, q ] ) ;
In [6] :=  p s i  = cnorm *m l*m 2/(2*Pi*(m l+m 2))*

N ln teg ra te [d p ot*y sck r  [ q ] " 2 ,<q,del,xm ax>]
In [7] ess= N [3 2 /9 *a ls*P i/(m l*m 2 )*p s i]
In [8] :=  mv=ml+m2+N[ep/ww]+l/4*ess 
In [9] : =ms=ml+m2+N[ep/ww]-3/4*ess

Здесь: psi - квадрат модуля волновой функции в нуле, mv - масса 
векторного состояния (S = l ) ,  ms - масса псевдоскалярного состояния 
(S=0), N[ep/ww] значение энергии связи En,i- Для двух нижних S- 
волновых состояний при h=10-2 ГэВ -1 получаются следующие зна­
чения (табл. 10).

Таблица 10

Состояние |Ф(0)Р, ГэВ 3 Масса, ГэВ, 
расчет

Масса, ГэВ, 
эксперимент

135 х 0.1157 3.096 3.09688±0.00004

1JS0 0.1157 2.977 2.9798±0.0021
23Si 0.0737 3.675 3.6860±0.0001
2 ^ o 0.0737 3.599 нет
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27. Вычисления в квантовой теории 
поля

27.1. Поляризационные эффекты в комптоновском 
рассеянии

Рассмотрим процесс рассеяния линейно поляризованных фото­
нов на неполяризованных электронах. Поляризации конечных частиц 
не измеряются. Процесс у е  —* у е  описывается двумя диаграммами 
Фейнмана (рис. 3), которым отвечаю т амплитуды:

M l  =  + й  +  т Ь ' £,(Р ь 5Л  (22)
е 2е ’ (к2)е (кЛ

М г  =  (р, 1  т !  V f a ’ -  k  +  ™ )7 ,^ (р ь  »l)- (23)

Рис. 3

Находим M \  и М -2, затем [A4i)2, |Л4г|2 и Суммируем
по поляризациям конечных частиц и усредняем по поляризациям на­
чального электрона, используя следующие соотношения:

=  ~ 9 ^ ,

Т ,и { р 2 ,3 1 ) й {р 1 ,з 2) =  р2 +  тп, (24)

E ^ (P i,« i ) t ? (P b S i )  =  pi +  m.

Поляризационное состояние начальных фотонов описывается мат­
рицей плотности, которая в случае линейно поляризованных фотонов 
имеет вид:
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f v  =  c ( * . ) M f a )  =  \ ( a + й ) 4 ц4 ц +  ( i  -  Ы 4 М 2’) , (25 )

где e ft  и ê 2) — базисные 4-векторы, которые ортогональны друг к 
другу и 4-импульсу фотона. В кулоновской калибровке можно поло­
жить =  (0 ,^ 1>). Выберем в качестве базисных единичные векторы 

=  (1 ,0 ,0 ) и ef® — (0 ,1 ,0 ), направленные вдоль осей X  и Y  (ось Z 
направлена по импульсу фотона ki).

|Л 4|2 =  [M i!2 +  \М312 +  2МхМ\, (26)

\Mi\2 =  8^ ^ гТУ((рг +  m )7g(pi +  к  +  т }^ (р !  +  ш)

lv{P l +  Al +  т )  7^), (27)

\ М 2\2 ~  ^ ~ ^ Ж ( р з  +  т )7#1(р1~^2 +  т ) 7 <г(р1 + т )

7<r(Pi -  к  +  т Ь<т), (28)

+тЫк + А+га)
7 ^ (р 1 -* 2  +  т }7 ^ ). (29)

Дифференциальное сечение процесса в системе координат, где 
начальный электрон покоился и вектор рассеянного фотона к2 лежит 
в плоскости X Z  (это фиксирует азимутальный угол рассеяния ф =  0), 
имеет вид:

6 4 A A » i ^ 2' ^
Выразим скалярные произведения 4-векторов, входящих в зада­

чу, через энергию начального (ii)i) и конечного (id?) фотонов, угол 
рассеяния фотона ($):

{ е Щ ,)  =  (ePlfeO^O,
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(e(1)Pi) =  (еи й )  =  О,
(е11,рг) =  (еи й )  =  0 ,
(ет кг) =  —u)2 sint9, (31)

(е ^ к 2) =  —юг sin 19,

(fc3.p1) -  mwи 

(h P i) =  mw2,

(fc1fc2) =  WiW2(l  — costf).

Ниже приведена программа для расчета дифференциального се­
чения рассеяния линейно поляризованных фотонов (£3 ф 0) на элек­
тронах.

1п [ 1] :=  «  d:\wnraath22\ pack ages\feynealc\feyncalc.m

In [2 ] :=  '/S c a la r P r o d u c t [e l,k l3 s 0 ; S calarP roduct [e 2 ,k l]= 0 ;
S calarP roduct [ e l  , e l ]  =0; S calarProduct [ e l , e l ] = - l ; - 

<v' S c a la r P r o d u c t [e 2 ,e 2 ]= - l ; S c a la r P r o d u c t [k l,k l]«0 ; v 
' /  S ca la rP rod u ct[k 2 ,k 2 ]=0;

S ca la rP rod u ct[k 2 ,k l}= w l*w 2 * (l-C ostth eta ] ) ;  
ScalarP roduct [k i  ,p l ]  =m*wl; V Scalar Product [k2 ,pl]=m*w2; 
S calarP roduct [ e l  ,k 2 ]--w 2 * S in [th e ta ] ;

V S ca la rP ro d u ct[e 2 ,k 2 ]=0;
ScalarP roduct [ e l . p l ]  =0; ‘.ScalarP roduct [e2 ,p l ]  =0 ;)

In [3 ] p2=p l+ k l-k 2 ;

In [4 ] :=  (A l=D iracS lasli[pl]+m ; A2=DiracSlash[p2]+m;
A ll=D iracS lash [p l+ k l]+ ra ; A 12=D iracSlash[pl-k2]+m ; 
S i* D ir a c M a tr ix [s i] ; Mu=DiracMatrix[rau]; 
K u=D iracM atrix[nu]; )

In [5 j := R m n *l/2 * ((l+ x 3 )*F ou rV ector[e l,m u ]*F ou rV ector[e i,n u ]+  
( l -х З )*F ou rV ector[e2 ,m u ]*F ou rV ector[e2 ,n u ]) ;
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In [6] :=  M ll=C ontract[-R m n/(8*ScalarProduct [p i  ,k l ]  "2 )*
T r [A 2 .S i.A ll .H u .A l.N u .A ll.S i] ]  ;

In[7] :=  M 22=C ontract[-Rm n/(8*ScalarProduct [p i  ,k2] ~2) * 
Tr[A 2.M u.A 12.Si. A i .S i . A 12 .N u ]];

Iu [8] :=  M 12= C on tract[R m n /(8 *S ca larP rodu ct[p i,k l]*
S ca la r P r o d u c t [p i ,k 2 ]) *T r[A 2 . S i . A l l . M u.Al. S i . A12. N u ]];

In [9] :=  MM=Together[Mll+M22+2*M12];

In [10] :=  D S=Sim plify[H 2'2*M M /(64*Pi“ 2*m '2*wl“ 2 ) ] ;

In [11] :=  (DS=DS*m*2; DS*DS/.m->wl*w2*(1-Cos [ t h e t a ] ) / (w l -w 2 ) ; 
DS«Siraplify[DS/m ‘ 2 ] ; DS*Factor[D S]; )

In [12] := D S =D S *(4*P i*alf)‘ 2

2 2 3 2 2 2
0ut[12] = ( a l f  m wl h2 (wl + w2 -  wl w2 S in [th e ta ]

2
wl w2 x3 S in [th e ta ] ) )  /  2 

Таким образом,

= m  w + wi ■ wm sin! 1 ,(1+ ?з)) - (32>

Видно, ч то  сечение рассеяния фотонов, поляризованных перпендику­
лярно плоскости рассеяния (£3 =  —l) )  больше, чем для фотонов, поля­
ризованных в плоскости рассеяния X Z  (£з ~  1). При £з — О получаем 
известный ответ  для сечения рассеяния неполяризованных фотонов.
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Распад мюона д  —* evei/p является чисто лептонным процессом, 
который может быть рассчитан до конца в рамках теории возмуще­
ний. С другой стороны, э т о т  процесс наиболее тщательно изучен на 
опыте и это  позволяет провести проверку полученных теоретических 
результатов с большой точностью .

Слабые процессы при низких энергиях, когда массы промежуточ­
ных векторных бозонов Му/, много больше энергий и масс частиц, 
участвующ их в реакции, хорош о описываются в рамках эффектив­
ной модели четырехфермионного взаимодействия. Амплитуда распа­
да мюона представляется в виде произведения двух левых токов:

м  = ^ £ ? ( ® ) т “ (1 -  T S )P (P )J ? ( % „ (1  -  ъ)ПяО, (33)

где р —  четырехимпульс мюона, к —  четырехимпульс электрона, 
—  четырехимпульс электронного антинейтрино, 92 —  четырехим­

пульс мюонного нейтрино, Gjr —  эффективная константа четырех­
фермионного взаимодействия Ферми (G f  =  10-5 /m *, где т р —  масса 
протона). Сопряженная амплитуда

М ' =  -  7 » М « 2 ) % 1 Ы 1  -  7 s M 4 -  (34)

Квадрат модуля амплитуды, просуммированной по поляризациям ко­
нечных частиц и усредненный по поляризациям начального мюона, 
приводится к виду:

\М\2 =  ^ Т г [ д 27а { 1 - 7 5 ) ( р  +  М )(1  +  75)7'?] х

Tr [{А +  т ) 7 а ( 1 - 75)91(1 + 75)7^ ], (35)

где т  —  масса электрона, М  —  масса мюона.
Дифференциальная ширина распада, в системе покоя мюона, свя­

зана с квадратом модуля амплитуды соотношением



где d$ инвариантный фазовый объем конечных частиц:

d $  =  (2n)4S M ( p - k - q , - q2)- d3k d?qi d3q2
/ 2 £ i (27r)3 2 £ ] (27r)3 2£?2(2тг)3 ‘

В системе координат, в которой ось г  направлена по импульсу элек­
трона и вектор электронного антинейтрино лежит в плоскости {x z } , 
четырехимпульсы частиц равны:

р  -  (М ,0 ,0 ,0 ) ,

k -  (Е к,0 ,0 ,к ) ,  q z = p - k - q i .

М 2 + т 2 -  2M E k ~ 2 M E i +  2E lE k 
C° S 1 ”  2 kEi.

С учетом  этого  после стандартных преобразований фазовый объем 
приводится к виду

32тг3 '
Ч тобы  получить полную ширину распада, необходимо проинтегри­
ровать дифференциальную ширину распада по Е к и Е к в пределах:

М '2 -  2М Е к +  т2  ̂ ^ М 2 -  2М Е к +  т 2
2 { М - Е к +  к) ~  1 -  2 {М  -  Ек +  к) ’

М 2 +  т 2 
т̂ Вк̂ ^Ш—

Ниже приведен текст программы, рассчитывающей полную ши­
рину распада мюона:

In Cl] := « d : \wnmath22\packages\feyn ca lc\ feyn ca lc .m ;

In [2 ] :=  (D S[p_,m _J:=D iracSlash[p]+ro; D M [a l_ ]:= D ira cM a trix [a I]; 
D 5=D iracM atrix[ 5 ] ) ;

In [3 ] (fe = T r[D S [q 2 ,0 ].D M [a l] . (1 -D 5).D S [p ,M ]. (1+D5).DM [be]] ;
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Out[4]

In [6] s<

In [6]

In  [7 ] : = 

In[8] :=

Out[8] *

In [9 ] : »  

InClO] :

Out [10]

In [4] :

fm =Tr[DS[k,m ].DMCal]- (1 -D 5 ) .D S [q l ,0 ] . (1+D 5).D M [be]]) ;  

F=G F ~2/4*S im plify2[C ontract[fe*fm ,E psC ontract->T rue3]

2
64 GF k .q 2  p .q l

(S ca la rP ro d u ct[p , ql]=M *E1; S ca la rP rod u ct[k , q 2 ]= 
(M '2 -ra "2 -2*E l*M )/2 );

Elmax=(M"2+nT2-2*M*EK)/2/(M-K-EK);

Elmin®(H“ 2+m“ 2-2*M*EK)/ 2 / (M+K-EK);

DF®-F/(2*M*32*Pi‘ 3)

2 2 2 
- ( E l  GF (-Ш - 2 El M + К ))

3
2 P i

D F l= S im p lify 2 [In teg ra te [D F ,{E l.E lm in ,E lm a x}]] ;

= D F l=S im plify2[D F 1/. {К '2 -> Е К '2 -щ -2 ,K->Sqrt[EK‘ 2-m*2] >]

2 2 2 3
= -(GF Sqrt[EK -  m] Sqrt[EK + m] (m -  2 EK M + H )

2 2 2 2 
(3  EK m -  4 EK M - 2 m  M + 3 E K M ) ) /

3
(12 (EK -  Sqrt[EK -  m] Sqrt[EK + m] -  M)

122



3 3
(EK + Sqrt[EK -  m] Sqrt[EK + m] -  M) P i )

I n [ l l ]  := D F 2= Sim plify2 [In tegrate [DF1, {EK,m ,(М“ 2+пГ2)/ (2*M)} ] ] ;

In [i2 ] :=  DF2=Simplify2[DF2/.m ->x#M]

2 5 2 6 8 4
GF M (1 -  8 x + 8 x - x  -  24 x L og [x ])

Out[12] = -------------------------------------------------------------------------------------
3

192 P i

Таким образом,

Г (д  ei/eVp) =  t1 -  8з;2 +  8а,е "  x * ~  24a;4 x) 1

где x  =  m/M .

27.3. П роцесс gg -* QQ

В данном разделе вычисляется полное сечение рождения кварка 
и антикварка двумя глюонами, которое в лидирующем порядке по 
описывается тремя диаграммами (рис. 4).

М  = яКМ4Ыт°тЬ°М^ '̂1,%+Мм^¥М> (37>
М г  =  (38)

м 3 =  X (39)

х V ^ i q i  +  92, ~Чи - 92),

где
^ #“ 'А(р>9>*) =  [СР — Я)у9^ +  (Я - * ) a S ^  +  (fe —
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Рис. 4

Для суммирования по спиновым и цветовым степеням свободы 
глюонов воспользуемся соотношением полноты в фейнмановской ка­
либровке:

Е C(«K‘(g) = -«"V . (4°)
Для исключения нефизических степеней свободы, дающих вклад в 
квадрат модуля амплитуды М г  с трехглюонной вершиной, к квад­
рату модуля [Л4з[2 необходимо добавить квадрат модуля амплитуды 
|Л44р, в которой глюонная петля заменена на петлю духов, обраща­
ю щ ую  в ноль вклад нефизических состояний.
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Другой способ исключения вклада нефизических степеней свобо­
ды заключается в использовании “физической”  калибровки, в которой

Е ̂ (<пК‘Ы = [я*, -  ■ (41>^ \ 91-92 /

E ^ ( 9 2 K b(92) =  - 5 “V  (42)

Дальнейшие вычисления будут проводиться в фейнмановской ка­
либровке. Выпишем выражения для квадратов модулей амплитуд, 
отвечающих отдельным диаграммам, интерференционные члены и 
соответствующие цветовые факторы Су:

Щ -  =  \ з]с п T r [(p i +  ЛЛ 'ГСР] '-И -  M )Y (P 2 -  M 'n J ?- - 3: +  М ) 7Я] ,
(43)

Сц =  i l i -  f r r W ] .

\М2\2 -  ) g 4C 22T r  [Ipi г  M ) 7 1,(p i -  q2 +  -  - ‘  )зр.Р1 -  32 - М )у „ ] ,
(44)

Gu =  ” Тг [г‘Т “Г*Т1| .
64 1 J

2Л4]Л4г =  [(p i +  М ) ^ { р х -  gi +  М ) 7 J'(p 2 -  -W )7^(P i -  92 +  М )7 * ]
2 (45)

С 12 =  J-Tr []°тьТаТь]. 

pw3p =  ^ я2СззТг [(pi +  М)ул(р2 ”  M b '3] х

х V /,*"x(gi +  g2, - 9 b  - 9 г ) ^ ( - 9 1  -  92,91,92), (46)

Сп = ^ Ъ [Г Т ’г\ГЪсГ ы- 

=  2 [ Л! С « Т г  [ ( f t  +  М )д 2(Й  -  М )д ,1 , ( « )

С и  =  jr jT t  [Г ‘ Г 4] / “* 7 “* .
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2М з М \ =  -з®СиТг [{pi +  M )7A(p2 -  M)7„(p! -  91 +  M ) ^ ]  x

x  V '“'A(g1 +  9 2 ,-9 1,-9 2), ((48)

Си =  ^ 'Ь [ Г ‘ 3 * Т -]4 /л .

2Л43Л4£ =  ^д]С2з Ъ  [(pi +  M )7 Л(р2 -  M )7#1(p1 -  ?2 +  М)7„] х

х  ^ '“'*(91 + 9 2 , - 9 1 , -да),

С23 =  i-T V  [ТСТ“ Г 4] i f abc.

(49)

Дифференциальное сечение рассеяния представлено в виде:

где переменные Мандельстама определены следующим образом: 
s — (91 +  q2) 2, t =  (q\ -  p i )2, u =  (91 — p2)2. Полное сечение полу­
чается интегрированием по t в пределах

I n [ l ]  :=  «d :\w n m atb22\pack ag es\ feyn ca lc\ feyn ca lc .m;

In [2 ] :=  S e tM a n d e ls ta m [s ,t ,u ,q i ,q 2 ,-p l ,-p 2 ,0 ,0 ,M ,M ];

In (3 ] (P l= D ira cS la sh [p l];Q 2 = D ira cS la sh [q 2 ];
Q l= D ira cS la sh [q l];P 2 = D ira cS la sh [p 2 ]; 
MU=DiracM atrix[mu];NU=DiracM atrix[nu]);

(50)

W  =  M 2 -  s/2 +  Js{~$ -  4M 2)/2,

tmin =  M 2 -  s /2  -  y/s{s -  4M 2)/2 .
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In [4 ] :=  A ll=S im plify [C on tract[T r[(P l+ M ).H U .(P l-Q l+M ).N U . 
(Р 2 -Ю -N U .(P l-Q l+ M ).H U ]]]/(t-M “ 2 ) “ 2 ;

I n [5] :=  A 22= Sim plify [C on tract[T r[(P l+M ) .NU. (P1-Q2+M) .MU. 
(P2-M).MU.(P1-Q2+M). NU]] ] / (u-M‘ 2 ) "2 ;

I n [6] :=  A12=2*Siraplifу [Contract[Tr[(P l+M ).M U .(P l-Q l+M ).N U . 
(P2-M).MU.(P1-Q2+M). N U ]]] /( (t -M "2 )* (u -M "2 )) ;

I n [7] :=  k=ql+q2;

I n [8] := V = F ou rV ector[-q l+q2 ,1a ]*M etricT en sor[m u ,n u ]- 
F ou rV ector[k+ q2,m u ]*M etricT en sor[la ,n u ]+  
F ou rV ector[k+ q l,n u ]*M etricT en sor[m u , l a ] ;

In [9] :=  V C =F ourV ector[-q l+q2, la l]*M etricT en sor[m u .n u ]-  
F ou rV ector[k + q2 ,m u ]*M etricT en sor[la l,n u ]+  
F ou rV ector[k + q l,n u ]*M etricT en sor[m u ,la l] ;

In [10] :=  (L A = D iracM atrix[laJ ;L A C =D iracM atrix[la l]) ;

In [11] := A33e S im p lifу [C on tra ct[T r[(P l+ M ).L A . (P2-M ). LAC]*V 
* V C ]] /s ‘ 2;

In [12] :=  A 44 = T r[(P l+ M ).Q 2 .(P 2 -M ).Q l]/s “ 2;

I n [13] :*  A13=2*Siraplify[C ontract[V *Tr[(P l+M ).LA .(P2-M ).N U . 
(P l-Q l+M ). M U ] ] ] /s / ( t -M '2 ) ;

In [1 4 ] :=  A 23=2*Sim plifу [C on tract[V *T r[ (Pl+M ). LA. (P2-M) .MU. 
(P 1 -Q 2 + M ).N U ]]]/s /(u -M "2 );
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In [15 ] : -  C ll=G ellM annT race[G ellM annM atrix[a ,b ,b ,a ]/2 * 4 ] /6 4  
Out[15] *  1/12

I n [16] :=  C22=GellMannTrace[GellMannMatrix[b, a , a ,b ] /2 * 4 ] /6 4  
Out[16] = 1 /12

I n [17] ;=  C 12® G ellM annTrace[G ellM annM atrix[a,b,a,b ]/2“ 4 ] /6 4  
Out[17] = -1 /9 6

In [18] C33=G ellM annTrace[G ellM annM atrix[c,cl]SU 3F[a,b,c]
S U 3 F [a ,b ,c l] ] /2 * 2 /6 4  

Out[18] = 3 /16

In  [19] : = C44=GellMannTrace [GellMannMatrix [b  ,Ы ] / 2 “ 2 
SU3F [ a ,b , c]SU 3F[a, b l , c ] ] /6 4  

Out[19] = 3/16

I n [20] := C13a-I*G eIlM annTrace[G ellM annM atrix[c,b , a] 
S U 3 F [a ,b ,c ]] /2 * 3 /6 4  

Out[20] = 3 /32

I n [21] :*  C 23=-I*G ellM annTrace[G ellM annM atrix[c, a , b ] /2*3  
S U 3 F [a ,b ,c ]] /6 4  

Out[21] = -3 /3 2

I n [22] := FF=C11*A11+C22*A22+C33*A33+C44*A44+C12*A12+ 
C13*A13+C23*A23;

In [2 3 ] :=  F F = S im p lify [F F /.u -> -t -s+ 2 * M '2 ];
I n [24] :=  tmax=M“ 2 -s /2 + L /2 ;
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In [26 ] : = T T = T o g e th e r [In te g ra te [F F ,{t ,tm in ,tm a x }]] ;

In [27] :=  DEN=Expand[Denominator[TT]/ . L -> S q rt[s* (s -4 * H "2 )] ]
Out [27] = 2 3

-192 H s

In [28] := NUM=TT*Denominator[TT];

I n [29] := NUM=NUM/.<L'5->L*s“ 2*(s-4*M ‘ 2 ) '2 ,L * 3 -> L * s* (s -4 * M '2 ), 
L '2 -> s* (s-4 *M ‘ 2 ) } ;

In [30] :=  K U M = N U M /.{(-L /2 -s /2 )-> (L + s )/2 ,(L -s )/2 -> (s -L )/2 ) ;

I n [31] :=  NUM=Collect2[NUM,{L,Log>]
Out[31]=

2 2  2 2 2 4 2 2
16 L M s (31 M + 7 s ) + 64 M s (M + 4 M s + s )

-L + s 2 2 4  2 2 L + s
L og [ ] -  64 M s (И + 4 M s + s )  L og[ ]

2 2

In [32] := SECB=NUM/(16*Pi*s‘ 2 )* (4 *P i*A ls)'2 /D E K ;

In [33 ] :=  SE C H 2=C ollect2[SE C H /(P i*A ls '2 )*3*s"3 ,<L ,L og}]

Out [33] = 2
L (-3 1  К - 7 s )  4 2 2 - L + s
   (-M -  4 M s -  s ) Log[----------- ] +

4 2

In [25] : = tm in = M "2-s /2 -L /2 ;
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4 2 2 L + s
(H + 4 M s + s ) L og[ ]

2

I n [34] := SE C H 3=0 .4*S E C H /.-a -> Sqrt[s*{s -4 *1 .5 "2 )],M ->1 .5 , 
A ls -> 0 .3 > ;

In [35 ] :=  P lo t[S E C H 3 ,{s ,9 ,2 0 },A x esL a b e l-> {C rossS ection  [mbn], 
s [G ev **2 ]}]

Out[35] = -  Graphics -

В операторе In  [33] проводится деление на общий множитель 
7го^/Зв3, после чего сечение (SECH) элементарно приводится к виду:

a(99  - > < ? « ) =  ^  [(» ’  +  4s" !  +  U ')  >”  ( ~ l )  ~  ( 7s +  3 1 M !) f ]  -
(51)

где ___________
L  — \js{$ — 4 М 2).

Затем строится кривая зависимости полного сечения и{дд  —> Q Q ) от 
инварианта s при a s =  0.3 и тс =  1.5 ГэВ.
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