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ВВЕДЕНИЕ

Необходим условием успешного решения задачи повышения качест­
ва и эффективности производства радиоэлектронной аппаратуры, 
поставленной в решениях ХХУ съезда КПСС, является применение ста­
тистических методов при анализе стабильности и точности техноло­
гических процессов производства, в исследовании отклонений па- 

-раметров- кенетрукций ₽ЭА^ Поэтому современный мнженер-конструк- 
тор-технолог РЭА должен владеть статистическими методами в 
такой мере, чтобы уметь поставить задачу статистического анализа 
в условиях конкретного производства и решить ее.
Первым этапом в исследовании отклонений параметров конструкций 
или технологических процессов статистическими методами является 
проверка статистических данных на наличие в них резко отклоняю­
щихся значений, так называемых грубых ошибок или промахов» Ис- 
мвчеиае таких значений призвано способствовать повышен®» досто­
верности выводов по результатам статистического анализа« Даль­
нейшее исследование состоит в оценке таких характеристик слу­
чайной величины, как математическое ожидание и дисперсия, в оп­
ределенна для них доверительных интервалов. Суждения о точнос­
ти я стабильности параметров могут быть сделаны до результатам 
применения статистических методов проверки гипотез. Такие зада­
чи имеют наибольшее практическое применение в практике исследо­
вания отклонений параметров в производстве. Их использование не 
связано с нарушением ритма производственного процесса и з то 
же время позволяет по результатам исследования небольшой сово­
купности изделий делать научно-обоснованные выводы о параметрах 
всей изготавливаемой парте изделий, о качестве технологическо­
го процесса.
В основу рассматриваемого в пособии теоретического материала 
положена книга Н.В. Смирнова и И.В. Дунина-Барковского [Г], в 
которой изложены белее подробные сведения по названным вопросам.



I . ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ ОБРАБОТКА СТАТИСТИЧЕСКИХ ДАННЫХ

1 . 1 .  Основные определения

Как и зв е с т н о , значения парам етров технологического  п роц есса 
отклоняю тся от нормы со  временем в  связи  с действием  различно­
го  рода  случайных ф акторов . Поэтому значения парам етров выпус­
каемых изделий являю тся случайными величинами. При изучении 
степени  отклонения значений как о го -л и б о  парам етра стати сти ч ески  
однородных изделий п рактически  невозможно и экономически н ец е­
лесообразн о  обслед овать  каждый объект изучаемой совокупности . 
Вся подлежащая изучению совокупность однородных объектов назы­
в а е т с я  генеральной  совокупностью .
Ч асть  случайно отобранных объектов н азы вается  выборочной сово­
купностью или просто  выборкой.
Число объектов в ген еральн ой  совокупности или выборке называют 
их объемами.
Пусть .для изучения н екоторого  количественного  признака X  из 
генеральной  совокупности  и звл еч ен а  выборка объема п  . Зна­
чения я.7 /  л = 1 , 2 , .  . .  ,  п  ) признака X  в  выборке на­
зывают вариантам и, а  п ослед овательн ость  ва р и ан т , записанных в 
возрастающем п оряд ке , -  вариационным рядом.
Независимо от т о г о , какие задачи  поставлены  перед  эксперим ента­
торами при обработке стати сти ч ески х  данных, для ускорения д а л ь  
нейших р асч ето в  и предупреждения ошибки необходима определен­
ная  п редварительная их обработка .
Если варианты выборки представлены  дробными числами, то  ц еле­
сообразно  умножить их на какую -то постоянную величину, чтобы 
оперировать д а л ее  только с целыми числами»
Если варианты являю тся многозначными числами и различаю тся 
лишь в  одном или нескольких последних зн а к а х , то  д л я  упроще­
ния р асчетов  сл ед у ет  отбросить постоянную ч а ст ь  вар и ан т .
После заверш ения р ас ч е то в  необходимо п рои звести  с результатом  
обратные операции.
Если объем выборки н ев ел и к , следует расположить варианты в  ваде 
вариационного р яд а  и пронум еровать их. При большом объеме вы-
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борки необходимо указать значения и порядковые номера наиболь­
шей и наименьшей вариант, а также двух ближайших к ним вариант.

1 .2 .  Критерий исключения 
резко отклоняющихся вариант

Выборочные данные иногда могут содержать резко отклоняющиеся 
результаты, так называемые выскакивающие варианты. Они являют­
ся , как правило, следствием какой-либо грубой ошибки в проведе­
нии эксперимента или измерения, оставшейся незамеченной. Метода, 
обычно применяемые для выявления выскакивающих вариант, доволь­
но громоздкие, так как требуют предварительного определения оце­
нок математического ожидания и дисперсии [ I ]  , [З]. Здесь рассмат­
ривается очень быстрый способ, позволяющий'решать эту задачу с 
достаточной строгостью. Он основан на оценке различий крайних 
вариант данной совокупности [2] .
Пусть имеем выборку объема п  , данные которой представлены 
в ваде вариационного ряда

, ЗС? у • - - у ЭС с у У З 'П Ч  ’ *

Для проверки вариант, относительно которых можно предположить, 
что они являются выскакивающими, следует вычислить отношения, 
представленные в табл. ПТ.
Отношение вычисляется, когда резко отклоняющейся я в -

<Х/7 — Х у

ляется наибольшая варианта.
Отношение вычисляется, когда "подозреваемой■" .яв­

ляется наименьшая варианта»
Отношения, представленные во втор®  и третьем столбцах Iтабл. ¡11, 
могут использоваться в некоторых случаях для повышения эффек­
тивности проверки выскакивающих вариант..
Так, отношение позволяет эффективнее выявлять

•Х-/7 — X ?  ’

выскакивающую наибольшую варианту, когда предполагаются выска­
кивающими сразу две варианты -  наибольшая и наименьшая»
Отношение - г  ’ используется для проверки наименьшей ва~

рианты, когда "подозреваемыми" являются наибольшая и наименьшая 
варианты.

2.-1611
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Отношение служит дая проверки наибольшей вариан­ты, когда предполагаются выскакивающими сразу две наибольшие варианты.Отношение —  вычисляется дая проверки наименьшей ва~/̂7 — Х'?рианты, когда ” подозреваемыми ” являются две наименьших вариант ты. Затем сравнить вычисленные значения отношений с соответствую­щими табличными дая данного объема выборки /? и уровней значи­мости ос = 0 ,05 ; 0 ,СЕ. В общем случае под уровнем значимости в математической статистике понимают вероятность принятия оши­бочного решения. Здесь -  это вероятность того, что мы ошибоч­но исключим проверяемую варианту, хотя в действительности, она не является грубой ошибкой эксперимента, т .е .  фактически эта варианта характерна для изучаемой генеральной совокупности. Едай хотя бы одно из трех вычисленных отношении превышает с о ­ответствующее табличное значение,, это уже дает право на безого­ворочное исключение крайней варианты.Если каждое из трех вычисленных значений меньше соответствую­щего табличного, то проверяемая крайняя варианта не может быть ис кдпоч в на«Возможно, что вычисленное значение окажется между табличными для уровней значимости 0 ,05 и О ,СЕ . В таком случае нет основа­ний для безоговорочного вывода, о б ' исключении крайней варианты. Можно лишь отметить, что велика вероятность грубой ошибки при получении этой варианты.Выскакивающую варианту необходимо исключить из всех последующих операций пс статистической обработке,З а д а ч а  II , Текущий контроль импульсных трансформаторов осуществляется по признаку " индуктивность первичной обмотки?. В выборке объемом п  -  10 подучены следующие значения контролируемого признака; 357, 381, 370, 382, 381, 403, 406, 414, 427,506 мкГн. В этой выборке может быть подвергнута сомнению наибольшая ва­рианта (506). Проверить, можно ли считать, что эта варианта выскакивающая, и такой результат является следствием грубого нарушения технологического процесса либо ошибкой измерения и , следовательно, не характерен для всей партии.
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Решение

I. Вычислим значение отношения —~г~ по данным выборки:
^-.*3-, = 506-927 =29_
хп-х, 506-557 199
Сравним это значение о табличным (объем выборки»-’ п = 10). По 
табл. П I находим, что оно равно 0,412 при уровне значимости 
ос ~ 0,05 и 0,527 яри сс - 0,01. Вычисленное значение отно­

шения оказалось больше табличного даже при уровне значимости, 
ос =0.01« Это означает, что наибольшая варианта (506) явля­
ется выскакивающей, т.е. данный импульсный трансформатор сле­
дует исключить из рассмотрения и считать его нехарактерный для 
всей партии. Нет необходимости проверять наибольшую варианту но 
отношениям вада й , так как она уже исклю-

Хо~хг п 1 Хп-Хп.г
чена из выборки при проверке по отношению, — •

, “*-/7 ~

Ответ: наибольшая варианта 506 - выскакивающая, т.е. значе­
ние индуктивности первичной обмотки 506 мкГн является грубой 
ошибкой, например, из-за нарушения технологического процесса 
производства шпульсннх трансформаторов»

Задача 2. По данным эксплуатации партия блоков питания 
предприятие-изготовитель получило сведения о времени работы 
15 блоков до первого отказа: 225, 363, 388, 407, 430, 463, 480, 
493, 506, 546, 590, 602, 618, 639, 648 часов. В этой выборке 
вызывает подозрение наименьшая варианта» Проверить, можно ла 
считать такое время работы блока питания до первого отказа 
(225 ч) нехарактерным да всей партии»

Р е и е а ж е

ЬВнвдслим значение первого отношения:
_ 363-225 щ __

•г'п-Л', 696-225 923 ^526 •
2. По табл» Н I находим табличное значение для объема вы­
борки л •* Х5.» Ойо равно 0,338 при уровне значимости ос »0,05 
и 0,438 прй 'ос = ОД. Так как инчкоденное значение оташе- 
нмя меньше табличного,"нет оснований считать наименьшую вариан­
ту жежаиваиае®«
3» Вячиодж значение второго отношения:
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ос? - х , Ц З -2 2 5
666 363 285

4 .  Табличные значения в  этом случае равны 0 ,381 при ос ~ 0 ,0 5  и
0 ,4 8 6  при ос - 0 ,0 1 .  Сравнивая их с вычисленным, видим, ч т о  оно 
о к азало сь  мевду табличными значениями. Это о зн а ч а е т , что  прове­
ряем ая вар и ан та  я в л я е т с я  сом нительной, но н ет  оснбваний дл я  ис­
ключения ее из выборки по этому критерию.
5 . Вычислим значение тр е т ь е го  отношения: 

0  ¿ п п  .
Х л - х ,  668-225 623  и ’ и

3 . Находим табличные зн ачен ия : 0 ,4 3 0  при ос = 0 ,0 5  и 0 ,5 2 2  при 
сс -  0 , ® .  Вычисленное значение отношения о к азалось  меньше таб­
личного и , зн ач и т , н ет  оснований для исключения проверяемой 
наименьшей варианты до этому критерию.

О т в е т  : п роверка по трем отношениям не д а е т  оснований дл я  
безоговорочного  исключения наименьшей варианты -  225 . Однако 
проверка по второму отношению п о к а за л а , что э т а  в ар и ан та  сомни­
те л ь н а я . Поэтому вполне возможно, что такое малое врем я работы 
д о  о т к а за  я в л я е т с я  следстви ем , например, нарушения предусмотрен­
ных ТУ условий эксплуатации  и не характерно для всей  партии бло­
ков  питания.

2 .  СТАТИСТИЧЕСКАЯ ОЦЕНКА 
ПАРАМЕТРОВ РАСПРВДЕЛЕНЖ

Теория стати сти ч еской  оценки парам етров распределения я в л я е тс я  
одним из р азд ело в  м атем атической стати сти к и , в котором рассм ат­
ри вается  совокупность м етод ов , позволяющих д ел ать  научно обосно­
ванные выводы о числовых, парам етрах распределения генеральной  
совокупности по случайной выборке из н е е . Так как  со с та в  выборки 
случ аен , то  выводы о парам етрах  генеральной совокупности , сделан­
ные по выборочным данным, даю тся с определенной вероятностью , х а­
рактеризующей степ ен ь  д остоверн ости  выводов.

2.1.» Точечные оценки парам етров распределения
Всякую однозначно определенную функцию р езу л ь та то в  наблюдений 
над случайной величиной X  , с помощью которой судят о н е и зв е с т -
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ном нам истинном значении параметра ¿) генеральной совокуп­
ности по данным выборки объема п , называют оценкой 9П пара­
метра в «
Точечной называют статистическую оценку, которая определяется 
одним числом.
Оценка 9п является случайной величиной. Выбор оценки, позволяю­
щей получить хорошее приближение оценки 4? к истинному значе­
нию 6 , является основной задачей статистической теории оце­
нивания. Л
Оценка 9п параметра 9 называется состоятельной, если с уве­
личением объема выборки повышается вероятность того, что ошибка 
оценки не превысит сколь угодно малого положительного числа '<? ?тл

Следовательно, для состоятельной оценки с увеличением объема вы­
борки все менее вероятной становится возможность значительной 
ошибки в оценке неизвестного параметра.
Оценка называется несмещенной, если ее математическое ожидание 
равно оцениваемому параметру, т.е. . Требование несме­
щенности оценки особенно важно при малом объеме выборки, так как 
при этом важно быть уверенный в отсутствии систематического сме­
щения оценки.
Эффективной оценкой называется такая несмещенная оценка, которая 
имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных несмещенных оце­
нок параметра, вычисленных по выборкам одного и того же объема. 
Наибольшее применение в практике обработки статистических данных 
находят оценки математического ожидания и дисперсии.
3 общем случае математическое ожидание случайной величины X , 
называемое в математической статистике также генеральным средним, 
определяется выражением

где /9х) ~ плотность распределения случайной величины X 
Дисперсия (генеральная дисперсия) случайной величины X опре­
деляется выражением @-г==

Несмещенной и состоятельной оценкой математического ожидания /г 
случайной величины X яшяетея арифметическое среднее X , вы­
численное по /? независимым наблюдениям над этой случайной ве- 
личиной
3-1811
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(2.1)■
тпъ зс^ - результат з --ого наблюдения.
Эффективность этой . оценки зависит от вида закона распределения 
случайной величины X . Если случайная величина X распре­
делена по нормальному закону с параметрами // , 'б2 Л плотность 
нормального закона распределения /(х)= ал^то среднее
арифметическое X имеет минимальную дисперсию, равную , и 
является эффективной оценкой математического ожидания уъ .. .
Состоятельная оценка дисперсии б"2 определяется выражением

¿ = /
где ду ? х. ¡> , • ■ •, ху. ... , хя

X

(2.3)

(2.4)

(2.2) 
п независимых наблюдений над 

случайной величиной х , 
оценка математического ожи­
дания.

Состоятельной и несмещенной оценкой дисперсии вг является 
оценка а

I (х.
Сравнивая оценки 5 и О , получаем:

величину -7_^ - называют поправкой Бесселя, а оценку 52 - ис­
правленной выборочной дисперсией. На практике часто шесто фор­
мулы (2.3) для определения у2 применяют другую, равносильную
ей?

л - / У (2.5)

но более удобную для вычислений. Введение поправки Бесселя су­
щественно лишь для малого объема выборки, при большом п •?* и
О будут различаться очень мало.

Оценка 5 не является эффективной. Однако при нормальном 
законе распределения случайной величины X оценка 5 2 явля­
ется ” асимптотически эффективной”, т.е. при увеличении п от­
ношение ев дисперсии к минимально возможной неограниченно приб­
лижается к единице.
Состоятельной, несмещенной и эффективной оценкой <зг является
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где и. - математическое ожидание случайной величины X
Среднее квадратическое отклонение & как характеристика ме­
ры рассеяния случайной величины X относительно математичес­
кого ожидания не менее часто используется на практике, чем дис­
персия О1 » Удобство этой характеристики состоит в том, что ее 
размерность равна размерности самой случайной величины .У 
Несмещенная и состоятельная оценка среднего квадратического 
отклонения с учетом выражения (2.3) имеет вид

(2.7)

Из трех рассмотренных здесь оценок дисперсии в практических рас­
четах наиболее употребительна несмещенная и состоятельная оценка 
5г (2.3), так как /г обычно неизвестно, и в итих условиях 

она предпочтительнее оценки /7 (2.2).

Задача 3. По условию задачи I определить среднее значение 
индуктивности первичной обмотки импульсного трансформатора.

Решение,

Среднее значение вычисляем по формуле (2.1) при объеме выборки 
п = 9, так как наибольшая варианта исключена из выборки как 
грубая ошибка:
X = (357+361+370+382+391+403+406+414+427) мкГн =390,1 мкГн.

Ответ: среднее значение в выборке X =390,1 мкГн.

Задача 4. У четырех опытных образцов блоков измерено 
потребление тока. Получены следующие результаты: 0,38, 0,42, 
0,39, 0,41 А. Оценить разброс потребления тока с помощью диспер­
сии и среднего квадратического отклонения.

Решение

I. Оценим степень разброса потребления тока с помощью состоя­
тельной оценки.дисперсии и до формуле (2.2).
Объем выборки п =4. Определим среднее значение по формуле



Тогда
D  = - J -  (0 ,3 8 -0 ,4 )2  + (0 ,4 2 -0 ,4 )2  + (0 .3 9 -0 .4 )2  + (0,41 -

-  0 ,4 2 ) = 0,025 A2 .
2 . Оценим степень разброса потребления тока с помощью состоятель­
ной и несмещенной оценки дисперсии S 2  по формуле (2 .4 ):

5 2. = _4----  0,025 а 2 =  0 j 0 3 3  д 2 .
4-1

3. Вычислим состоятельную и несмещенную оценку среднего квадра­
тического отклонения по-формуле (2 .7 ) :

S = /0 ? 0 3 3  А = 0,182 А.

О т в е т :  состоятельная оценка дисперсии потребления тока
27 = 0,025 А2 , состоятельная и несмещенная оценка дисперсии и 
среднего квадратического отклонения равны соответственно у2 = 
= 0,033 А2 , S -  0,182 А. Из двух оценок дисперсии потребления 
тока D и 5 г  предпочтительнее S 2 , так как она несмещенная 
и, значит, точнее оценивает генеральную дисперсию.

З а д а ч а  5. При серийном производстве осей на станках-авто­
матах одним из контролируемых размеров является их дайна. Полу­
чены следующие результаты измерений дайны оси для выборки /г = 
= 1 0 :  11,09, 12 ,01 , 12, 12 ,01 , 11 ,09 , 12 ,01 , 11 ,08 , 12, 11 ,09 , 
11,08 мм. Оценить’ дисперсию этбго размера, пбДагая, что мате­
матическое ожидание длины оси равно номинальному размеру 12 мм..

Р е ш е н и е

Найдем состоятельную несмещенную 
по выражению (2 .6 ) : _ I

+ 3- (1 2 ,И  -12 ) 2  + 2 • (11,08 -

и эффективную оценку дисперсии
Г з .* (П ,0 9 -1 2 )2  + 2 .(1 2  - I 2 ) 2  + 

1 2 )2 ] ш 2  = 0,00014 мм2 .

О т в е т :  степень разброса длин осей, изготавливаемых на стан­
ках -  автоматах, оценена с помощью состоятельной несмещенной и 
эффективной оценки дисперсии , у / = 0,00014 мм2 .
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2.2«. Критерий Стьюденте
для проверка резко .отююажщжся вариант

Этот метод является более строгим по сравнению с изложенным в 
§1.2, но и более громоздким, так как требует для каждой прове­
ряемой варианты вычисления оценок математического опадания и 
дисперсии, [3] . Для проверки наименьшей варианты необходимо вы­
числить отношение
^набл > (2.8)
здесь % ~ оценка математического ожидания;

5 - оценка среднеквадратического отклонения.
При определении X и 5 ’’подозреваемая" наименьшая варианта 
исключена из расчета.
Затем сравнить вычисленное значение -Ьна1/Л с табличным 
найденным по табл. ПЗ по заданному уровню значимости с< (обыч­
но берут сС - 0,05) и числу степеней свободы Л . Здесь л = 
~ п -2, л - общий объем выборки шесте с ** подозреваемой " 
вариантой. В общем случае число степеней свободы равно числу не­
зависимых переменных ( объем выборки) минус число связей, накла­
дываемых на эти переменные. Здесь фактически объем выборки ра­
вен п - I; число степеней свобода уменьшено на единицу, л = 
- ( п - I) - I, так как при определении з на п. - I незави­
симых наблюдений наложена одна и связь” - X вычислено По этим 
п - I наблюдениям.

Если ¿нам > £ табб ? Т(> проверяемая варианта исключается из вы­
борки и дальнейших расчетов как грубая ошибка. Вероятность того, 
что решение, принятое об исключении проверяемой варианты, пра­
вильно, равна I - об
Проверка наибольшей варианта производится аналогичным образом, 
т.е. находится ¿«абл и сравнивается с табличным -

Задача 6. По условию задачи 2, используя критерий Стьдента, 
проверить, можно ли считать, что время работы блока питания до 
первого отказа, равное 225 ч, не характерно для всей партии бло­
ков питания.

Решение

I. Вычисляй значение 1на1)п по формуле (2.8). мя че™ опоеделим
4-18 11
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оценки математического ожидания X я среднего квадратического 
отклонения s , исключая из выборки наименьшую варианту (225): 

^ = 513; 1^51^-95,2.

тогда 5> ог .

2. Найдем табличное значение £та/Гл по табл. ПЗ при ч/сле степе­
ней свободы к = 15-2 и уровне значимости , оно равно
2,16 при Л =0,05' и 3.CŒ при сб =0,01. А
3. Сравнивая вычисленное и*'табличное значения критерия, заклю­
чаем, что проверяемая варианта является выскакивающей и должна 
быть исключена из всех дальнейших статистических расчетов. При 
этом вероятность того, что принятое решение ошибочно, равна 0,01.

Ответ: время работы до первого отказа 225 ч не характерно 
для всей партии блоков питания.
Сравнивая два способа проверки резко отклоняющихся вариант, ви­
дан, что последний - критерий Стьдента - является более строгим, 
но требует большего объема вычислений для каждой проверяемой 
варианты.

2»3. Интервальные оценки

Наряду Р получением точечных оценок статистическая теории оцени­
вания занимается вопросами интервг • енивааия, которое осо­
бенно необходимо при малой выборке, > 1 точечная оценка в зна­
чительной мере случайна.
Интервальной называют оценку , которая определяется двумя числа­
ми - концами интервала, покрывающими оцениваемый параметр. Общий 
метод нахождения интервальных (Женок состоит в том, что точечная 
оценка 0 рассматривается как случайная величина, .имеющая не­
которое распределение Р(0) . Вад функции Р(О) зависит от вада 
закона распределения случайной величины X и оцениваемого па­
раметра 0 , от объема выборки п. . Если вид функции Р (9)&з~
вестен, то в качестве границ доверительного интервала принимают­
ся такие 0„ и 0в случайной величины 0 9 при которых ве­
роятность того, что истинное значение параметра окажется 
гнутой этого интервала,''близка к-единице. Эту вероятность назн-
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вают доверительной вероятностью р , ее обычно берут равной 
0,9; 0,95; 0,99 и т.д. Величину ос = I - Р называют уровнем 
значимости. Определенный таким образом интервал называют дове­
рительным интервалом,. л л

Двусторонним доверительным интервалом , ев ] для. -пара­
метра 9 называется такой интервал, относителыу) которого с 
заранее выбранной вероятностью Р можно сказать, что внутри 
этого интервала находится истинное значение оцениваемого пара­
метра е , т.е. Р^9Н <0< ев />'--=-■/-«■ ■

Принцип интервальной оценки параметра о поясняется на рис.1.
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ности I распределения /(6) заключенная мезду аижней 9„ и 
верхней 9в границами двустороннего доверительного интервала, 
равна выбранному значению доверительной вероятности Р , а 
су^ма заштрихованных площадок равна уровню значимости , т.е. 
¡¿’р(0)с1в = Р .
Для интегральной функции распределения Р(0) при «йтом справед­
ливо соотношение 
Р(0в)-Р9е„) = Р.
Доверительная вероятность Р есть вероятность того, что найдену 
•анй доверительный- интервал докрывает нешвестаое__нам истинное ■' 
значение параметра 9 °
Границы доверительного интервала случайны, так как находятся цо 
выборочным данный. Чем больше объем выборки, тем уже доверитель™ 
ный интервал для той же доверительной вероятности Р . Чем 
больше выбрана доверительная вероятность Р (т.е. чем ближе 
она к единице), тем шире дж той же. самой выборки доверительный 
интервал.
Таким образом, зная закон распределения выборочной оценки 0 „
так называемое выборочное распределение оценки, можно опреде­
лить границы доверительного интервала 0„ я 9в для выбранной 
доверительной вероятности Р .
В некоторых случает: целесообразно использовать односторонний до­
верительный интервал, так .как, исходя из природы исследуемой 
случайной величины, для нее имеет практический смысл лишь одна 
граница: верхняя 9д ш аижаяя 0„ . Например, для случай­
ной величины - времени исправной работы до отказа - целесообраз­
нее определять нижний односторонний доверительный интервал, тем 
самым гарантируя, что истинное среднее время исправной работы 
до отказа не меньше какого-то числа 6Н с вероятность® Р=1-сс. 
Нижний односторонний доверительный интервал задается в общем 
случае выражением 
Р{ВН <д} = Р, 
а верхний односторонний доверительный интервал-выражениам 
Р{е<9й}-р.
Цривдид построения односторонних доверительных интервалов иллю­
стрируется на рис.2 и 3, соответственно, для нижнего и верхнего 
доверительных интервалов«
В математической статистике наиболее полно получены жборочяые

16



Р и с .2. Нижний односторонний доверительный интервал 
для параметра в л , /(9 )-  плотность распределения 
оценки параметра о

Р и с .  3. Верхний односторонний доверительный 
интервал дата параметра в , / ( & ) -  плотность 
распределения оценки парайетоа 7

5-1811
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распределения оценок математического овддаяия и дисперсии для 
нормально распределенной случайной величины х •
Ери этом выборочное распределение оценки X при известной ге­
неральной дисперсии &г является также нормальным, и поэтому 
доверительные интервалы здесь находятся с использованием нормаль­
ного ’распределения, При неизвестной-генеральной дисперсии е>г 
доверительные интервалы для математического ожидания находятся 
с использованием распределения Стьвдента ( £ - распределе­
ния) .
Доверительные интервалн.дяя дисперсии .определяют он■дмкийощью 
распределения х2 Пирсона, как дан случая известного, так и 
неизвестного значений математического ожидания случайной 
величины X , расчетные формулы различаются здесь лишь числом 
степеней свобода и видом оценки дисперсии бг,
В .п, 2.3.1 и 2.3.2 приведены расчетные формулы по опреде­
лению границ'доверительных интервалов для математического ожи­
дания и и дисперсия О' , справедливые, строго говоря, дая 
нормально распределенной случайной величины X.

2.3»1» Доверительный интервал 
для математического ожидания
При известной дисперсии- е>‘ генеральной совокупности двусторон­
ний доверительный интервал дая математического ожидания р.' ра­
вен

(2.9) 
где ег - среднеквадратическое отклонение генеральной совокуп­

ности ;
л - оценка математического ожидания (2.1); 
я - объем выборки;
р - доверительная вероятность;

- такое значение аргумента функции Лапласа (табл.П2), 
при котором Ф (гр) « -Х~Р •

функция Лапласа определяет площадь под кривой нормального рас­
пределения случайной величины х с математическим ожиданием, 
равным 0, и дисперсией. равной X, в промежутке от 0 до г « 
Ф(!)- ’

УУ-ЛГ < .
В табл. П2 приведены значения г) для значений г от С до
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2 .9 4 , ф (+  <ж ) ~ 0 ,5  .
На рис. 4 показан принцип построения двустороннего доверительного 
интервала. Как следует из рис.4, для уровня значимости х = -! -р  
можно также записать, что 

Верхний и нижний односторонние доверительные интервалы опреде­
ляются, соответственно, выражениями:
[_ т о и  ( 2 1 0 )  

вал для математического ожидания при извест­
ной генеральной дисперсии, <jt>( г ) - функция 
Лапласа, <р(г р у~ о , 5 - ■%- 9 & -  уровень 
значжооти '

При этом ,.?А -  такое значение аргумента функция Ф (г )  ( табл.
П2 ) , „при котором 'Р [гР !=Оф -  ос ( рис. 5, 6 )»
Так как кривая нормального распределения’ симметрична, то при оп­
ределении нижнего и двустороннего доверительного интервалов ис­
пользуют ту же таблицу, что и для определения верхнего интерва­
ла»
При неизвестной дисперсии а" генеральной совокупаооти двусто­
ронний -доверительный интервал для математического ожидания равен:

(2.П )
где 5 -  несмещенная и | состоятельная оценка средаеквадра- 

тического отклонения (2.?};
4 , f  ~ .аргумент функции плотности распределения Стьадента,
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находится по табл. ПЗ для заданного уровня зна­
чимости оС и числа степеней свободы д- , 
/(■-= /г-7 •

Кривая плотности распределения Стьюдента симметрична, поэтому

Р и с . 5. Верхний односторонний доверитель­
ный интервал для математического ожидания 
при известной генеральной дисперсии, 
Ф(?') -  функция Лапласа , ср(г р }=о,5-оС , 
оС -  уровень значимости

Р и с .  6. Нижний односторонний доверительный 
интервал для математического ожидания при из­
вестной генеральной дисперсии, функция 
Лапласа, ф / г „ ) = ¿?л-¿х , ос -  уровень зна­
чимости л

20

 

 
 

 

 

 



односторонние доверительные интервалы находятся аналогично пре­
дыдущему случаю. Для определения г^, используется та же тайл. 
ИЗ.
Принцип построения двустороннего и верхнего одностороннего дове­
рительных интервалов поясняется на рис.7, где - критичес­
кая точка распределения Стьвдента при двустороннем ограничении,

<х ” ПРИ одностороннем.

Р и с.7. Двусторонний и верхний односторонний доверитель­
ный интервалы для математического ожидания при неизвестной 
генеральной дисперсии, -плотность распределения Стью-
дента, ос - уровень значимости, л - число степеней свободы,

« - критическая точка распределения Стьвдента при
двустороннем ограничении, 4 Л -при одностороннем

Задача?. При контрольных испытаниях автогенераторов, вы­
полненных в модульном варианте, была взята выборка объемом /г = 
= 10 и измерена частота выходного сигнала. Результата измерений:

, 2096, 2117, 1850 Гц.
= 10000 Гц2 ( при от­

2046 , 2006 , 2148, 1952 , 2102 , 2139, 1931 
Известна дисперсия этого параметра 0г 
сутствии каких-либо нарушений технологического процесса в усло­
виях данного производства). Определить, в каком интервале нахо­
дится математическое ожидание частоты автогенераторов выпускае­
мой партии с доверительной вероятностью Р =0,95.

6-16П
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Решение

I» Вычислим среднее значение частоты по формуле (2.1)

= 2038 Гц .
,и п

2. Найдем значение функции Лапласа. • При р - 0,95 имеем для
двустороннего доверительного интервала ( рис.4) : =

2 ~ 75 ’
3. По табл. П2 найдем табличное значение аргумента функции Лап­
ласа гр=1,9б-
4. Вычисли ширину доверительного интервала по формуле (2.9)
у --Д = 1г9б^100^0 ' = 52 ,
р Хп ' у/10

т.е. искомый доверительный интервал для математического ожида­
ния равен [2038-62; 2038 +62 ] Гц.

Ответ: Генеральное среднее частоты автогенераторов выпускае­
мой партии с вероятностью 0,95 находится в интервале [1976; 
2100] Гц.

Задача 8. По условию предыдущей задачи определить, сколь­
ко нужно отобрать модулей, чтобы с вероятностью Р =0,99 мож­
но было считать, что выборочное среднее частоты автогенераторов 
оценивает значение генерального среднего частота с точностью 
+ 50 Гл,.

Решение
г

I. По значению 
аргумент гр

функции Лапласа <Р (гр)=-у-^-= 0,995 найдем ее 

по табл.112, гр=-2,58-Г ' 7ГГ Г ' 0-
2. Зная ширину доверительного интервала -50>найдем требуе­
мый объем выборки:
„ ГГов V 22,5^10000 ' )
/,Ч’>7*(------- м-------)

Р = 0,99 считать, что
26,6-

Ответ: для того, чтобы с вероятностью 
математическое ожидание находится в интервале X ~ 50 Гц, необ-г 
ходимс исследовать не менее 27 модулей.

Задача 9. С какой вероятностью можно утверждать, что ма­
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тематическое ожидание частота выходного сигнала модулей находит­
ся в интервале % ~ 70 Гц, располагая данными выборки задачи 7 
и известным значением дисперсии <32 = 10000 Гц^?

Решение

I. Зная ширину доверительного интервала, найдем значение аргумен 
та функции Лапласа
? — з 0^/72 _ то~\/7о _ п г) 
р <з у/юоод '

2^ По табл«Л2 находим значениеифункии Даилаеа для = 2,21, 
Ф(2р) - 0,4864« Тогда доверительная вероятность Р = 2*0,4864= 
= 0,973«

Ответ: с вероятностью 0,973 можно считать, что математичес­
кое ожидание частоты выходного сигнала в данной, партии модулей 
находится в пределах ~ 70 Гц от среднего значения частоты 
2038 Гц в исследуемой выборке«

Задача 10» По результатам испытаний 25 обраэцов|пресс-иате- 
риала АГ-4 на'электрическую прочность вычислено среднее значе­
ние электрической прочности ,Х = 12,31 кВ/мм» Определить с до­
верительной вероятностью Р = 0,99 нижнкю границу односторонне­
го доверительного интервала для математического ожидания элект­
рической прочности при известном среднем квадратическом отклоне­
нии электрической прочностй|пресс-материала & =1,5 кВ/мм.

Решение 

1« Найдем значение функции Лапласа. Для нижнего одностороннего 
доверительного интервала ( см. рис» 5) при ? ч* 0,99 имеем се = 
= 0,01 я Ф(дд)= 0,5 - 0,0Е = 0,49«
2« По‘табл. П2 найдем значение аргумента функции Дандаса

= 2,«
3. Вгаислш шжнив границу одностороннего доверительного интер­
вала по формуле (2.10)

= 12,31- 2,31^~12,31-0,69=11,62 кВ/мп.

0 т в е I : с вероятностью 0,99 можно считать, что математичес­
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кое ожидание электрической прочности пресс-материала АГ-4 больше, 
чем 11,62 кВ/мм.

Задача II. Одной из операций текущего контроля при изго­
товлении блока является измерение переходного сопротивления меж­
ду корпусом блока и клеммой заземления. Имеются данные измерений 
переходного сопротивления для 10 блоков: 910, 1010, 1050, 1070, 
1050, 1000, П00, 1120, 1140, 1180 мкСМ. Построить верхний од­
носторонний доверительный интервал для математического ожидания 
переходного сопротивления при Р = 0,95.

Решение

Доверительный интервал вычисляем по формуле 

так как генеральная дисперсия вг неизвестна (см. рис.7 и
(2.II) ).
2. Определим среднее выборочное значение по (2.1)
Х~ 1063 мк Ом •
3. Найдем состоятельную и несмещенную оценку среднего квадрати­
ческого отклонения по формуле (2.7)

•5= 78 мк Ом ■
4. По табл. ПЗ найдем табличное значение- при К = 10-1=9
и <х = 0,05, ¿ц,* = 1,83.
5. Определим верхнюю границ«7 доверительного интервала

= 1063 ^1,83^^ — 1063 + 65 = 1108 мкОм•

Ответ: с вероятностью 0,95 можно утверждать, что матема­
тическое ожидание переходного сопротивления не больше, чем 1108 
мкСм.

Зад а ч а 12. По условию задачи I определить, с какой вероят­
ность® можно утверждать, что доверительный интервал для матема­
тического ожидания индуктивности первичной обмотки ^импульсного 
трансформатора находится в интервале не более чем X - 20 мкГн.
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Р е ш е н и е

1 . Вычислим среднее квадратическое отклонение индуктивности я 
по формуле (2 .7 ) ,  используя при этом X  , вычисленное в зада­
че 3, X  =390 мкГн ,
5  =  2  ' =  ^4,4 мк Гн • 

2. Определим табличное Г из выражения (2.11)
2 0  — Ь ~-^др ’ ¿ = 2 , 4 5 .
3. По табл. ПЗ с учетом р и с .7 для двустороннего доверительного ин­
тервала подбираем такое значение , при котором ширина
доверительного интервала будет не более -  20 мкГн. Это значение

равно 0,025 ( при К = 9 -  I  = 8, Ъ = 2 ,3 [ ) .  Тогда ис­
комая доверительная вероятность равна Р = I  -  ос = 0,95.

0 т в е т: доверительная вероятность, с которой интервал
390 -  20 мкГн содержит математическое ожидание индуктивности, 
равна 0,95.

2 .3 .2 . Д о в е р и т е л ь н ы й  и н т е р в а л  
д л я  д и с п е р с и и

2
Доверительный интервал для дисперсии 0  при известном мате- 

определится

(2.12)

случайной величины Xмагическом ожидании
выражением г 

[  Х | ’ Л/

л

где п  -  объем выборки;
-  состоятельная, несмещенная и эффективная оценка

2 дисперсии (2 .6 ) ;
X, , х г  -  аргументы функции плотности распределения Пирсона 

(табл. П4); площадь под кривой плотности, заключен­
ная между точками Я, , и , равна выбранному 
значению доверительной вероятности В.

Кривая плотности распределения Пирсона несимметрична, на р и с .8 
показан вид этой кривой для числа степеней свободы К =1,2 и 6. 
При построении двустороннего доверительного интервала точки х 7 и х !  выбираются так, чтобы Р ^х.г< х ^  = р [ х г > Х^ [  = —  >

7-1011
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Р и с . 8. Кривая плотности распределения л" Пирсона, 
д- ~ число степеней свобода

Р и с .9. Двусторонний доверительный интервал для дисперсии, 
ос -  уровень значимости

26

 

 



т.е. так, чтобы заштрихованные площадки на рис.9 были одина- 
осковы и равны —- .

Значения х/ и находятся по таблицам для выбранной дове­
рительной вероятности Р я числа степеней свободы К= п . 
Односторонний доверительный интервал определяется выражениями:

2

— (ве^йгний), (2.13)
■ /

и р\тс> л/Р 7-йб •

“ЦТ— (нижний) и
яг

где }=«

Принцип построения односторонних доверительных интервалов по­
казан на рис.10 и II.

Р и с. 10. Нижний односторонний доверительный интервал 
для дисперсии, ос - уровень значимости

Р и с. II. Верхний односторонний доверительный интервал 
для. дисперсии, ос - уровень значимости

Доверительный интервал для дисперсии <Зг при неизвестном ма­
тематическом ожидании уи случайной величины X определяется 
выражением
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(2.14)
Г(/г /)5г (п-1) ¿'2 7
[ ’ X/ ] ’
где гъ -объем выборки;

5г - состоятельная и несмещенная оценка дисперсии (2.3), 
я/, л/ - критические точки распределения Пирсона, находятся 

по табл. П4 для числа степеней свободы л=/г-7.
Принцип построения двусторонних и односторонних доверительных 
интервалов аналогичен предыдущему случаю.
В большинстве практических случаях определяют верхний односторон­
ний доверительный интервал для дисперсии, тем самым фиксируя 
верхнюю границу степени разброса исследуемого параметра с уров­
нем значимости а .

Задача 13. Отдел контроля выбрал 8 втулок из партии, из­
готовленной на токарясм автомате. Получены следующие результа­
ты измерения внутреннего диаметра втулок: 20,02, 20,04, 20,02,
20,03, 20,04, 20,04, 20,02, 20,01 мм. Определить верхний одно­
сторонний доверительный интервад для дисперсии этого.размера с 
уровнем значимости ос =0,05, полагая, что математическое ожи­
дание величины внутреннего диаметра втулки известно, уи =20,03мм.

Решение

1. Для определения доверительного интервала для дисперсии в слу­
чае известного математического ожидания (2.13) вычислим а в* по 
формуле (2.6)
п = 62 (*с - 20,03 ) = ю/о ммг .
2. По табл. П4 найдем значение Л7 при числе степеней сво­
бода К = 8 из условия х,7=/-а-(2^(рис.11)дая верхне­
го одностороннего доверительного интервала . у =2,73.
3. Определим верхнюю границу доверительного интервала по (2.13)

0,00032 мм2.

Ответ : доверительный интервал для дисперсии внутреннего диа­
метра втулки равен [0, 0,00032] мм .

Задача 14. Имеются результаты измерения сопротивления квад­
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рата пленки сплава МЛТ для 6 образцов: 437, 387, 371, 422, 351, 
434 Ом. Найти верхний односторонний доверительный интервал для' 
дисперсии сопротивления квадрата пленки с доверительной вероят­
ностью 0,99.

Р е ш е н и е

1 . Вычислим выборочное среднее сопротивление квадрата пленки по 
формуле (2 .1 ):
X = _ _ 1 _  ( 437 +  387 + 371 + 422 + 351 + 434 ) = 400,3 СЫ.

г» '
О

2. Вычислил исправленную выборочную дисперсию по формуле (2 .3 ):

Sг = -Ь------- -5( л у  -  400 ,3)2  = 1283,8 См2  , У =35,8 0м.
6-1

3. По табл. П4 найдем значение х 1 при числе степеней свободы 
К = 6 -  I  = 5 ,  Р {к г > л, } = 0,99  для верхнего одностороннего 
доверительного интервала« л /  = 0,554.
4 . Определим верхнюю границу доверительного интервала по фор­
муле (2.1.4):

5 • 1283,8
0,554

= 11586 См2  .

Верхняя граница одностороннего доверительного интервала для сред­
него квадратического отклонения равна 711586 = 107 0м.

О т в е т  : доверительный интервал для среднего квадратическо­
го отклонения сопротивления квадрата пленки равен [0; 1 0 7 ] 0м.

3 . СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ

3 .1 . Постановка задачи проверки 
статистических гипотез

При сравнительном анализе конструкций или технологических процес­
сов производства РЭА по точности, стабильности, экономичности 
на основе выборочных данных возникает задача проверки статисти-
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ческих гипотез. Под статистическими понимаются такие гипотезы» в 
которых проверяются предположения, выдвинутые относительно каких- 
либо параметров закона распределения случайной величины, или от­
носительно вада закона распределения исследуемой случайной вели­
чины. Наибольшее применение в решении технических задач нахо­
дят метода проверки статистических гипотез первого) вада. При этом 
предполагается, что вад закона распределения сравниваемых вели­
чин, одинаков, и особенности закона распределения каждой аз них 
заключаются в различиях значений параметров (например, матема­
тического ожидания, дисперсии) ,_Эти различия отражают изменения 
в показателях качества конструкций и технологических процессов. 
Методами статистической проверки гипотез можно проверить предпо­
ложения о существенности или несущественности изменений в пока­
зателях качества конструкций или технологических, процессов. Эти 
методы являются основой выборочного текущего и приемочного конт­
роля качества продукции.
Рассмотрим, например, применение этих методов в текущем контроле 
стабильности технологического процесса производства резисторов. 
Пусть случайная величина X - значение сопротивления конкрет­
ного резистора, X - выборочное среднее, определенное по резуль­
татам выборки объема /г. , ¿¿„ - требуемое номинальное значение 
сопротивления резистора, у/ -неизвестное нам генеральное сред­
нее в данной контролируемой партии резисторов.
Задача заключается в том, чтобы установить, соответствуют ли из­
готавливаемые резистора требуемому номинальному значении сопро­
тивления, ®ое. необходимо определить, можно ли считать, что
проверяя при этом не всю партию ( генеральную совокупность;), а 
выборку объема /? . Вследствие разных причин, например, нару­
шений технологического процесса, низкого качества сырья генераль-

Если вычисленное по выборке Л" незначительно отличается от , 
то, очевидно, предположение о совпадении у/ и можно счи­
тать оправданным» Необходимо установить, насколько велика может 
быть разность (X - /¿о ) » чтобы гипотеза о совпадении ¿и & 
была отвергнута как ложная. Предположим, что М¿Х]уа р'ц, назо­
вем эту гипотезу нулевой и обозначим ее Но, тогда ааш® предаожо 
жение можно записать так: Но : • Если гипотеза Но зерна
то и плотность распределения выборочного среднего /(X)
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имеет вад, показанный на рис.12. Если гипотеза Но  не верна, и 
в действительности у  >¿и0 , т .е .  верна так называемая конкурирую­
щая гипотеза : / I  > ,  то плотность распределения выбороч­
ного среднего X  будет расположена правее у  ( X ) , представлен­
ной на рис.12.

Р и с_.12. Области принятия и непринятия нулевой гипотезы,
/6 ? )  -  плотность распределения выборочного среднего X , 

когда нулевая гипотеза в е ш а , ос -  вероятность ошибки 
первого рода

Рассуждая далее в предположении, что гипотеза Но  верна, мы мо­
жем найти вероятность того, что вычисленное по выборке X  окажет­
ся, больше, чем^некоторое значение Х г_а  . Эта вероятность равна 

и геометрическ£*она определяется площадью, ограниченной кривой 
плотности распределения от Х,~л  до +- °° . Здесь ос -  уровень 
значимости. Его выбирают малым числом ( обычно 0,05; 0,01) с тем, 
чтобы можно было^считать практически невозможным, что вычислен­
ное по выборке X  окажется больше когда верна гипотеза
Но  . Таким образом, точка Х г. л  определяет область принятия и 
область непринятия гипотезы Но  ( рис.1 2 ). Если X  окажется 
меньше к  , то можно считать, что гипотеза Но : н е

противоречит выборочным данным. В противном случае гипотеза Но  
отвергается, т .е .  значение сопротивления резисторов контролируе­
мой партии не соответствует требуемому номинальному значению. 
Вероятность принять ошибочное решение, т .е .  отвергнуть гипотезу 
Но >  когда она верна, равна ос . Эту ошибку называют ошибкой
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первого рода. Возможно ошибочное решение и другого вида- приня­
тие гипотезы Но , когда она не верна. Вероятность этой ошибки, 
называемой ошибкой второго рода? увеличивается с уменьшением ос . 
Для оценки вероятности этой ошибки необходимо выдвинуть конкури­
рующую гипотезу Н-£ : уг -у/, . Это возможно, когда по ус­
ловиям опыта есть основания предложить альтернативное решение та­
кого вида. На рис.13 показаны кривые плотности распределения 
выборочного среднего X. для случаев, когда верна гипотеза Но 
( сплошная линия) и гипотеза Н-р ( пунктирная линия). Для выбран­
ного уровня значимости ос области принятия и непринятия - гипо­
тезы Но определены, как это показано на рис.13. Вероятность 
ошибки второго рода £ , как следует из рис.13, равна площади

Р и с.13. Вероятности ошибки первого об и второго рода,
— - плотность распределения выборочного среднего

/ (X), когда верна нулевая гипотеза, ------— - плотность
распределения /(Х)> когда верна конкурирующая гипотеза

под кривой / (X), когда верна Н-£, от до Х,_х • Рассмотрен­
ные случаи можно свести в таблицу следующего вада:

Гипотеза Но Верна Неверна

Отвергается Ошибка первого рода 
с вероятностью ос

Правильное решение 
с вероятностью /-у?

Не отвергается Правильное решение 
с вероятностью /-ос

Ошибка второго рода 
с вероятностью /
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С увеличением разности jl, - j i g  вероятность ошибки второго рода 
/  уменьшается. Как следует из рис.13, при фиксированных значе­

ниях jl0 и JJ-, стремление уменьшить'вероятность ошибки одного 
вида приводит к увеличению вероятности ошибки другого вида.Для 
одновременного уменьшения ос и JS необходимо увеличивать 
объем выборки, что может оказаться либо невозможным, либо эко­
номически нецелесообразным на практике.

Если конкурирующей гипотезой является гипотеза : j-i <¿¿о , то 
области принятия и непринятия гипотезы HQ : будут располо­
жены так, как этолоказано  д а  рис.14.

Р и с .14 . Области принятия и непринятия ну­
левой гипотезы при конкурирующей гипотезе Нг:

При конкурирующей гипотезе / /-о области принятия и не­
принятия гипотезы Но  : у /  = . представлены на рис.15 .
Определение вида конкурирующей гипотезы зависит от конкретных 
условий решаемой задачи. Однако следует иметь в виду, что при 
прочих равных условиях односторонний критерий (рис.12, 14) пред­
почтительнее двустороннего ( рис.1 5 ), так как обладает меньшей 
вероятностью ошибки второго рода. .
Итак, для проверки статистической гипотезы относительно какого- 
либо параметра закона распределения необходимо знать закон рас­
пределения этого параметра. Так как наиболее полно изучены вы­
борочные распределения для нормально распределенных случайных
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/ (X )
1 Область** 
непринятая 
гипот езы

Область 
принят ия  
гипотезы

- * •  Область 
непринятия 
гипотезы

(К \
~ 2 ~ \ ^

У Л Ь
б10 Х^Р и с .1 5 . Области принятия и непринятия нулевой гипотезы при конкурирующей Ну : величин, в последующих разделах рассмотрены методы проверки статистических гипотез для случайных величин о нормальным зако­ном распределения.

3 .2 . Проверка гипотезыо равенстве двух дисперсий
Метод проверки гипотезы о равенстве дисперсий широко использу­ется в практике при решении таких задач как сравнение точности или степени разброса какого-либо показателя технологических про­цессов и конструкций»В общем случае задача формулируется следующим образом: имеем две случайных величины и Х г  , кавдая из которых подчиня­ется нормальному закону распределения, с неизвестными нам гене­ральными дисперсиями бу и <Зг соответственно. По независимым выборкам объема /г, и пг , извлеченным из генеральных совокуп­ностей Х 1 и Х г , вычислены исправленные выборочные диспер­сии 3,2 и 5/ » Требуется проверить. гипотезу Но : ,сравнивая оценки дисперсий 5, и 5, .  Задача решается с ис­пользованием А' -  распределения (распределения. Фишера). Ход решения определяется видом конкурирующей гипотезы.
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Конкурирующая гипотеза .
Для проверки гипотезы Но : 01 = <о2 о равенстве генеральных 
дисперсий надо вычислить наблюдаемое значение Т7 - критерия 
Ртал как отношение большей исправленной выборочной дисперсии к 
меньшей2
^набл = “у- . ’ где > ¿г • /3.1)

По таблице Г - распределения (табл.П5) ндйти Р^а^л по задан­
ному уровню значимости ос и числам степейей свободы ^=/2,-7 , 
кг = п2 - / ( лу ~ число степеней свобода большей исправленной 
выборочной дисперсии).
Если < ртт}л , то нет оснований отвергнуть нулевую гипоте-
ЗУ но.
Если Рца&д> Ртаил^ 50 нулевую гипотезу отвергают. г
Конкурирующая гипотеза : 0,^0. • 
В этом случае Рща^л находят по уровню значимости ~ (вдвое 
меньшему заданного) и числам степеней свободы и кг .
Если Рнабл < то нет оснований отвергнуть нулевую гипо­
тезу н0.
Если Рна0л > РтаО/п 10 нулевую гипотезу отвергают.

Задача 15. Для сравнения точности двух методов контроля 
были проведены контрольные замеры одной и той же величины.Объе­
мы выборок: /г? = 10, /г2 = 12. Вычислены исправленные выбороч­
ные дисперсии: 3? = 28, 32 - 15. При уровне значимости ос = 
= 0,01 проверить гипотезу о равенстве генеральных дисперсий,т.е. 
проверить, можно ли считать, что точности сравниваемых методов 
контроля одинаковы.

Решение

1. Сформулируем конкурирующую гипотезу. Так как выборочные дис­
персии значительно отличаются друг от друга, в качестве конку­
рирующей гипотезы берем Н,- : б* > <32 , нулевая гипотеза Но:
< = ©/ .
2. Вычислим наблюдаемое значение Р - критерия Рна<гл 30 Ф°Р" 
муле (3.1)
Р - 2& ю-,1ни ¿'л ~$г ~ “ ~~^5~ 1,81 •
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3. Найдем табличное значение Л - критерия по табл.115 для 
уровня, значимости об = 0,01 и числа степеней свободы большей 
дисперсии К1 = п1 -1 = 9 и’меньшей дисперсии /г, = /г.,-1=11:
8 таол — 4,63«

4. Сравним вычисленное и табличное значения /’ - критерия.
Рнао"л < Гта1ул » следовательно, нет основания отвергнуть нулевую 
гипотезу о равенстве дисперсий, т.е. отдать предпочтение какому- 
либо из двух методов контроля.

Ответ : дисперсии однородны; с уровнем значимости 0,01 
можно считать, что сравниваемые методы контроля имеют одинако­
вую точность.

3,3« Проверка гипотезы о равенстве нескольких дисперсий 
по выборкам одинакового объема

Метод проверки гипотезы о равенстве нескольких дисперсий исполь­
зуется на практике при сравнении точности нескольких приборов, 
показателей конструкций или технологических процессов, в зада-

Хп извле-
и по ним

чах планирования эксперимента. 
Пусть из генеральных совокупностей Х^, Х£ , . . . ., 
чены / независимых выборок одинакового объема /г 
вычислены исправленные выборочные дисперсии 5/ , 5/
Требуется при уровне значимости с< проварить нулевую гипотезу 
об однородности дисперсий, т.е. гипотезу о равенстве мевду со­
бой генеральных дисперсий: 
Н0-.х-8^= ••• •
Задача решается с использованием & - распределения (распре­
деления Кохрена). Конкурирующая гипотеза заключается в том, 
что генеральные дисперсии не равны между собой.
Для проверки гипотезы Но необходимо вычислить наблюдаемое зна­
чение & - критерия:

■гг

^чаЛл — -------- ¿5—------------------- лтч- Эг + ■ ■ ■ г
где - максимальная из всех выборочных дисперсий.
По таблице & - распределения (табл. П6) найти •. ХчаОл по 
заданному уровню значимости ос , числу степеней свобода

(3.2)
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к = п - 1 и количеству выборок -С .
Если < &та<Гл - нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу

Если &на^л > Сти^л - нулевую гипотезу отвергают.

Задача 16. Из продукции трех смен цеха по.изготовлению пос­
тоянных проволочных резисторов взяты выборки объемом 37 резисто­
ров. Вычисленные исправленные выборочные дисперсии сопротивле­
ния равны 0,032, 0,028, 0,048 Смг. Номинальное значение сопро­
тивления изготавливаемых резисторов 51 0м> Можно ли при уровне 
значимости оС =0,05 утверждать, что дисперсии однородны, то 
есть точность изготовления резисторов в трех сравниваемых сменах 
одинакова?

Решение

I. Вычислим наблюдаемое значение & -критерия по формуле (3.2):

0,048V 1 и

0,032 + 0,028 + 0,048
0x248. = С>44 .
0,108

2. По табл. П6'найдем ’табличное значение для уровня значимости 
ос =. 0,05, числа степеней свободы Л = 37 - I = 36 и количест­
ва выборок { = 3, &тайл= 0,4748. О„а£Л < бтвы , следователь­
но дисперсии однородны.

Ответ: при уровне значимости 0,05 можно считать, что точность 
изготовления резисторов в сравниваемых сменах одинакова.

Задача 17. Пооведен эксперимент по матрице планирования□
полного факторного эксперимента типа 2 с тремя параллельными 
опытами. По результатам эксперимента вычислены состоятельные и 
несмещенные оценки дисперсий для каждой строки матрицы плани­
рования: 0,45, 0,62, 0,54, 1,2, 0,7, 1,2, 0,95, 0,65.
Можно ли с уровнем значимости ос =0,05 считать, что дисперсии 
в этих восьми точках факторного пространства однородны?

Решение

I. Вычислим наблюдаемое значение & - критерия по формуле (3.2).



&набл •
1.2 ...... ................ ,

0,45 + 0,62 + 0,54 + 1,2 + 0,7 + 1,2 4- 0,95 + 0,65 

степеней свободы л =3-1=2 и количества выборок / = 8,' 
втайя = 0,5157. Так как &^л < &таЛя , можно считать, что 

дисперсии однородны.

Ответ : нет оснований отвергнуть гипотезу об однородности 
сравниваемых дисперсий.

3.4. Проверка гипотезы о равенстве средних двух 
нормальных генеральных совокупностей,
дисперсии которых известны

Проверка гипотезы с равенстве двух центров распределения имеет 
важное практическое значение. Этот метод используется при срав­
нении средних в выборочном контроле качества изделий, изготовлен»? 
ных на разных установках, из различных партий сырья ш при раз­
ных технологических режимах, при контроле стабильности техноло­
гического процесса, при проверке наличия систематического сдвига 
меаду показаниями приборов.
Пусть из генеральных совокупностей Х1 и X, извлечены незави­
симые выборки объемами пг и пг г по которым вычислены соот­
ветствующие выборочные средние и X, • Генеральные дисперсии 
02 и 02 известны. Требуется проверить нулевую гипотезу 
= М[Х2] о равенстве математических ожиданий (генеральных средних) 
совокупностей Я", и . Ход решения задачи зависит от вада 
конкурирующей гипотезы Вр

Конкурирующая гипотеза -
Для проверки нулевой гипотезы Но : М [Х2 ] при заданном
уровне значимости ос необходимо вычислить наблюдаемое значение 
критерия: ..

(3.3
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и сравнить с табличным значением , найденным по табл.112
функции Лапласа из равенства

. z  7 -  ос ,
^P(Zma<iJi)  2  “ (3 .4 )

Если /zW i i r / < нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу 
н о ” 
Если рнаал/> ’im afjif нулевую гипотезу отвергают.

К о н к у р и р у ю щ а я  г и п о т е з а  Hj? М[х,]> М[Хг ]- 

ЛХэтом случае табличное значение находят по таблице функ­
ции Лапласа из равенства

• (3 .5 )

ЕсЛи нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу
н0 » , ;
Если /2 д а лг/>2 т лг, нулевую гипотезу отвергают» 

К о н к у р и р у ю щ а я  г и п о т е з а  Hj : M[Xf ]< /V/Х?]-

Табличное значение г т а<Ьг находят так же, как и в предыдущем 
случае при X  : "til
Еели>/г/да* /<  ? д а й//? то нет оснований отвергнуть нулевую гипотезу X  
Если !  1н а & !> '¿та1)л^ ^ ^  ги тезу отвергают«,

3 а да ч а 18» При уровне значимости ос -  0 ,(3  проверить ги­
потезу о TOfej« что между показаниями двух приборов нет система­
тического сдвига. Выборочные средние, вычисленные по результа­
там 10 измерений одной и той же величины, равны X. = 20,04 и 
X  - " 1 9 ,9 5 .  Дисперсию измерений для обоих приборов принять рав­
ной 0,005.

Р е а б  н н е ;
Сформулируем конкурирующую гипотезу - M/Xf] ^  /У[Хг ] •
Нулевая гипотеза Но : N  [Х1J = М [Х2 ].
2 . Вычислим наблюдаемое значение критерия по формуле
(3.3)2
,  -  ¿0-09-/9,95.

/  0 ,005  ■*
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3. Найдем значение функции Лапласа для заданного уровня значи­
мости ос =0,05 по формуле (3.4):

4. По табл. П2 найдем значение аргумента функции Лапласа, 
= 2,58. Сравнивая гнасГл и гта4л, видим, что г„аЛа > , сле­
довательно, нулевая гипотеза отвергается с уровнем значимости 
0,01 ( см. рис.15).

Ответ: с уровнем значимости 0,01 можно считать, что между 
показаниями приборов есть систематический сдвиг, ос =0,01 - есть 
вероятность принятия неправильного решения ( отвергнуть Но, ког­
да она верна), это ошибка первого рода.

Задача 19. С какой вероятностью можно отвергнуть гипотезу 
о равенстве математических ожиданий значений емкости конденсато­
ров двух партий, если известны средние значения емкости в выбор­
ках Х1 ='332 пФ, Хг = 327 пФ. Среднее квадратическое отклоне­
ние емкости одинаково и равно 5,47 пФ, объемы выборок = /гг=15.

Решение

1. Сформулируем конкурирующую гипотезу в виде Ну : м[х,] > М [X,,]. 
Нулевая гипотеза Но: /V= М[Хг].
2. Определим наблюдаемое значение критерия по формуле

3. По табл. П2 найдем такое значение аргумента функции Лапласа 
Х-таХл, ПРИ котором 7на^л гтаил=2,5. При этом Ф(г') = 0,4938. 

Любое гй7Д(*>2,5 , а значит и 0^ > 0,4938 приведет к принятию 
гипотезы Но ( см. рис.12).
4. По формуле (3.5) определим граничное значение уровня значимос­
ти сС Г п
осгр = -0,012‘<,
тогда для всех ос > 0,0124 мы примем решение отвергнуть гипотезу 
Но. Если Но: И= М[Хг] в действительности верна, то мы совершим 
ошибку первого рода, отвергая эту гипотезу.

Ответ; решение о непринятии гипотезы о равенстве математических 
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ожиданий значений емкости конденсаторов двух партии принимается 
при уровне значимости большем, чем 0,0124.

3,5. Проверка гипотезы о равенстве средних двух 
нормальных генеральных совокупностей,
.дисперсии которых неизвестны и одинаковы 

пусть из генеральных совокупностей Х 1 и Хг  извлечены независи­
мые выборки, объемами /г7 и п г  , по которым вычислены соответ­
ствующие выборочные средние Л, и Хг  а исправленные выборочные 
дисперсии 5/ и 5/ . Генеральные Дисперсии 0 /  и неизвест­
ны, но предполагаются одинаковыми. Требуется проверить нулевую 
гипотезу Но  : Л7//; ]=  X[Х2 ] о равенстве математических ожиданий 

генеральных средних) совокупностей /  и . Ход решения за­
дачи определяется видом конкурирующей гипотезы Нт.

<оякуринуздая гипотеза Нт : М[Х,]ХX/[хг ] .
Для проверки нулевой гипотезы при заданном уровне значимости се 
надо вычислить наблюдаемое значение й -  критерия ¿„алл по фор­
муле

_ ________ . _ / П-г ( п -1 п  г ~ 2)
-г/(~пГ 1 ) 3 ^ ( п г -1)З г

г  V Л , ^ / г г

и сравнить в табличным значением ¿т а Л / [  > найденным по таблице 
распределения Стьюдэяуа (табл. ПЗ) по уровню значимости 
(вдвое меньшему заданного) и числу степеней свободы к=п^+-пг ~2.

(3.6 )

Если ^наЛг! < ¿ХаОл? т 0 н е т  оснований отвергнуть нулевую гипоте­
зу Но . Если Снастя! > ¿тал.вул.езуто гипотезу отвергают.

Конкурирующая гипотеза Н,: М[Х,] > М[Хг ] ■
В этом случае табличное значение г?ОТЙ^находят по уровню значи­
мости а  и числу степеней свободы л = п г + п г  ~ 2(табл.ПЗ). 
Если 1-£„а 1Гл1< Ьта&л, нет оснований отвергнуть нулевую гипоте­
зу Но=  Если гипотезу отвергают.

Яопкурирумцая гипотеза : /Ч[х,]< /V [Хг ] ■
Табличное значение находят так же, как и в предыдущем случае при
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Если 1£наал /< нет оснований отвергнуть нулевую гипоте­
зу Но. Если /¿на^!> нулевую гипотезу отвергают.

Задача 20. Проверить гипотезу о том, что после внесения 
конструктивных изменений в блок модуляторов СВЧ значимо изменил­
ся его коэффициент передачи. Известны средние выборочные значе­
ния коэффициента передачи до внесения изменений ~Х, = 2,65 и 
после - Х2 =2,1, несмещенные и состоятельные оценки диспер­
сий 5* = 0,8, 32 =0,4, объемы выборок п, = 12, /л> = 15 соот­
ветственно. Принять уровень значимости ос = 0,05.

Решение

1. В качестве конкурирующей гипотезы примем Н^: М[Х,]> 
поскольку выборочные средние различаются значительно. Нулевая 
гипотеза Но :
2. Превде чем проверять гипотезу Но: Р1 [Х,]~ [Хг] , необходимо
убедиться в равенстве генеральных дисперсий по критерию Фишера 
(3.1). Здесь нулевая гипотеза Но: = <з'г , конкурирующая - 
% Находим =-^|-не­
табличное значение Рта1?л определяем по табл.Пб при ос - 0,05, 
Л, = 1,2-1 = II, Кг = 15 - I = 14, Рта^= 2,56
Так как Рт.ал < Рта^ принимаем нулевую гипотезу о равенстве ге­
неральных дисперсий.
3. Проверим нулевую гипотезу Но: /7 [хг] ~ И . Для этого вы­
числим наблюдаемое значение £ - критерия по формуле (3.6):
/ 2’65~М !к-п(!2’-и-г1 ’

4. Найдем табличное значение Ь - критерия по табл.ПЗ при уров­
не значтиости а = 0,05 и к =~12 + 15 - 2 = 25 для односторон­
него критерия (см. рис.12), -кта,ьр 1,71. ' ■
5. Сравним вычисленное и табличное ‘ значения: ¿наЛл > Хталл , сле­
довательно, нулевую гипотезу о равенстве математических ожиданий 
коэффициентов передачи отвергаем.

Ответ: внесение конструктивных изменений значимо уменьшило 
коэффициент передачи модулятора.
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Задача 21. По условие предыдущей задачи проверить нулевую 
гипотезу Но : /X при конкурирующей гипотезе Нт :

Решение

I. По табл. ПЗ найдем Ь1па1>л для двустороннего критерия (см.рис. 
15),1таа= 2,06. Сравнивая его с вычисленным значением 'Ьла()л > 
видим, что < ¿/тгглт.е. нет оснований отвергнуть нулевую ги­
потезу о равенстве математических ожиданий коэффициентов переда­
чи модуляторов.
Различие в результатах решения задач 20 я 21 свидетельствует о 
том, что велика вероятность значимого влияния внесенных изменений 
на величину коэффициента передачи модулятора, а также о том, что 
односторонний критерий чувствительнее двустороннего. Эффектив­
ность проверки нулевой гипотезы Но: Д/рф/ можно повысить,
увеличив объемы выборок /г? и /2г .

Ответ : гипотеза о равенстве математических ожиданий коэффи­
циентов передачи при Ну : Л//Х1 отвергается, то есть вне­
сение изменений значимо уменьшило коэффициент передачи.
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П Р И Л О Ж Е Н И Е

Т а б л и ц а  Ш

Критерий для исключения выскакивающих вариант

Объем
У- р -е в -е-н ь э н -а ч и м о с т  к

выбор­
ки п 0,05 0,01

Хп ~Х п ^ Х Л Х п -  Х л . г ¿2?/7 - 32л-г Л!„ -  Хл-г
Хп  -  Л-1 -Хг ~ Л /

I
— ¿с./

'̂ '2. **̂ 7 - х у я г  - х . Л3 -Х-:
х п  - л г -  х 2 •хп  -Х

3 0,941 1 ,0 0 0 1 ,0 0 0 0,998 1 ,0 0 0 1 ,0 0 0

4 0,765 0,955 0,967 0,889 0,991 0,992

5 0,642 0,807 0,845 0,780 0,916 0,929

6 0,560 0,689 0,736 0,698 0,805 0,836

7 0,507 0,610 0,661 0,637 0,740 0,778

, 8 0 ,468 0,554 0,607 0,590 0,683 0,710

9 0,437 0,512 0,565 0,555 0,635 0,667

10 0,412 0,477 0,531 0,527 0,597 0,632

I I 0,392 0,450 0,504 0,502 0,566 0,603

12 0,376 0,428 0,481 0,482 0,541 0,579

15 0,338 0,381. 0 ,430 0 ,438 0,486 0,522

20 0,300 0,334 0,372 0,391 0,430 0,464

24 0,281 0,309 0,347 0,367 0,400 0,434

30 0,260 0,283 0,322 0,341 0,369 0,402
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Т а б л и ц а  П 2
Z ¿ I

Значения функции Лапласа <P(z) =  -т = =
' ' у  2 л

о

Z Ф (г ) г ■ Ф ( г ) Z Ф ( г )

1,60 0,4452 1,94 0,4738 2,28 9^4887 2,62 0,4956

1,62 0,4474 1,96 0,4750 2,30 0;,4893 2,64 0,4959

1,64 0,4495 1,98 0,4761 2,32 0,4898 2,66 0,4961

1,66 0,4515 2,00 0,4772 2,34 0,4904 2,68 0,4963

1,68 0,4535 2,02 0,4783 2,36 0,4909 2,70 0,4965

1,70 0,4554 2,04 0,4793 2,38 0,4913 2,72 0,4967

1,72 0,4573 2,06 0,4803 2,40 ,0,4918 2,74 0,4969

1,74 0,4591 2,08 0.48Е2 2,42 0,4922 2,76 0,4971

1,76 0,4608 2,10 0,4821 2,44 0,4927 2,78 0,4973

1,78 0,4625 2,12 0,4830 2,46 0,4931 2,80 0,4974

1,80 0,4641 2,14 0,4838 2,48 0,4934 2,82 0,4976

1,82 0,4656 2,16 0,4846 2,50 0,4938 2,84 0,4977

1,84 0,4671 2,18 0,4854 2,52 0,4941 2,86 0,4979

1,86 0,4686 2,20 0,4861 2,54 0,4945 2,88 0,4980

1,88 0,4699 2,22 0,4868 2,56 0,4948 2,90 0,4981

1,90 0,4713 2,24 0,4875 2,58 0,4951 2,92 0,4982

1,92 0,4726 2,26 0,48S 2,60 0,4953 2,94 0,4984

У(г)

 



Т а б л и ц а  П 3

Значения Ь -  критерия распределения Стьюдента

Число У р о в е н ь з н а л а м о с т и (ЗС
степе- ..
ней сво­
боды 0,05 0,025 0,001 0,0005
К
2 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 1,94 2,45 3,14 3/71 5,21 5,96
7 1,89 -М О 3,50. 4,79 5,40
8 2,31 2,9'0 з'.зе 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78

10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
II 1,80 2,20 2,72 з . и 4,03 4,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 . 1 . > 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4 ,Я.
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18. 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65

1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29
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Т а б л и ц а  П 4

Значения вероятности Р { х г > Х.&} распределения л ’

Число 
степеней 
свободы

X

е р о я т н о с т ь Р {х 2 > г ?
А

0,01 0,025 1 0,05 | 0,95 0,975 | 0,99

3 11,3 9,4 7,-8 0,35 0,22 0,16
4 13,3 I I  ,1 9 ,5 0,71 0,48 0,-30
5 15 ,Г 12.8 I I  ,1 1 ,15 0,83 0,55
6 1 6 ,8 14,4 12 ,6 1,64 X 3'24 0,87
•? 18,5 ж .о 14,1 -2Д 7- -ж 1 а-
8 20,1 Х?,5- 15,5 2,73 1,65
9 21,7 19 ,0 16 ,9 3,33 2.70 2,09

10 23,2 20,5 18 ,3 3,34 3,25 2,56
I I 24,7 21,9 1 9 ,7 4,57 3,82 3,05
12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57
13 г? 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11
14 29 Д 26,1

2 7  Ч
28,8

23.7 6,57 5,63 4,66
1.5 30.6 25,0 7,26 6,26 5,23
16 32,0 26,3 7,96 6,91 5 .,$
17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41
18 34,8 а , 5 28,9 9,39 8.23 7,01
19 36,2 32,9 30 д 10.1 8; 91 7,63
20 37.6 34,2 .31,4 10 ,9 9.59

1 0 ,3
8.26

21 38,9 35,5 32,7 11 ,6 8,9
22 40,3 36,8 33,9 12 ,3 11 ,0 9.54
23 41,6 38,1 35,2 13,1 1 1 ,7 10 ,2
24 43,0 39,4 36,4 13 ,8 12 ,4 10,9
25 44,3 40,6 37,7 14 ,6 13,1 .11,5
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Т а б л и ц а  П 5

Значения Р  -  критерия распределения Фишера
( для каждого значения -  числа степеней свободы 
меньшей дисперсии верхний ряд чисел 
соответствует ос = 0,05, нижний -  ос = 0,01)

\К , 1 1 2 3 4 5 6 7

I 161 200 216 225 230 234 237
4052 4999 5403 5625 5764 5889 5928

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36
98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99.33 99,34

3 10,13 9.55' 9,28 9.12 9,01 8,94 8,88
34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,6?

4 ПРИ 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09
21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4.88
1&,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,45

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21
13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26

7 5.59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79
12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50
11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29
10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3.22 3,14
10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21

II 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01
9,85 7,20 6,22 5,67 5,32 5,07 4,88

12 4,75 3,88 3,49 3,26 3,11 3,00 2,92
9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,65

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66
8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,52
8.10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,71
3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 2,01
6,64 4,60 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64
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Продолжение тайл. II 5

8 9 10 II
...... ................ ......... .

16 20 оо

I 239 241 242 243 246 24 Ек' 254
5981 6022 6056 6082 6169 6234 6366

2 19,37 19,38 19,39 19,40 19,43 19,44 19,50
99,36 99,38 99,40 99,41 9^,44 99,45 99,50

3 8,84
17,49

8,81
27,34

8,78
27,23

8,76
27,13

8,69
26,83

8.66
26,69

8.53
26,12

4 6,04 6,00 5,96
14,54

5,93 5,84 5,80 5,63
14,80 14,66 14,45 14,15 14,02 13,46

5 4,82 4,78 4,74 4,70 4,60 4,56 4,36
10,27 10,15 10,05 9,96 9,68 9,55 9,02

6 4,15 4,10 4,06 4,03 3,92 3,87 3,67
8,10 7,98 7,87 7,79 7,52 7,39 6,88

7 3,73 3,68 3,63 3,60 3,49 3,44 3,23
6,84 6,71 6,62 6,54 6,27 6,15 5,65

8 3,44 3,39 3,34 3,31 3,20 3,15 2,93
6,03 5,91 5,82 5,74 5,48 5,36 4,86

9 3,23 3,18 3,13 3,10 2,98 2,93 2,71
5,47 5,35 5,26 5,18 4,92 4,80 4,31

10 3,07 3,02 2,97 2.94 2,82 3,77 2,54:
5,06 4,95 4,85 4,78 4,52 4,41 3,91

II 2,95 2,90 2,86 2,82 2,70 2,65 2,40
4,74 4,63 4,54 4,46 4,21 4,10 3,60

12 2,85 2,80 2,76 2,72 2,60 2,54 2,30
4,50 4,39 4,3&4 4,22 3,98 3,86 3,36

16 2,59 2,54 2,49 ■ 2,45 2,33 2,28 2,01
3,89 3,78 3,69 3,61 3,37 3,25 2,75

20 2,45 2,40 2,35 2,31 2.18 2,12 1,84
3,56 3,45 3,37 3,30 3,05 2,94 2,42

<?о 1,94 1,88 1,83 1,79 1,64 1,57 1,00
2,51 2,41 2,32 2,24 1,99 1,87 1,09
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Таблица П 6

Значения - критерия распределен® йехрена 
(для каждого значения верхний ряд чисел 
соответствует а = 0,05, нижний ~ а = 0,01)

т

X
т

2
V

3 4 5
Г—-

6 7

2 0,999 0,975 0,939 0,906 01877 0,853 0,833
999 995 979 959 »7 917 .899.....

Т 967 871 ...798 746 Л 707 67? ьоа
993 942 883 834 793 761 734

4 907 768 684 629 590 560 537
968 864 7® 721 676 641 613

5 0,841 0,684 0,598 0.544 0,507 0,478 0,456
928 789 698 633 588 ' 553 526

6 781 6X6 532 480 445 418 398
883 722 626 564 520 487 461

7 727 561 480 431 397 373 354
838 664 569 508 466 435 411

8 0,680 0,516 0,438 0.391 0.360 0,336 0,319
796 &5 521 463 423 393 370

9 639 478 403 358 329 307 290
754 573 481 425 387 359 338

10 602 445 373. 33£ 303 282 266
718 536 447 393 357 за 3.1

15 0.471 0.335 0,276 0,242 0,220 0,203 ОД 91
575 407 332. 288 259 239 223

20 389 271 221 192 174 160 150
480 330 265 229 205 188 175

30 293 198 159 138 124 114 106
363 241 191 164 145 133 123

0 0 0 0 0 0 0
о®»

0 0 0 0 0 0 0
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Продолжение табл. П 6

8 9 10 16 36 144 OG»

2 ' 0,816 0,8(1 0,788 0,734 0,660 0,581 0Д00
882 867 854 795 707 606 500

3 633 617 603 547 .475 403 333
711 691 674 606 '&5 423 333

4 516 502 488 437 372 309 250
590 570 554 488 406 325 250

5 0,439 0,424 0-.4I2 0,365 0,307 0,251 0,200
504 485 470 409 335 264 '200

8 382 368 357 314 261 212 167
440 423 408 353 286 223 167

7 338 326 315 276 228 183 143
■ 391 375 362 ЗП 249 193 143

8 0,304 0,293 0,283 0,246 0,202 0,162 0,125
352 337 325 278 221 170 125

9 27? 266 257 223 182 145 III
321 307 295 251 199 152 III

10 254 244 235 203 166 I3L 100
295 281 270 230 181 138 100

15 ОД 82 ОД 74 0,167 0,143 0,114 0,089 0Д67
210 200 192 161 125 093 067

20 142 136 130 III 088 066 050
165 157 150 125 096 071 060

30 100 096 092 077 060 046 033
IL6 ПО’ 105 087 066 048 033

0 0 0 0 0 0 0
О«Э 0 0 0 0 0 0 0
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