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В В ЕД ЕН ИЕ

В Директивах XXIV съезда КПСС по пятилетнему плану 
развития народного хозяйства СССР на 1971—75 годы отмеча­
ется, что необходимо развивать высшее образование в соот­
ветствии с требованиями научно-технического прогресса, 
повышать качество подготовки будущих специалистов. Эти з а ­
дачи, в частности, вызывают необходимость улучшения теорети­
ческой подготовки студентов по тем дисциплинам, которые ле­
ж ат  в основе их квалификации. Следовательно, кроме лекций, 
излагающих основы теории, требуются и такие, которые отра­
ж али бы постановку более общих (проблемных) вопросов, по­
зволили бы глубже изучить современные методы, увидеть их 
сильные и слабые стороны.

Этому, в основном, и посвящено предлагаемое пособие. Оно 
расширяет и обобщает некоторые вопросы, недостаточно пол­
но изложенные в учебниках, в духе их практического примене­
ния в технологических расчетах обработки металлов давлением. 
Известно, что при решении задач обработки металлов давлением 
используются основные положения теории пластичности и от 
того, насколько она разработана, зависит уровень проводимых 
расчетов.

Теория пластичности в настоящее время является одной из 
наиболее бурно развивающихся областей механики сплошных 
сред. С одной стороны, расширяется область применения тео­
рии, с другой — происходит все более глубокое осмысливание 
ее основ. В частности, в СССР и за рубежом большое внима­
ние уделяется изучению вопросов, связанных с теорией неод­
нородных и анизотропных тел, т. е. тел, которые более реально 
отражают действительное состояние металла во время его об­
работки.

Так, если рассматривать анизотропию (неодинаковость 
свойств в различных направлениях), то она присуща большин­
ству выпускаемых полуфабрикатов (листы, трубы, профили



и др .) .  В последние годы появился ряд новых материалов (осо­
бенно широко используемых в конструкциях летательных ап­
паратов), у  которых это свойство выражено настолько резко, 
что использование постулата изотропии приводит к грубым 
ошибкам при расчетах.

Исследования, проводимые в этой области, позволяют изло­
жить некоторые вопросы обработки давлением и указать  их 
практическое применение не в чистом виде, а с более общих 
позиций теории пластичности анизотропных сред.



Ч а с т ь  I. ОС НОВНЫ Е ПОЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ 
ПЛА СТИЧНОСТИ,  И С П ОЛЬЗУЕМ Ы Е 

В ОБРАБОТКЕ М Е Т А Л Л О В  Д А В Л Е Н И Е М

Г л а в а  1.1. ПОНЯТИЕ О ТЕНЗОРЕ

Тензорный анализ нашел широкое применение при изуче­
нии основ механики сплошных сред, кристаллографии и мно­
гих других разделов теоретических и технических дисциплин.

Тензор характеризуется определенным рангом (валентно­
стью) [1 ] .  Наиболее простым является тензор нулевого ранга. 
Он представляет собой скалярную величину и его единствен­
ная компонента а  не меняет своего значения при преобразова­
нии базиса (координатной системы). Поэтому тензор нулевого 
ранга называют такж е  инвариантом (т. е. неизменным).

Вектор-тензор первого ранга можно задать  тремя числами 
йг, которые при переходе от одной прямоугольной системы коор­
динат к другой преобразуются по формулам а/  =  а  п а и  где 
а\,\ — косинусы углов м еж ду  новыми и старыми осями. Д ва  
повторяющихся индекса означают суммирование от 1 до 3. 
В развернутом виде можно записать

Тензором второго ранга называется любая величина, опре­
деляемая девятью числами в декартовой системе координат, 
которые при преобразовании базиса меняются по следующему 
закону:

Аналогично определяют тензоры третьего, четвертого и т. д. 
рангов в пространстве любого числа измерений.

а[  = а х c o s ( l ' l )  -г a 2cos( Г2) + а 3 cos (1'3), 

а'2 = а г cos (2' 1) + а 2 cos (2'2) + а 3 cos (2'3), 

а'ъ — а г co s(3 '1) + а 2co s(3'2) + а 3 cos (З'З).

CLi'j' — 3*ii V"jj &ij'
Коэффициенты ciij можно представить в виде матрицы
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В общем случае, для того чтобы совокупность величин ацк...ш, 
зависящ ая от выбора базиса, была тензором, необходимо и 
достаточно, чтобы при переходе от одного ортонормированного 
базиса к другому, она изменялась но закону

= &г' г&у г]'3-к'к &т'т &i / к...т.
Тензорный анализ оказался очень полезным при изучении 

свойств кристаллов и поликристаллических однородных тел. 
Различают д ва  типа свойств. К первому относят свойства, не 
зависящие от направления (плотность, теплоемкость и др .). 
Описать их можно скалярными величинами.

Свойства второго типа зависят от направления в материале, 
при этом тело считается анизотропным по отношению к ним. 
Они описываются тензорными величинами второго и более вы ­
соких рангов. В некоторых случаях может оказаться , что от­
дельные характеристики, относящиеся ко второму типу, для 
конкретного материала будут одинаковыми во всех направле­
ниях. Такой материал называют изотропным по отношению к 
ним. В качестве примера можно указать  на модули упругости 
и пластичности изотропных сред, хотя в общем случае — это 
свойства второго типа.

При использовании тензорного анализа следует т ак ж е  раз­
личать полевые и материальные тензоры. Первые не зависят от 
рассматриваемой среды и ее симметрии. К ним, в частности, от­
носятся тензоры напряжений и деформаций. Один из них опи­
сывает внешнее воздействие на тело, а второй — реакцию на 
это воздействие.

Материальные тензоры характеризуют свойства тела в з а ­
висимости от направления. Поэтому, например, анизотропия ме­
ханических свойств может быть охарактеризована только м а ­
териальными тензорами.

В работе Е. К. Ашкенази [2] отмечается, что напряженное 
состояние может быть изотропным (гидростатическое д авле ­
ние), однако анизотропное тело изменит свою форму, так  как  
его свойства в разных направлениях различны. При этом, м а ­
тематически, полевые тензоры напряжений и деформаций ока­
ж утся  связанными м еж ду собой материальным тензором.

1.2. АНАЛИЗ УРАВНЕНИЙ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ

Существующие в настоящее время теории пластичности м ож ­
но разделить на две группы.

К первой относятся теории деформационного типа, устанав­
ливающие зависимости м еж ду компонентами напряжений и 
деформаций.

Вторая группа — это теории течения. Они рассматривают 
связи м еж ду  бесконечно малыми приращениями деформаций 
и напряжений. В частном случае используют зависимости ско­
ростей деформаций от напряжений.
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К аж д ая  из теорий имеет определенную, наиболее целесооб­
разную, область применения. Например, при анализе большин­
ства технологических процессов, где не требуется строгого м а ­
тематического решения, широкое распространение получила д е ­
формационная теория, точнее теория малых упруго-пластичес­
ких деформаций. В работе [3] отмечено, что деформационная 
теория позволяет упростить метод решения краевых задач, по­
скольку она исключает необходимость затруднительного ин­
тегрирования вдоль всего пути деформирования. В данном по­
собии основное внимание уделено расчету технологических про­
цессов, поэтому деформационная теория взята  за основу.

Теория малых упруго-пластических деформаций в случае изо­
тропного тела описывается [4 ] :

а) тремя уравнениями статического равновесия

б) шестью геометрическими соотношениями

_  1 ( д и / , V
^}к ~~ 2 I д х к +  d x j  / ’

в) шестью физическими уравнениями, которые могут иметь 
различную форму записи. Например,

j . . 2 .
аср Ч/'к — 3

где а Ср — среднее напряжение; Е'=-^~ — модуль пластичности,
задаваемый в виде функциональной связи м еж ду интенсивно­
стью напряжений а , и деформаций а ; = Ф ( е г);

J  п ?" 3 ' Ф  к -  с и м в о л  К р о н е к е р а ;
г) выражением при интенсивности деформаций

i_
== [^~2~ё]кё]к j  ’

где £jK — компоненты девиатора деформаций.
Всего имеется семнадцать уравнений с семнадцатью неизвест­
ными.

Если рассматривать состояние равновесия и не использовать 
компоненты смещения, то задачу можно свести к разрешению 
четырнадцати уравнений с четырнадцатью неизвестными. Здесь 
взамен шести геометрических уравнений используется первая 
группа уравнений неразрывности

дЧх , дЧу _  d 2fxy  
д у 2 "г  д х 2 ~~ д х д у

Иногда вместо шести физических уравнений принимается одно 
уравнение — условие пластичности. Его форма определяется 
принятой гипотезой начала пластической деформации.



Рассмотрим указанные группы уравнений. Очевидно, что 
они, отраж ая разные стороны процесса пластического деформи­
рования, записаны с помощью тензоров различного типа. Так, 
например, условия равновесия (п. а ) ,  условия неразрывности, 
геометрические соотношения (п. б) выражены с помощью по­
левых тензоров. Это объясняется тем, что перечисленные ур а в ­
нения не отражают состояния тела (упругое, пластическое, в я з ­
ко-пластическое и т. д.) и его симметрию. Следовательно, они 
будут общими для изотропных и анизотропных сред.

Иначе обстоит дело с физическими уравнениями (п. в ) . Они 
содержат к ак  полевые тензоры (напряжений и деформаций),

2
так  и скалярную величину -у- Е',  которая является частным
случаем материального тензора. Уравнения связи, записанные 
в форме (в) или аналогичной ей, действительны только для 
изотропных тел и при анизотропном материале применяться 
не могут.

Поэтому, прежде чем говорить об использовании основных 
уравнений теории пластичности в технологических расчетах об­
работки давлением, необходимо установить возможные формы 
записи условия пластичности и связи м еж ду напряжениями и 
деформациями, когда металл является анизотропным.

1.3. НЕКОТОРЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 
ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ АНИЗОТРОПНЫХ СРЕД

§  1. С у щ н о с т ь  а н и зо т р о п и и  и е е  в и д ы

Анизотропия связана с физическим строением металлов и 
сплавов. Она имеет двойственную природу: «Кристаллографи­
ческую», вызванную преимущественной ориентировкой кристал­
лографических направлений при обработке, и «Механическую», 
обусловленную вытяиутостью зерен и неметаллических вклю­
чений [5 ] .  При относительно малых степенях деформации пре­
обладает механическая анизотропия, при больших — оба вида.

Преимущественная ориентировка кристаллографических на­
правлений относительно внешних, деформирующих сил образу­
ет текстуру деформации. Слабое ее проявление может наблю­
даться при 5— 10% деформации. М аксимальная ж е четкость 
текстуры достигается при деформациях порядка 70—90% [6 ] .  
Текстура и степень ее совершенства определяются в первую 
очередь типом решетки, а затем структурой, химическим соста­
вом и схемой деформации. Она характеризуется осью (ориен­
тировкой направления) и плоскостью (ориентировкой опреде­
ленных плоскостей в кристалле). Например, текстура волочения 
определяется только осью, в то время к ак  при прокатке боль­
шинство зерен устанавливается таким образом, что определен­
ная кристаллографическая плоскость становится параллельно
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плоскости прокатки (например, листа), а определенное кристал­
лографическое направление располагается вдоль проката.

При рекристаллизации первоначальная преимущественная 
ориентация в одних случаях уничтожается, в других сохраня­
ется, а иногда преобразуется в текстуру рекристаллизации, об­
разование которой такж е  вызывает анизотропию свойств.

В самом общем случае анизотропия может быть криволи­
нейной, однако металлические тела обладают определенной 
симметрией механических свойств. Наиболее важными для прак­
тики являются два  случая симметрии: ортогональная анизо­
тропность и трансверсальная изотропность.

В случае ортогональной анизотропности через каждую  точ­
ку тела можно провести три плоскости симметрии механических 
свойств. Эти тела называют такж е  ортотропными. У трансвер­
сально изотропного (транстропного) тела через каждую  точку 
проходит плоскость, в которой все направления эквивалентны.

Например, если в плоскости листа свойства одинаковы, но 
различные с его толщиной, то лист будет считаться трансвер­
сально изотропным. Если ж е  и в плоскости свойства разные, то 
наблюдается случай ортотропного тела.

§ 2. Энергетическое условие пластичности Мизеса 
и его выражение через технические константы

О б щ и й  с л у ч а й

Характерной особенностью любого условия пластичности я в ­
ляется наличие в нем, кроме компонент напряжений, величин, 
отражающих свойства материала. Поэтому условие текучести 
будет физически обоснованным только тогда, когда его можно 
представить в виде общего инварианта к ак  тензора напряже­
ний (девиатора напряжений), т ак  и материального тензора. Это 
затрудняет разработку критериев текучести и их использова­
ние в расчетах.

Из всех предложенных гипотез начала пластической дефор­
мации анизотропных сред наибольшее распространение получи­
ло условие Р. Мизеса [7 ] ,  хотя самим автором , оно и не было
выражено через технические константы. В тензорной форме его
можно представить так

F  — —2~ КiiIm^ijZini- 0 -1)

Тогда в развернутом виде оно запишется следующим образом:

F  — + #2222с22 З̂ЗЗЗ̂ зз 4~ 2 (Кц2231132> +

“Г %233352333 +  ^331V3333 l l )  +  4  (М 212а ?2 /с’2323323 4"

+  /<r313133i )  +  4  ( ^ Ш 23 113 12 +  ^ И 233 113 23 +  ЛГ1131а 11а 31 4 "

"Ь fr’2212a 223 12 +  ^ 22233 22°23 4 ~ # 2231a 22a 31 4 " ^ 331'23 333J 2 4 *
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4" #3323а 33а 23 “Ь #3331cB3a 3 l) +  8  (#1226а 12а 23 +  #2331а 23а 31 +

+ * 3i i233iai2)] = const (inv). ( 1. 1a)
Здесь \ Gij [ , -{ Gim }■ — тензоры напряжений второго ранга, а 
{Kijim} — материальный тензор четвертого ранга, у которого 
наблюдается следующая симметрия:

К и  lm = Kji lm 
Ki jim — К U ml 
Ki jim — Kmll i  •

В условии пластичности Р. Мизеса принято допущение о том, 
что добавление гидростатического давления не влияет на на­
ступление текучести материала. Поэтому

#1111 +  #ц22 +  #3311 =  О
#2222 +  #1122 +  #2233 =  О
#3333 +  #3311 +  #2233 =  0  /т оч
#1112 +  #2212 +  #3312 — О V • /
#1123 +  #2223 ~Г #3323 =  ̂
#1131 +  #'2231 +  #3331 =  О*

При переходе к новым осям координат составляющие м ате­
риального тензора преобразуются по указанным ранее форму­
лам

# i j im ~ ® I ' l ^j  'j^l'13-т'т # tV Im, (^З )
где аы... — косинусы углов м еж ду новыми и старыми осями.

Например, в случае поворота вокруг произвольной оси 3 име­
ются следующие соотношения:

#1111 = #miC°S46 + ЛГ2-22-2 s 1П4ф + 2(#Ш2 + 2 #i2i2) s in 26 cos26 -f

+  2(# 1112C 0S26  +  #2212 s i n 2^ )  s i n  2 6

#2222 = #1111 s in46 + #2222 cos46 4- 2(#ш2 + 2#1212)s in 26 cos26 —

— 2(# lu2sin26 4- #£212cos26)sin26 
#ii22 = #ii22 +  [#nn ~b #2222 — 2(#ц22 4- 2/c 1212)] s in26 cos26 -j- 

+ (#22 12 — ^ 1112) sin2'4* cos26 
#1212 = #1212 [#1111 "b #2222 2(#ц22 4- 2#1212)] s in26 cos26 4*

-f (#2212 — #1122) s in2'i> cos2 <̂

#jii2 =  ^ - [# 2222sin2'-̂ — #ип C0S26 4- (#1122 4- 2#1212)cos26] sin26 4 .

+ #1112 COs2̂  (соS2'̂  — 3sin26) 4 - #2212 sin2<j> (3cos26 — sin26 )

= ~ r  [#2222 cos26 — #цц s in26 — (#1122 4 - 2#1212) cos2< )̂ sin2<l> +

4- #1112 sin26 (3 cos2̂  — sin26 ) 4- #2212 cos2̂  (cos26 — 3sin26)
/c3333 =  #3333 ( 1 .4 )
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*2233 = *2233 cos2̂  + л:3311 sin20> — /<3312sin26

*3311 =  *2233 s i n 2^  +  # 3311 c o s 26  +  /<3312s i n 2 <l> 

/<3312 =  “ (^2233 —  *-33i i ) s i n 2 6  +  /t3312 C O s2 '-b =

= - J -  (*1111 — ^2222) sifi2 ib — (K1112 + к 2212) cos26 (1.4)

*2323 =  *2323 c o s 2']/ +  /<3 i3 i s i n 26  —  кШ1  sin2<{i

*3131 =  *2323 S i n 2-i +  # 3i3lC O S 26  +  #2331 Sin2'-b

*2331 =  ■ ^ 2''(^ 2323—  ^ 3131) s  in2'X» +  /tf>331 C O S 2 & .

Остальные восемь формул не выписываем, так  к ак  в д ал ь ­
нейшем они не будут использованы.

Отметим величины, остающиеся при этом инвариантными:

Д ля установления связи меж ду напряжениями и деформа­
циями воспользуемся ассоциированным законом течения, сог­
ласно которому условие пластичности и скорости или приращения 
компонент деформации оказываются связанными м еж ду собой

где f  — рассматриваемое условие пластичности, a dX — неопре­
деленный множитель Л агран ж а , постоянный для данных значе­
ний деформаций.

Продифференцировав условие пластичности Р. Мизеса, по­
лучим
</в11= й(л [/< 1111а 11 +  /<1122а 224 - % 311С з з 4 -2 (/<1112a i 2 +  /Г112з323 +  /<1131а 31)]

dz,22 = d'k [/<ц22а11 + ̂ 2222522+ #2233а33 4" 2(#2212312 4" *2223323+ ^223l°3l)]
[/<ззцЗц -{- /t2233J22 +  /<3333C5Ct3 +  2(/<3312:J12-r ^33,^0^+ /<3331а31)] (1.7) 

^ £12 =  d А [ /<Ш23 11 +  лг2212а 22 4" #3312333 +  2 (# 12123 12 +  # 12233 23 +  #12313 3 l)]  

dz23 = d\  [#П 233 11 4 -  #22233 22 4" #33233 3 з 4 - 2 ( # 1 2233 12 4-# 23233 2 з4 -  #2331a 3 l)]

d t z<y = d \  [ л:1131аи -f /<2231322 4- #зззг3зз 4- 2(#зц2312-|- #233i323 4- #3i3i°3i)] •
Здесь \ dsi j  — тензор приращения пластических деформаций. 
При дифференцировании учтено, что 0 /; и о  л  физически раз­
личны, хотя и равны по величине.

h  = 1̂111 4- #2222 4- 2#Ц22
h  = *4212 4- #1122
h  =  0̂ 4  2 =  #1111 -Г #2222 4" 2#1212 
h  =  ^2233 4- #3311 =  lo
h  =  /̂ 2323 4- #3131

(1.5)

[4]

(1.6)
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В случае простого нагружения, когда отношение компонент 
напряжений не изменяется, меж ду приращениями деформаций 
наблюдается линейная зависимость типа dei =  constd82. Имеет­
ся она и при конечных деформациях, если компоненты k i j i m  со­
храняют свое значение. В этом случае приращения деформаций 
можно заменить деформациями, a d% поменять на X.

Ортотропно е  тело

Д ля  металлических полуфабрикатов (листов, лент, труб и 
др.) характерна ортогональная анизотропия свойств материала. 
Поэтому, основные уравнения теории пластичности анизотроп­
ных сред необходимо рассмотреть применительно к этому слу­
чаю. Запишем условие пластичности через составляющие тен­
зора анизотропии в главных осях

F  =  ~2- [ ^ l l l l a n  +  ^*2222°22 ^  3333°|з +  2  ( ^ Ц 2 2 а 11е 22 +  ^ 2 2 3 3 ° 2 2 3 33 +

+ ^"зз11азза п) + 4 (/6 12i2о 212 +  К 2згз^гз + ^ 3 i3i3li)] =  const (inv) ( 1.8 ) 

При этом уравнения связи (1.7) преобразуются:

“11 = ( ^ 1111а 11 3" ^ l l 22a22 + ^3311е3з)
£ 22 =  ( ^ П 2 2 3 11 "Г Л*22223 22 +  ^  223333з) 0 - 9 )

£ 33 =  К ( ^ 3 3 1 1 5 11 +  2233е 22 “Г  ^*3333е 3з)

£12 = 27/6j2i2^i2 
£ 23 — 2  ̂  К  2323 3 23 
£31 =  2 Х / б з 1з 1а 31.

Здесь \ К и ш )  — материальный тензор, выраженный через 
главные составляющие.

Д ля  нахождения его инвариантов используем единичный 
тензор \ btk\ , где и материальный тензор изо­
тропного тела \ dij im }• , у  которого 6 ц ц  =  1, b a a  = — V2 (при 
i¥=l),  при 1Ф1) ,  а остальные составляющие равны ну­
лю. Это очевидно из условия пластичности изотропного тела.

С помощью формул (1.3) можно показать, что составляющие 
тензора { b u m  j- не изменяются при повороте осей, т. е. он иг­
рает роль шарового тензора.

Известно [1 ] ,  что свертка тензоров до скаляра представля­
ет собой инвариант. Проводя эту операцию, получаем

/ 0 =  K i)lm ^ihm  =  ^1111 ~г к 2222 +  % 333 ~Ь 2 ( к 1122 +  ^2233 +  ^331 l) =

=  ^1111 "Ь ^*2222 +  К зззз +  2 ( / Г П22 +  Л*2233 +  ^*331l) =  ^

I  =  X i J l m P i i l m  =  ‘И ш  +  К 2222 +  ^3333 — (#1122 +  ^2 2 3 3  +  ^ 3 3 1 l)  +

+  3  (л^ 1212 “Ь К2323 +  /<r3 l3 l) =  ^*1111 +  ^*2222 +  ^*3333 —  ( ^  1122 +  ^22,33 +  

+  ^3311 - j- 3  (Л " 1212 +  К 232/3 +  ^*313 l) ( 1 - Ю )
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~  & 1212 +  ^*2323 "Г 3131 ^*1122 ^ 2233  ^3311-

Отметим, что равенство Iо нулю вытекает из (1.2).
Д ля практического использования уравнений теории необ­

ходимо составляющие материального тензора выразить через 
технические константы. По аналогии с теорией упругости ани­
зотропных сред [16] в качестве таких констант примем коэф­
фициенты поперечной деформации рек- Здесь первый индекс по­
казывает направление поперечной деформации, а второй — н а­
правление действия силы. Причем показатели рек определяются 
при линейном напряженном состоянии. Поэтому из (1.9) полу­
чаем

К 112? / 1̂122 ^3311
-77---------  =  —  1J'21’ 1 7   =  —  ;JM2> "IT----- =  —  Р-13.Л  1111 А  2222 Л  зззз

Л  3311 . Л "2233 ,, *̂2233  
Н'31’ г/* г  32’ г/ г  23*

Л  1Ш  я  2222 -̂3333

Используя формулы (1.2) и (1.11’) , можно установить следую­
щую связь меж ду коэффициентами:

1Х21 + г1'31 = 1
!х32 + !аГ2 =  ̂ (1*12)
!х 13 +  1Л23 — b  

!J'13'J-2l!J-32 =  b*'12̂ /«BllX23 >

Отсюда очевидно, что независимыми могут быть только два  
показателя, например, p,12 и р2ь а остальные выражаю тся через 
них.

Из соотношений (1.11) и (1.12) следует, что
i s  1 !Л12 JS i s  -  1 ^21 IS
А  2233 — — А  1122’ А  3311 — А  1122

Я ц ц  =  —  К п22, К 2222 ~  ~  ^1122 0 * 1 3 )

ГГ ,и12 + Ц21   21J.21 12 ту
А  3333 = ------------------ Г Г Ц ------------ Д  1122-r*12,U2i

Попутно заметим, что формулы ( 1. 11), ( 1. 12) и (1.13) спра­
ведливы не только в главных, но и в произвольных осях. Теперь 
остается определить коэффициенты K i m > К 12 12 , К з т  и К 2323 и 
тогда составляющие материального тензора будут найдены. 
Воспользуемся формулами преобразования (1.4), которые з а ­
пишем для случая главных осей:

in = nil cos4?  + К 2222 sin^-? 4- 2 ( K Ur2 + 2/r1212) s m 2c?cos2<?
*2222 =  ^1111 sin40 +  К 2222 cos4?  +  2 ( К Ш1 +  2/6m2) s 1 П2ср cos2©
*1122 =  ^  1122 +  [^1111 +  К 2222 2(/ 61122 +  2/61212)] Sin2© COS2Cp
*1212 = ^4212 + [^"llil + К 2222 2 (/6 ll22 + 2 /f1212)] Sin2CCCOS29

/ 1  =  - 3 -  и  —  /о) =  ^1212 -Г К 2323 +  к 3131 ^1122 ^2233 ^3311 ~
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^ 1 1 1 2  = 4 " ^ 2 2 2 2 s in2© — /^miCOs2©+ ( K i m  + 2 /6 1212)cos2©]sin2© 

^ 2 2 12  = ~2 ~ ^̂ 2 2 2 2  cos2© FCj211 sin2© — (Л*Ц22 T  2 Л" 1212) cos2©] sin2©

/<Г3333 =  -̂ *3333 

2̂233 =  ^ 2233 COS2© -f Л'ззн Sin2cp

*3311 = ^2233 s in2© + /Гззп cos2?  (1.14)

*3312 = ~2~(K-2233 ^ 3311) sin2© = ~2 ~(FCun ^ 2222)  s in2?

*2323 = ^*232(3 cos2?  + A 3I31sin2?

* 3 13 1  =  ^ 2 3 2 3  Sin2?  +  K 3 131 cos2?

*2331 =  2323 — ^3131 )• ■■ 2~

*1123 =  *1131 == *2223 =  *2231 =  *3323 =  *3331 =  *3112 ~  *1223 = ^’

что следует из (1.3).
Здесь ф — угол поворота вокруг главной оси 3.

Если положить ф =  45°, то из первых трех уравнений (1.14), 
получим

*1111 = *2222 = ~Г (^*1111 + FC2222 +  2 Я 1122) + ^ 1212>
1

*1122 ~~ ДГ ^ 1ш ^2222 + 2/f1122) — К 1212. (1*15)

Отсюда ясно, что

ь1 1 1 2  1 1 2 2

“ ■1111 2222

или

4 (̂ *1111 ~ь Л*2222 + 2Л” 1.122)  •/̂ 1212

1 (^1111 + Л*2222 + 2/£ц2г) + Л" 1212 
“Т

1 1 1 \ A"1212
 4  ^  l J l 2  Iх 2 1 '  К п 2 2

^I2 ~ ^ 21 1 /2 _ _ L _ J _ \  + !<м
—  u 4 f °  =  —  u 1 5 °  r i

4 'И Hi2 Н2l l  "Г /Сц22

Тогда

K i m  = -  А \ ш  4 -  У|г- +- ^ - - 2^Ь“‘г . * ± 22 .  (1 ,16а)
1111 4 Н1-2И21 1 —  Hi

До этого проводился поворот вокруг оси 3. Если рассмотреть 
преобразование коэффициентов при повороте последовательно 
около осей 1 и 2, то аналогично с (1.16а) можно получить

тг 1 /V* И23 + Нз2  2 и2зНз2 1 +  Н2
А  2323 = -------~А~ 2223 -------------— J,-------------- i----- —•4 1Ц2зНз2 1   Н2
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с  помощью ( 1.11 ) и ( 1.12) формулы (1.166) преобразуются в

Здесь fij — коэффициент поперечной деформации под углом 45° 
к осям 1 и 2 ; р,2 — коэффициент поперечной деформации под 
углом 45° к осям 2 и 3; р3 — коэффициент поперечной дефор­
мации под углом 45° к осям 3 и 1.
Затем, подставляя значения Kijim из формул (1.11) и (1.16) з 
выражение инварианта /ь найдем

Заметим, что для перехода {Кщт} в тензор изотропного тела 
при Ц1 =  Ц2=Цз =  Ц// = 0 ,5  необходимо принять

Итак, найдены все составляющие материального тензора 
в главных осях анизотропии, которые включают в себя пять 
технических констант щ 2, цгь Иь Ц2, цз- В произвольных ж е  
осях составляющие тензора определяются формулами (1.3). 
За  интенсивность напряжений примем следующий инвариант:

(1.16в)

(1.17)

где

(1.18)

Из формул (1.11), (1.13) и (1.17) получим:



В развернутом виде он выглядит так :

I W u  + И-21°22 + 1р-12( 1— Нг) + Н-2(1—Р-12)]°§3—2
Itx X2lx21a l l a 22 +  ^21 [ ( 1 — {а12)°22с#33 +  ^12 ( 1 — H'2l)a 33a l l ]  +

+ [ Н-12 (1 — *х 21) + [Х21 ( 1 — {■*'12)] X
1 + ,«1X f ^ i  +!*,2^ Ч 2, +!*■>, a2

1 + Р3 
21 1 —  Рз ~31

( 1.2 0а)
или при использовании зависимостей ( 1.2 )

= 1/ ^ № я  V ( 11 — °22)2 + ( —  — 1) (°22 5зз)2 +

1 1 +  Р2
+

1 1 +  р з „2

1 — pi 12

(1.206)Р-21 1 ---  Р2 23 p i2 1 ---  Рз 31 ’

Д ля определения интенсивности деформаций е* и множителя 
^ = - ~ •, используя формулы ( 1,2 ), преобразуем уравнения

связи следующим образом:
1 5

:11 —  ̂~  [b*'12lx21 (°11 °22) + РтгО — ^21) (°11— а3з)]
1 5

222 —   ̂~  Ен-хг̂ г! ( a22 ° l l )  +  !j'21 ( 1  —  р-12) ( а22 —  азз)]

1 5
£зз =  ̂~ [н -12(1 р 21) (а33 — ап) + 1а21 (1 — Нт2)(°зз — а2г)]

-12 — ~2~ ~̂ 2  ̂ (1Л12 + 1х21 2 [Х21[А12) '12 (1.21)

-23
1 15 , 1 + Р2
о Р'12 1 _2  912  1   Р2 ’23

1 1 5   ̂ 1 +  Рз
°31 2 915 Лаг

1 —  Рз J31-

Из этой системы уравнений и дополнительного соотношения

(°11 а2г) + ( а22 — азз) + (°33 — аи) = 0  
находим: I

912
>22 “  1 5 Х ( 1 — Р12Р21)

912

41

522 — а33 —

J33 —  ° ц

15Х ( 1  —  р 12Р2 1 )

912
15Х (1  —  Р 12Р 2 1 )

— -  мPl2 /

- ( г г - 1)

т а -  1 ) 6 2 2

( т а  ~  * ' ‘ 22~  ‘ 33 
1

Р12

(1.22)

-зе -и
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Теперь п о д ст ав и м  (1.22) в у сл о в и е  пластичности

3i * У i f  V а  1
ь22

1 1 П2
Р21  1 ) +  Р-21 (1  —  Р-12 s 22 ~ Г  М  £'33 +Н21

У  +  P l 2 ( l  —  I 4 l )  [ ( s 33 —  £11 —  l ) ]  }  +

] /  . 4   -  s 2 ! 4  - ( 1  ~ 'и.2.) s 2 I
У ( 1 + H l) [ l  H2l) Hl2 + H2l (1   F12)] 12 0+ H 2)f42  23

. l /  , л П — Pa)_ 2
У (1+Мч)М21 31 '(1 +Нз)Р21

Тогда

е ,~ V W V а - Д т о '{№1 M i b - 9 Д р й -  4
-+■ J/^ + Р21 (1 — Р12) [ s22 1 ) — £33] +

] / "  +  р 1 г ( 1  —  p 2 i ) [ £3 3 ~  £п  ( —  —  l ) ]  }  +

4- I /  I 4(1 —hi) ,2  ,
У (1 + Hr) [^12 (1 —И21) + Н21 (1 —H12)] 12^

l/~ I 4(1 ~  ‘U2> ;2  | 4 (1 —Нз) 2~ (1.23)
У (1 + И2)И12 23 (1 + Из) [-*21 31*

Если использовать условие постоянства объема, то запись мож ­
но упростить:

=  V l i  V - г 1 —  ( ~  + 2 . , , . » +  ^ ? ) + -V 1 И12Н21 '  Hi2 И21 1

- V __________ 4(1 Hi) S12_________ 4(1—и2) с2 I
(1 + iui) [iui2 (1—И2 1) + H2 i ( l—И12)] И12 (1 + Иг) "23

^ ) /  + — тттГ"'3!-  SV (1.23a)У (Л21 (1 + Нз) 31
Если ж е  необходимо иметь запись интенсивности деформа­

ций в произвольных осях, то аналогичным путем с помощью 
(1.2) можно преобразовать формулы (1.1) и (1.7). Иногда по­
ступают и иначе: из (1.20) и (1.9) найдем Я и 8i в главных осях

— Ail 1тЯ (1.24)

Так как  Oi и X — инварианты, то и e i= in v .  Следовательно, из 
(1.24) заключаем, что \Ащт} есть тензор 4-го ранга, a Aifim
его составляющие в главных осях. Поэтому для определения
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составляющих тензора {ацш}  в произвольных осях следует, 
пользоваться формулами преобразования (1.3). В результате; 
получим

 ̂ — CLii 1 т г и г 1т  (1.25]

С л у ч ай  ортотропн о го  тела, к о г д а  н а п р я ж е н и е  а 3з с о в п а да ет 1 
с  г л а в н о й  о с ь ю  а н и з о т р о п и и

При анализе ряда операций листовой штамповки можнс 
принять допущение о том, что напряжение, направленное ncj 
толщине материала, будет оставаться перпендикулярным пло-j 
скости полуфабриката или иметь небольшое отклонение, кото­
рым можно пренебречь. Наложение этого условия приведет к 
тому, что аз1 =  ст2з =  0 .

Из (1.3), (1.4) и (1.14) следует, что

К1123 = *4131 = 2̂223 = 2̂231 = К 3331 = 1̂223 = 3̂112 = 3̂323 ~ О*
Тогда условие пластичности запишется так :

F  = + К2222й22 + З̂ЗЗЗ̂ зз + 2 Ц22аПа22 + К223Ий22йЗЗ +

+  ^3311a 33a l l )  +  4/Г121 2 ^ 2 +  4 (/ Г ш 2 0 11а 12 +  ^2212°223 12 +

4- л:аз12а зза 12)]- (1.26^

Физические уравнения принимают вид *
£и =  ^ (^ m H n  4- ^n22a22 4- f c3311й33 "г 2л :1112а 12)
е22 =  Л {к 1122° 11 4" К2222й22 4" к 2233й33 4“ 2/С2212312)
£зз г= ^ (^ ззи а 11 4- f c2233й 22 4" ̂ ззззазз 4" 2лг3312а 12) (1 .2 7
£12 — 4- ^2212°22 4" ̂ З312333 +  2лГ1212312)

£23 =  £31 =  0 .

В главных осях анизотропии будут иметь место выраженш 
(1.20), (1.21), (1.23), если в них положить a i3 =  a 23 =  0 и ei3 = 
=  823 =  0. Например,

=  У  ^ 121^21 И  (3 11 —  =22Y +  (-j772 —  1 ) (°22  —  °зэ)2 +

V 1 -1 Л / _ _ \2 I Г / 1
'е-214 - ( ~  — 1) (сзз ~~ 4- 11 - 1 ) 4-

Однако применение формулы (1.28) при анализе операци! 
листовой штамповки приводит к определенным затруднениям 
так к ак  значения р2 и р3 практически определить не удается, ■ 
следовательно, останется неизвестным коэффициент Ф12.

В этом случае можно предложить другой путь, т. е. исполь 
зовать при выводе основных уравнений один из инвариантов йц
18 .



:ь i2  (1 -5 ) .  Н апример, возь м ем  ин вариант i'i =  к 1212—  ки 2 2  

=  К\2 \2 — К\\2 2 . П о д с т а в л я я  в него значение Ктъ  из ( 1 . 1 6 а ) ,  
ю л  учим

К П22 =  — 4 ^  — , (1 .2 9 )

'де
(Pi =  4pt12JJ-21 +  (Н-12 +  Н-21 — 2!X21{J.12) f Z ~  • ( 1 .30 )

Остальные составляющие материального тензора можно
юлучить из формул (1.19) при замене в них инварианта 1\ на 
"i и коэффициента ф)2 на фь

is  — Л M 2 l(l   iU 12> . л «12 (1----  ,«21)
А  2233 — — * i  1 -----------—---------- , Д  3311 =  —  ---------- —---------

/Х'   Л г*12 . /У"_________  Л >U21А 1111 — «̂1 ~  > А 2222— Ч-ц —
i s  A; ^12+I-*21 — 2[Л 12Ц2 1
А 3333 — ^ 1 -------------~------------(Oj

IS' ; И-12 + ,«21 — 2^12̂ 2 1 1+^1  , л 01 ч« Ш 2 = <1---------- ---------------(1.31)

Д ля превращения уравнений теории в уравнения изотроп- 
юго тела при p 12 =  p2i =  Pi =  0,5 необходимо положить + = - | -  • 
Зодставляя найденное значение коэффициентов Кщт, получим

аг = iX12lx21 f/"  (311 32г)2 + 1 ) ( 322 — 33з)2 +

У + ( г г .-  1) (азз- зц)* + [ (^ П - l)  +

-  V +  (1-32>

гг -  / х 1/ ( | ; + 2̂ + | ) ^ Ь т +
+  1 f  -__________41 1 - - ^ 1)£" __________  ; ( 1 .3 3 )

V (1 + tui) [f*12 (1   tU2 l) + V2 \ (1 H 12)
S * 5

£И =  —  —  llx1 2 ^ 2 1  ( 3 11 32з) +  ,a 1 2 ( l  — !x2 l ) ( 3 ll — З3з).]

'33

si 5

e i 5

s ̂  о
22 = ~  — [\X12\X21 (322 3 l l )  + [x 21 (1 ^12) ( 322—З3з)]

G. (pi [Р'ггО !Jj2i ) ( 333 — 3n) + Ix2i 0 — ^i2) (°as— 322)] (1.34)
1 s • 5

£12 = llx12( l — |J-2i) + [+21 0  — №2)] 312*

Весь вывод основных соотношений сделан в предположении, 
то существует тензор анизотропии (материальный тензор).
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Д ля подтверждения этого положения необходимо эксперимек 
тально доказать  существование инвариантов, неиспользовац 
ных в записях уравнений связи, выражений интенсивности на 
пряжений и деформаций. В подтверждение теории провери! 
инвариант ф. Запишем

h  — ^ 11*1 + ^222-2 + 122 = #3333 = К  ЦП + К 2222 + 2/Сц22 = ^3333
через технические контакты

Р12 + Iх 21 2;а 21 'д12
'f2 ■= 4/i В12 + г 21— 2 [121 г :

где

?2 — 4 !j-12 2'21 + ( У12 + 2'21 ^212 2'21
Pl2 +  !х21 +  îu 12 1*21

Bl2 +  ix21 -̂и12 1*21 
\i2 \ и p.'ig — коэффициенты поперечной деформации в прс

извольных осях;
\i2 \" и цЛ2" — коэффициенты поперечной деформации по;

углом 45° к произвольным осям.
Из-за наличия симметрии свойств в полуфабрикатах, получен 

ных прокаткой (например, листах) iQ можно записать в следую 
щем виде:

}- _ Л :  ср fJ90—с р  /\;  [-*2 1 +  В 1 2 —  2;Л2 1[-И2
^0 ^ 1  ГГ7 , ’92 91

где

ср2 =  4р-ф JJ-90—ф +  (и-.? +  р-90—ф —  2р .ф р 90—ф)
‘иФ+45° +  Мф_45» +  2 ,% - f  45» !-*ф_4|
Вф^-45о + !-1ф_45<. 2[л<р+45<> Рф_4;

Здесь должно выполняться соотношение
i

JJ-Ф =  |Х_ф =  У 18О—ср-

В качестве оси отсчета можно выбрать направление про 
ката . Используя данные наших экспериментов и эксперименте: 
Тульского политехнического института [34], проведем проверю 
i0 на различных материалах при испытаниях, когда ср==22,5° i 
Ф =  30°:

Марка
материала

В21
( НюО Изо» Р-45» '.!х60° Iх 75°

[-*■12 
( 1*90 °)

Ф» ф2 i о 
главн. 
осях

i о и произв 
осях

Д16АМ 0,36 0,41 0 ,45 0 ,46 0 ,44 0,38 0 ,34 1,71 1 ,93 1,31 1,30
ВТ1—2 0,73 0 ,64 0 ,70 0 ,78 0 .8 2 0 ,77 0 ,73 5 ,36 4 ,43 0,41 0,41
1Х18Н10Т 0,47 0,45 0 ,5 0 ,52 0 ,51 0 ,48 0 ,47 2,39 2 ,4 1 ,05 1,04

Р-2 1

( М
!х 22,5° !а45° !х67,5°

[J-12 
( (х90° )

9 1 ?2
/ 0 в гл а в ­

н ы х  о с я х
/ 0 в прс
ИЗВ. ОСЯ

ОТЧ— 1 0,72 0 ,75 0 ,84 0 ,87 0,80 6,56 5 ,44 0,282 0,29
МА— 8 0,58 0 ,60 0 ,62 0,65 0 ,66 3 ,54 3,55 0 ,664 0,662
Л —62[34] 0 ,46 0 ,4 8 0 .51 0,49 0 ,45 2,37 2,38 1 ,05 1,05
08КЩ34] 0 ,57 0 ,51 0 ,41 0,59 0 ,68 2,68 2 ,9 0 ,86 0,86
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Отсюда видно — экспериментальные данные подтверждают 
существование инварианта i‘o, что позволяет сделать заключе­
ние о правомерности записи основных уравнений в тензорной 
форме. Некоторое расхождение в значениях ф, вычисленного в 
главных и произвольных осях, объясняется погрешностью при 
определении р..

Д ля  корректности теории необходимо и достаточно поло- 
:ЖИТЬ любой ИЗ инвариантов {& гД т} , отличный от нуля, рав- 
;ным соответствующему инварианту {очу™} материального тен- 
[зора изотропного тела. Поэтому можно получить основные у р а в ­
нения при использовании инварианта Ф, приняв его, к ак  и в 
изотропном теле, равным единице.

Тогда из (1.11) найдем:

И-12 jj- 1̂ 21К: 1Ш =  „ ,  , „   ; К 2222 =(-42 +  |«21 2 «  12,«2 1 ’ 2 ,«12 +  ^ 2 1 ------2,«12,«21

? р -2 1___________________

  2 !j 2 l'J.12 ’
(^21 (1 — !->• 12)

+  ( U 5 >

2233 — ~  

А  3311 —

2233 ,«12 + (-*2 1 --  2[Л2 1[М;
,«12 (1 --  «2 l)

,« 12 'Г !-*2 1 -- 1,« 12

Теперь остается неизвестной лишь одна составляющая тен­
зора анизотропии К п п -  Д ля  ее определения рассмотрим напря­
женно-деформированное состояние тела в осях, расположенных 
под углом 45° к главным осям 1 и 2. Используя уравнение (1.15) 

{и подставляя в него значения коэффициентов, получим

= (1-36)

Таким образом получены все составляющие материального 
'тензора.

Попутно отметим, что если раньше инвариант i\ был принят 
5достоянным и равным , то теперь он будет менять свое зн а­

чение в зависимости от материала, т. е.
jS  j s  1 1 +  , « 1  , ( « 12, «2  1

1 ”  K v m  т  ,и ,2 + Н!, - 2|«,!*,2 '

.Чисто линейное напряженное состояние простым стандартным
испытанием на растяжение можно создать только в образцах, 
вырезанных в направлениях главных осей анизотропии. В свя­
зи с этим, встречаются затруднения при нахождении ць Поэто­
му выразим коэффициент К 1212 через более легко определяемую 
величину



Ее можно получить при испытании образцов, ось которых со­
ставляет угол 45° с 1 и 2, и когда

'12 =  0 .а ,33 — °22 — .0 ;

Тогда из (1.27) получим

£11 = (/i:i l l ia l.l + ^ П 12312)

г 22 = h (/<Г12223п 2 ^22i2a i2)

£12 =  ̂ (ЛШ2°Н + 2 Л:1212312)

(1.38)

откуда
,45е
'1 112

' 1 2  — 45° Ш1 
1212

34?° = X22 -

2К

( ^2212) ( ,45°
'1 112

'1122 ,45е
'1 212

г 45» _  ), 
' 1 1  —  '

v 4 5 °  ______'Hill
( И5° V { 1112/

45е
1212

Следовательно,

т  =
45е 45е , 45е 45е 45е 45е __ / 45е
1122 1212 ^  2212 1112 /с1122к 1212 ( * 1112)
'1111  1212

,45е V2
'1 112  J

45е 45е __ ( 45е \2
/с1111 к 1212 ( «1112)

(1.39)

Подставляя сюда значение коэффициентов из (1. 14), найдем, 
что

(4/6 1212   1) (К 1111 + К2222   2/6 1122) + (/̂ 2222  К ll l l)2т  = (4/if 12 12   1) {К nil + /f2222   2Н. 1122)   (762222   /if llll)2

Обозначая
(Af 2222 — /6 пи)2 (P21--  Ц12)2

/С1 1 1 1 + /6 2222   276 1 122

окончательно получим

(,'-12 1 + [М2)2   4[j|i JXj2
=  V,

I S  —  I ]  v \ 1 ( l  +  m )
A  1212 — I 1 0 ~ T4 (1—/гг) * (i.4o;

Определим величину расхождения м еж ду коэффициентами 
pi и т,  для чего воспользуемся записью К 1212 через то и другое 
значение. В результате незначительных преобразований, най­
дем, что

2 т  — v ( l  + т) 
^  “  2 — У (1 + т) '
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Э ксп ери м ен тальн ы е дан н ы е показы ваю т, что v б ли зко  к н у л ю  
(0-:-0,05) и п о э то м у  д л я  технических расчетов мож н о принять  
jx1==m. Т огд а  мож н о записать

v  _  1 О + мО ^  1 (1 + /и) п
А 1212 -  4 d _ |Ul) ~  4 (1—т)'

Теперь остается выразить через полученные константы основ­
ные уравнения теории. В результате подстановки коэффициен­
тов интенсивность напряжений приобретает вид:

°< =  V V  -  Зй)2 +  (А  ~  4  (° и  -  Ззз)2 +  ^

^  К  +  ( l i r , -  1 ) ( 3 з з - = ч ) 2 +  [(■— , -  ! )  +

+ п -42)
Аналогично интенсивность деформаций запишется так :

Si =  V  Pl2 +  Р21 ~  2p.2ip.i2 У  (1 — fi 12JX2 \)1 l '^ 12 ^ 21[ (  fTTT 1 ) £li -Т- 

V  +  (pTl ~  1 ) £22] +  ^2 1 ( 1  — Р 12) [ ( — — l )  ^22— £3з] +

У  + tx 12 (1 — P 21) [ £33 — (—  — 1 ) £l l ]  } +

. l/~ j ______________ 4 (1  •  ̂1)_____________„2 (] 4 QV
V (1 + Hl)[pi2 ( l - U 2l) + [X2 1 d - ^ 12)] C12- H-™/

или с учетом постоянства объема

г, =  | /  Д  +  2 e u s „  +  Д ? )  m.» + |.8. - 2 w ..um + 4 0 р Р 1 ) г? (1 .43 а )
V м-42 ““ ■■’•г Г 1 — {*12^2 1 1 + ^ 1

Уравнения связи м еж ду напряжениями и деформациями мож ­
но записать следующим образом:

£ п  =  ~  ~  [(°п —  Ззз) —  Р 21 ( °2 2  —  азз)]а I н-з 1

£22 = ~  [ (322 З3з) Iх 12 (^И а3з)]а г Р-з2

£33 =  ~  [(°33  —  °22) !х 1 з (а 11 а 2г)]G I
1 £ i 1 +  |J 1

" ^ “ Т ' У Г Г ^ 012-
К ак известно, функциональная зависимость а } =  Ф(ег) оп­

ределяется при испытаниях материала на линейное растяжение 
или сжатие. Из формул (1.42), (1.43) или (1.44) видно, что если 
принять <711 ='<Д22 =  СГ12 =  О, TO Gi будет равняться <733, а 8 i— 8зз-
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Таким образом, в нашем случае для построения кривой уп 
рочнения достаточно испытать материал в третьем направлю 
нии. Однако осуществить это на листовых металлах практич? 
ски не удается. Следовательно, нужно предусмотреть воз 
можность получения необходимых данных при растяжении ма 
териала в плоскости листа.

Если создать линейное напряженное состояние в первом на 
правлении (с?22 =  сг33 =  ctis =  0)» то из выражения (1.42) пол^ 
чим:

______ {*02______  ̂ — Л/ ТТ?
[*- 12 "Ь [*21  2{*21|*12 11 '  {*31 11

или

j/jfM, . 
" 141

Обозначим отношение

( 1 .4 с

о;
(1.46У {*1з/{*31 п

Полученная интенсивность будет инвариантной при условие 

что коэффициент  ̂ все время вне зависимости от повс
рота осей остается постоянным, связанным с главными осям; 
анизотропии.

Интенсивность деформации, когда действует только ац , при 
обретает вид:

г; = = Ог и 1я 11 л/  ji3i
У !*1

{*13 1 /  [*31
{*13

По аналогии обозначим величину
е;

( 1 .4 ?]Л'*31/!*13 **
1

Здесь коэффициент j/ iU3l/U[]U' т а к ж е имеет постоянное значение
зависимое только от материала.

Естественно, все рассуждения можно повторить и при испы 
тании материала во втором направлении. Тогда

~Ч2 — <~р==  И s i2 =   (1 .4 £
у ^  у ^
Г {*32 г (J23

1.3 2 •
23

Правомерность подобного введения подтверждается и тем 
что произведение интенсивностей, которое с точностью до по 
стоянного множителя равно работе, будет одним и тем ж е  вН1 
зависимости от направления

il'r-iX — 0 t2*t2-
■24



{айденные соотношения позволяют записать уравнения (1.44) 
следующим образом:

, £ 11 =  ~  [ ( ° 1 1  — °3з) — 1Л21 ( ° 2 2  ~  сЗз)3

S22 =  “  [ ( 32 2 — ° 3з ) — ^ 1 2  ( а 11 — а3з)] (1.50)
о / 2

гт  = Ка33 — а22) ~  !А1з (аП °22)]
3

1 S i  1 +  Pi „
£12 “  ~Т ‘ а/ ‘ 1 -р . ,  12’

зричем меж ду интенсивностями напряжений и деформаций су ­
ществует следующая зависимость:

(1.51)

Если ввести обозначения

в-±Е = Е'л- —  = —  = f g , тоe/i У’ s /г £/ s /з
уравнения связи м еж ду напряжениями и деформациями можно 
представить в виде:

1  Р 12 Р 13
£11 -  £ ' °И  £ ' С22 33

£ - 4  4 .5 2 )
С2 bg Cj

1  И-3 1 ^32
£33 =  7Л“0 33 —  ~р~а \\ -рт 22 £ 3 £ 2

1 8 / 1 +  Р 1

£12 ~2 о7~ Т"-—"pi 3 J2
или в обычном обозначении

1 Р 12 Р 13 „8 v =— “—7~ Ov   г 7
7  £ 2 У £ 3

1 „ 2̂1 
6У = ~Ёг 0 У ~ 1 Р ' 2 ~ Ё 7'3 С 1

« ,  > 0 , - J ! ? 4 - £ 4  Ч -52а>£ 3 £j Я2

_  8 / 1 +  pi
Т х у  -  —

Модули пластичности связаны м еж ду  собой следующим обра­
зом:

£ \V i2  =  £ 2p 2i ;  £ > 1 3  =  E s iE ')  1*31 •
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Отметим, что в общем случае ортотропного тела можно вве 
сти интенсивности разных направлений, однако здесь Oi и е* н 
будут совпадать с направлением 3.

В заключение приведем запись уравнений связи (обобщен 
ного закона Гука) для упругой ортогональной анизотропщ 
[16]:

с _  а    H i  з    H i .  о - v ____ ! _  г- /1 Z. 0°
х̂ “ £,  х Е2 у Ег z lxy ~ Gn “ху U d

_  1 __  Л/21 __  2̂3 ___  1 .
ВУ -  Е2 °У Е1 ° х _  Ег °г Туг “  G23 "уг

  1 v3 1 V32 1
Zz - Ё 7 3 г ~ Ё 7 3х~ т ~ ° у  ^ х = gT,т*х-

Здесь Е и Е2, Е3 — модули Юнга по главным направлениям уп 
ругости, a V12, V21, V31, v i3 — коэффициенты Пуассона.

Из изложенного видно, что в основу теории упругости i 
деформационной теории пластичности могут быть положены за­
висимости аналогичной формы записи. Далее , к ак  показа*
А. А. Ильюшин [19], интенсивность напряжений, возникаюшщ 
в теле при любой деформации (упругой или пластической) дл5 
каждого материала есть определенная непрерывная функцш 
интенсивности деформации Ог = Ф (ег) .  В упругой области он:, 
имеет вид Oi = E&i, а в пластической

Ортотропное тело имеет три главных направления, в кажз- 
дом из которых свои модули упругости и пластичности. В свя­
зи с этим и появляются три вида связей

° П  —  ([>l ( £ i l ) ;  ° i 2  =  Ф г ( £ г'2); а /3 =  Ф з ( £ гз)

действительных как  в упругой, так  и в пластической области, 
Запись основных соотношений теории пластичности с по­

мощью трех модулей является удобной при решении конкрет­
ных задач, особенно если это решение учитывает упругие де­
формации.

С л у ч ай  ортотропн о г о  тела, к о г д а  г л а в н ы е  н а п р я ж е н и я  
с о в п а д а ю т  с  г л а в н ы м и  о с я м и  ан и з о т р о п и и

Различные операции листовой штамповки можно проаналтг 
зировать с помощью главных напряжений, если их направле­
ния известны. Причем, когда металл анизотропен, желательно 
главные напряжения совместить с направлениями симметрии 
материала, так  к ак  только тогда оси эллипсоида деформаций 
совпадут с осями эллипсоида напряжений [2 ] .

В этом случае в уравнениях теории пластичности исчезнут 
касательные напряжения и сдвиги и они будут иметь вид:

= Y  - - - - ]/(0 _  „ f  + ( J -  _  1 )(„, _  Зз)2 +
У И1 2 + fj21--- ^Н21'-И2 г 7 \ [J. 12 /
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Отметим, что коэффициенты поперечной деформации можно 
вменить другими деформационными константами.^ Так, широ­
кое распространение получил показатель г, равный отношению 
деформации по ширине образца к его деформации по толщине.
В некоторых случаях пользуются обратной величиной R = —  . 

Если принять R =  — коэффициент, определяемый при
S3

действии силы в первом направлении, а в0  втором,
то, используя условие постоянства объема, можно установись, 

что = —  -  1 , R 2 = ,7 “  ~  1 илиf*21 Щ2

!а12 = -у^ 2 ; Е-21 = -yqr^  ( L 58>

Тогда выражения интенсивностей напряжений и деформаций 
запишутся так :

=  -if Q 1 _  ° 2)2 +  —  Зз )2 "Г R M -  ° l ) 2у  Н  1 +  i <2

/  r ^ r X v ,  У  + 1)Е» + 2£l"  + W  + ( 1 ' 5 9 >

Уравнения связи, к ак  в данном частном случае, так  и в общем 
случае ортотропного тела можно выразить через разности на­
пряжений.



Например,

Р  12 С/ 1
1 ---  Р 12Р-2 1 £ / 1

>2 а3 — __

Р 12

_1_
Р 12 ' Ь - Й - ' Н

Из выражений (1 .60) получим

а
3 1 —‘ З3 \ Р 1

= >,Д12 д/1 Г _1_ « \ -j
1 —  р 12р2 18 / 1 L р21 / £2 £3 j

гз~ ( т Ь -  0 *1J-1 ---  Р12Р21 8/ ( 1.60)

3 2 -----3 3
4г8 1   /?182

82 —  8, >4*182   8,

7± — СТз ^ 1  £3 R 1£2 — £,
а3 — ci >428] (1.61)

Ci — с2 ( т г - Ф ' - О т . - О 82

:3 3 1
4  28 I   4 l S i

е* — I—  — 1 ) Si г3 -- -428 1

§ 3. Кусочно-линейное условие пластичности

теооии ~ 6 наиоолыпее применение получили две
таллах- ^ ^  <аЗЫВаЮЩИе НаЧаЛ0 пластического течения в ме­
таллах . энергетическая и кусочно-линейная. В частном случае
(изотропное тело) кусочно-линейная теория носит название те­

ории максимальных касательных напряжений.
Оба условия пре­

небрегают влиянием 
среднего напряжения 
(первым инвариантом
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 ̂ тензора напряжений),
1 поэтому линии теку­

чести могут быть рас­
смотрены в девиатор- 
ной плоскости, где к у ­
сочно-линейная тео­
рия интерпретируется 
шестиугольником пла-

Ое СТИЧНОСТИ (рис. 1.1).
Если принять, что 

пределы текучести на 
ГНС. 1.1. Фигура пластичности в девиаторной сжатие и растяжение 

плоскости одного направления



г

«авны м еж ду собой, то условие пластичности ортотропного 
Материала при указанной индексации осей (/= 1 , п  — 2, k =  3) 
запишется следующим образом:

а 1 —  з 2

пли

as 1 as3
31 --- 33 3 1 —  32

as3 as2
3 1 — а 3 з2 —  з 3

аз1 as2

■ Зг) ~ 1со01

- a i )  “

- аз) ~- V f > ~

= ± 1 (АВ  и А1В 1) 

= ± 1 (АС и А,С,) 

= ± 1 ( В С х и СВ,)

(1.62)

(1.63)

as , (В С  и СВ,) .

В отличие от изотропного тела, здесь кусочно-линейное у с ­
ловие пластичности можно записать и через разные пределы 
текучести на сжатие и растяжение одного направления. Однако 
в данном пособии подобное условие рассматриваться не будет, 
так к ак  оно еще не нашло практического применения. Инте­
ресующихся этим вопросом отсылаем к книге Д. Д . И вле­
ва [ 10] .

Попутно отметим, что наибольшее расхождение м еж ду энер­
гетическим и кусочно-линейным условиями ортотропного тела, 
составляет (рис. 1. 2 ) :  при а1 а2 >  0  и | аг | Д> а2 | и о ,  | < | а2 |

/г, =. 'OD, ЮЕ
LOE

1 +' V ШзРз1 
при 3i а2 >  о И 
1 ат | < | 02 I

, LOD., ~  Lfl-2 =

1 ,

OF
LOF
2 : - l ,

1+ 7̂  Р-2зР-з2
(1.64)

При a2 <  0
h b = LO D - L'-ON

-ON

1 +  V H 12И-2 1

Рис. 1.2. Геометрическая интерпретация энергети- 
• 1. ческого и кусочно-линейного условий пластично­

сти при плоско-напряженном состоянии
29



Но кусочно-линейное условие пластичности не всегда удоб^ 
использовать при решении некоторых задач, так  к ак  это связан 
с разрывным изменением ориентации плоскостей пластичности , 
зависимости от сравнительной величины трех главных н ап р я^  
ний. Иначе говоря, если напряженное состояние в различных 
стях тела неодинаково, то в ряде случаев приходится пользу 
ваться различными аналитическими формами условия п ласту  
ности. Более того, необходимо заранее знать, какое из главны, 
напряжений будет наибольшим, какое промежуточным и наи­
меньшим. Энергетическое ж е  условие пластичности свободно oi 
этого недостатка.

Вместе с тем (как  следует из самого названия) кусочно-лц.| 
нейное условие удобно тем, что имеет линейную форму записи!

I
§ 4. Соотношение теории пластичности

трансверсально изотропных сред I

Как уж е  отмечалось, металлические полуфабрикаты облада] 
ют симметрией механических свойств. В частности, у прутков и| 
труб, в силу особенностей их изготовления, наблюдается транс' 
версальная изотропия, выраженная в том, что механические: 
свойства в поперечном сечении примерно одинаковы, но от­
личны от свойств продольного направления. Практически этот 
вид анизотропии может быть принят и для листов из некоторых 
сплавов. Кроме того, при анализе ряда операций холодной 
штамповки свойства в плоскости листа осредняют, применяя ус­
ловно расчетную схему трансверсальной изотропии.

Следовательно, данный вид симметрии металлического тела 
встречается довольно часто и представляет определенный тео­
ретический и практический интерес в обработке давлением.

В общем случае, в зависимости от ориентировки, могут на 
блюдаться три возможных расположения плоскости изотропии 
Рассмотрим их и выясним, к ак  при этом изменяются основные 
соотношения теории пластичности ортотропной среды, т ак  кап 
трансверсальная изотропия является ее частным видом.

1. Плоскость, в которой все свойства одинаковы, связана 
с направлениями 1 и 2 .
Т о Г Д а  Ц12 =  Ц 2 Ь  М-31 —  Ц 3 2 —  1 Ц-12, М-23 = М - 13 =  0,5
Очевидно, что в случае трансверсальной изотропии определе 
нию подлежит только один коэффициент поперечной деформа 
ции. Кусочно-линейное условие пластичности примет вид:

(а 1 —  °2) — V  2 (1 — р-12) ( з 3 — з 2) =  ± asl ( АВ и АхВ г)

(a2 ~  3i) — V  2 (1 — р-12) (о3 — oj) = ± о51 (АС и АгСг) (1.65 

a i — 32 = ± °*i (ВС  и CBi) .
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ЗнергетИческое Условие пластичности запишется следующим оо-
разо̂ :______________________________________________________________________________________

ап =  5 12 =  V  1 —  Ix i 2 У  J ± .!t 72( 3 i ~  Зг )2 +  ( 32 —  аз)2 +  (°з — ° i ) 2

у г 2 { 1 -  !»'в ) 0 ' 1 _ Г 2' 1/АГ = Л 2(31_32)2+ (а2  аз)г + (^3- ^ ) 2.
(1.66)

Интенсивность деформаций определяем по формуле 

£tl =  г г2 =  -1/ . г ' 1]/ '  3 12 +  2 'М 2г 152 + г 2г 1 — iui2

£/ =  £г'3 -  У 1 +2~ ‘ ]/ "  £1 +  2 а 12£1£2 +  £2 • О '6 7 ) •

И, наконец, физические уравнения принимают такую форму:

£i =  “  К 3 ! а з) +  Р'12 (^з — 32)]

£2 — ~  [ (а2 — °з) + РТ2(°3 — a l) I

ч==̂ т1 °3~~т ̂  + а̂ )

"rf(£l ~~ 3 2) =  ТТТ77„7Г:(£1 ~  £s)

или

1 —  ;jij2 e i I 1 - гЦ 12 £ / 1

*г - ° 3 =  , 1 — ■ W - 'М 2)°- 2- ;> ,2 Ч]  ( 1 .68 )1 — pj2

2 ’ 'Г Г Г  [lJH2s 3 (1  Рог) £l ] -° 1 1 I с • t
1 — f*12 11

Можно такж е  пользоваться и следующими выражениями:

Р  12
^2  1Ol  ог Si  S2 _ 32  З3 1 ----р 12

02---<Г3 р 12 З3   3 1 Р12
£2 ~ 1 - Р 1 2 $3 £з —  £ >

3 1 --  32 £ 1 — £2
* 3 - ° .  М2_  , ,  (1.69)

1 —р 12 3

По аналогии, рассматривая два  других случая трансвер­
сальной изотропии, получим уравнения подобной формы запи­
си, которые приведены в таблице 1.
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Знзчения 
коэффициентов \xik Условия пластичности

Плоскость
изотропии

1—2

Р-21 =  Р 12 >

Р в 1 =  р32 =  1 —  [-42,

р 2з — р 13 = 0 , 5

Кусочно-линейное

(a j — а2) — ]/2 (1 — р 12) (с3 — а2) =  ±

(a2 — c i) — fr'2 (1 — p J2) (a3 — ai )  =  ± а ?1

V i - Р 12

С I — - О о =  Ч- G 1 _  ^Sl

Энергетическое

а i 1 =  i 2 =

(a  j —  а 2 )2 +  ( а 2 _ Сз)2 +  ( а 0 )2
1 р  12

3 1 - 3  =  с л

Плоскость
изотропии

2—3

Р23 — р 32 I

P l2 =  P l3 =  1 ---- p32>

р21 = р31 = 0,5

Кусочно-линейное

(с  1 а 2) Л /  -— ? —  (<73 —  а 2) =  ±
V 1 — Р32

S 2а2 -- а3 ~ ± О ,

( а 1 —  <*з) —  ; УгГ-; , = Г - ( д г  —  а 3) =  ±
У 2 (1 - р з2) 

Энергетическое
а /2 = а/з =

-у 1

— V 1— Рз2 1 /  ( а 1 — а г ) 2 +  —^з2 - ( ст2 —  <?з) 2 +  ( а 3 —  a i )
'  1 — Р32

ад  = 1
У2 (1 - р з2)

Плоскость
изотропии

1—3

Р 13 =  Рз 1

р 2 1 =  Р 2 3 =  1 ---  РзЬ

Р12 =  Рз2 =  0 .5

(а2 — а!)

Кусочно-линейное
a j —  а 3 =  ±  а Л 

1
si

(а3 — a i) = ±
"У2  ( 1  p 3,i) v ' °  “  * 2

(а  1 —  а 3) —  ]/ 2 ( 1  —  Рз l) ( а 2 —  а з) =  ±

Энергетическое
а i 1 =  а г з =

•?1

V I - Р з 1 1/ ( а 1 —  а 2 ) 2 +  ( а 2 —  с з ) 2 +  , 1X31 ( Д з — <м) 2 
г  1—Рз 1

стг2 =
1

У 2 (1 — p3i)
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Т а б л и ц а  I

Интенсивность деформаций Физические уравнения

е/1= 2/2 =
V i - - 2

X

x l 7"" £i +  2р i2 s 1 s2 +

У 1 +  Р 12
£( 3 X

£П+ 2[Х 12 2l £2 + 2

£ I 1
£ 1 =  —  [(®1 —  ^З) +  р  12 ( 3 3 ---- 3 2 )]

В12
22 == —  [(з2 — 33) + р 12 (С3 — 0 i)] Q 12

23 == Га3 — - i -  (СТ1Н-О2) I
3 ( 3  L Z J

1
а, — а2

1 +  Р 12 2 ( 1

С ;  1 
г- ( 2 , - 22)

1 . _3£_1 ( Р 12 \
1 +  Р12 S £ 1 \ 2 1 ---- (J-12 £3У

1

а2 — з3

а з а 1 — l +  (j,12 £ п \1_ ^ 12
з г 1 / Р 12 г3— Si

1
£(2 =  e t 3 =

Т ( 1 —  Р з г ) ( 2 — р 32) 

х Т  s|  +  2 р 3 г 22 2 3 +  2g

X

«г 1 =  т / ” я—̂ — х'  2—р32 или

Х К  2о +  2 р 32 22 23 +  б| 31

SI =  '2 " (ff2 + аз)

22 == [(®2 —  3  l) —  p 32 ( 3 3 —  3 i)]v l2
® / 3

e 3 =  —  [(<j3 —  3 1) —  p 32 ( 3 2  —  3 i)]
3 (3

2  ( 1  Р з г )  з п /  p 32 \
— 0 2 =  - Г - ;------- 11 * T~ 1--------- 2 1 — s21 + p 32 2 (• 1 \ 1 p 3 2 f

2 (1—P32) 3 ( 1
3 2 —  3 3 — 1 +  P32

3 3 ---- 3 1 —
2 (1 —p32> 3/1

—— (s2 — a3) 2 (1
P 32

1 + p32 7Л8з“ ь -P32
81

2/1 == 2/3 x
P31

x ] /  ag + 2p3 1 e i£3 + 2

2/2 V —У 1 + .3-3 1
X

j /  3 ^3.1 —  Sj +  2p 3 is is 3 +  s

g i 1
s 1 =  —  [ ( 3 1  —  3 2) —  Рз 1(33 —  3 2)j  

а г1

S2
£ ( 2 Г 1 , . 4

=  I 32    "2 ~ ( 3 3  +  3 1)

£3 = [(з3 — з2) — рз i ( з i — аг)]
3(3

или
1 3 ( 1 /  1 \

а 1 ~ а 2 = = Т + 7 7 '  2 ( i l S l “  1 —  Р з . £2/ 

1 0/1  . / Р 31

° 3 =  1 +  P31  ’ 8 / 1  1 1 —  Р 31 82 83
32

1 3/ 1
3 3 3 1 —

1 +  p 3 1 2 ( 1
( £3

2 — 8 9 7 0 3 3



Г л а в а  1.4. СООТНОШЕНИЯ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ 
ИЗОТРОПНОГО ТЕЛА

В основе классической теории упругости и пластичности! 
лежит постулат о шаровой изотропии. Прикладная теория пдд' 
стичности так ж е  пользуется этим допущением. С его приме-; 
нением решено много технически важных задач. И хотя метал- 
лические тела являются анизотропными, в ряде случаев ани­
зотропией можно пренебречь, что зависит в основном от ма-. 
териала, подвергаемого обработке, и параметров процесса. 
Так, например, небольшие отклонения коэффициента попереч­
ной деформации от 0,5 обычно не оказывают существенного 
влияния на точность при технологических расчетах процессов 
обработки давлением, особенно, если определяются силовые 
параметры или металл подвергнут горячей обработке.

Все это говорит о том, что теория пластичности изотропно­
го тела имеет исключительно важное значение в обработке 
металлов давлением. Рассмотрим как  будут выглядеть усло­
вия пластичности и физические уравнения.

Кусочно-линейное условие (максимальных касательных на­
пряжений), к ак  видно из формул (1.62), математически выра­
ж ается  следующим образом:

Энергетическое условие текучести Мизеса (1. 1)  выглядит 
так :

Физические уравнения (1.7) получают следующую форму з а ­
писи:

При изложении методов решения задач обработки метал­
лов давлением будут показаны и другие выражения уравнений 
связи м еж ду напряжениями и деформациями.
34

°1 — °3 = ± 
а 2 = —
°1 — а2 = ± 3S-

^  У(о 1 ~  а2)2 +  (о2 — °з)2 +  (о3 — °\? =

(1 .70 )

или

( 1 .7 1 )



Интенсивность деформации имеет вид:

£j = V (^i — 2г)2 + ( е2 £з)2 + (£з £i )2 0*72)

или________________________ _______________

£ 1 = V f ^  £* + SlS2 + ^ )-

Г л а в а  1.5. ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА И ОСЕСИММЕТРИЧНОЕ 
НАПРЯЖЕНИЕ И ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ

При теоретическом анализе многих процессов обработки 
металлов давлением можно избежать использования общей з а ­
дачи и свести ее либо к плоской, либо к осесимметричной. Н а ­
пример, при обтяжке листовых металлов напряжениями по 
толщине заготовки можно пренебречь и принять схему плос­
кого напряженного состояния; гибку широких листов рассмат­
ривать при условии сохранения размеров по ширине детали, 
т. е. применить схему плоской деформации и т. д.

Д ля  этих частичных случаев напряженно-деформированного 
состояния, имеющих большую практическую ценность, необхо­
димо записать основные уравнения теории пластичности.

§ 1. Плоское деформированное состояние

Представим себе тело, у  которого размеры по одной из осей, 
например Z, значительно больше размеров в двух  других на­
правлениях. Пусть оно нагружено равномерно распределенны­
ми вдоль оси Z силами, перпендикулярными к ней. Если взять 
два смежных сечения, достаточно удаленных от концов, то они 
в процессе деформирования остаются плоскими. Это и есть 
случай плоской деформации.

Теория плоской деформации изотропного тела является н а­
иболее развитой ветвью математической теории пластичности. 
Она нашла широкое применение при решении целого ряда 
задач. Так, на основе плоской деформации проанализированы 
такие процессы как  прокатка, осадка плит и т. д.

Рассмотрим основные уравнения теории пластичности и их 
особенности в случае плоской деформации.

1. Уравнения равновесия.  Если принять, к ак  указано выше, 
размеры в направлении 2  намного большими, чем по X и У, то 
тогда

&Z — ~{ху =  0? Ту z =  — 0 ,  x̂z — 0.

Это приведет к тому, что из трех уравнений равновесия оста­
нется только два



о.
'О

+  ■
1

др Р д в
д *ВР +

1 дав
д Р Р д в

Третье уравнение выполняется тождественно. Аналогичная 
форма записи сохранится и в случае s.x = 0 или еу = 0 . Условия 
равновесия в полярных координатах имеют вид:

+
Р

+ 2' ^  = 0. (1.74)
Р >

Здесь р — радиус-вектор, а 0 — полярный угол.
В частном случае, когда напряжения не зависят от 0, усло­

вия равновесия определяются одним дифференциальным урав- 
нением

-З Г  +  — т ^ = ° -  с - 75:
2 . Уравнения связи и условия пластичности.  Примем, что 

оси симметрии материала I, 2 , 3 совпадают с осями основной
системы координат х, у , z. Тогда для ортотропной среды воз­
можны три случая связи м еж ду  напряжениями:

Si == 0  о г = р21 °2 + Рз1 <з3
s2 = 0  о2 = р32 с3 + (1.76)
г 3 =  0  с 3 =  а 13 +  р23 сз

Причем каж дое из этих уравнений может быть показано и че­
рез разности напряжений, например, при е2 =  0 .

°1 ~ (^1 — = —  (а2 — Go).Нз2 1 у Hi 2 1
Указанные три случая, в свою очередь, приводят к девяти фор­
мам записи условий пластичности, как  энергетического, так  и 
кусочно-линейного.

Д ля  сокращения числа уравнений примем условие, что всег­
да Oi>*a2>'CJ3. Это возможно лишь при е2 =  0. В действитель­
ности если 8 i =  0, то из уравнений (1.76) получается a 2i> a i ,
так  к ак  коэффициенты поперечной деформации не могут быть 
больше единицы, а при е3 =  0, cr3 ;> a i .  Это противоречит принято­
му условию.

Положение, что П!>-а2>-аз позволяет вместо девяти форм 
записи условия пластичности использовать только одну, вы ра­
женную через разности крайних напряжений, а именно, при 
энергетическом условии пластичности

a o = V \ — Р21 Р12 ( з х — <з3) = aSl ( 1.77)
а при кусочно-линейном

- s i r ) - ± e * <L78>
или, заменяя ц32 и ц23 на щ 2, р,2Ь получим

И21 1 — Н12
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Интенсивность деформаций при е2 =  0 запишется следующим 
0бразом:

(1.80)V1   Н J 2 !-* 2 1
3  случае трансверсально изотропного материала в плоскости 
действия крайних напряжений наблюдается равенство 321 =  

р 12. Тогда уравнения (1.77), (1.79), (1.80) преобразуются:

5i i '  1- З12 ( J 1 из)> ~ii
£]

12

(° 1 аз) { у 2 (1  Iх 12) j __  ̂12) — a5i-
При полной симметрии (изотропное тело) они переходят в из­
вестные выражения:

у з  , ч „ ___ h ^о* = —  (ох — зэ), -д -з -  ±  ^

§ 2. Плоское напряженное состояние

Подход к анализу процессов, где используется схема плос­
кого напряженного состояния, должен быть совершенно иным, 
чем при плоской деформации или осесимметричной задаче. Счи­
тают [3], что здесь имеет место самостоятельная двухмерная 
задача, которая не является частным случаем общей.

Очевидно, что приравнение нулю одного из напряжений 
приводит к упрощению равновесия и сплошности тела. У рав­
нения равновесия имеют такой ж е вид, к ак  и при плоской де­
формации (1 .73 ) ,  а из уравнений неразрывности остается толь­
ко одно. Условия пластичности практически остаются такими 
же трудноприменимыми, к ак  и при объемной задаче, что объ­
ясняется отсутствием вполне определенного (чистого) отноше­
ния меж ду напряжениями. Только по найденным деформациям, 
используя уравнения связи, можно судить о величине напря­
жений.

Следовательно, при плоском напряженном состоянии ос­
новное значение приобретают физические уравнения. Их з а ­
пись зависит от того, какое из главных напряжений равно ну­
лю. Например, если при ортотропном материале Oi =  0, то:

г i
-1 — — ТГ2- (iHl З3 + 1Х21 32)

2

— !х323з) ( 1 .8 1 )
i t

в i
'S ^  (о3 — JJ-23 аз)

I У
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или
И12 a i ,  /Ц3 1  „ р 3г

1 --  (J 12^21 \f*21 Р122 1 —     с2
'h

Н>2 °Н ( fX32 \ /1 г, :
g* ° i - ...........Т - ( 8з - ^ г 4  ( l -82|1   t t l 2 [Л21 \ 3 p  12

Отсюда видно, что отношение напряжений о 2 и о3 равно
И-31 И32ГГ ' s2---   8 12 _  Р21 Р 12

а3 ^32
£з —  " —  £ 1 И 12

(1.83)

Условия пластичности при ai = 0  запишутся следующим обра­
зом:
энергетическое

°h  — °2 — 5A32a2a3 + ~ a3 (1-84)

кусочно-линейное (1 .63 ) 
при a2 a3 >  о И a3 >  a2

ПрИ a2 c3 >  a3 и c2 >  с3

(1-85)

При cr2a3 <  0 а2 —- 1/  ^  a3 = ± as ,
г  Р23

Аналогично рассмотрим и два других случая, когда <т2 =  О 
либо 0 з =  О. Полученные уравнения сведем в таблицу 2.

Основные уравнения при плоском напряженном состоянии 
трансверсально изотропного материала зависят от положения 
плоскости изотропии. Так, если она характеризуется 1 и 2 на­
правлениями, то

Н-12 =  ^ 21 > F*32 =  Р-31 — 1 1^21’ И'23 =  {*13 == 0 , 5 .

Тогда, приняв о3 — 0, основные уравнения запишутся так :
энергетическое условие пластичности

a^ = ]/ a 2 -~ a i a2 4-  о*
кусочно-линейное условие пластичности

При Gj з2 0 И с>] о2

0 , - a J l  - K 2 ( l  - i » , ) ]  = ± о,, (1 .87)
при ага2 > 0  И о2 >

°2 a i [ l  — V 2(1 — р.12) ]  =  ±  aSl
При o l а2 <  0

а 1 32 =  — °J1
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уравнения связи меж ду напряжениями и деформациями

1
Р-12 ( 1.88)

Наконец, при изотропном теле основные формулы приобретают 
следующие выражения (о3 = 0 ):

§ 3. Осесимметричное напряжение и деформированное состояние

При анализе ряда операций обработки металлов д авл е ­
нием (осадка и прошивка цилиндрических заготовок, волоче­
ние и прессование прутков и т. д.) обычно решается осесиммет­
ричная задача.

В случае анизотропного материала ее можно разделить на 
две, в зависимости от того, будет ли наблюдаться симметрия 
по деформации или по напряжениям. Если тело изотропно, то 
задача, по существу, решается одна, так  к ак  симметрия по 
напряжениям автоматически приводит к симметрии по дефор­
мациям. При ортотропном металле могут быть решены обе у к а ­
занные задачи, хотя здесь встречаются определенные труд ­
ности.

Так, при осесимметричной деформации (рассматривается 
цилиндрическая система координат) вследствие связи коэффи­
циентов поперечной деформации с направлением симметрии м а ­
териала напряжения оР зависят от угла 0. Условия равновесия, 
если их рассматривать в главных направлениях, упрощаются. 
Правда, они сохраняют свою запись через частные производные. 
При известном пределе текучести и граничных условиях получа­
ется зам кнутая  система уравнений.

При симметрии по напряжениям линии главных напряже­
ний представляют собой эллипсы и гиперболы, а не окружно­
сти и прямые лучи, свойственные изотропному телу. В этом слу­
чае условия равновесия необходимо рассматривать в эллипти­
ческой ортогональной системе координат.

о;

С Oj = ± o s

1
а2 = ± o s 
°i а2 ~ zh as

(1.89)
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Более подробно обе задачи анализироваться не будут, та  ̂
к ак  в практике они встречаются довольно редко. Это объясни 
ется тем, что большинство полуфабрикатов круглого сечения 
например, прутки и трубы, практически, обладают трансвер! 
сальной изотропией.

Анализ осесимметричной задачи трансверсально изотроп, 
ного материала аналогичен случаю изотропного тела с учетом 
разницы свойств среды в плоскости, где они эквивалентны, и в 
перпендикулярном к ней направлении.

Будем считать, что плоскость изотропии проходит через по­
перечное сечение полуфабриката и совпадает с осями 1 и 2. 
Тогда коэффициенты поперечной деформации получат следу­
ющее значение:

Ь*" 12 — !а 21 » Н-'32 =  !-*-31 =  1 ^12> 1*23 =  £-*• 13 — 0 , 5  .

При осесимметричном напряженном состоянии компоненты на­
пряжений не зависят от угла  0 и, следовательно, все произ­
водные по этой координате в дифференциальных уравнениях 
равновесия обратятся в нуль. Кроме того, в плоскостях 0 не 
возникнут касательные напряжения. Следовательно, напряже­
ние о-е всегда будет главным, а ось р может иметь любое на­
правление в плоскости г. Таким образом, компоненты напря­
жений при осесимметричном напряженном состоянии можно 
записать так  [ 11] :

/Зр 0
То =  0  a Q С

\ ~г.о 0  <зг

Всего будет три нормальных и два  равных м еж ду  собой к а с а ­
тельных напряжения. При этом напряжение =  а 2, т. е. оно 
всегда является главным.

Условие равновесия в цилиндрической системе координат 
имеет следующее математическое выражение:

^  + + — О
о>р д г  р

^ + ^  +  -  =  0. (1-90)
а р  д г  р

Энергетическое условие пластичности (1 .45) для рассматри­
ваемого случая имеет вид:

1 — Pi2 У — аг)2 + ( 02—®з)2+ (аз— a i)2 (1-91) 

Изменим индексы 1, 2, 3 на р, 0 и Z. Тогда получим

о /р =  a iQ =  V i  ~  i*pe У  k°p —  a e ) 2 +  (a —  ozf  +  (az —a p )2

(1.92)
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съ не имеет значения, какой из индексов 1 или 2 заменить 
р или 0 , а индексацию коэффициентов поперечной дефор­

мации можно было бы оставить и прежней, так  к ак  Р12 =  Цр© 
g  частном случае, когда а© = о Р имеем

<зр — <зг = ± ]/2 (1  — ĵ p©) asp. (1.93)
от0 же выражение получается и в случае кусочно-линейного 
сл0вия пластичности (1 .63) .

у И, наконец, когда металл изотропен, то уравнение (1-92) 
преобразуется: _________________________________

at = V (аР — а©)2 + (°© — + (ОZ — °р у  . (1.94)

14 соответственно, при о Р =о© , получаем
— ог = ± ов (ог). (1.95)

Г л а в а  1.6. УПРОЩЕННЫЕ ФОРМЫ ЗАПИСИ УСЛОВИЙ 
ПЛАСТИЧНОСТИ

При решении конкретных задач обработки металлов д авл е ­
нием не всегда целесообразно записывать условия пластично­
сти в обычной форме (1 .45 ) ,  (1 .63 ) .  Так, например, если при­
нята схема плоской деформации при осесимметричном напря­
женном состоянии, то условие равновесия имеет вид

<1 + _£ 5L = 0 .
d Р Р

Очевидно, в этом случае и условие пластичности лучше всего 
выразить через разности только двух напряжений о р и а©. Сле­
дует т ак ж е  отметить, что полная форма энергетического усло­
вия текучести имеет нелинейный вид. Это в свою очередь у с ­
ложняет решение поставленной задачи.

Д а ж е  из этих примеров видно, какое большое значение в 
теории обработки металлов давлением имеют особые формы 
записи условий пластичности. Разберем наиболее важное из 
них.

§ 1. Запись энергетического условия пластичности 
в линейной форме

Это условие чаще всего преобразуют в уравнение
сшах 0min = (1.96)

Здесь, [3 — коэффициент Л оде, учитывающий влияние среднего 
по величине напряжения и анизотропию среды.

Примем материал ортотропным и учтем при этом следую­
щую особенность. В ортотропном теле главные напряжения 
■Стах, crmin, оСр могут быть различным образом ориентированы 
относительно осей анизотропии. В одних случаях сгЮах совпадут,
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например, с направлением проката, в других — с направление*, 
поперек его, в третьих — с направлением, перпендикулярно*, 
плоскости проката. То ж е  самое можно сказать  относительно 
оСр и cjmm. Механические свойства у ортотропного тела раз. 
личны, следовательно, на величину |3 будет оказывать влияние 
расположение напряжений огаах, оср и сгшт относительно осей 
анизотропии, в направлении которых и записано условие пла­
стичности.

В общем случае возможны шесть вариантов взаимного рас­
положения главных напряжений относительно зафиксирован­
ных (условно принятых) осей анизотропии.

Рассмотрим случай, когда от ах совпадает с направлением 1 
(вдоль проката), сгср — с направлением 2 (поперек проката), 
a Gmin — с направлением 3 (перпендикулярно плоскости прока­
та ) .  Тогда g i> G 2> g 3 и величина, характеризующая напря­
женное состояние Va , запишется так :

Отсюда среднее напряжение 02 можно выразить через о, и о3 
следующим образом:

Подставляя это выражение в условие пластичности (1 .45 ) ,  
получим

01+ о3

а 1 а3 
2

(1.97)

(1.97а)

О/

Из этого следует

(1.98)

Таким образом, величина коэффициента {3/ составляет

(1.99)
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Если записать упрощенное выражение условия пластично­
сти ч е р е з  интенсивности напряжений других направлений о 12 и 
013, то коэффициент pj изменится, соответственно, на величину

l / i L  и Т/Й» .

 ̂ р12 * 'J-13
При Ц21 =  Ц12 =  0,5 соотношение (1 .98) переходит в обыч­

ное выражение условия пластичности изотропного материала.
Oj — a3 = Hai. ( 1 . 100 )

где

У з + 'С
Отметим, что запись условия пластичности анизотропного 

тела в упрощенной форме позволяет судить о том, насколько 
оно отличается от условия пластичности изотропной среды.

Р ассматривая другие комбинации расположения главных 
напряжений относительно осей анизотропии, получим подобные 
записи условия пластичности и соответствующие им коэффи­
циенты |3Х (таблица 3).

С учетом соотношений

Р21 +  Р-31 =  1 ’ !х 12 +  'Л32 — 1 > Iх 23 +  Iх 13 =  1 -

Ц21 Цз2 _  Ц31Ц23 „ _ Л/ I-M2 _— И О; =  I/ -----  С:
[-42 !-И3 ' {*21 " Г Д8 1

указанные в таблице шесть случаев записи условия пластич­
ности можно представить в виде одного общего выражения

°m ax  ^m in =  ^ шах- ( 1 . 1 0 1 )

Коэффициент (3х в этом случае запишется так :

!хтах. ср

рх = — ------------:—  г Рах------------------------------------- - ( 1. 102 )
т /  9 ^ ^ ^тах . ср
I/ vo 2|J-max- ср) vti ^ 4 ‘хтах . ср-1-1У Сер. max

Здесь
Огтах — интенсивность напряжений в направлении дей­

ствия максимального главного напряжения; 
pw — коэффициент поперечной деформации, где пер­

вый индекс показывает, в направлении какого 
из напряжений следует рассматривать попереч­
ную деформацию при линейном растяжении
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Таблица 3

&гкп |(5)

бг

О - ©  - X X  

в -  1  . . . . . . . .

j (D
О—A min

б3 >аг>б‘1

@ 5  - Oi ~ (jci 
a -  __  ___

(5)

6гпс,*/щ © f ,  - ^ .

бтсц 1 ©

&3 * @ 1 Д &Z

6 3 - 6 i = A & ;  

Л - 0  . .

• * %  -ju

<?«*. 1 ©  1>
Gt > 6 3  > Сг

(h-6 2 =fisGi,t 
<

j®

As ®  ©
бг > 6 >t

i- - -...

(Эг -(){Фс6<1 
A - . . - ....... .. .

(сжатии) образца, вырезанного в направлении 
действия напряжения, указанного вторым ин­
дексом.

Например, Цтах.ср — это отношение поперечной деформации 
в направлении максимального напряжения к продольной де­
формации образца при линейном растяжении его в направле­
нии Gcp.

Однако при нахождении упрощенной записи условия пла­
стичности возможен и другой подход. За основу примем на­
правление главных напряжений, считая, что всегда щ — м а к ­
симальное, сг2 — среднее по величине, а а 3 — минимальное на­
пряжение. Этим в дальнейшем и определяется индексация осей 
анизотропии. В этом случае нежелательно применение цифро­
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вой индексации при определении коэффициентов поперечной де­
формации материала. Можно рекомендовать следующие обо­
значения: « а »  — направление проката, «в »  — направление по­
перек проката, «с» — перпендикулярно плоскости проката, 
цифровую ж е  индексацию следует вводить позднее при анализе 
конкретного процесса обработки давлением.

Такой подход освобождает от шести видов упрощенной з а ­
писи условия пластичности и оно записывается только одним 
выражением

°i — a3 = P la i.- (1.103)
Рассмотрим, в каком случае (Ti принимает экстремальное 

значение. Д ля  этого необходимо, чтобы производная функция 
(Г, = jp(vCT ) была равна нулю или обращалась в бесконечность. 
Производная f ' ( v a ) определяется из выражения (1.99):

- 2 ] Д 2i ( v a + 1 — 2{х i2)
ХН \ '  £*21
f ' ( y o) = — --------------------------   Г  •

Г ''a + 2va ( l - 2 [* 12)+ 4 'iL 2 — 4£Л12+ l l
L 421 J

Следовательно, значения у$, удовлетворяющие необходи­
мому условию экстремума, могут быть получены из уравнений

v* + 1 — 2р.Р = 0

и ( va)2+ 2va ( l  — 2jj.12) - г  4 — 4{х12 + 1 = 0 .

Последнее из них, при рпг^О, р.2 1 ^ 0  и p i2^ 1, P2i ^ l  дей­
ствительных решений не имеет, так  к ак  дискриминант уравне­
ния меньше нуля. Это означает, что функция p ' i= f ( v a ) имеет 
экстремум при значениях v * , равных

** = 2{х12- 1 .  (1.104)
Соответственно, экстремальная величина (3'imax согласно вы­

ражению (1. 104) составляет
1

к 1 — 421 412

Заметим, что при pi2 =  P2i =  0,5 выражение (1. 105) пере­
ходит в обычное соотношение для изотропного материала

Р т а х  =  .

Среднее напряжение при v* = 2 p,i2— 1, к ак  следует из 
(1.97а), равно

°2 == а 1 |а12 + °з (1 (Нг)-
Отсюда видно, что оно равно полусумме двух  других напря­

жений ТОЛЬКО При [112 =  0,5.
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При указанном соотношении напряжений имеем случай 
плоской деформации, так  к ак  одна из главных деформаций об. 
ращается в нуль. В действительности, подставив в уравнение

i
>2 =  ——2 [о 2 — (1 — р-хг) а з !x 12 а цl h

Qi*
значение <т2 получим, что &2 =  0. Следовательно, к ак  и в случае 
изотропного тела, коэффициент (3'i имеет экстремальное значь- 
ние при плоской деформации.

При анализе некоторых процессов обработки металлов дав ­
лением, например, вытяжке , используется [ 12] упрощенная фор- 
ма записи условия пластичности, где величина р принимается 
равной средне-интегральному значению р. Д ля  изотропного те­
ла она равна

+ 1 -{-I
?  =  4 -  f  - .-Л  . Ф .  = 1 п ( » .  + К З + * 2 )  I =  1 , 0 9 8 6 »  1,1.

^ _х T^ + Va2 _!■!

В случае ортотропного материала величина p7i определяется 
из аналогичного соотношения

V —У U21
dv_

Н-21

V *г -Г  Iх  21

= l /Ъ * Arshг Ц.2 1

vo *1" (1 —■ 2fx 12) -f- 4 —■ 4{а 12 -J- 1

+1
!Х12 Л , 2(Х12+1

2 1/  !М2 /1 чV ZTi <1 — р »  pax)

(1.106)•̂21
z V ,

После подстановки пределов и ряда преобразований вы ра­
жение ( 1. 106) можно записать так :

_ I----  1f  1 — 2^12 + —— + 1 — (-И2
p i = | /  —  I n —  ---------------- . (1.106a)

'  {421
В заключение отметим, что условие пластичности ортотроп­

ного материала может быть записано в линейной форме по­
добно изотропному телу. Однако здесь коэффициент (37 учиты­
вает не только характер напряженного состояния, но и зависит 
от степени анизотропии деформируемого металла.

§ 2 . Представление энергетического условия пластичности 
в параметрической форме

В обработке металлов давлением существует ряд задач по 
определению напряжений и деформаций при плосконапряжен­
ном состоянии. Использование условия пластичности в упро- 
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йной линеинои форме записи не дает однозначного реше- 
^ ея так к ак  неизвестно точное значение р.

однако отдельные задачи, в частности, осесимметричное де- 
мирование тонкостенных оболочек, удается  решить, если ис- 

0ольз°вать параметрическое представление условия пластично-
оТЙ *рассмотрим вначале случай изотропного тела. К ак  пока- 
аЛ А. Надаи [13 ] ,  энергетическое условие пластичности изо­

тропного тела
= — + 0\

h = cos ф

геометрически интерпретируется эллипсом с углом наклона 
осей 45° и может быть записано, к ак  всякое уравнение эллипса, 
в параметрической форме:

_2_
УЗ

- L a ,  COS ( б (1. 107)

Здесь, ф — функция, через которую выражены напряжения 
а 1 и 02-

Пределы изменения этой функции устанавливаются исходя 
из знаков действующих напряжений или, другими словами, от 
условий конкретной задачи.

Так при

с?! >  0  и а2 <  0  —  г  <  ф <  7С.

Аналогично можно установить, что
5 3При cjj <  0  И а2 <  0  — тт: ^  ф ^  тс,

при а1 > 0 и а2 > 0 -----—

и, наконец, при

ai <  0 , °2 >  0  - у  ^  ф ^  -Q-

Перейдем теперь к анализу условия пластичности анизо­
тропного тела. Если принять плоскую задачу по напряжениям, 
то условие пластичности ортотропного тела запишется в виде 
(из таблицы 2 ) :

^  = 0? _ 2u2l 0 .o2 +  !i5io2. (1.108)

Выражение (1.108) является уравнением эллипса. Однако 
оси эллипса не образуют с координатными осями угол равный 
45°. Величина этого угла  зависит от степени анизотропии м ате­
риала ( (Li-12 И Ц21) •
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Воспользуемся обычными приемами аналитической геоме-i 
рии и найдем каноническую форму уравнения эллипса ( 1. 108) 
Прежде всего определим угол поворота а  для приведения ; 
канонической форме:

ctg  2 а = - i - ( —-----° 2 \ JJ42 f-21

sin а = / т ( ' - (-*■2 1   (-*-12

V (!А21 — l-ч?)2 + 4^2 '21

cos а = 1 +
JJ-2 1-- [J-12

\^(jj-21 — J-чг)2 + 4jj.j2 (j-2!

Далее, найдем значения полуосей в повой координатно 
системе

а'
Ъ'

У 2

Тогда уравнение эллипса в этих координатах будет имет
вид

• 2
С 1

У 2

V [1+̂ 1+Ц12 + 4̂ 21

+
• 2О 2
У 2

= 1 . (1.111

Уравнение (1.110)  теперь можно представить в параметрич 
ской форме:

а, = с.
■ V '•ЕМ'-(-Э*-

COS <р

О / 'Sin ср. (1.11

'21

Переходя к прежним координатным осям сч и стг, по известнь: 
формулам преобразования, получим, что

<s1 = a Sl ( N  cos ср — М  sin ср)
а2 = aSl (TV cos ср 4 - M s i n o )  (1.11
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'Здесь

У
Г 2

Г ' * й | +  / ( ‘ - Э 2 + ^

/ 2

1 / У-21  {А 12
о' I 1 +
 ̂ \ (^21—  ̂12)2 + 4,̂ 22 fi-21

(1.113)

м ~ \ / ( i + ^ у у ( i - ^ ) 2 + 4 4  v  2 ^

^Уравнения (1. 112) могут быть преобразованы в

1̂2 1  р, 12

ах = aSt Y N 2jr M 2{cos р cos ср — sin Cf> sin  Р),
(1.114)

а, = aSl Y N 2jt M 2{q.OS p COS © + sin <p s in  p),

где
cosB = - ^ J L =  (1.115) s i n 8 = —p = M = r - . (1.116)P yiV2 + Af2 v '  ‘ У A/’S + Af* '

6j = aSl]/./V2- f M 2COS(cf> + 8 )

a 2 = a 5 lK ^ 2 +  M 2 C O s ( ' f - S ) .  (1.117)

Обозначив через функцию V  сумму (ф+Р), получим оконча­
тельное выражение условия пластичности в параметрической 
форме:

ох = Y N 2jt M 2oSx co s6 ,

a2 = Y N 2+ м 2 aSi cos (У — 2P). (1.118)
Отметим, что при pi12 =  |лгi == 0,5 выражения (1.118) перехо­

дят  в обычные соотношения для изотропного металла. 
Действительно,

N  яY N 2+ M 2 — —г=\ 2(3 = 2 arccos
Уз ’ УN2 + М 2 3 •

&Si = 3S
Характерной особенностью уравнения (1.118) является то,

I что пределы изменения величины зависят не только от зна­
ков напряжений gi и о2, но и от степени анизотропии (p i2 и 
Ц21 ) .  Поэтому в каждом конкретном случае необходимо снача­
ла по формулам (1 .113) и (1 .115) определить значение 

о N  Y n ^+m 2и2р, а затем уж е  отыскивать пределы изменения 
Функции Y .

Определяя область применения уравнения ( 1. 118) в задачах  
о обработки металлов давлением, прежде всего следует отме­
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тить целесообразность использования его при совместном р 
шении с уравнениями равновесия осесимметричной оболоч* 
(безмоментное уравнение Л ап ласа ) ,  особенно с учетом изм( 
нения ее толщины.

К ак  правило, в уравнениях равновесия не удается записач 
члены, содержащие напряжения в виде разностного выра>К| 
ния типа г) (o i—02) ,  с тем, чтобы в дальнейшем, используя усл| 
вие пластичности, заменить разность величиной |30s, упрости 
этим решение. Тогда введение параметрической формы уравщ 
ния пластичности позволяет получить вполне определенны 
дифференциальные уравнения, а затем и решить их.

§ 3. Запись  кусочно-линейного условия пластичности

Условие пластичности по максимальным касательным напр! 
жениям изотропного тела не учитывает влияния среднего н; 
пряжения, так  к ак  оно записано только через два  крайних ш 
пряжения. Другое дело, если материал является ортотропны 
или трансверсально-изотропным. Здесь кусочно-линейное усл| 
вие текучести выражено через все три главных напряжения i 
естественно, нуждается в упрощении. При этом желательв 
представить его в форме аналогичной изотропному телу.

Выпишем условие пластичности ортотропной среды (1.63;

Возьмем первое из этих уравнений. В изотропном теле отсу

+ —2— путем, элементарных преобразований первое уравнен! 
приведем к виду:

ствует напряжение 02, так  к ак  } / ~ = П Покажем влияние это!'
т, ‘ 3 ^ ( 0 , - а з )

напряж ен ия. И с п о льзуя  известное соотнош ение а2 = -------- -̂--------'
''До, — а3) 

2

2а,
(АВ и  A M .  (1.П

Введем следующее обозначение
2 ( 1 . 1 2

Тогда уравнение (1.119) запишется таким образом
(1.2
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Здесь к ак  и при энергетическом условии пластичности, коэф­
фициент а ,  а там j3, учитывает влияние среднего напряжения и 
Анизотропию материала. Очевидно, что для изотропной среды
сс= 1 независимо от Va •

По аналогии второе уравнение системы ( 1.оЗ) перепишем
'в виде:

( Л С и Л С , )  ( 1-122 ).

ИЛИ с2 '— °з = i  a-xas2 ( 1. 122а)
+ 1

1 + 2 ] /  №

П одобны м ж е  о б р азо м  п р е о б р а зу е м  и третье уравнение:

а, — а9 —

ИЛИ

Здесь

aSi---------1—= ---------  (ВС\ и С В 1) (1.123)

■— а2 = + а 3 aSl . (1.123а)

1 —V,
=

2 _ l / ' ! « i ( i + v„ )
Г {-*-12 4 '

В заключение отметим, что полученная форма записи к у ­
сочно-линейного условия в принципе не отличается от анало­
гичного выражения энергетического условия текучести.

Г л а в а  1.7. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПАРАМЕТРАМИ НАДАИ-ЛОДЕ 
НАПРЯЖЕННОГО И ДЕФОРМИРОВАННОГО v3 СОСТОЯНИЙ

Д ля успешного использования упрощенной формы записи 
условия пластичности анизотропных тел необходимо знать точ­
ное значение показателя напряженного состояния v c » что осо­
бенно важно при применении схемы плоского напряженного 
состояния.

Обычно для этого, с помощью найденных деформаций, вы­
числяют показатель деформированного состояния v s • Затем,, 
используя связь м еж ду va и v£ , находят значение параметра. 
Надаи-Лоде для напряжений, а по нему и |3 в условии пла­
стичности. В случае изотропной среды эта связь очень проста 

=ve , т. е. наблюдается совпадение показателей напряженно­
го и Деформированного состояний. У анизотропного тела тако ­
го совпадения не наблюдается.
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Найдем связь м еж ду vCT и v £ для  случая ортотропной сред{ 
В основу вывода положим условие, что о i всегда максимал) 
ное, 02 — среднее по величине, а о3 — минимальное напр; 
жение. Запишем параметр Надаи-Лоде в следующей форм!

(а2 —ai) + (32 — a3)
ai — a3

Используя физические уравнения (1. 60) ,  находим разнос? 
главных напряжений через деформации. Тогда, после подстг 
новки и несложных преобразований, получим:

2 (—  — l )  £2— (—  — 1) £1 —\ Р-21 I V м-21 '
(   —  1  ̂ S 1 —  s 3\ (Л 12 1 3

Из условия постоянства объема заменим е2 через si и 8 3 . 
В этом случае

( —  + —  - з ) 81 + (—  - 1
\  [А21 {М2 /  \  [А21

S 3 _
или, обозначая отношение si/e3 через сс, найдем

(—  + —  — з) а + —  — 1

1 — (—  — l) \ м-12 У
Показатель направляющего тензора деформации такж е  выра 
зим через а

v  =  ( S 2  — v  0  +  ( £ 2 ~ £ 3 )  _  3  1  +  a

£1 —£3 1
Отсюда следует, что

V - з
a =

_  + 3 •
Подставив значение а  в уравнение (1. 124), получим

1 — 4м-12 + 4 ~ ) v + 3 (2м-12 — 1)t Р*21 /
(2м-12   1 ) '■>£ +3

Обозначим 1—4\х12 + 4 ~ -  через С, а 2 jmi2— 1 через D. Тогда
О д  +  3 D  .

(1.12S
ИЛИ D v e +  3

4 D ~ \ )

■Очевидно, что в случае изотропного тела С = 3, D = 0 и тогД:



Часть II. НЕКОТОРЫЕ ИН Ж ЕНЕРНЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА
ПРОЦЕССОВ ОБРАБОТКИ М Е Т А Л Л О В  Д А В Л Е Н И Е М

Математическая теория пластичности дает необходимый 
комплекс уравнений и устанавливает общую методику решения 
задач, связанных с формоизменением материала. Однако ре­
шение возникающей при этом сложной системы нелинейных 
дифференциальных уравнений в частных производных связано 
со значительными трудностями. Поэтому приходится прибегать 
к целому ряду упрощений математического, геометрического и 
физического характера, которые л еж ат  в основе т ак  назы вае­
мых инженерных (приближенных) методов. И несмотря на то, 
что ни один из них в настоящее время не является совершен­
ным, они нашли широкое применение при расчете различных 
параметров обработки металлов давлением.

Разберем некоторые из них.

Г л а в а  2.1. МЕТОД СОВМЕСТНОГО РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСИЯ С УСЛОВИЕМ ПЛАСТИЧНОСТИ

Данный метод позволяет определить напряжения на кон­
тактной поверхности и усилие, потребное для деформирования 
тела. Точность полученных решений зависит от характера при­
нятых допущений. Наиболее общим из них является замена 
объемной з ад ач и —•плоской или осесимметричной, так  к ак  в 
противном случае число неизвестных превышает число уравне­
ний. Причем решение в замкнутом виде может быть получено 
исходя из условия пластичности лишь для частных случаев,, 
когда касательные напряжения на контакте либо равны нулю, 
либо постоянны. Кроме этого в большинстве случаев прихо­
дится прибегать к использованию приближенных уравнений 
равновесия и условия пластичности.

Применение того или иного вида уравнений равновесия з а ­
висит от конкретной задачи. Здесь можно лишь указать  на не­
которые их формы записи.
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Так для операций листовой штамповки Е. А. Попов [14 
приводит необходимые выражения условий равновесия и тщ; 
тельно анализирует их применимость. В частности, в случд 
осесимметричной задачи при плоском напряженном состоянл 
и отсутствии касательных напряжений (тр0 = 0 ) уравнение pai 
иовесия имеет вид

Р< 4  .  п• ар — а0 =  U.d  р
Эта запись может быть использована и при расчете изгиб 
широких листов.

При теоретическом анализе многих процессов обработк 
давлением применяют гипотезу плоских сечений (либо анал( 
гичную ей по смыслу — тонких сечений, осредненных напр* 
жений), в которой говорится о том, что плоские сечения, прс 
веденные через тело, остаются таковыми в течение всего прс 
цесса деформирования. Ее использование полагает, что напр* 
жения зависят только от одной из координат. Причем сил| 
трения не влияют на характер распределения нормальных ш 
пряжений по сечению.

Так, применение указанной гипотезы позволило получщ 
уравнение равновесия широкой полосы при ее осадке в след) 
ющем виде [15]:

d o r  2 т  

dx Х)> = 0 . (2,1

Здесь ось у  направлена по толщине h.
Теперь более подробно проанализируем возможность приме 

нения условия пластичности ортотропного тела при мето| 
•совместного решения.

В принципе (так  к ак  речь идет о напряжениях на контак1 
ной поверхности) в условие пластичности должно входить ш 
сательное напряжение тху. Однако при решении задач рассма' 
ривают лишь два  крайних случая: либо касательное напряже 
ние принимают отсутствующим, либо считают его максимал 
ным.

В первом случае, когда заведомо известно, что касательно 
напряжение мало в сравнении с напряжением текучести, ег 
величиной пренебрегают. Это эквивалентно утверждению о t o i  

что направления осей координат мало отличается от главны 
Тогда можно допустить, например, следующую форму запис; 
энергетического условия пластичности:

GX — Gz = ft Oji- (2-;

Если деформируемый материал будет трансверсально из1 
тропным или изотропным, в этом уравнении изменится лип 
значение коэффициента ft. Необходимо помнить, что у  орт* 
тропного и трансверсалыюго изотропного тел ft меняется в б1
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лее широких пределах, чем от 1 до y j .  Поэтому, если при изо-
! полном металле в случае плоского напряженного состояния 
можно использовать любое из этих значений, то при анизо­
тропном материале к применению условия пластичности в уп­
рощенном виде нужно подходить более осторожно.

Когда ж е  касательное напряжение на контакте является 
постоянным и максимальным по значению, энергетические усло­
вия пластичности при плоской деформации может быть пред­
ставлено в виде

0,-,= Y "(1 -  t o  t ^ ) K  -  ^  (2-3>

Замечая, что pi при плоской деформации равно
1

2

-i/j  l  ---  ^2 I'M

найдем
j 2 ( °х — °z) , _2 fi31 1 + {ii1 <3; =  ",---------h —

ИЛИ

$  ^  * 2 {Мз 1 —  F-I

  — • =  х Ь  1 f  1
М *  У  ^  ( l - v - i ) o l

{*•3 1 1 + {1.1

Учитывая, что

O s i Y
[Hi 1—Hi
Из 1 1 + И1

плоскости ху,  получим
= Т —• есть предел текучести при сдвиге в

 £ _  =  +  Л /  1
? !  CSl -  V  Т

Когда тxz=T,  подкоренное выражение обращается в нуль и мож ­
но пользоваться следующей записью условия пластичности:

ах — аг = 0 .  (2.4)
или в дифференциальной форме

d<jjc = d o z (2.4а)
Такое ж е  условие пластичности применяют и при изотропном 
материале [15].

Е. П. Унксов вычислил среднюю погрешность и показал, что 
условие пластичности в форме (2 .4 )  следует использовать при

0,7/С^тx z ^ K ,  где К =  у^= Os (тело изотропное). Переходя к
ортотропному материалу, можно сохранить те ж е пределы, од-

Т
нако здесь вместо отношения необходимо рассматривать

значения
т



Г л а в а  2.2. МЕТОД Б АЛАН СА РАБОТ

В основе этого метода лежит закон сохранения энергщ 
:по которому работа всех внешних сил А в равна работе внутри’ 
них сил Ad [11].

А в  — A d ■
Величина AD считается положительной, а Ав  — отрицательно! 
Их сумма представляет собой полную работу деформации Д

А  =  A d + (— А в ) =  0 .
По аналогии с тензорами напряжений и деформаций можн 
рассматривать отдельно энергию изменения объема и форац 
тела, т. е. А п = А 0-\-Аф.
В связи с принятой гипотезой о несжимаемости Ло =  0 и тогд 
Ао =  Аф.
Работа внешних сил равна разности работ активных сил, разв! 
ваемых машиной, и сил внешнего трения

Ав = Аа — Ат р. (2 .;
Поскольку работа — величина скалярная, не зависящ ая с 
симметрии тела, выражение приращения энергии внутренне 
сил определяется к ак  для изотропного, так  и анизотропно! 
тел из одних и тех ж е  выражений [16]:

dAo — (axzx 4" Зу£у +  4" х̂у~{ ху 4* 'Zyz'iyz 4" ẑxfzx) d\f
или

cI A d  — (%s i 4- о-2г 2 4- з3г3) dV .  (2.1
Д ал ее , подставим в формулу (2 .6 ) значения деформаций, взя 
их из следующих физических уравнений:

£1 — T77 (°1 !х213'2 Р̂ 31а з)1
8 г 1 / чИ2 1

-2 — ( а 2 !х 3233 [x 12a l ) ~

3 — Г77 ( З3 4 l « a l р32а 2) 1̂3
Тогда получим

dAD =  У  (  o f +  2 i i  a j  -  2(12,3,02 -  2  323S -
0/ 1 \ i [J 12 и 13 3 12 г ,3

— 2 [л31а1з 3) dV.
Так к ак  выражение в скобках представляет собой о Д , то моя
но записать

dAD — ai\Si\dV
или

AD = l \ l o lxz itdV.
V
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Интенсивности напряжений и деформаций разных направле­
ний связаны м еж ду  собой зависимостями:

£/з Г М12 C<1 '  М13 °41’
Отсюда вытекает, что

— ° 1зг 1 з Ч 1с«г

Тогда
= J J j 4 £^ .  (2.7)

Таким образом, для использования в расчетах обработки 
металлов давлением метода баланса работ, интенсивности на­
пряжений и деформаций можно взять по любому из направ­
лений.

Запись уравнения работы поверхностных сил сохраняет т а ­
кой ж е формальный вид, что и при изотропном теле:

Ав§§ (А" Их -Ь У Му “Ь Z u z) d F ,
F

где X, У, Z — проекции сил, действующих по участку поверх­
ности dF,  на оси координат, а их, иу, и г — соответствующие им 
перемещения. Однако величины, входящие в это уравнение, мо­
гут зависеть как  от степени анизотропии, так  и ее характера . 
Например, при осадке первоначально цилиндрического орто- 
тропного образца его сечение обращается в эллипс, что влияет 
и на величину площади, и на перемещения по координатным 
осям.

В качестве примера 
иллюстрирующего ме­
тод баланса работ, рас­
смотрим задачу с ж а ­
тия длинной полосы 
меж ду шероховатыми 
плитами (рис. 2 .1).
Работа деформации 
при отсутствии упроч­
нения материала равна i
^  = ^ i , d V  (2 .8 )

V

При плоской деформа­
ции (ez = 0 ) вы раж е­
ние интенсивности ел
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.для ортотропного тела записывается следующим образом:
1 ДА

11  - . / д ----------------------У 1 1̂2[->2 1
Тогда

1 Д/7

!  -  —  с 2  _  т

1—(̂ 12̂ 21 ^
Подставив значение en в уравнение (2.8), получаем

1 д h
У 1—[-*. 12̂ 21

AD = oSl-7 7 = L = ^ ^ y  V. (S
V  1

Так к ак  при плоской деформации длина тела остается без 
менения, то интегрирование можно производить по площа,
Если при этом величину crsiVl— 112 1РЧ2 обозначить через 2ku 
выражение (2.9) преобразится

h/2b/2

Ad = 8к х ^-L  jj d x d y .
о о

Поскольку оси координат расположены в центре полосы и р; 
сматривается, вследствие симметрии, только четверть объеа 
то для нахождения всей работы Ad введен множитель, равн: 
четырем.

После интегрирования и подстановки пределов окончите, 
.но получим

Ad = 2 KxLhb l .  (2.'

Р абота активных сил определяется следующей формулой:

А* = РполАЬ. (2 .

Теперь остается определить работу сил трения. Она находит 
по уравнению энергии поверхностных сил. При этом нуж 
иметь ввиду, что смещение на двух контактных поверхност 
происходит только вдоль оси х, а поверхностным напряжени
Я В ЛЯ етС Я  ТХу =  Тн-
С учетом этого

Ь/2
.Дтр =  4 - 2 ? Kl | t iyj ixi (2.

где

_ - _ А/г Ux — SjX — X.

Интегрируя уравнение (2.12) и подставляя пределы, получ:

а —  ̂ 1 — Ь2
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1 итоге, суммируя выражения работ, найдем, что

Аа =  Ad +  Атр

1ЛИ \h
p ^ h  = 2K1l h b l  + тк 1 ^ Ъ \

)тсюда
, Р  = Ь1  [2 к х + тк - j - j .

Разделив обе части на площадь F = bl, определим удельное 
Давление
* р  = 2к , + ± - .  (2.13)

Тринимая тот или иной закон изменения тк, можно получить
тесколько расчетных формул.

В заключение отметим, что рассматриваемый метод, к ак  и 
летод совместного решения, принципиально можно использо­
вать и для случая анизотропного металла в аналогичном клас ­
се задач, 
ы

Глава 2.3. МЕТОД СОПРОТИВЛЕНИЯ МЕТАЛЛОВ 
ПЛАСТИЧЕСКИМ ДЕ ФО РМАЦИЯМ (СП ДМ )

1* Этот метод разработан Ленинградской школой профессора 
Г. А. Смирнова-Аляева [17 ].  Он используется для решения 
■фактических задач на конечное формоизменение при монотон­
ной или приближенно монотонной деформации изотропного 
‘тела.
■с Под монотонным (протекающим однозначно) подразумева­
ется такой процесс деформации рассматриваемой малой м ате­
риальной частицы, когда две ее точки либо все время прибли­
жаю тся, либо удаляются друг от друга  и если при этом вид 
теформации (растяжение, сдвиг, сж атие) , определяемый пока­
зателем ve , остается неизменным [ 11] .

Рассмотрим сущность данного метода сначала на изотропных 
телах.
1 Так как  по условию монотонности соотношения главных д е ­
формаций не изменяются в течение всего процесса, то в каче­
стве характеристики деформированного состояния можно при­
нять конечные деформации. Тогда справедливо записать

= 0 = 1 _ (2.14)
[( Cl—а2 а2—а3 a j—а3 ‘ 2 и '
Здесь e h е 2> е3 — конечные, логарифмические деформации. При 
фостом нагружении v0 =  v£. Следовательно, зная конечные
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деформации, можно определить показатель напряженного 
стояния

gl —g3 п <?i—е ъ2^2 ■ 2 2е2 — g—
a i аз — ег

а по нему точное значение (3 из выражения

у  3+V* ■

Это позволяет использовать упрощенную форму записи уел 
вия пластичности

°1 а3 = Ра г-
Значение истинного предела текучести Gi определяется из свя; 
Пг =  Ф (ег) .  Величина бг находится такж е  по значениям рез\” 
тативной деформации

   _________
е '1 = ~ з ~ ^  ег)2 + (^2 — г 3)2 + (^i — e 3f .

В итоге для определения напряжений имеем систему двух  ура 
нений с тремя неизвестными

«1 — оз = Р°л (2.1

2 а2 — Oj — а3 =  v£ (oj — а3).

В качестве третьего уравнения можно взять одно из услов! 
равновесия [ 11] .

В частном случае, при плоском напряженном состоянии, з 
дача упрощается. Д ля  ее решения достаточно использова' 
уравнения связи м еж ду напряжениями и деформациями:

°i = + 9 ) .

- - И г  +  *0- I

Прежде чем перейти к  изложению применения мето) 
СПДМ для анизотропных материалов, отметим, что услов) 
монотонности здесь нарушаться не будет. Действительно, в cJf 
чае ортотропной среды по главным осям анизотропии свойств 
тела постоянны и не меняются от точки к точке, т. е. оно 0 0  
родно в этом направлении. А так  к ак  все основные соотно$ 
ния записаны применительно к направлениям анизотропии,! 
их можно использовать, к ак  и в изотропном теле, для конечн* 
деформаций.
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( Рассмотрим, как  изменится запись уравнении, применяемых 
и этом методе, в случае ортотропного материала. Так, вы ра­

жение (2.14) можно преобразовать

(2.16)

3  1 ----  3 2  ° 2  3 3

= g3+ ( l - ^ ) g l _  1 — ix2i\xi2 е и  _  ^
а3 — si [J-12 а t 1 1

Как видим, в уравнении появились коэффициенты поперечной 
деформации и, связанные с направлением величины а* и е*- 
Значение интенсивности деформаций можно определить по 
формуле

е и =  Л[-л— — —  1f  у -  е\ +  2eie2 +  —  .
1 г  1 ---- '-*12(J-21 * J-42  Д 21  ^

Затем, имея экспериментальную зависимость <iii =  <Di (е^) , 
•найдем и величину ап.

Использование функциональной связи м еж ду показателями 
напряженного и деформированного состояний

=f(<>.) (1.125),
позволяет, к ак  и при изотропном материале, найти точное 
значение коэффициентов (3*. Это в свою очередь, дает возмож­
ность применить упрощенную запись условия пластичности

°i — аз = ?1а й-
Таким образом, и при ортотропном теле задача сводится к 

диалогичной (2.15) системе двух  уравнений

ai аз = ? ia i!
2 а2 = vg (aj — а3).

При плоском напряженном состоянии можно использовать 
м следующие выражения:

Ц  12

1 U 12̂ 2 1 0j-

М12 °

М 12

2 — 1--Д12Д21 б- 1 ' <? 2 М2 1/ и-
Применение метода СПДМ  будет показано при анализе про­

цесса обтяжки. '



Ч а с т ь  III. П РИМ ЕН ЕН ИЕ ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ' 
К А Н А Л И ЗУ  ПРОЦЕССОВ ХОЛОДНОЙ ШТАМПОВКИ

Расчет конкретной операции штамповки производится д, 
нахождения необходимого комплекса параметров, определяй 
щих данный технологический процесс: }

силовых параметров — усилие, работа, мощность; j
параметров, связанных с предельным формоизменением, 

минимальный радиус гиба, число потребных переходов и т. , 
точностных параметров — пружинение деформируемого н 

талла и связанные с ним оптимальные формы инструмента и ( 
настки;

геометрических параметров, определяющих форму загот<! 
ки. ;

Причем число факторов, которые необходимо учитывать п: 
теоретическом анализе процесса, зависит от тех условий, в к 
торых он протекает. Так, например, при расчете одних прощ 
сов необходимо учитывать трение, упрочнение и анизотропв 
металла, в то время к ак  при расчете других некоторыми из щ 
можно пренебречь. ;

Все это следует учитывать при выборе оптимальной расч? 
ной схемы, которую, однако, нельзя назначать без знания & 
пряженно-деформированного состояния материала в очаге £ 
формации. Значительную помощь могут оказать диаграмм 
видов напряженного состояния.

Г л а в а  3.1. Д ИА ГРА ММ Ы ВИДОВ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ;

К ак известно, любой процесс обработки металлов давлен! 
ем характеризуется вполне определенными схемами главн: 
напряжений и деформаций. Их совокупность представляет с; 
бой механическую схему деформации.

Важность изучения механической схемы деформации c o d  
ит в том, что ее вид определяет к ак  способность вещества, 
пластическому формоизменению, так  и к сопротивлению шП 
тическим деформациям.

Однако, помимо схем главных напряжений и деформацЯ 
на указанные свойства оказывает влияние и величина средне
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Рис. 3.1. Диаграммы видов напряженного состояния

Если по оси абсцисс вместо ve отложить показатель напра 
ляющего тензора деформаций v£ ’ а по другой оси — относ 
тельное среднее напряжение, то диаграм ма видов напряженм 
состояний окажется связанной уж е  с деформированным сост<| 
нием тела. Другими словами, тензор относительных главш 
напряжений может быть выражен к ак  через показатель напрз 
ляющего тензора напряжений, так  и деформаций.

У изотропного тела наблюдается равенство v 0 = v e . Отсю; 
ясно, что диаграммы видов напряженного состояния, выраже 
ные через va и ve совпадают м еж ду собой. При аиизотро 
ном материале такого совпадения не наблюдается, так  й 

. Следовательно, диаграммы будут смещены относ 
тельно друг  друга  по оси vCT (v£ ).

При анализе процессов обработки металлов давлением 
одних случаях (ряд операций листовой штамповки, волочен* 
прессование) за  основу принимают напряженное состояв 
в других (гибка широкой полосы, прокатка и т. д.) — дефор* 
рованное состояние. В практике за основу может быть принЯ 
либо диаграмма в координатах <т° — v 0 , либо — а°—v£ . Л! 
этом, если исходным взято напряженное состояние, то велия 
на v <5 принимается независимой от анизотропии. Деформйр
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ван ное ж е состояние (v* ) определяется к ак  схемой напряже­
ний так  и свойствами материала. Естественно, что в другом 
случае независимым будет v£.

Рассмотрим вариант, когда за основу принято напряженное 
состояние. Тогда диаграмма в координатах а°—ve будет такой 
ж е как  при изотропном теле. Д иаграм м а, выраженная через 
0 °_ lVe } к ак  видно из соотношения (1.125), изменяется в зави ­
симости от анизотропии материала (рис. 3.1).

Д ля большей наглядности диаграммы построены для част­
ного вида анизотропии — трансверсально изотропного металла, 
у  которого }Xj2= Ц21=  Ц1- Не анализируя диаграм му в целом, 
остановимся лишь на частных случаях напряженного состоя­
ния (чистый сдвиг v = 0  и линейное растяжение уст =  — 1). 
Из рис. 3.1 ясно, что чистый сдвиг по напряжениям и дефор­
мациям возможен только при изотропном теле. Если ж е  ц1 от­
личен от 0 ,5 , то будем иметь уж е  объемную схему деформаций. 
Так, когда х̂1 > 0 ,5  возникают две деформации растяжения и 
одна сжатия, в то время к ак  при наоборот — две де­
формации сжатия и одна растяжения.

При линейном растяжении изотропного материала v e = — 1, 
при jx1 =  0,7, v£ =  — 1,61, а когда р,1 =  0,3 ve = —0,53. Отсюда 
видно, что при сохранении объемной схемы деформации соот­
ношения меж ду главными деформациями меняются в зависи­
мости от анизотропии тела.

Если ж е за основу взять схему деформаций, то в зависимости 
от степени анизотропии металла одному и тому ж е  деформиро­
ванному состоянию будут соответствовать различные схемы на­
пряжений.

Сопоставляя диаграммы видов напряженного состояния 
изотропной и анизотропной среды, можно судить о том, какое 
|влияние оказывает анизотропия на данный процесс, т. е. поло­
жительно или отрицательно влияет на пластичность материала 
и его сопротивление деформации. Это необходимо учитывать 
при составлении технологического процесса. Очевидно, что толь­
ко анализ диаграмм видов напряженного состояния позволит 
правильно ответить на вопрос, рационально ли используются 
свойства материала при данной операции.

Г л а в а  3.2. ГИБКА ЛИСТОВОГО МЕТАЛЛА

Под действием изгибающего момента (рис. 3.2) в продоль­
ном направлении часть заготовки получает растяжение, а дру-
жения СЖГ е‘ ЭТ0М возникают тангенциальные напря-

°Гв люб°й момент деформирования существует поверх-
чпяиы’а Разлеляюш-а я зоны сж атия и растяжения. Она носит на­
звание «нейтральная поверхность».
на друга6*36 ИЗГИ̂ а отДельные слои заготовки нажимают друг 

у ’ что приводит к появлению радиальных напряжений
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Gp , увеличивающихся с уменьшением относительного радиус 
кривизны детали.

Окончательная схема напряженно-деформированного состс 
яния зависит от формы и размеров изгибаемого полуфабрикат; 
Различают гибку узких и широких заготовок. К широким отш 
сят в частности листы, при гибке которых в большой степей 
затруднена поперечная деформация. Из-за этого возникают а* 
сиальные напряжения а г.

При теоретических расчетах поперечной деформацией обьт 
но пренебрегают и принимают схему плоской деформации. Кр( 
ме этого используются следующие допущения:

считают, что главные оси напряжений и деформаций совш 
дают соответственно с радиальным (ось 3),  тангенциальны: 
(ось 1) и аксиальным (ось 2) направлениями. Тогда на пл( 
щ адках  нормальных к ним касательные напряжения отсутств) 
ют, что значительно упрощает анализ процесса;

при гибке на большие радиусы (— > 2 ) считается спр<
ведливой гипотеза плоских сечений.

§ 1. Распределение напряжений по сечению заготовки

Используя вышеуказанные допущения, условие равновесй 
можно записать следующим образом:

dae + ~ gQ = О
dр р
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Уравнение пластичности ортотропного тела представим в уп­
рощенной форме

а е— Ср = ± Ртах0-*! ( а 0̂ )• (3-3)
Здесь знак плюс о т н о с и т с я  к  зоне растяжения, а минус — с ж а ­
тия.Пренебрегая упругой зоной, методом совместного решения 
уравнений равновесия и пластичности, получаем формулы для
напряж ений.

Зона растяжения

-  P i » » » 1п V

Зона сж атия

0о = — 6 ' б, in -Л—р » max /-в

( !  +  1 п - ? г ) -  о - 4 6 )

При этом были использованы следующие граничные условия: 
Ьри p  —  R n  и  р =  г в, о  = 0 .
Из условия равенства напряжений ар на границе зон сжатия 
’и растяжения получаем известную формулу

) рн = V R Hr B. (3.5)
1 Таким образом, у  ортотропных тел анизотропия не влияет 
(ча положение нейтрального волокна, но изменяет величину на­
пряжений. Попутно отметим, что радиус нейтральной поверх­
ности не зависит от упрочнения [2 0 ] ,  [ 2 1 ] .
* Для определения отдельных параметров процесса гибки 
необходимо знать наибольшую величину радиальных напря­
жений. Очевидно, максимальная величина этих напряжений 
Ьудет находиться на нейтральной поверхности. Подставив зна­
чение рп из (3.5) в формулу (3 .4 ) ,  находим [11 ] :

-  -  Р ^ - .  Ш ] /  %  = -  In V l + V t -  (3 ' 6>
Тз полученных выражений видно, что на (Jo max влияет не толь­
ко относительная толщина заготовки, но и анизотропия ее 
свойств.

§ 2 . Определение изгибающего момента
1
■е нрЛ б нахождения усилия и величины упругой отдачи при гиб­
лый оп ХОДИМо знать величину изгибающего момента М1Ь кото- 
мгт , Р еделяется из условия равенства его моменту внутренних 
ИЛ’ СОзАаваемого напряжением ае = f ( р).
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Пренебрегая упругой областью и считая, что нейтралы^ 
поверхность совпадает со срединной, момент всего сечения ц 
единицу ширины можно вычислить по формуле

Ян Рн S/2
Ми  = f а© р<7р + | (— о0 )рс?р = 2 fo e y d y .  (3,1

Р и Г В О

где у —р—рн.
Д ля  его определения примем дополнительное условие, ч*

ор = 0 ,  хотя это и вносит некоторую ошибку в расчет. В этф
случае условие пластичности (3.3) запишется так:

а© =  -ь 3 ' а ,. . Iu  — Гщах *1

Подставим его в формулу момента. После интегрирования 
подстановки пределов получим

- т  = - п п = = -  (а >^ 4 У 1----|Л12[Л21

Как и все предыдущие формулы, выражение момента получ|. 
но без учета упрочнения материала. '

Теперь рассмотрим, к ак  изменится формула изгибающег 
иомента, если упрочнение тела задано степенной функции 
вида

°i& = K e z niQ ( o tl = K  i s j t), (3<

где К в  (К О  и п  — константы материала [2 2 ] .
Д ля  определения интенсивности напряжений найдем отн( 

шение м еж ду напряжениями о© и crz. С этой целью воспольз)1 
емся выражениями (1.57). В нашем случае они будут иметь вщ

1 И12е© = тгг<30 — —г  о*,
С, 1 Сп'1 2 

f*8 I _ Н32
Ел Е

Так к ак  согласно принятой схеме ez =  0, а еР = —е© , то меж/ 
напряжениями получается следующая взаимосвязь:

= {̂12°© •
Подставив найденное значение в уравнение (1.15) после Hf 
сложных преобразований, получим

a lQ = ]/ 1 — ^2lF'l2 gq • (3-^

К ак  известно из (1.56), интенсивность деформаций при плоско1 
деформации имеет такую запись



Заменим в с 
мадий через

функции (3 .9 ) интенсивности напряжений и дефор 
з их значения (1.56а), (3.10):

Отсюда получим следующую формулу:
<30 = K q £е ’ (3.11)

где

п+1 ’ 
( 1  f* 12,«2l) 2

•Согласно гипотезе плоских сечений относительная деформация 
лроизвольного волокна является линейной функцией его рас­
стояния от нейтрального слоя, т. е.^© .

Тогда

Подставим найденное значение тангенциального напряжения в 
формулу изгибающего момента (3.7)

57 2

После интегрирования и подстановки пределов получаем

Упругие деформации в материале после снятия нагрузки из­
меняют форму детали. Она, к ак  говорят, «отпружинивает». Ве­
личину пружинения необходимо учитывать при изготовлении ос­
настки.

Согласно теореме о разгрузке А. И. Ильюшина [19] кри­
визна нейтрального слоя после удаления внешнего момента 
Рост определяется из следующей зависимости:

(3.12)

§ 3. Пружинение детали после гибки

__1 J  Ми
Рост рн JE 1 ’

(3.13)
b S
12где / момент инерции сечения. Д ля  листа он равен / = 

пли на единицу ширины / = —  .
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Преобразуем формулу (3.13):

Рн
м к •

1 — 1? н  / E i

Подставив значение изгибающего момента и момента 
сечения, получаем

инерц^

Рост —
1 '̂ '“’тах °si1—РН'— EXS

— для идеально пластического тела.

Он
р о с т  = з к в (‘̂ nV~n 

(п+2) Е 1 \ 5 /

для  упрочняемого тела
Д ля  определения угла пружинения используем свойство не! 

трального волокна сохранять свою длину после пружинения

бфн — ^остРост-

При этом угол пружинения равен

Да = а — а 0Ст = ( 1  I а -рн \ 
рост/

Подставим значение рост и найдем:
ЗЗ’" ас а . °rmax

— Рн р  g

для  идеально пластического материала;

z k b ( 2р„ ,
Да _  (/г+2)ЕЛ S  ̂ а

1 - п

— для упрочняемого тела.
В практике вместо рн удобнее пользоваться внутренним \ 

диусом г6 [25 ] ;  поэтому заменяя рн через r B Н ^— » получт



§ 4. Определение давления резины 
при гибке материала по формблоку

Уже отмечалось, что знание величины изгибающего момента 
позволяет определять усилие для различных случаев гибки з а ­
готовок При изготовлении деталей летательных аппаратов ши­
рокое распростране­
ние получила ^штам­
повка резиной тео­
рия ее наиболее пол­
но изложена в рабо­
те [24], взятой нами 
за основу.

Давления, кото­
рые должны быть 
приложены со сторо­
ны резины для изги­
ба борта, можно оп­
ределять из условия 
равенства моментов 
внутренних И внеш- Р>1с- з.з. Схема гибки резиной прямого борта 
них сил

м вн = м » .
Момент внутренних сил на единицу ширины в случае упрочне­
ния, выраженного степенной функцией, равен (3.12):

----------------- &—Г.------- 4 1  1Н г ] 

/

5 j 4
■

М ю  — 2n+1 (п+2 ) р”

Внешние силы создают следующий момент единичной ширины 
(рис. 3.3):

м „  =

где а = А —р н<р. 
Тогда

Мп =
<7Ф (А — РнТ)2 (3.16)

Приравнивая моменты внутренних и внешних сил, найдем зн а­
чение потребного давления резины

При А =  ~ ?п.

--------------------------------- (3.17)
2" (л+ 2) р” (А — рн<р)?

’ I ^ = ~т) оно должно быть бесконечно большим. 
полУчил полное прилегание к формблоку, требуется

дополнительный припуск заготовки.
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§ 5. Гибка листов на м алы е радиусы  
(стесненный изгиб), [35]

В конструкциях летательных аппаратов широко применяю^ 
ся соединения обшивки с гофрированными оболочками и гну' 
тыми из листа профилями. Детали, полученные обычным щ. 
бом, имеют довольно большие радиусы, превышающие тол год 
ну материала в три раза и более. Это приводит к снижении! 
жесткости профиля или оболочки, а следовательно, к утяжеле- 
нию конструкции.

Изготовление детали с малыми радиусами ( r  — S  и менее) 
возможно с условием наложения сжимающих усилий в процес| 
се формообразования угла. При этом наблюдается утолщение 
материала в зоне гиба, что, естественно, повышает жесткости 
детали.

Рассмотрим подобный процесс (рис. 3 .4). Обозначим 
начальную толщину листа — S 0, толщину листа после дефор­
мации на биссектрисе угла  гиба — 5, радиус внутреннего во­
локна г 6, радиус наружного волокна — Ru и угол гиба через 
2а.  Будем считать, что ось гиба совпадает с направлением 
прокатки листа или перпендикулярно ему, т. е. совпадает с од­
ной из главных осей анизотропии. Далее, к ак  и при обычной 
гибке широких листов, принята схема плоской деформации.

Известно, что одним из основных допущений, лежащ их в ос­
нове теории пластического изгиба, является гипотеза плоских] 
сечений. Однако приемлема она лишь в случаях, когда под 
действием приложенной нагрузки лист принимает форму по­
верхности не имеющей резких изменений кривизны. Если же, 
участки большой кривизны сопрягаются с прямыми, к ак  в рас­
сматриваемой задаче, гипотеза плоских сечений несправедлива 
и может привести к существенным ошибкам.

В связи с этим примем гипотезу, основанную на следующих 
допущениях.

Продольные волокна и волокна нормальные плоскости ли­
ста, ортогональные до деформации, остаются ортогональными 
и после деформации.

Продольное волокно после деформации представляет собой 
ду гу  окружности ( в и)  и прямые ( а в  и п т ) ,  параллельные не- 
деформированным полкам детали (рис. 3 .4 ) .  Причем геометри­
ческое место точек сопряжения криволинейных и прямолиней­
ных участков деформированных волокон есть прямые линии 
(АВ и СД).  На рис. 3.4 R u< r B-\-S0, что соответствует достаточ­
но большим сжимающим усилиям. Если ж е Rn =  r B-\-S0, то 
предложенная гипотеза автоматически переходит в гипотезу 
плоских сечений.

Согласно принятым допущениям, продольные и нормальные 
волокна после деформации образуют ортогональную сетку —- 
сетку направлений главных деформаций — напряжений. И
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Рис. 3.4. Схема стесненного изгиба

так как оси симметрии материала совпадают с выбранными 
направлениями, то эта ж е  сетка будет определять и направ­
ление осей анизотропии.

Выберем систему декартовых координат следующим обра­
зом: за ось у  возьмем биссектрису угла гиба, а начало коорди­
нат поместим на серединную поверхность зоны гиба.

Найдем уравнения семейств кривых, определяющих форму 
продольных (I) и нормальных (II) волокон после деформации. 
Уравнение дуги бп есть

х 2 + {у + б)2 = р2 (ЗЛ8) 

Из чисто геометрических соображений имеем:

Ян + в . Ян   г  в
Р =  — —  +  — 5 — и

д   Ян +  Гв S  — (Ян — f в) ^
" ~  2 S

где V — координата, отсекаемая кривой (3.18) на оси у.  Под­
ставляя значения р и в  в уравнение (3.18), получим:

х \ [У\ г 2 -т г \ — i ri г 2 ~т- г \) у г]2 =

— [^2 3- г \ + ( 1)
гДе обозначено

X.  ,, 2у  , 2 а  г  в Ян S
~х X '  ’ Й2== X ’ Г2 = 5 7 ’ 07 = 5 о
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Здесь U2 — безразмерный параметр семейства окружное^ 
(II) изменяется в следующем интервале:

— 1 1.

Д ля  упрощения дальнейших математических преобразова 
ний введем новые координаты U2 и ср, где ф — угол межд^ 
осью а у  и радиусом р дуги в п. При этом старые координат^ 
X} и у 2 через новые выражаю тся следующим образом:

Л'! = [ г 2 -Г /*1 4- {г2 — r x) и 2\ Sin? (3.19

У\ = [ г 2 4- г х + (Г'2 r l ) u 2] cos? 4- (г, — г 2 4- r 1) u 2 — ( r 2 4- r x).

Тогда в новых координатах ф, U2 уравнение семейства (I) есть 
U2== const.

Из (3.19) найдем тангенс угла наклона произвольной кривой 
и 2 =  и 2 (ф), т. е. определим первую производную функцию

д и 2 d y i  
, _  д и 2 ' дц> + дер 

У1 ~~ dxi д а 2 д х { 
ди% ■ д у  д у

или в нашем случае
di, 
~dy
duz ди  2h  —(r2— ri)]-^— + {r2 — r, ) coscp — [(ra + r i) + ( r2— r i ) ] « 2sin?

^  = ------------------------------2— ш 2̂(Г2—n)sin<? + [(/'2 + Г 1) + {г2 — f~ 1) 112] • cos®
(3.201

Отсюда тангенс угла наклона семейства (I) (U2 =  const) равен:
У и  = -  tg®.

Из условия ортогональности семейств линий находим, что

У12 = -  V "  = Ct^ -  
>11

Подставляя значение гД2 в левую часть уравнения (3.20), 
после элементарных алгебраических преобразований, получаем’ 
дифференциальное уравнение линий второго семейства:

d v  . ч K d a 2
~ —  =  ( А  —  1 ) —г  ппо 4 ! 1sin? v ; \-\-Ки2 ’

ч Д i s г 2— г  Iгде X = -!—; а К  = --------- :— .Г 2—Г 1 Г2 + Г 1

Его решение есть:

t g  - J -  =  «Д 1  +

или
? =  2 arctg [их(1 + /Сй2)х_1]. (И)
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Здесь Ui — постоянная интегрирования, являю щ аяся парамет­
ром второго семейства (3 .22) .  Его значение расположено в 
интервале

0 а г я , < ( 1  + К щ у - H g - ^  .

К ривы е y 2= c o n s t  и f/, =  co n st п р ед ст а в ля ю т собой коорди н ат-  
ные линии ортогональной криволинейной системы (£Л U ) 
П о д ста в ляя  зн ачен ие <р из (II) ' в ур авн ен и я  (3. 19) ’н ахояи м  
вы раж ение п р ям о уго ль н ы х  к о о р д и н ат ж, ц через кри волин ей  
ные ортогональные координаты U} U2: '

* 1  =  (г* +  r i ) ( l  + К и 2) - ^ 0 ± * М ^  гз 21 ,
1 + и*(\ + К и 2? }' - *

Уг = i r 2 + г  i)
\~uj(\+Ku 2)2X- 2

O' — 1)^-2 —  ̂ "Е (1 “г  К  tt%) — T 77~Z 1"2'к—2
1—tij ( l - r ^ « 2)'

Теперь приступим к определению напряженно-деформированно­
го состояния при стесненном изгибе.

Уравнения равновесия в ортогональной криволинейной си­
стеме координат [27] и главных напряжениях будут:

= 0

з г ,  ( " .« * )
где #i и #2 — коэффициенты Л ям е ; <п — напряжение про­

дольного волокна, 0 2  — напряжение нор­
мального волокна.

В дальнейшем используем только второе уравнение, преобра­
зованное в

(3.22)
где

н \ = Ш  +  ( & - ) ' •  ( 3 -2 3 )

В случае плоской деформации, при использовании степен­
ной аппроксимации On =  Kis£ (3 .9 )  уравнения связи можно 
записать в следующем виде:

-  (1+л)

0 i - 0 2 = / r i ( l  - U i 3lx3i) 2 11 = Д [1п (1  -Е S j) ]- .  (3.24)
Здесь 3 — направление оси гиба (аксиальное направле-

кие), 1 Х — истинная деформация в направлении < 1, а
— (1+п)

Д = К  i ( l  — W 3 i )  2
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Подставляя значение разности напряжений в уравнение 
(3. 2 2 ) ,  получим

^ “ ■ Я & Г ' П п О + е , ) ] - .  (3.25)
j  О

Найдем величину (1 +  ei) .  Из 1 + е ю т н = - £ ^ ,  где s10TH —
деформация продольного волокна относительно среднего, d S i = 
= H]dU {— дифференциал дуги (f/2 = const) произвольного про­
дольного волокна, a d S lcv> = H i c p d U i — дифференциал дуги 
(U 2 = 0 ) срединного волокна, получим

//lcp =  Н ! | = Н 1 (и1,0).
и2=0

По правилу сложения относительных деформаций имеем
1 + £ 1 — (1 + £о)(1  + £ 1отн)>

где 8о — деформация срединного волокна, которая является 
неизвестной функцией Ui.

1 + = (1 + 4 ) ^ f  = 0  + Ч ) ^ 0 ) • (3.26)

П одставляя полученное выражение в (3 .25 ) ,  определим

! й - = [ |пт Ш ^  " . ( « Л ) ] ” (Я Г ‘ ТЕ?) (3-27)
<32—- д -  — безразмерное напряжение.

Это уравнение легко проинтегрировать, считая выражение в 
круглых скобках частной производной по U2 выражения к ва д ­
ратных скобок. Его решение есть:

°2 =  1 + п [*n 't f i ( t tb0) и<̂  ] ^+^(^ 1 )»

где tpi(£/) — произвольная функция Uь
Неизвестные функции (1 +  ео) и ф найдем из граничных усло­
вий: о2 = 0 при U2- t l

Т + Т г  [ 1п ~ н Ц и ,, 0) (Mi ’ ! ) ] + ? ( « i ) = 0 ,
1

1 + п
Отсюда

1 + So
Hi (и 1 , 0) 1) + ? ( wi) — 0. (3.28)

1 -f-П

“  _ l n 77T(tti!О) ^ 1^ 1 ’ ~  1] (3*29)
Заметим, что показатель степени п  надо рассматривать к ак  не­
четное число, так  к ак  функция ап = Ki&n — нечетная. Тогда из 
уравнения (3.29) следует, что

1пН , ( и  1 ! о ) H l  ( “ i  > 1 )  -  ±  l n H i  ( t t t l o )  H l  ( U l  ’  ~ 1

78



В полученной формуле надо взять знак минус 
ражения, стоящие в левой и правой части, есть дефопК КЗК ВЫ" 
ружного и внутреннего волокна, а они имеют противогюЦИИ НЭ~ 
знаки. В этом случае имеем ложные

(3.30)1 + го —
1) —1)'

/ ч 1 1 Л/ И] (и 1 , 1 )
1 _|_ „ _1п У  //i (Mi , —1)_

1+я

Теперь можно записать выражения для деформаций и напря­
жения 02 через # i :

1 + — 

1

И  I (и I , 112 )

In

Г in у ._ V 1)J
H\{U\ ,и2) п+ 1

(3.31)

(3.32)

тт ч dx  1 а?ViНайдя значения частных производных d -  и - d - ~ из у р а в ­
нений (3 .21) и подставляя их в (3 .25 ) ,  получим, что 

И  =  ( г  ' г )  2 ( 1  + ДД2)а
1 ^ 2 _ г  ^  1 + и%(1 +  K u 2 f ' ~ 2

Подставляя значение Hi в (3. 31), найдем

(1 + Ка2)х 1+ «i (1+Я)2Х 2 \ + и\ (1 К) 2 Л - 2

(1 -  Л"*)'0,5?. 1 + (1 + Кп2)2Х-2 (3.33)

Формулы для определения напряжений теперь можно предста­
вить в виде:

Д  Г~ 0~Г, г/-ч9Х—9 ~\1+П

In 1 / 1 1+к
д

1
1 -J- ft I 1—к

1 + и?(1  - / 0 2Х-2
1 ы J" (1 Ч- Л")'2Л—2 -  [ Ц 1 + и ) ] 1+“

g I
Д = [ l n ( l + Sl) ] « - (3.34)

1
1 + п In

(1 +К)Х \+и\{\—К) 2Х-2

( 1—Я) 1 + и2 (1+/Г)2Л-2

1 -\-п
[In (1 + s i ) ]1+n -

Из формул (3.33) и (3.34) заключаем, что в рассмотрен­
ном процессе анизотропия не влияет на характер распределе­
ния деформаций и напряжений, но влияет на их величину.
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На биссектрисе угла гиба U i = 0 и формулы (3.33), (3.34) зна­
чительно упрощаются.

1 -г £16 =
1 + ки 2 у.
-у/ \ —К '1

-  _    L  f [ _L
°2б Д -  1 + л р  ~

, 1 + к
2 1 — К

1 + л
X In \+ки2

V'
1 + л

°16
° 1б = - д  = Х1п 1 + к и 2

у  1— №  J 

Xlh

1
1 +п A .  in  1+ /f

2 Ш 1—Л-
1+ л

_ | \ lU  1 + ^ 2
L

1+ л

j •V \-к2\
В заключение этого параграфа сделаем несколько замеча­

ний о вычислении силовых факторов — усилия Т и изгибающе­
го момента М  на биссектрисе угла гиба.

Т — f o 16d U  = 4 - ^ S o  \ o 16d U 2
-SI  2 -1

5/2 5 2 1
M  = \ o m S U d U  = -A. tj2  ̂ 0 UU 2d U 2.

Если принять AS  с
M— « = m, ASl

(3.36)

где т и п а  — удельные безразмерные усилия и момент, тогда 
1 1

- = 4 -  r‘ S 5,6cft/2 (21); m  = 4 -  Чг  ̂ ® i « £ W 2. (3.37)
-1  -1

Заметим, что м еж ду  величинами «о, 5ь 5, Яя  и гв имеется 
чисто геометрическое соотношение

S c o s a  = S 0 — (1 — cosa)(/?„ — r B)
или в безразмерных величинах

7] cosx = 1 — (1 — cosa) (г2 —■ гх). (3.38)

Следовательно, при вычислении силовых факторов т и m  
имеется три независимых параметра. На практике обычно изве-
стны а  и г  j. Тогда, если задано утолщение т|= потреб-
ное удельное усилие вычисляется по формуле (3.37) одним из 
методов приближенного интегрирования. Если ж е  задано уси­
лие, то выражение (3.37) является уравнением относительно г), 
которое решается одним из методов численного анализа. В ре­
альных процессах на параметры а, г х и ц  могут быть наложены 
дополнительные связи, и диапазон их изменения обычно огра­
ничен. Поэтому для расчета конкретного процесса желательно 
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Рис. 3.5. Схема процесса обтяжки с растяжением

построить номограммы по уравнениям (3.37), (3.38), а не де­
лать расчет для каждого случая в отдельности.

Г л а в а  3.3. ОБТЯЖКА С РАСТЯЖЕНИЕМ ЛИСТОВЫХ МЕТАЛЛОВ
И СПЛАВОВ

При изготовлении сложных деталей типа обшивок, обтека­
телей и т. д. широко применяется процесс обтяжки. Его сущ­
ность заключается в том, что плоская листовая заготовка, з а ­
жатая по концам, сначала изгибается по пуансону, а затем при­
обретает окончательную форму за счет продольных растягива­
ющих усилий, приложенных к заж и м ам  (рис. 3.5). Очевидно, 
что здесь процесс деформирования будет сложным, так  к ак  он 
включает в себя элементы изгиба и растяжения.

При изготовлении деталей методом обтяжки с растяжением 
возникает ряд вопросов, которые можно решить теоретическим 
путем, например, расчет формы заготовки, определение усилия, 
необходимого для проведения операции, точностные параметры, 
предельные возможности материала при данном процессе и т. д.

§ 1. Напряженно-деформированное состояние 
при о б тяж ке  с растяж ен и ем

Как и большинство технологических операций обработки 
металлов давлением, обтяжка с растяжением характерна не­
равномерностью деформаций в различных зонах изделия. По­
этому, чтобы судить о поведении металла при изготовлении д е ­
тали, необходимо знать его напряженно-деформированное со­
стояние в этих зонах.

Д ля изучения напряженно-деформированного состояния вос­
пользуемся методом СПДМ. В первую очередь определяем ко­
нечные деформации в исследуемых местах изделия. Их можно 
Найти путем замера искажения координатной сетки, нанесен- 
н°й на поверхность заготовки. В случае начальной круглой
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сетки с диаметром d,  ко 
нечные деформации под 
считывают по формулам

, 2 а
ех = In —d
2б

Рис. 3.6. Характер распределения деформа-

£2 = ПГИ s3 = — s2.
где 2а и 2 в  — большая i 
м алая  оси полученног 
эллипса. Типичный харак 
тер распределения дефор 
маций приведен н 
рис. 3.6.

К ак  следует из метод 
СП ДМ,  по найденным де 
формациям определяю 
их интенсивность (форм) 

^  ла 1.47). После этого, прг 
меняя зависимость ai = ( 

R ( e i ) , находят величину ж  
g тенсивпости напряжение 

Здесь можно воспользс 
р в а т ь с я  либо графическо 

зависимостью Ог1 = Ф (е1 
(кривые упрочнения), ле 
бо аналитическим вырг 
жениемдий в продольном направлении при обтяжке Oil Ki V
наконец, применяя ураь 

нения связи (таблица 2 ),  находят распределение напряжений i 
различных зонах детали. Типичный характер распределения на 
пряжений показан на рисунке 3.7. Из графика видно, что на 
пряжения 02 близки к нулю, следовательно, для некоторых рас 
четов при обтяжке с растяжением может быть принята схем! 
линейного напряженного состояния.

Рис. 3.7. Распределение напряжений при обтяжке
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^ 2. Расчет формы заготовки

Неравномерный характер 
распределения напряжений 
и деформаций в материале 
При обтяжке приводит к раз- 
потолщинности и ограниче­
нию его деформирования за 
один переход. В связи с 
этим, желательно использо­
вать форму заготовки, кото­
рая позволила бы получить 
в различных зонах детали 
примерно одинаковую де­
формацию.

Д ля нахождения такой ^ис' Схема действия сил при об- 
, тяж кеформы заготовки примем

схему линейного напряжен­
ного состояния и рассмотрим характер действия сил при ее об­
тяжке (рис. 3.8).

Нормальное давление элемента заготовки составляет

d N  = p B d l ,

где B = f (  ср)— ширина заготовки; р  — удельное давление, 
a d l = R xd y  — дифференциал дуги.
Выразим удельное давление через напряжение <7i с помощью 
известного уравнения Л апласа р =  .Тогда получим,

d N  = ^ S B d y .

Запишем выражение элементарной силы трения
d F ? p = f d N ,

где f  — коэффициент трения.
Подставляя в эту формулу значение dN,  получим

d F rp = o xS B f d y .

Уравнение равновесия элемента заготовки, вырезанного углом 
при проектировании силы на ось X—X, примет вид

qxB S  + d ( o xB S )  — d F TP — o xB t  = 0.

Так по условию сц =  const (по у гл у ) ,  то и 5  =  const. Следо­
вательно,

d B - B f d o  = 0 .

Интегрируя и подставляя начальные условия (ф =  0 , В =  В 0 — 
Ширина заготовки в середине), найдем В  = В 0В Я>.Угол ф обычно
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не превышает 6—9°, 
следовательно, для 
практики можно поль­
зоваться приближенной 
формулой

В  = В 0( 1 + / ? )
или

s  = s„ ( i  + /£).
(3.39)

Рис. 3.9. Схема раскроя заготовки Практически раск­
рой можно провести

следующим образом (рис. 3 .9) : 
определить величину В i по формуле

£ i = £ 0 ( l  + / з7п ). I

Серединная ширина В 0 должна соответствовать ширине заго­
товки прямоугольной формы. Определяют ее по формуле:

Во = В л (1 + в2) + 2/7,
где B q — ширина развертки детали; п  — величина технологи­

ческого припуска на обрезку; е2 — деформация су ­
жения материала при обтяжке.

Она выбирается в зависимости от необходимой степени де­
формации вдоль оси растяжения. Д ля  ее определения необходи­
мо 8 i умножить на коэффициент поперечной деформации р2Ь 
т. е. 82 = p2i8 i. Таким образом, ширина заготовки зависит от 
анизотропии материала;

вычислить длину заготовки по формуле, рекомендованной 
А. Н. Громовой [23]

L = Iq 277} + 2/72,
где П1 — припуск для заж има заготовки; Я 2 — припуск м еж ­
ду зажимом и краем пуансона, величина которого выбирается 
экспериментальным путем;

соединить точки, соответствующие В\ и В 0 дугами окруж­
ности.

§ 3. Влияние анизотропии 
на предельное формоизменение при о б тяж ке

Предельное формоизменение в операциях обработки метал­
лов давлением определяется свойствами самого материала и 
видом напряженно-деформированного состояния, в котором 
он находится. Д ля  анализа влияния напряженно-деформирован­
ного состояния целесообразно привлечь методику, предложен­
ную С. И. Губкиным [18].
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Поскольку схема процесса зависит к ак  от величины сред­
него напряжения, т ак  и от показателя напряженного состояния 
оа , то математически это положение, на основании формул
(3.1) и (3.2), можно представить к ак

3 — V,
= о0 +

_  „о

° з  =  а °

V 2(3 +
2 ve

У 2(3 + *2)
3 +

У 2(3 + ■4)

(3.40)

При анализе операций листовой штамповки часто принима­
ется плоская схема напряжений. Иначе говоря, одно из главных 
напряжений равно нулю и возможны следующие случаи:

1. Двухосное растяжение (cr°i> сг02> 0 и а °3 =  0 ) .  Запишем 
связь м еж ду  а 0 и va :

3 + '+гО _

Или. если обозначить отношение напряжений через у - = т , по- 
лучим

тО _
у  2 У т2—т -f 1

2. Разноименная схема напряжений (g° i> 0 , а°3< 0  и а °2 =  0)
2v_

V  2(3+v=)
или при

т  = or
, о    т  +  1

У 2 У т2—/« + 1
3. Двухосное сжатие (cii =  0 , сг2< 0  и о3< 0 )

—3

V  2 (3 + i£)
или при

®2т — —
°3
т  + 1 

УТ Ут*—т  +1 '
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Как видно из полученных выражении, напряженное состоя­
ние может быть полностью охарактеризовано только одним по­
казателем  — относительным средним напряжением, показате­
лем v а или ж е  отношением главных напряжений т.  Следова­
тельно, и предельное формоизменение, связанное с видом 
напряженного состояния, определяется любой из указанных ве­
личин.

Перейдем непосредственно к анализу процесса обтяжки с 
растяжением. Чрезмерное утонение может привести к неустра­
нимым дефектам (надрывы, трещины, разрывы и т. п.). Соблю­
дение определенной степени утонения листа важно и в том слу­
чае, когда в конструкции детали введен жесткий допуск по 
толщине. Таким образом, предельное формоизменение в про­
цессе обтяжки характеризуется допустимым утонением м ате­
риала (деформацией в3). При этом напряжением по толщине 
0 3 пренебрегаем, считая, что напряженное состояние является 
плоским (двухосное растяжение). Напряжение 0 ! действует в 
направлении растягивающего усилия, а а 2 — в поперечном на­
правлении плоскости листа.

Форма детали может быть охарактеризована геометрическим 
коэффициентом обтяжки Кобт, который связан с деформацией 
в направлении растягивающей силы соотношением [26 ]:

j r 1 m̂ax I
^ 1  — А  обт 1 — 1 1 *‘ min

где /max и /т щ — максимальная и минимальная длина образу­
ющих обшивки в направлении действия ра­
стягивающей силы.

Чтобы- связать геометрические характеристики обшивки, уто­
нение материала, его анизотропию с тем или иным напряжен­
ным состоянием, используем физические уравнения (табли­
ца 2). Тогда, обозначая отношение деформаций е3 и 8 i через а,
а отношение напряжений 02/01 через т  получим

а = — = %- -  = 1. (3.41)
s i  1 —• Д обт (-42 ( 1  —  м-21 т )

Аналогично, используя соотношения (1.100), можно полу­
чить ту ж е  связь в несколько иной форме:

о а _ 1  3 ( 2 7 - ve )

Д \ - с
или

{ д —°) + va ( д  - 1) /q
® ~ —Д—c + v0 {Д + \у '

Выражения (3.41) и (3.42) упрощаются в случае трансвер­
сально изотропного металла, так  к ак  Ц12 =  Ц21 =  р/.

а = - г 4 —  = - ^ = ? - + 1 ,  (3.43)
1 — К  обт 1 — М ^
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( Va +3)({1'-1)
" 35 “  f*' (va + l ) - 2

(3.44)
Последние уравне­

ния позволяют анали­
зировать утонение той 
или иной формы дета ­
ли в зависимости от 
схемы процесса и ани­
зотропии свойств мате­
риала.

Обратимся к приме­
ру обтяжки с р астяж е­
нием трансверсально 
изотропных металлов с 
различными степенями Рис. 3.10. Влияние анизотропии на геометриче- 
анизотропии — ский коэффициент обтяжки
jLti=0,35 (алюминиевые 
сплавы типа Д 16, АМГ-5 и д р . ) ;
|х'=0,5 (нержавеющая сталь типа 1Х18Н10Т) и 
ДрДбЗ (сплавы титана типа ВТ1—2 ОТ4— 1).
Как известно, величина т  изменяется в зависимости от формы 
обшивки в пределах 0,05-1-0,15. Используя соотношения
(3.43), взаимосвязь формы детали /С0бт, утонения е3 и степени 
анизотропии ц 1 можно графически представить так  (рис. 3 .10).

Из графика видно, что при одинаковом геометрическом ко­
эффициенте обтяжки с увеличением величины ц1 уменьшается 
утонение. Или иначе, при одинаковом допустимом утонении для 
материалов с большими значениями ц1 можно получить более 
высокий геометрический коэффициент обтяжки.

Таким образом анизотропия материала оказывает заметное 
влияние на процесс обтяжки, определяя, наряду с другими 
факторами процесса, величину предельного формоизменения.

§ 4. Пружинение при о б тяж ке  с растяж ен и ем

Определение пружинения при обтяжке в строгом решении — 
Довольно сложная задача . Это объясняется тем, что получае­
мые детали являются оболочками двойной кривизны.

Рассмотрим схему нагружения при обтяжке с растяжением 
(рис. 3.11). Здесь Mi  и М 2 изгибающие моменты, а Ту и Т2— 
Растягивающие усилия. Так как  растягивающее усилие во вто­
ром направлении мало, то им можно пренебречь. Тогда сре­
динная поверхность оболочки будет находиться в условии од­
ноосного растяжения. Д алее  будем считать, что оболочка я в ­
ляется частью сферы радиуса R. Помимо этого при решении
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Рис. 3.11. Схема нагружения при обтяжке с растяжением

задачи примем обычные допущения технической теории оболо­
чек [19], [28].

Вначале определим упругие деформации после снятия на­
грузки. Их можно найти из следующих выражений:

Здесь eiocT и е20ст — действительные остаточные упругие д е ­
формации; s iф и в2ф — деформации оболочки вследствие изме­
нения ее кривизны и линейных размеров при разгрузке; 81Раз и 
еграз — упругие деформации разгрузки, вычисленные в пред­
положении равенства нулю остаточных напряжений. По гипо­
тезе нормалей ъ\$ = ъ\-\-Н\г, е2ф = е2+ # 2z, где si и е2 — упругие 
деформации срединной поверхности оболочки; Н\ и Н2 — изме­
нение кривизны вследствие разгрузки.
Согласно теореме Ильюшина [19]:

  ( g 2II V 1 \
* 2Раз -  — [Щ- — ЁТа1« )•

Здесь Е\ и Е2 — модули упругости; vi и v2— коэффициенты 
Пуассона; сгщ и а 2н — напряжения под нагрузкой.
Знак минус показывает на то, что деформация при разгрузке 
противоположна напряжениям под нагрузкой.
Подставляя в формулы (3.45) значения si*, е2ф, eiPa3 и е2раз, 
получаем

£1ост — £1ф 4" £1раз 

£ 2ост =  £2ф 4* £2раз* (3.45)
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(3.46)

Остаточные напряжения вычисляются по закону Гука  для ани­
зотропного тела [16 ] :

Или, заменяя в этих формулах остаточные деформации их 
значениями из (3.46), найдем:

Как известно, внутренние усилия и моменты определяются из 
выражений:

Подставляя в данные формулы соотношения (3.47) и проводя 
интегрирование, получим:

Входящие в систему уравнений (3.49) Тщ, Т2тъ Мщ,  М 2и вычис­
ляются по формулам (3.4-8) при замене остаточных напряже­
ний напряжениями нагрузки.

Д ля  определения напряжений иод нагрузкой необходимо 
знать величину возникающих деформаций. Так к ак  принята

£
а1°ст = i _ „ lV2 [(£i + v2e2) + (Hi -г V ^ ) 2 ] — ° ih (3.47)

ЛДост — Г G\ocrZdz,  Д12ост — Г ^2остz d z .  (3 ,4 8 )
f t - /  2 - h l  2

(3.49)

Л420СТ — ^22H2 + Дъ№\ — M 2ll.

Здесь введены общепринятые обозначения:
F  ,b F„ h Е \\>ih Ew\h

1 Vjl/2 1—V1V2’

1 2 ( 1 — v,v2) ’
E 2';\hz

12(1 — v,v2)*
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схема одноосного растяжения срединной поверхности оболочки 
в правлении 1, то его =  —pi2iею-
Здесь его и ею — пластические деформации срединной поверх­

ности оболочки.
По гипотезе Кирхгоффа имеем:

а1ч *10 Т- п

"2н — — !J-oi £г21сЮ

R

+ R •
Тогда по уравнениям связи м еж ду напряжениями и дефор­

мациями, в случае плоского напряженного состояния, находим:
2  1

(1 — {*121*21) £10 + (1 + S*12)'1Н

■)2н (1 R  J 1 JJ.I2JJ-2 1 ’

Принимая степенной закон упрочнения о п  — К  ie ni и учитывая, 
что при развитых пластических деформациях e*i =  e*o, получим:

а  _  I S  ~П— 1 (  -  I 1 +  JJ-12 _
a i H - A i n o  т  1 ^ , 2 ^ ,  R

~ _  иг - п-i  1 + f*g 1 Л  Л 2
i —;м2;л21 R  а 2 Г

После подстановки значений напряжений в формулы (3.48) най­
дем :

1 + [Л 12 h3 1
12

1

М 1Я   Kl^lQ 1 J

-М2н = ATi îo

Jj- 12JJ-2 1

  ^  _/г —1 1 +  JJ-2 1 Л 3 1 JJ-12

1  [ J -12 JJ -2 1  12 R  JJ-2 1

Теперь уравнение (3.49) можно записать:
г_1 1 + .а '2 — (нЧ + v 2H2) ^ у — К I - t  ,— V1V2 1 2  Ю 1 — jj. 12 [J*21■М} ОСТ — - j“

М2 ост = 1 —  (н2 + VjHj) 4 ^  -  /Cl s ? - 1 - +|Л-211  V[V2 V 1 17 12 1 10 1--- (A 12 JJ-21

ЛЗ
~nr
№ 1 
"ТТЛ

JJ- 12 
421

Изменение кривизны H i и H2 вычисляем из условия равен­
ства  нулю остаточных моментов. При этом пружинение будет 
несколько завышенным, так  как  изменение кривизны вызывает 
.линейные деформации и напряжения. ,

Исходя из этого допущения, получим следующую систему:

щ  +  v 2H2 =  

н2 4- vlH{ =

1 + JJ-21 1

(1 —  v,u2)/Cl s ^ - 1

1  JJ-12  JJ-21  R

1 + JJ-21 1 ,4 12
1 JJ-12 JJ-2 1 R  [J-2 1
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Отсюда

Hi —
JS .  t l — 1K\ sio 1 +  Н-12   (X_12 _ 1 +  P-21 1

1 fj-12(̂ 21 I £1 2 (X2 1 £2 /' £

H2
o'2-1 «1 210

E 1  ̂ JX2 1

|XJ2 1  +  |X?1

£  1 (1  ---  fX|2  >x2 l)

£2 

1 +  Pl2 i r  (3.50). (X21 £2 £ 1
Учитывая, что £1 V2 = E2Vi, окончательно найдем величины кри­
визны

К\ внГ1 Н12
Я 1 = =  £ , " ( ! - - ( 1  +  ^  ~  ^  ( 1  +  !Л21)-

Н2 =
A'i sЛ - 1

10 4  Г (XI2 ( 1  +  (X2l) /1 . ч] 1 /Q СГ1\
ТУП ТУГ  У (I+ H 12) * -о  (3 -51>£  1 ( 1    ( X 12 [ X 2 l )  l . (X 21  V 2  1 Vl2J\ R

При ортотропном теле Hi =  Н2. В частном случае — трансвер-
СЗЛЬНОЙ ИЗОТРОПИИ V i = V 2  =  v , JJL2i  =  Р 12 =  Pi>
Ех = Е2 = Е, получим

1К \ «10-1 (I —v)н , = н 2 =  'Ё % _ ^  (3.52)

Совершенно очевидно, что с ростом деформации пружинение

на величину зазора
уменьшается.

»В практике обычно задается допуск 
м еж ду обшивкой и макетом (рис. 3.12).
Из чисто геометрических соображений имеем:

8г=  У R a  ост — ( R \ост — /?)2s in 2 av— R  — ( R 1 ост — R )  cos a. 

o2 =  V R 2  ост { R 2  ост £?)2s in 2 p — R  — ( R 2 ост — R )  cos p.

§3 = °1 + 82
III IT

6

о Хх\ a1ч
Ч\ ч

6'
Й

Рис. 3.12. Схема определения зазоров между макетом и 
обшивкой
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. п  _ D \2
Т ак  к ак  отношением (— — j sin2 а можно пренебречь по 
сравнению с единицей, то

b1 ^ ( R l ост — /?)(1 — cos а)
82 « ( / ? 2 ост- / ? ) ( 1 - c o s p ) .  (3.53)

В случае трансверсально изотропного тела

R \  ост =  R .2  ост =  ^?ост



Ч а с т ь  IV. НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ РАСЧЕТОВ 
ТЕХН ОЛОГИЧЕСКИ Х ПРОЦЕССОВ ГОРЯЧЕЙ 

ОБЪЕМНОЙ Ш ТАМПОВКИ

Штамповка является одним из наиболее распространен­
ных способов массового изготовления деталей. Обладая отно­
сительной простотой, маневренностью отдельных операций, вы ­
сокой производительностью, технологические процессы ш там­
повки позволяют получить большое число однотипных деталей. 
Наилучшие механические характеристики, получаемые в поков­
ках, способствуют широкому применению операций штамповки 
в мелкосерийном и индивидуальном производстве при изготов­
лении ответственных деталей.

В современных кузнечно-штамповочных цехах, наряду с 
прогрессивными процессами обработки металлов давлением, 
наиболее распространенным остается процесс штамповки в от­
крытых штампах. Такое явление можно объяснить относительно 
высокой стойкостью, простотой наладки и изготовления инстру­
мента. Однако значительные отходы металла в облой, достига­
ющие в отдельных случаях 30%, 40%, ставят перед специали­
стами одну из основных задач — установить оптимальный объ­
ем облоя, обеспечивающий четкое заполнение гравюры при 
минимальных усилиях оборудования и максимальной стойкости 
штампов. Решение данной задачи ведется параллельно в двух 
направлениях:

Определение критерия сложности поковки.
Установление влияния формы и размеров облойной кан ав ­

ки на интенсивность заполнения штампов.
Последующее объединение полученных решений даст воз­

можность установить технологически необходимый объем об­
лоя, величина которого в настоящее время недостаточно изу­
чена.

Ниже рассматривается ряд задач, позволяющих установить 
влияние формы облойной канавки на заполняемость открытого 
штампа.
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Г л а в а  4.1 АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ ОБЛОЯ ПРИ ОТКРЫТОЙ ОБЪЕМНОЙ ШТАМПОВКЕ

Поступление металла в облой при штамповке поковок про­
извольной конфигурации неодинаково по периметру детали. 
Сложный характер течения металла приводит в этом случае к 
неравномерному образованию облоя. Изменяющийся вид на­
пряженно-деформированного состояния облоя в значительной 
степени усложняет возможность установления характера его 
формоизменения.

В дальнейшем рассматриваются процессы горячей объем­
ной штамповки осесимметричных и длинноосных деталей, х а ­
рактер течения металла в которых на последних стадиях ш там­
повки может быть принят установившимся. При решении всех 
последующих задач приняты допущения:

1. Ш тамповка на последних стадиях протекает под действи­
ем простого нагружения.

2. Деформируемый металл несжимаем.
3. В процессе деформации металл не упрочняется.
4. Энергетическое условие пластичности принимается в уп ­

рощенной записи.

§ 1. Особенности работы  открытых штампов 
с различными типами облойных кан аво к

Размеры и форма облойной канавки зависят от сложности 
поковки, а т ак ж е  от формы заготовки, поступающей в чисто­
вой ручей. Функции, которые выполняет облойная кан авка  в 
открытом штампе, противоречивы.

С одной стороны — размеры и форма облойной щели д о лж ­
ны обеспечить достаточный подпор для оформления поковки. 
При этом высокие напряжения в гравюре штампа желательно 
иметь с момента начала вытеснения металла в облой. Д ля  вы­
полнения указанного требования необходимо уменьшить высо­
ту или увеличить ширину облойной щели. Еще более эффектив­
ным является применение сужающейся клиновидной облойной 
канавки [29].

С другой стороны — облойная кан авка  должна принять воз­
можный избыток металла заготовки в конце процесса. При 
этом доштамповку желательно вести с минимальным подпором 
со стороны облоя. Однако любая облойная канавка , уменьша­
ющая свою высоту по мере оформления поковки, непрерывно 
увеличивает напряжения в гравюре штампа до максимального 
значения. Интенсивность роста напряжений еще более возра­
стает при применении широких параллельных или сужающихся 
канавок. Отсюда следует, что вытеснение избыточного металла 
происходит при повышенных напряжениях, вызывает интен­
сивный износ порога облойной канавки и требует повышенной 
мощности применяемого оборудования.
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Из сказанного можно заключить, что идеальная облойная 
'канавка должна создавать максимальный подпор в начале об­
разования облоя и сбрасывать его до нуля при доштамповке. 
Кроме того, работа расходуемая на деформацию облоя, долж ­
на быть минимальной. В настоящее время нет конструкции от­
крытого штампа, облойная канавка  которого полностью удов- 
.летворяла бы этим требованиям. По мнению Я. М. Охрименко 
[30] правильная канавка  в смысле геометрического построе­
ния должна иметь узкий выход из полости штампа и расширять­
ся в сторону магазина, служащ его для свободного размещения 
вытесняемого в него металла. Анализ работы расширяющейся 
клиновидной облойной щели [31] показывает более благоприят­
ный для нее скоростной и силовой режимы течения металла, 
чем для щели с постоянной высотой. Однако в указанной рабо­
те не рассматривается влияние размеров и формы канавки на 
характер образования облоя и величину создаваемого им под­
пора. Тем самым ограничивается возможность практического 
применения таких форм канавок.

В хороших условиях работают открытые штампы, сохраня­
ющие постоянной высоту облойной щели в течение всего про­
цесса [32]. В этом случае подпор со стороны облоя остается 
постоянным, а образовавшийся тонкий заусенец не испытывает 
активной деформации со стороны инструмента. Однако подоб­
ные штампы пока не нашли широкого распространения ввиду 
сложности их изготовления и эксплуатации.

Д ля  выбора оптимальных форм облойных канавок необхо­
димо рассмотреть характер формоизменения облоя при разных 
условиях его образования и определить величину подпора, со­
здаваемого в гравюре штампа канавками различных типов.

§ 2. Течение м етал л а  в облойную щель постоянной высоты

Рассмотрим осесимметричное выдавливание металла в об­
лойную щель постоянной высоты (рис. 4.1). Образовавшийся 
при таком процессе облой можно рассматривать как  кольцо, 
находящееся в плоско-напряженном состоянии под действием 
равномерного внутреннего давления. Под влиянием тангенци­
альных напряжений высота облоя по мере удаления от тела 
поковки уменьшается.

Д ля  определения действующих в кольце напряжений вос­
пользуемся методом совместного решения уравнения равнове­
сия и условия пластичности. Пусть заштрихованный элемент 
(рис. 4.1) находится под действием равномерного напряжен­
ного состояния при допущении, что в процессе деформации 
плоские сечения не искажаются. Тогда условием равновесия 
д л я  него будет служить уравнение

(l(j —ОД
Д  + = а  (4Л >
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Рис. 4.1. Течение металла в облойиую щель постоянной высоты

Условие пластичности для данного случая запишется
а© — ар = ± (Зоу. (4.2)

Так к ак  на внешней кромке облоя а Р = 0 ,  а ае является растя­
гивающим напряжением, в уравнении (4.2) необходимо принять 
положительный знак. После совместного решения уравнении
(4.1) и (4.2) и последующего интегрирования получаем

<3р = (За* In р + In С.
Постоянная интегрирования определится из условия, что при 
р = #ю СГР = 0 ,  т. е.

In С = — ро* In R k ,
откуда

или

In -£-*• (4.3)

Принимая во внимание условие пластичности (4.2),

0 e = 6as ( l n ^ - +  l ) .  (4.4)

М аксимальные напряжения будут действовать на внутренней 
кромке облоя, т. е. при р = jRo>

R h 1



Аналогичные выражения получены в работе [11] при рас­
смотрении напряженного состояния толстостенной трубы, нахо­
дящейся под действием равномерного внутреннего давления. 
Д ля  определения формы профиля облоя воспользуемся ур а в ­
нением связи напряжений и деформаций

а 0  а я  ° п  °р  ° р  а 0

Учитывая, что облой находится в плоско-напряженном состоя­
нии (ап =  0), получим

- А д  — А -  ' (4.6)

Используя условие постоянства объема (еР + е э  + еп= 0 ) ,  можно 
из уравнения (4.6) исключить радиальную деформацию

Ge + ар
2зе -  с(

=е • (4.7)

Заменяя напряжения о© и оР их значениями из уравнений 
(4.4) и (4.4), находим

, Л I /$°s   + Ч + ---
с/2 —

23з Д 1п + 1 ' / R

где m  = з/л— + 2 — коэффициент, учитывающий изме-
п Р

нение схемы напряженно-деформированного состояния по ши­
рине облоя. Заменяя в уравнении (4.8) относительные дефор­
мации логарифмическими, получим

h р
|п^ г  = m in Т .

или

откуда

Л - А .  ( - * ) “ • (4.9)Яо\‘
Р

Уравнение (4.9) описывает профиль образующегося облоя 
и может служить для выбора формы облойных канавок при 
штамповке осесимметричных поковок в штампах с постоянной 
высотой облойной щели.
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Схема образования облоя для рассматриваемого процес­
са представлена на рис. 4.2.

§ 3. Течение металла в облойную щель
с уменьшающейся начальной высотой

а)
Рис. 4.2. Схема процесса деформации со свободно вытекающим

облоем

За счет уменьшения высоты облойной щели в процессе ш там­
повки высота образующегося облоя увеличивается по мере 
удаления от тела поковки. При штамповке в открытых ш там­
пах, когда происходит одновременное заполнение гравюры и 
облойной канавки, выдавливаемый из полости штампа металл 
разделяется на два потока. Граница раздела течения представ­
ляет из себя сложную поверхность. По мере увеличения со­
противления облойной щели эта граница перемещается к пери­
метру поковки. В процессе ж е  доштамповки, когда гравюра 
штампа заполнена, поверхность раздела перестает существо­
вать, т. е. весь выдавливаемый из штампа металл идет на об­
разование облоя. Примем, что на протяжении всего процесса 
граница раздела течения металла представляет цилиндричес­
кую поверхность с переменным радиусом (рис. 4.2, а ) .

Рассмотрим изменение высоты облоя при штамповке длин­
ноосных деталей. При длине детали значительно превышающей 
ее ширину течением металла вдоль оси штампа можно прене­
бречь, т. е. принять, что металл находится в плоско-деформи­
рованном состоянии. В этом случае образующийся облой не ис­
пытывает никаких деформаций и его профиль будет опреде-
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литься только кинематикой течения металла (характерные раз­
меры для этого случая представлены на рис. 4.2,а в скобках).

Пусть, в какой-то момент времени, штампы сомкнулись на 
бесконечно малую величину dh ' .  При этом через произвольно вы ­
бранное сечение х вытек какой-то объем металла, увеличивший 
ширину облоя на dx.

Из рис. 4.2,а следует, что условие непрерывности требует 
равенства заштрихованных площадок, т. е.

( X  -  4 r )  d h '  = d x  [h'  -  ,
откуда

dx  d h '
L~ =  ~F *

X - T
Интегрируя полученное уравнение при условии, что при х =  
= ~y  у h'  — h lb получаем

I
1 Ь' 1 2In т — = In

А  А  
2 2

откуда

Тх
2 А„ A — L 

д
Учитывая (фиг. 4,2, а ) ,  что х — -у- + 6 ,  где b — текущ ая шири­
на облоя, окончательно получим

ft' =  (> + л А '  НЛО)
В процессе доштамповки, когда L — 0, уравнение, описываю­

щее профиль облоя, примет следующий вид:

Л ' = Л „ (  1 + - Х - ) .  (4.11)

При штамповке осесимметричных поковок аналогичные рас­
суждения позволяют составить следующее уравнение расхода 
металла:

T ^ - R ^ d h '  = к \ ( ?  + d?Y -  f \ { h ' - Щ ) ,  (4.12)
откуда

d h '  (р2 - / ? р )  = 2 pdph ' ,
или

^  = 2 ^ -Л.. (4.13)
f - K l  ’
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Проинтегрировав уравнение 4.13, находим

In h'  = In (р2 — Rl)  + In С.

Воспользовавшись граничными условиями
р = R 0, h'  = h u,

получим

(4.13а)

откуда

(4.14)

В процессе доштамповки, при /?р =  0

h' = н .  ( - у 2. (4.15)

При выводе уравнения (4.15) так  же, к ак  и для плоской 
задачи, не учитывалась деформация облоя за пределами гра­
вюры штампа. Однако в реальных процессах осесимметричной 
деформации облой испытывает влияние радиальных и тангенци­
альных напряжений, под действием которых изменяется его 
профиль.

При вытеснении металла из штампа облой работает подобно 
кольцу конического сечения под действием внутреннего д а в ­
ления. Статическое равновесие бесконечно малого элемента об­
лоя (рис. 4,2, б ),  требует, чтобы

Пренебрегая дифференциалами более высоких порядков и при- 
. d 0 d 0 нимая, что sin -у- »  , получим:

Решая уравнение (4.17) совместно с условием пластичности

cL<3p рh ' = — <3р pdh '  — h do  -I- о® h dp
или

Подставим значение-^7- из уравнения (4.13) в полученное вы­
ражение, тогда



получим

р2_/£ “ 7
da a Ва.

+ 2°> (4.18)

Уравнение (4.18) является линейным дифференциальным ур а в ­
нением первого порядка вида

/  + Р { х ) у  = Q(x) ,

общий интеграл которого находится по формуле

у  = e^pdx [JQe^pdx d x  + С] .

Учитывая, что на внешней кромке облоя при р = RK, a p =0, 
и заменяя в формуле неопределенное интегрирование интегри­
рованием в пределах от RK до р, вычислим значение интегри­
рующего множителя:

a = е

2р_
Д р~— р ;Rk р К с
f  r d?J р2-/ ?

К - Я

тогда

R l - R l  Г

Rl - > 2

dp,

откуда

р f - я ;  V я*  2 1 2 ,

Тангенциальное напряжение определится из условия пластич­
ности (4.2)

/ Г)2 1 о О2 \
0« =  7 ^ l /?' l n i - . T  + f J + 'i s*- (4 '20)

Максимальное значение напряжений будет на внутренней 
кромке облоя, т. е. при p =  Ro (рис. 4.2, а ) .  Из совместного ре­
шения уравнений (4.19) и (4.20) с уравнением связи напря­
жений и деформаций можно получить зависимость, описываю­
щую профиль облоя с момента начала вытекания металла в 
щель. Однако такое уравнение будет зависеть от расположения 
границы раздела течения металла в гравюре штампа, описать 
которую аналитически в настоящее время не представляется 
возможным.
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§ 4. Ф орм оизм ененщ  облоя 
при дош тамповке осесимметричных поковок

При доштамповке весь металл, выдавливаемый из гравюры 
штампа, идет на образование облоя. Приняв Rp — О из уравне­
ний (4.19) и (4.20), соответственно имеем:

— се
2 \ р2 /

- № + 1 )
2 \ р2 /

а©
Р

(4.21)

Д ля  вывода уравнения, описывающего профиль облоя в про­
цессе доштамповки, воспользуемся полученным ранее соотно­
шением м еж ду  нормальной и тангенциальной деформациями 
в свободно вытекающем облое (4.7). Подставив значение на­
пряжений из уравнения (4.21) в уравнение связи (4.7), полу­
чим:

21_i| J i .  + П — —1
р2 / 2  \ р2

откуда

= — т!  а© , (4.22)

где

2['Л;т  =

Пусть в течение всего процесса кольцо облоя не теряет ус ­
тойчивости (не изгибается), тогда переходя к логарифмиче­
ским деформациям, уравнение (4.22) можно переписать так :

In 4 -  = т  In = тЬе ,h  JR0

где h  — фактическая переменная высота облоя.

h  -  ^  (4.23)

Д ля  определения h r воспользуемся уравнением (4.13, а).. 
При Rv =  0 указанное соотношение запишется:

h ‘In .h.
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откуда
h'  =Л„ (4.24,

Подставив полученное значение h '  в уравнение (4.23), имеем

h  — h a е *в{2~т"\

Подставив значение п г  и проведя необходимые преобразова­
ния, окончательно получим

h — h H exp
6 In

( -V p

(4.25)
+ 3

Таким образом, уравнение (4.25) описывает профиль сво­
бодно вытекающего облоя при доштамповке осесимметричных 
поковок.

§ 5. Влияние профиля облойной щели 
на х ар актер  образования облоя и стойкость открытых ш тампов

Как указывалось в § 1, облойная кан авка  должна умень­
шать сопротивление течению металла на стадии доштамповки. 
Это может быть достигнуто, если удается устранить деформа­
цию облоя при вытеснении избытка металла из гравюры штам­
па. При изготовлении деталей в открытых штампах с парал ­
лельной или сужающейся облойной щелью металл, находя­
щийся на поверхности порога облойного мостика, интенсивно 
остывает.

Особенно резко остывание наблюдается при штамповке на 
молотах за несколько ударов. Такое явление приводит к ин­
тенсивному росту напряжений 
на пороге облойной канавки и 
ее преждевременному износу.
В отдельных случаях потреб­
ные усилия возрастают на­
столько высоко, что оконча­
тельное оформление поковки 
становится невозможным без 
промежуточной обрезки облоя.
Аналогичные явления наблю­
даются при штамповке трудно- 
деформируемых сплавов. В 
этом случае напряжения увели­
чиваются за счет значительно­
го упрочнения материалов при 
высоких скоростях деформа­
ции- Рис. 4.3. Криволинейный профиль об-

Рассмотрим особенности лойной канавки

VИ* юз



работы открытого штампа с криволинейной расширяющейся 
облойной щелыо. Пусть профиль поверхности порога облойной к а ­
навки штампа выполнен в соответствии с уравнением (4.25) для 
некоторой начальной расчетной высоты щели (Яр), причем 
h v > h 0 — начальной высоты щели в конце процесса штамповки 
(рис. 4.3). За расчетную должна приниматься высота щели соот­
ветствующая моменту полного оформления поковки, тогда 
Ah = h p—h 0 будет ходом доштамповки. При такой конструкции 
канавки процесс протекает следующим образом.

До начала образования облоя характер течения металла не 
зависит от формы облойной канавки. Вытекание его в облой, 
в общем случае, начнется при начальной высоте щели больше 
расчетной. Поэтому, в соответствии с уравнением (4.25), ин­
тенсивность роста высоты облоя превысит интенсивность роста 
высоты щели. Кроме того, наличие границы раздела течения 
металла в гравюре штампа такж е  будет способствовать еще 
более интенсивному росту высоты облоя (см. уравнение (4.13 а) ) .  
М еталл деформируется поверхностями порога канавки, что з а ­
трудняет его течение и создает дополнительный подпор в гра­
вюре штампа. Следует заметить, что аналогичная составляю­
щая сопротивления при штамповке с параллельными и суж аю ­
щимися канавками  выше, однако получаемое уменьшение 
подпора для расширяющихся канавок можно компенсировать 
путем применения меньшей начальной высоты щели в конце про­
цесса. При достижении начальной высотой щели расчетного 
значения и при дальнейшем ее уменьшении необходимые д а в ­
ления в полости штампа будут обеспечиваться только за счет 
сопротивления выдавливанию металла в облой.
! Дополнительный подпор за счет деформации облоя стано­
вится нецелесообразным. Если к этому моменту оформление 
поковки закончилось, то профиль вытекающего облоя будет со­
ответствовать профилю облойной щели, а при дальнейшем не­
значительном смыкании штампов (доштамповке) образовав­
шийся облой отслаивается от поверхности порога канавки 
и перестает деформироваться (рис. 4.3). Если ж е  к моменту 
достижения расчетной высоты щели оформление поковки не з а ­
вершилось, то облой за счет наличия в штампе границы р аз ­
дела течения и, следовательно, более интенсивного увеличения, 
продолжает деформироваться, создавая дополнительный под­
пор, необходимый для окончательного заполнения полости 
штампа. Отслоение облоя от поверхности порога канавки про­
изойдет тогда при меньших значениях начальной высоты щели. 
Однако во всех случаях описанное явление позволяет закон­
чить штамповку без деформации облоя, а, следовательно, и 
без напряжений на поверхности порога облойной к а ­
навки.

Таким образом, силовые условия работы открытых штампов 
с криволинейной расширяющейся облойной щелью более бла-
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Г л а в а  4.2. СОПРОТИВЛЕНИЕ ТЕЧЕНИЮ МЕТАЛЛОВ 
В ОБЛОЙНУЮ КАНАВКУ ОТКРЫТОГО ШТАМПА

В данной главе рассматривается влияние профиля облойной 
щели на величину максимальных напряжений, создаваемых 
ею по периметру поковки. К ак  указывалось выше, создание не­
обходимого для заполнения гравюры подпора со стороны об­
лоя является основной функцией облойной канавки. Д ля  тех­
нологических расчетов необходимо иметь аналитические вы ра­
жения, которые позволили бы правильно решить вопрос о 
применении того или иного типа облойной щели.

Величина среднего относительного удельного давления, со­
здаваемого облоем в полости штампа, получила название со­
противления облойной канавки

Р обл

Это давление зависит от текущих размеров образующегося об­
лоя, которые, в свою очередь, определяются характером фор­
моизменения заготовки, принятыми размерами и формой об­
лойной щели. Сопротивление облоя можно представить к ак  сум ­
му двух составляющих [33]

К  обл =  К  Щ Ч~ К  П>

где К щ — сопротивление щели — среднее относительное д а в ­
ление, возникающее в полости штампа за  счет сопротивления 
течению металла в облойную щель;

Кп  — сопротивление порога — относительное давление, 
создаваемое на входной кромке облойной канавки за счет со­
противления течению металла по плоскостям порога облойной 
щели.

Теоретически сопротивление щели может быть определено 
на основании анализа формы очага деформации, возникающе­
го при доштамповке поковок [11 ].  Решение такой задачи ши­
роко освещено в литературе и в данной работе не рассматри­
вается.

§  1. Сопротивление порога щели 
прямолинейных облойных кан аво к

Рассмотрим сопротивление течению металла по плоскостям 
расширяющейся облойной щели (рис. 4.4, а ) .  Д ля  этого в сек­
торе облоя с бесконечно малым углом ф выделим элемент тол­
щиной dp ,  находящийся на расстоянии р от центра поковки. 
Примем, что в процессе деформации металл течет радиально в 
секторе, ограниченном углом а ,  а напряжения ian и сгР являются 
главными. Кроме того, будем считать, что силы трения на кон-
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Рис. 4.4. Схема действия 
напряжений при расши­
ряющейся облойной щели

тактной поверхности не влияют на распределение нормальных 
напряжений по высоте облоя и не меняют направления дей­
ствия главных напряжений.

„При принятых допущениях статическое равновесие выделен­
ного элемента требует, чтобы

Пренебрегая дифференциалами более высоких порядков и при-

Р̂ р d z ~  ар ? d h p — °р h p dp  + 2ол р tg ~  dp  — 2  тРdp  + oq h p dp  = 0.

Пусть на контактной поверхности действуют постоянные к а с а ­
тельные напряжения

а условие пластичности для данного случая запишется в виде

(ар+ d a p) р ф — ар(р + dp)  ср (hp+ d h p) + 2 з п{? + ) ?

няв, S in ~  , получаем

ор =,а© , тогда

hp d a 9 — Op dhp  + o n dhp  — т — p-— =0. (4.29)

(4.30)

On Op — o s . (4.31)
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Совместное решение уравнений (4.29), (4.30) и (4.31) позволя­
ет получить следующее выражение:

J L - W

и после интегрирования

= o s ( —  Л ь А р + С .  (4.32)
V8 1  )

Постоянная интегрирования найдется из условия, что при 
К  = h K, о Р = 0

С  =  -  в ,  ( - * 4 -  -  Л  I n  А * .

W  -  ) '
тогда

а„ = c j \  (4.33)
^  Т

а учитывая уравнение (4.31 )

1 ---------------1 п ^  + 1а \ ho
tg -О

(4.34)

М аксимальные напряжения будут действовать на внутренней 
кромке облоя при h P = h B, тогда сопротивление порога клино­
видной расширяющейся облойной щели будет

К п  =  ° п max =  f  1  Л In 4- 1 (4.35)а а I -Лн
V tg ~2 ~;

Если рассмотреть схему действия напряжений для клиновид­
ной сужающейся облойной щели (рис. 4.4, б), то при тех ж е  до­
пущениях условие равновесия выделенного элемента примет 
следующий вид:

(аР+ ^ аР)р#р — aP( p + d p ) ? ( t i p  — d h p) — 2 ап [р + 4 f )  < ? - ^ - s in - | —
cos-^-

— 2т (p + <p —*1 — cos + 2a0 [hp — d̂ \  dp  sin ~  = 0 . 
cos -yr '  '

Решение этого уравнения позволяет получить величину сопро­
тивления порога клиновидной сужающейся щели

* ' * “ ( 1 +  ^ z V n &  +  1 - (4 -3 6 )

108



AT, = II -  2,1

Примем, что расширяющаяся щель характеризуется положи­
тельным углом наклона, а сужаю щ аяся — отрицательным. Из 
геометрических соображений (рис. 4.4)

h K = h a -Ь В  t g (±  а), 

где принято, что 2 tg-Sj- «  tg#.
Тогда выражения (4.35) и (4.36) можно объединить в одно 
уравнение

t g ( ±  a)  J 1П [ Х +  а ) ]  +  U  4̂ ‘ 3 7 ^

Параллельную облойную щель можно рассматривать к ак  част­
ный случай клиновидной. Подстановка а  =  0 в уравнение (4.37)

О п ' »приводит к неопределенности ви д а -^ - .  Д ля  малых значении
tg a

in (1 + £ ^ ) = ^ f e ; ,
\ h\\ I ha

тогда

a —*-0 V 1ё а J h H

и для параллельной щели получим

К п  = Щг2+  1. (4.38)
пн

Выражение (4.38) известно из литературы как  уравнение, опи­
сывающее изменение нормальных напряжений при осадке ци­
линдра м еж ду плоско-параллельными плитами.

§ 2. Сопротивление порога 
криволинейной расширяющейся облойной щели

Облойную щель с криволинейной поверхностью порога м ож ­
но представить к ак  расширяющуюся с переменным углом на­
клона. Д ля  установления характера изменения этого у гл а  вос­
пользуемся уравнением (4.25), описывающим профиль свобод­
но вытекающего облоя

61п_7Г
h  = h H exp —з----- - . (4 .25)

^  + 3
р2

Прологарифмировав уравнение (4.25), имеем



откуда после дифференцирования

(?± + з) б-i- — 6 In_Р_ (— 2о~3)
\ Р2 / Р R0d (In h)

щ

dh
ZL
h

■или

dh
dp — tg a — h n

Ri.
+

( M
12 In An R  ^0
Rl

e x p (4.39)

+ 3 / P  l 7 5 -  +  3 '  p l

Поскольку рассматриваются напряжения на внутренней кром­
ке облоя, то при p =  Ro выражение (4.39) примет более простой 
вид

6/?0t g a
h " r I + m l

(4.40)

Конечную высоту криволинейной облойной щели можно опре­
делить из уравнения (4.25) путем подстановки р =  RK

Rih K = h n exp l,51n-~-.
■Щ)

(4.41)

Подставив найденные значения из выражений (4.40) и (4.41) в 
уравнение (4.35), получим сопротивление порога криволиней­
ной расширяющейся облойной щели

^(Rt  + SRl)
Кп  = 1,5 1 з R0 ht

, RkIn —  • 
Rо

(,4.42)

Сравнение численных значений, получаемых по уравнениям 
(4.35) и (4.42), показывает, что сопротивление порога криво­

линейной щели примерно на 10— 15% выше, чем соответству­
ющая величина для  клиновидной щели. Поскольку в процессе 
штамповки ширина облоя непрерывно увеличивается, то под­
ставляя  в уравнение (4.42) его фактический наружный радиус 
можно подсчитать сопротивление порога в любой момент де­
формации.

После отслоения облоя от криволинейной поверхности по­
рога канавки величина создаваемого им подпора будет опреде­
л яться  уравнением (4.21).

Таким образом получены уравнения (4.37, 4.42), пользуясь 
которыми можно определить величину подпора, создаваемого 
канавками различных типов. Эти уравнения могут быть исполь­
зованы при расчетах технологических процессов штамповки 
осесимметричных деталей, обеспечивающих минимальные от­
ходы металла в облой.
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