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В В Е Д Е Н И Е
П оследние десятилетия характеризовались бурным развитием  теорш  

колебаний и  волн, что гфивело к сущ ественному изменению  ее содержания.
Во-первых, в силу  потребностей конкретны х научных д асш яш и н  чрез­

вы чайно разрослась база применения идей теории колебаний и  волн, она 
обогатилась примерами колебательных систем , расш ирилась феноменоло­
гия колебательны х процессов. Это привело к  парадоксальному результату - 

обнаруж ился факт м одельного единства колебательны х и  волновы х процес­
сов различной природы, что , в  свою  очередь, привело к  тому, что предает 
теории колебаний и  волн  сущ ественно о тличается от предметов кошдзетньв 

дисциплин. Больпш нство научных дисциплин вы деляю т свой предмет, от­

правляясь о т  ф изической природы исследуемого объекта. Фундаментальное 
отличие теории колебаний и  волн состоит в том , что  ее предм ет  определя­
ется по другому принципу, а  именно, по наличию  колебательной по своем> 

характеру динамики безотносительно к физической сущ ности рассматри­
ваемы х явлений. С реди задач т еории колебаний и волн  мож но назвать клас­
сификацию  колебательны х и  волновы х процессов, разработку математиче­
ских моделей для их описания, выявление законов, являющ ихся общимн 
для систем  разной ф изической природы.

Во-вторы х, произош ли изменения, которы е затронули содержание в 

методический инструментарий теории нелинейных колебаний и волн и свя­

заны  с появлением и  ш ироким распространеютем компьютеров. Те задачи, 

которы е ранее требовали кропотливого исследования или же оставались 

недоступными, теперь оказалось возможным анализировать с привлечени­

ем методов численного моделирования с наглядным и быстрым представ­

лением  результатов посредством компьютерной графики. Все это ведет к 
необходимости переосмысления содержательной части теории колебаний и 

волн.

П оэтому основное внимание уделяется краткому обоснованию основ- 
ньгх ш агов построения той  или иной модели явления из конкретной пред­
метной области, которы е более подробно описаны в  учебниках по теории 
колебаний и волн и д ругой  специальной литературе, и, прежде всего, под­
робной д ем онстрации применения тех или ины х математических методов к 
реш ению  о сновны х задач теории колебаний и  волн.

Разбиение содерж ания по разделам  в данной книге, прежде всего в  пер- 
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вой  части  -  теории колебаний несколько отличается от стандартного; ли ­

н ейны е процессы нелинейные процессы. Оно основано на классифика­

ц и и  динам ических систем  по степеням свободы. В первой главе книги да­
ю тся основны е понятия теории колебаний и  дается классификация колеба­
тельны х систем . Г лава 2  книги посвящ ена описанию колебаний в динами­
ческих системах с одной степенью  свободы, к которым относятся свобод­

ны е колебания в линейны х и  нелинейных динамических системах второго 

порядка. П риведены щтимеры процессов, сводящ ихся к модели нелинейно­

го консервативного осциллятора. Рассмотрен принцип получения точного 

реш ения уравнений колебательного процесса и основные методы качест­

венного и  приближ енного анализа -  м етод фазовой плоскости, метод раз­
лож ения по м алом у параметру, м етод  Линш тедта-П уанкаре, метод многих 

м асш табов, м етод  точечны х отображений. В главе 3 описаны колебания в 

нелинейны х диссипативны х системах с одной степенью  свободы. В главе 4 

рассм отрены  колебания в  динамических системах с полутора степенями 

свободы. Э то -  неавтономны е системы  второго порядка и  автономные сис­
тем ы  третьего порядка. Рассматриваю тся такие явления, как резонанс, па­

рам етрический резонанс и  динам ический хаос. В  параграфе 4.1 рассматри­
ваю тся вы нуж денны е колебания гармонического осциллятора для гармони­

ческой, периодической и произвольной внеш ней силы. Рассмотрено явле­
ние резонанса. П ар аф аф  4.2 посвящ ен описанию  параметрически возбуж­

даем ы х систем  с полутора степеням и свободы. Рассмотрены случаи срав­

ним ы х частот, медленно меняю щ ихся полей и быстроменяющ ихся пара­

метров. Глава 5 посвящ ена описанию  колебаний в динамических системах с 
двум я степеням и свободы. Это -  неавтономны е системы третьего порядка и 

автоном ны е системы  четвертого порядка. Глава 6 посвящ ена описанию ли ­

нейны х колебаний в  системах из двух  связанны х осцилляторов под дейст­

вием гармонических внеш них сил.
В  главе 7 даны основные понятия теории волн, проведен предельный 

переход  о т  дискретны х сред к непреры вны м, приведены различные вариан­
ты  к л асси ф и каш и  волновы х процессов и примеры описания волновых 
щ зоцессов различного вила. В главе 8 приведены основные методы описа­

н ия волновы х гчюцессов в неограниченных и Офаниченны х однородных 
q jeflax . С пособ подачи материала предполагает опережающ ее или парал­

лельное изучения курса «У равнения математической физики» и  предпола- 
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гает знание основны х методов реш ения начальных, краевы х и смеш анны х 
задач математической физики. Глава 9  посвящ ена описанию  волн овы х про­
цессов в неоднородны х средах, прежде всего, в  слабонеоднородны х и  пе­
риодических средах. В главе 10 дано краткое введение в  теорию  нелиней­
ны х волн. П риведена классификация нелинейных волновы х процессов по 
критерию  взаимодействия волн друг с  другом. И злож ение материала следу­
ет данной классификации. П риведен ряд примеров описания нелинейных 
волновы х процессов. В  главе 11 рассмотрены методы описани я нелинейно­

го  взаимодействия волн. В  главе 12 рассмотрены автомодельные волны.

I  К О Л Е Б А Н И Я . О С Н О В Н Ы Е  П О Н Я Т И Я  И  С П О С О Б Ы  

О П И С А Н И Я  

J.1  К о леб а т ельн ы е  процессы . О сновны е п о н ят и я  

К олебательны й процесс -  это  процесс, характеризую щ ийся хотя бы 

приблизительной повторяемостью  параметров, характеризую щ их состояние 

системы , число которы х в  данны й момент времени конечно.

К о л е б а н и я

['• Л  / ' \  / '  ,  2 __  Гармонические
i  " -J  ^7  '~ Г  ~ t  (азнусоидальные)

Анаврмонические

Ангармонические
релаксационные

Кеази-
периодические

Xao/nuvecjfue

Рис. 1.1.1 Зависимост ь амплитуды от времени для различных колебательных 
процессов

П од сост оянием  системы  в некоторый момент времени понимается на­
бор  величин, количество которы х достаточно для того, чтобы  определить 
эти же величины в последую щ ие моменты времени. Конечность числа па­



раметров, характеризую щ их состояние системы , является основным крите­
рием , разделяю щ им  колебательные и волновые процессы.

П ростейш им примером колебательной системы является гармониче­
ский  осциллятор, описы ваемы й двум я обыкновенными дифференциальны­

ми уравнениям и первого порядка, дополненной двумя начальными усло­
виями;

x = v ,v  = - 2 y v - © ^ x o  х + 2ух-(-ш^х = 0 ,  x{t =  o) = Xo;^,^ = Vo. (1.1.1) 

Реш ение (1 .1 .1) имеет вид повторяю щ ихся с периодом Т  =  где

Ф =  \/®о . функций;

x (t) = e"^(xocos© t-b((yxo + Vg)/©)sin© t),

v (t)  =  cos cot -  j©(l + /  +  y v o js in  © t|.  (1 .1 .2)

П риведенное определение колебаний очень широкое и подразумевает 

дальнейш 5по конкретизацию  и детализацию . Например, говорят о колеба­

ниях свободны х и вы нужденны х, консервативны х и диссипативных, линей­
ных (гармонических) и нелинейных (ангармонических) и так далее.

С вободные колебания -  колебания, происходящ ие в отсутствие внеш ­
них воздействий на систему. Вынуж денны е колебания -  колебания, проис­

ходящ ие в присутствии внеш них воздействий на систему.
К олебания называю т линейны м и  или нелинейными, если они описы ва­

ю тся л инейн ы м и или нелинейны ми уравнениями соответственно.
Н еобходимы м условием возникновения колебаний является наличие у 

системы  состояния устойчивого равновесия (хотя бы метастабильного). 

П ри этом, если квазилинейная система вы ведена из данного состояния, то в 

соответствии с принципом л е  Ш ат елье  в ней возникают процессы, стрем я­

щиеся верн уть систему в исходное состояние. Динамический баланс обоб­
ш енных сил, вы водящ их и возвращ аю щ их систему в положение равнове­

сия, леж ит в основе колебательного процесса. Такое утверждение в целом 
справедливо и  для сущ ественно нелинейных систем, однако при этом сущ е­

ствует ограничение на амплитуду внеш него воздействия, поскольку мета- 
стабильную  систему можно необратимо вы вести из состояния равновесия. 

К ром е того, процесс установлеш гя равновесия не обязательно носит коле­
бательны й характер. Он мож ет, например, носить характер экспоненциаль­

ной релаксации. П ример -  R C -  кош ур.



1.2. О писание нолебательных процессов  
П роцесс, хараю еризую щ ийся хотя бы пряблазительной повторяемо­

стью  состояний системы , может быть описан различны ми способами, из 
которы х базовы ми являю тся два основных: ф ормулировка дифф еренциаль­

ны х или  разностны х уравнений, описывающ их процессы в  системе.

•  Сист ем ы  с н епрерывным  временем и их классиф икация  
Е сли  число параметров системы , позволяющих определить состояш е 

системы , конечно N  <  <», то ее называют сосредоточенной. Колебательные 

процессы  в системах с  непреры вны м временем обычно описываю тся сосре­

доточенн ы м и систем ам и дифф еренпиаяьных уравнений. Сосредоточенной 

систем ой  N  -  го порядка, в частности, является система N  обыкновенньк 

д иф ф еренциальны х у равнений первого порядка вида

с N  начальяьгми условиями X j(0 )= X j( ,. i= l , -> N . Состояние системы ха­

рактеризуется в  данном случае N  величинами. Е сли  число параметров сис­

темы , позволяю щ их определить ее системы, бесконечно N  ->  оо, то ее назы­
ваю т распределенной. Таким образом, математическим аппаратом , адекват­

ны м этом у способу описания колебаний, является аппарат теории обыкно­
венны х диф ф еренциальны х уравнений [11.26-28, Ш .1-3 ,13 ,15-17]. Выделим 
два основны х понятия теории дифф еренциальны х уравнений, н а  базе кото­

ры х  будет структурировано дальнейш ее изложение теории колебаний.
Ст епень свободы  сист ем ы. Число степеней свободы  динамической 

системы  п равно числу величин, полностью характеризую щ их состояние 

системы  N, деленному на два  (для автономны х систем  - порядку системы 
дифф еренциального уравненад, деленному на два): п =  N /2.

Э то понятие возникло при развитии механики. П ростейш ий тип меха­

нического движ ения -  движ ение вдоль направления, задаваем ого  декарто­

вой прямой, описы вается вторым законом Нью тона для некоторой коорди­

наты, то есть обы кновенны м дифференциальны м уравнением  второго по­
рядка. В этом случае говорят, что система обладает одной степенью  свобо­
ды.

П риведем м етодику расчета числа степеней свободы.

а. Автономные системы . Автономным системам  отвечаю т диф ф еренци­
альны е или разностны е уравнения, в которые время не входит явны м обра-
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ЗОМ -  параметры  системы не зависят о т  времени и на нее не действуют 
обобщ енны е внеш ние силы.

В этом  случае уравнению  второго порядка (или системе двух обыкно­

венны х диф ф еренциальны х уравнений первого порядка) соответствует сис­
тем а с одной степенью  свободы, третьего порядка -  с полутора степенями, 
четвертого  порядка с двум я и т.д. Автономны е системы описываю т сво-

П рим ер:  Уравнение х + 2ух + = О - уравнение втор

рам етры  которого не зависят о т  времени и на нее не действую т обобщен­
ны е вн еш ние силы -  одна степень свободы.

б. Н еавт ономны е  системы . Неавтономные системы -  это системы, в ко­

торы е время входит явно. Состояние автономной системы второго порядка 

в произвольны й момент времени t  характеризуется двумя величинами; х и 
X (или Х| и X;), т.е. N  =  2. Если в нее явно входит время, то кроме указан­

ны х величин следует указать и момент времени, к  которому они относятся: 

( x ,x , i )  шти (xi,X2,t). Всего этих величин N  =  3 => п =  N /2 =1.5. Поэтому на­

личие внеш них сил или зависим ости пара.метров системы от времени до­
бавляет половину степени свободы. Невтопомнъсе системы  описываю т вы­

нуж денны е или парам егоические колебания.

Я р и л г р : Уравнение х + 2ух-г сз^(1-ь esin Q t)x = f ( t)  - уравнение 2 - го по­

рядка, параметры которого зависят от времени и на нее действую т обоб- 

щенньЕе внеш ние силы -  уравнение с полутора степенями свободы.
Ф азовое прост ран ст во . М ножество всех возможны х состояний систе­

мы назы ваю т фазовы м пространством. Размерность ф азового пространст­
ва  для автономны х сосредоточенны х систем равна количеству величин, 

характеризую щ их состояние системы , т.е. для автономных систем равна 
порядку системы  N, а для неавтономны х -  N -i- 1. Х арактер эволюции сис­

тем ы  по аналогии с механикой и статистической физикой удобно характе­

ризовать фазовы м объемом. Элементарный фазовый объем 6Г‘ системы 

(1.2.1) равен; бГ =  d x jd x j- .d X fj. О тносительное ю м енени е фазового объе­

м а  с  течением  времени равно:

— ! d x , . .d x M — ^ d x , d x , . . d x K ,  dx,..dxv,_i .. ..
1 d r  d t ^  ^  d l ‘ ^  "  dl ‘ ' * 1  d»2 dx„

dx,dx2..dxN dx, dxj dx^
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П о отнош ению  к тому, как меняется фазовы й объем  системы  с  течени­
ем  времени, системы принято делить на консервативны е и диссипативны е.

Если фазовы й объем  не м еняется с течением  времени 

- Г " 'Г  =  О , то систему называю т консерват ивной, (рис.

^ 1-2.1), где показано фазовое гфостранство гармониче­
ского осциллятора. Если фазовы й объем  меняется с

Рис. 1.2.1 течением времени Г " 'Г  ^ 0 ,  то  систем у называют

диссипативной.
П р и м ер :  О тносительный фазовы й объем гармонического осциллятора

dx dv  2
—  =  V, —  =  -2yv -  cogX 
d t dt

r d t  d x d v U t d t j  dx  dv

и эта с и стем а консервативна при у =  О и диссипативна при у #  0.
В ы делим такж е ещ е одно весьма важ ное определение. С истема уравне­

ний назы вается динамической, если она имеет единственное реш ение при 

t  —♦ со. Больш инство задач теории колебаний описы ваю тся динамическими 

системами.

•  С ист емы с дискрет ным временем.

Точечным от ображ ением (от ображ ением последования)  N -  го поряд­
ка назы ваю т систему N  алгебраических уравнений вида

•■■■’‘N .J . ^ ^ 1

с N начальны ми условиями 

Хш=о =x,„,i =  l...,N .

С истемы  с непрерывным временем всегда могут быть сведены к систе­

мам с дискретны м временем [1.1.11,12, П.13,16). К роме того, отображения 

последования могут формулироваться и независимо от систем с непрерыв­
ным временем . Анализ подобных отображ ений обы чно прощ е решения 
дифф еренциальны х уравнений. С тандартным способом  исполнения проце­
дуры перехода от непрерывных систем временем  к дискретны м является 

м ет од отображ ений Пуанкаре  [1.1,11, 11.13]. Проиллю стрируем методику 
реализации этого метола для автономной динамической системы  третьего 
порядка, фазовое пространство которой трехмерно. Выберем двум ерную  
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плошадпсу S образом, чтобы фазовы е траектории многократно ее пе-

Рис. 1.2.2 Сечения Пуанкаре, полученные пересечением фазовых траекторий с 
плоскостью, проходящей через пприховую лиюто

Зададим  на S систему отсчета (X ,Y ), на площ адке выберем начальную 
точку (х,у), ю  нее вы пускается фазовая кривая и  отслеживается следующее 

пересечение (х ',у ')  с S с проходом в  том  же направлении. Если поменять 

начальную  точку, поменяется и  образ. Т ак возникнет отображение х ' = 

=f,(x,y), у ' =  f2(x,y) поверхности S в себя -  от ображ ение Пуанкаре  (рис. 

1.2.2).

Э тот м етод , как и метод фазовой плоскости, является частично урезан­

ным, так  как инфор.мация о поведении системы меж ду пересечениями теря-

1.2.1 П р ям о е  р е ш е н и е  ур а вн ен и й  к олеб ат ельного  процесса  
м етод оптимален щ и  анализе линейны х автономны х систем и  ли- 

еавтономны х систем с постоянны ми коэф фициентами.

м ет од ика  поиска реш ения  линейны х динамических сис- 
кратко излож ена м етодика анализа поведения линейных динами-
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ческих систем , поскольку для них доказан р яд  утверждений, серьезно фор- 

м алгаую щ их и утфощающих поиск их решений.
Поведение линейных динамических систем  описы вается уравнением

L5 =  f ,

где L - линейны й оператор, f - известная функция. Оператор L  называется 

лилейны м , если для л ю бы х двух функций x ,(t) и Xa(t) из области его опреде­

ления вы полняется условие

L [CjX,(t)+C2X2(t)] =  С , L Xi(t>+C2 L X2(t),

где С ь  C l - постоянные. Из линейности оператора L следую т два утвер­

ж дения, составляю щ ие содержание принципа суперпозиции:

1) Е сли  Xi(t) и  X2(t) -  два реш ения уравнения Lx =  О , то их линейная 

ком бинация CiX[(t)+C2X2(t) такж е является реш ением.

2 ) Если x ,(t)  и  X2(t) -  два реш ения неоднородного уравнения Lx = f , то 

их разность x(t) =  Xi(t) - Хг(1) является реш ением  однородного уравнения

£ х  =  о .
в  частности, эти утверждения полностью  справедливы  для нормальной 

системы дифф еренциальны х уравнений вила

S =  F ( t)x  +  g ( t )  о  Х| =  E f j , ( t ) X j+ g i ( t ) ,  i =  l , . . . , N ,  (1.2.3)

где L  = Id /d t  -  F и  л еж ат в основе методики нахождения их решений.

В самом деле, в соответствии с принципом суперпозиции, общ ее реш е­

ние однородной  (gi=0, {= !,...,N ) линейной системы  (1.2.3) x ( t)  мож но ис­

кат ь в  виде суперпозиции частных реш ений  Х;(1) ;

x ( t ) = Z c , X i ( t ) ,

где Cj — N  произвольны х констант, которы е в силу теорем ы  сушествовання 

и единственности реш ения системы  (1.2.3) долж ны  быть определены из N 

начальных условий x ( to )  =  Xo- Л инейно независимы е частные решения 

системы (1.2.3) X j(t) также называю т фундамент альной сист емой  реше- 

н ий(1 .2 .3).
Рассмотрим частны е случаи представления системы (1.2.3).
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I- О днородная систем а дифференциальны х уравнений с постоянными 

коэф фициентами N  -  го порядка. П оиск реш ения в этом случае производит­
ся  по следую щ ей схеме  [1.1-9]:

1. Реш ение (1.2.3) ищ ется в виде 

x ( t )  =  С е “  о  X, ( t )  =  С ,е“ , i =  1 . . .N .

2. Разы скиваю тся N  корней X i,..,, получивш егося характеристиче­
ского уравнения

... '

=  0 .

. f , .

3. Реш ение для одной из переменны х записывается в виде

О стальны е ищ утся с помощ ью  оставш ихся связей.

И. Если однородная система N  -  го порядка м ожет быть представлена в 
виде одного дифф еренциального уравнения

х ‘"> +  а |Х < " - ‘> + . . .  +  а ,^ х  =  О , (1.2.4)

ТО поиск реш ения производится по аналогичной схеме
1. Реш ение уравнения (1.2.4) разы скивается в виде 

x (t)  =  C e "

2. И щ утся корни характеристического уравнения 

Х ''+ а , ) . '^ '+ . . .+ а „ = 0 .

3. Записы вается реш ение уравнения (1.2,4) в виде

x ( t)  =  Е с , е '

III. И нтегрирование неоднородной  (g, ^  О, i= I ,. .. ,N )  системы типа (1.2.3) 

сводится к нахож дению  ф ундаментальной системы однородной. В самом 

деле, разы скивая реш ение (1.2.3), когда g ,( t)  О хотя бы при одном значе­

нии  i, в виде

x ( t )  =  I C i ( t ) x , ( t ) ,  (1.2.5)



d

^ c ( t )  +  ^ X ^ F . X - c ( t ) + g ( t ) '

после подстановки в (1.2.3) получаем

( 1.2 .6)

X (t) = с =  { с „ . . ,с ,) .

Отсю да

c ( t )  -  | X “ ‘ ( t ) g ( t ) d t  +  Со .

Подставляя это  соотнош ение в уравнения, полученные вы ш е, получаем
t Xo=x(tc) = X(to)Co

ic (t) =  X ( t) c „  +  X ( t )  J x - ’ ( t ) i ( t ) d t

(1.2.7)

Выраж ение (1.2.7), представляю щ ее собой общ ее р еш ение  неоднород­
ного  уравнения (1.2.3) есть сумма общ его реш ения однородной част и урав­
нения (1-2.3) и лю бого  частного реш ения эт ого уравнения: 

^о.н (О = ^ 0 .0 .(^) ^ч.н.(^) ■
Частное реш ение неоднородного уравнения иногда удается подобрать 

каким-либо другим  способом  (чащ е всего это  удается сделать для полино­

мов, тригонометрических и экспоненциальной функций).

Для практических прилож ений важ но отметить, что больш инство прак­
тических методов реш ения линейных обы кновенны х дифференциальны х 

уравнений (О Д У ) и  их  точны х или приближ енны х реш ений собрано в  спра­

вочниках по О Д У  [111-1,3] и если  не стоит задача последовательного реше­
ния системы , то следует немедленно обратиться к  одному из известных 

справочников.
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1.2.2 Вы деление н орм альных колебаний  
У равнение линейного гармонического осциллятора можно представить 

в  ф орме, отличаю щ ейся от (1.2.2). Такой переход производится с помощью 
линейного  преобразования от динамических переменных х и у к  новым пе­
рем енны м  [1.2,3], которы е вы бираю тся так, чтобы получаю щиеся для них 

уравн ения описы вали не взаимодействую щ ие друг с  другом системы.
П оэтом у чаш е всего вы деление н о о м ал ьш х  мод п ро в о д ят  д ля  систем 

взаим одействую щ их осцилляторов, понижая, тем самым, порядок анализи­
руем ой систем ы . Проиллю стрируем принципы применения этого м етода 

для гарм онического осциллятора.

Рассм отрим  снова систему (1.2.2) Умножим первое и второе уравнения 

н а  некоторы е константы а  и р и сложим их. Такая процедура приводит к 

. а (с 1 -2 г |3 ) ..

В ыберем  коэф фициенты а и р  так, чтобы в этой формуле множители 

перед V, а следовательно и вы раж ения в больш их круглых скобках, справа я 
слева бы ли одинаковы . Это вы полняется, если

Э  =  - { а - - 2 у а р ) / ( с о о ^ р )  

или

© о ( р / а ) ^  - 2 у р / а  +  1  =  0 ,

откуда при у  <  (йо имеем р /  а  =  (у ±  ico).

Э то уравнение определяет только отнош ение коэффициентов. Это объ­

ясняется линейностью  уравнений (1.2.2). Один из коэффициентов, скажем 

о, следует находить из дополнительных соображений. Введем функции a(t) 

и  a*(t) с помощ ью  соотнош ений 

a ( t)  =  a (x  +  (y +  ira)v/<Oo), 

a * ( t )  =  a (x - t- (y - iw )v /c a o ) .

Эти величины  называю т нормальны ми колебаниями. Подставляя ф ор­

м улы  (1 .2 .8) в уравнение (1.2.2), находим, что нормальные колебания удов­

летворяю т уравнениям  

a ( t )  = ( -Y - ic o )a ( t ) ,

a * ( t )  =  { -y  +  i© )a * (t)-  (1-2-9)



У равнения (1.2.9) называют уравнениями гармонического осциллятора 

в форме нормальных колебаний. И х решения; 

a ( t)  =  a (0)exp{i(-o) +  iy )t),

a * ( t)= a * (0 )e x p ( i( f f l  + iy>). 0-2-10)

Заметим, что если по физическому смыслу координата и скорость ос­
циллятора - действительны е величины, то  начальны е значения нормальных 

колебаний а(0) и  а '(0 ) комплексно сопряжены д руг другу. Т огда из решений 
(1.2.10) следует, что  нормальные колебания будут сопряж ены  друг другу и 
во  все последую щ ие моменты времени. В таком  случае для описания дина­

м ики осциллятора достаточно одного из уравнений (1.2.9). П оскольку нор­
мальные колебания -  комплексные функции, то число степеней свободы 

сохраняется при переходе от уравнения (1.2.2) к  уравнениям  (1.2.9). Из 

(1-2.10) следует, что  колебанию a(t) соответствует комплексная собственная 

частота -со -t- iy, а колебанию  a ‘(t) -  собственная частота со + iy. Этим исчер­

пы вается спектр собственных частот линейного осциллятора с затуханием.
Д о этого  момента коэффициент а  оставался неопределенны м. Как уже 

говорилось, поскольку уравнения линейны, его  вы бор обусловлен только 
соображ ениями удобства. Ч асто просто считаю т а  =  1, при рассмотрении 
параметрических процессов принято вы бирать а  так, чтобы в пределе нуле­

вого затухания у =  О энерз'ия осциллятора определялась вы ражением W=
= o)oa'(t)a(t). Т огда для каждого типа осциллятора коэф ф ициент а  получает­

ся свой. Например, для грузика на пруж инке,подставляя в последнее соот­
нош ение вы ражение W^(mvV2-*- kxV2) и формулы (1.2.8), находим, что а  = 

(к/(2озо))’'^- В такой нормировке нормальны е колебания равны 

a ( t )  = .ук/2сОо(х-)-(у + ico)v/(Oo), a * ( t )  = ,/к./2© о ( х -t-(у -  i© )v /a o ) .

Из этих уравнений можно выразить величиньз х и v:

2k'v

Д ля осцилляторов других типов л егко получить аналогичны е выражения.

1.2.3 П ост роен ие  ф азового п орт рет а  
В ряде случаев, прежде всего для нелинейных систем, поведение систе- 

л мож но качественно исследовать путем построения ее ф азового портре- 
а [1.2,5,7] -  в простейш ем случае системы второго порядка вида 
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X =  f , ( x , y ) l y . f , ( x , y )  (1 2 .1 1 )

зависим ости у  =  у(х) или х =  х(у). Иногда фазовый портрет может быть по­
лучен  н еп о ф едствен н о  из системы (1.2.11) путем деления одного из урав­
нений  систем ы  к а  другое и  реш ения полученного уравнения первого по­
рядка. О днако э то  бы вает редко. Э та зависимость несет меньшую информа­
цию , чем  реш ени я x=x(t), y=y(t), однако позволяет исследовать поведение 

системы  в окрестности так  назы ваемы х особых т очек  (Xj,yj), где f i ;2 =  О и, 

исходя из топологических соображений, качественно построить фазовые 
кривы е н а  всей  плоскости, давая представление о структуре реш ения при 

лю бы х значениях х, у . Последовательность при построении фазового порт­

рета состоит и з четьф ех  шагов.
I. П оиск  особы х точек. О собые точки (Xj,yj) динамической системы оп­

ределяю тся из уравнений 
f i(X |,y j)-0 ,f2 (X j,y j) -0 .

/ / ,  Л инеаризация сист емы (L 2 .11 ) в  окрестности особой точки. Реш е­

ние (1 .2.11) ищ ется в виде 

X =  Xj +  X’, y  =  y j +  y ’, 

где х ' «  Xj, у ' «  yj,
а  функции ^  расклады ваю т в ряд  Тейлора с точностью до слагаемых перво­

го порядка по х ',у '.  В результате получаем систему линейных дифференци­

альны х уравнений

d x ' a f ,( x ,y ) , 5 f,(x ,y )

d t 5х (x ,y ) ^  (i

dy' 5f 2( x ,y ) . 5 f2 (x ,y )

d t ox {x).yj dy

d x ’ , , , ( dx’  ̂
^  =  a x 4 b y . _ ^  -

d t V dt ;

М атрицу

( 1.2 .12)



Cdl
э у х ,у )

U„>,) ^
afi(x .y )

dx
d (i(x ,y )

Vk,) ^ vv,).

называют м ат рицей >■

При этом  необходимо вы полнение условий а  ̂ + ^  О, с* + #  О, если

это  не так , то  линейного приближения недостаточно для исследования ус­

тойчивости.
III. П олучение характ ерист ического уравнения. Решение системы 

(1 .2 .12) ищ ется в виде х’=  A ex p (k t), у '=  Bexp{Xt). Эти соотнош ения под­

ставляю тся в систему (1.2.12). В результате получается система линейных 

однородны х уравнений вида

afi(x ,y )

в = о ,  

- X  в  = о

(а -Х )А  +  ЬВ = 0, 

сА + dB =  0.
(1.2.13)

Эта система имеет нетривиальное реш ение, только когда равен нулю 
определитель из коэффициентов при А  и В;

g f |(x ,y ) a f,(x ,y )

ах 

C>f2(X.y)

..у .)

(х,.У,) ду

(х,.У.) 

- X

г - Х  Ь

А - Х

Раскрывая его, получаем характеристическое уравнение для определе­

ния к,:

X^-(a-t-d)X-t-ad-bc=0 => - S p |l ) \.-г О е |(£ ]=  О => X' -S X  D = О . (1.2.15)

где S -  след  матрицы L , D  -  ее определитель.

/К  Реш ение характерист ического уравнения и анализ его корней. Кор­
ни харокте;?истмческогоу/зав«ечгся (1.2.14) равны

.. S ± -J s ^  - 4 D  а + d ± •]{&'+d Y  - 4 ( a d - b c )
------------   <=■ А|.2     ь----------L и могут быть:



а) М ним ы м и  Xj.2 =  ±iV D  =  i V ^ - b c  при S=0, D>0. В  этом случае осо­

бую  точ ку  назы ваю т цент ром. П ример -  гармонический осциллятор при у =
0. П ри этом  систем а (1 .2 .1 1) и м еет вид

х '= у ' ,  у ^ - ( л 1 х ' .

О на м ож ет б ы ть  переписана в  форме d y '/d x '=  -Ш д х '/у '. Последнее уравне­

ние является уравнением  с разделяю щ имися переменными и имеет общее 

реш ение в ви де уравн ения эллипса  х'^ /  озд +  =  С =  c o n s t.

б) Комплексно сопряж енны м и  =  Ц ± 1Т) при «  4D. В этом случае 

особую  точку назы ваю т ф окусом. П ример - гармонический осциллятор при 

у 9̂  0. П ри этом  систем а (1 .2 .1 1) им еет ви д  х '=  у ' , у ’=  -Ш дх'-2ух’ . О на мо­

ж ет бы ть переписана в  форме dy’/d x '=  -(2уу '+Ш дх ')/у ', а после замены у '=

2  + 2yZ  +  ®0 х '

Э то уравнение с разделяю щ им ися переменны ми при у^ <  имеет ре­
ш ение, которое после возвращ ения к  исходным переменным имеет вид

7 у 'Ч 2 у х 'у '+ ® ^ х ' = С е х р  J  arctg
у'+ух’

Д елая упрош аю ш ую  замену

u  =  y ® o -Y  х '= ю х ',  v =  y'-i-yx’ ,

последнее соотнош ение мы мож ем представить в форме

Наконец, после перехода к полярным координатам и -  pcoscp, v -  рзшф,

имеем  уравнение спирали

р = С е х р (у ф /® ) .

П ри этом , если  л  =  Im[X,;2]<  О, (S <  О, D  >  0), то  особую точку называют 
уст ойчивы м  ф окусом. У стойчивы й фокус при этом  является простейшим 

примером ат т ракт ора  разм ерности d  =  I - множеством, к которому асим­

птотически п ритягиваю тся ф азовы е траектории (рис. 1.2.3).



Если и -  1ю[)чл1> О (S  >  О, D  >  0), то особую точку назы ваю т неуст я-  

чивьш  фокусом.
в) Д ейст вит ельны ми и имет ь один знак  Xi >  О и  Хг >  О или Xi <  О и  Xj < 

<  О (S^ >  4D ). В этом случае о собую  точку назьш аютузлом.

П овторяя те же действия, что  и в предыдущ ем разделе, при >  Шо̂  при­

ходим к уравнению  ф азовой траектории ви да v  =  , где

V =  y V q ix ', u  = у'+ЧгХ ', а  q, =  у -  ̂ у ^  -  > О, q^ = у + -Шд > О,

Рис-1.2.3 Фазовый портрет гармонического осциллятора

При этом, если (S  <  О, D  > 0), X, <  О, Xi <  О, то особую  точку называют 

уст ойчивы м  узлом . Это пример ат т ракт ора  размерности d  =  1 - множест­
ва, к которому притягиваю тся фазовы е траектории.

Если (S >  О, D  >  0), X, > О, Xi >  О, то  особую точку называю т неустойчи­
вы м узлом.

т) Д ейст вит ельны е и имет ь разн ы е знаки  Xi >  О, Хг <  О или X, <  О, Xi > 

>  О (D  <  0). В этом случае особую  точку называю т седлом. Э тот случай реа­

лизуется при ©0  ̂ 0.
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п р и  этом

4i =  Y- t/ y  ̂ - ® о <  о . 42 =  Y +  Vy  ̂“ ®о >  О •

У  нелинейн ы х систем  мож ет быть несколько особых точек различного 
тип а [1.1,2]. Рассмотрим законы совместного существования различных 
типов состояний равновесия и зам кнуты х траекторий. Пусть есть векторное 

поле на плоскости. Н арисуем  замкнуты й контур, (рис. 1.2.4) не проходящий 
через состояние равновесия. Если взять н а  нем точку S и  двигать ее вдоль 

контура, то  вектор поля, проходящ ий через эту  точку, будет непрерывно 

вращ аться. К огда точка сделает полны й оборот, то вектор повернется на 

угол 2л], г д е ]  - целое число. Н аправление вращ ения вектора будем считать 

полож ительным, если  оно совпадает с нагфавлением движения S. Целое 

чи сло] носит название индекса П уанкаре. Д ля контура на рис. 1.2.4
J - 0 .

Если состояние равновесия ок­

руж ить зам кнуты м  контуром, то не­

трудно убедиться, что  индексы  П уан­
каре для центра, узла, ф окуса равны 

+ 1, а  для седла -1. Д ля предельного 
ци кла] =  +1.

И ндекс зам кнут ой кривой, со­
держ ащ ей внут ри себя несколько  Рис. L2.4

особы х точек, ра вен  сумм е индексов
эт их т очек. О тсю да сразу ясно, например, что предельного цикла, внутри 

которого находятся два седла или два  седла и  фокус, существовать не мо­

жет, так  как д л я н е г о ] = + 1 ,а д я я  трех  таких состояний равновесия общее 

]  =  -1. А вот в  случае седла я  двух  ф окусов предельный цикл может сущ ест­

вовать, так  как в  этом случае с у м м а ] равн а -1+ 1+ 1 =  4 ] . Два состояния 
равн овесия (седло и узел), могут слиться и  исчезнуть, так как их совмест­

ны й индекс ]  =  О и т.д. Итак, опираясь н а  т еорию  индексов Пуанкаре, м ож ­

но утверж дать следую щ ее;
1. В нутри  замкнутой фазовой траектории находится, по крайней мере, 

одна особая точка, так как индекс такой  траектории равен + 1, а  индекс 

зам кнутой кривой, вн утри  которой нет о собы х точ ек ,] = 0 .
2. Если внутри замкнутой фазовой траектории находится одна особая
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точка, то это  не м ож ет быть седло, а только точка с j=  + L
3. Если внутри замкнутой фазовой траектории находятся несколько 

простых особы х точек, то число их всегда нечетно, а число седел на едини­
цу меньш е числа остальны х особых точек.

4. Если на фазовой плоскости есть узел или фокус, а также седло, та 
они м огут быть соединены фазовой кривой.

2  Д И Н А М И Ч Е С К И Е  С И С Т Е М Ы  С  О Д Н О Й  СТЕП ЕН ЬЮ  

С В О Б О Д Ы
К олебания в системах с одной степенью свободы -  это свободные коле­

бания в системах второго порядка.
2.1 Л и н ей н ы е  сист ем ы  с одной ст епенью  свободы

Колебательные

Z ®
процессы, соответ­
ствующие данным 

системам, относятся, 
с одной стороны, к 

простейшим, а с 

другой  к наиболее 
известным процес­
сам, изученным 

подробно. Это базо­

вы е явления. Изло­

жение в этом разде­
ле идет от частного 

к общ ему приво­

дятся примеры из­
вестных колебатель­

ных процессов из 

разны х областей и
показывается, что их малые колебания описы ваю тся едины м образом -  на 
основе м одели гармонического осциллятора.

П р и м ер  I. М ат емат ический маятник. Свободны е колебания матема­
тического маятника (рис.2.1 Л ) могут быть описаны с помощ ью  основного 
уравнения вращ ат ельного движ ения
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i  J

где I - м ом ент инерции тела, e -  угловое ускорение, S  -сумма моментов

сил, действую щ их на тело. П отенциальная энергия маятника равна (рис. 

2 .1 .2) и  =  m gl(l - cos<p) = 2 m g ls in ^ (ф /2 ) . Ф азовы е кривые показаны на рис.

2.1.3.

Полож ение равновесия определяется условием 

б и /б ф  =  О =3- т§151Пф =  О => фп =  лп .п  е  Z  .

Число п мож ет принимать два значения для разных положений равно­
весия;

•  Н иж нее п = О ф =  0.
Т ак как

бф'
= m glcos(- е )= m glcoss «  m gl>  О.

+ е ) = m glcose »  m gl > О ,

то это  -м и н и м у м ,  т.е. устойчивое положение равновесия.

•  Верхнее п = 1 => ф =  д.

Так как 

d^U
— г  =  m gicos(^ -  е) = mgl(cosnc0S8 + sin nsin  е )»  -m g l <0,
dф^

=  m g ) c o s ( H  +  е )  =  m g l ( c o s r e  c o s e  -  sinTtsine)»  ^ n g l  <  0 ,
d<()

TO это полож ение равновесия -  максимум, т.е. неустойчивое положение 

равновесия. Лю бое, сколь угодно мазгое воздействие вы водит маятник из 
него  и возвращ ает в нижнее. П еребор остальны х значений п не дает новых 
полож ений равновесия. И з ниж него положения равновесия маятник выво­

дится тем или инь!м внеш ним воздействием , возвращ ающая сила -  сила 

тяж ести. Заметим, что момент силы  натяжения нити равен нулю, поскольку 

N II г . В проекции на ось z  в пренебреж ении трением в точке подвеса име- 
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Рис. 2.1.2 Рис. 2.1,3

ем  ф +  (mgl /  l)sin  ф = О, где I =  Ig + -  момент инервди тела. Для матема­

тического  маятника Ц = 0. После подстановки

Ф +  (g / I ) s ш ф  = 0 .  (2.1.2)

Если ф «  I, то 5Шф »  ф. В этом случае уравнение (2.1.2) становится 

линейным;

Ф + (§ /1 )ф  =  0 ,  (2.1.3)

а колебания называю т малыми.

П р и м ер  2. RLC-контур. Свободные колебания в RLC-контуре (рис. 

2 .1 .4) м огут быть описаны с помощью вт орого п равила Кирхгофа  

Z U j = I s „ ,  (2.1.4)
J п

где Uj -  падение напряжения на j  -  м элементе, '  сумма э.д.с., дейст­

вующих в контуре. Здесь U | = U r = IR  -  паде­
ние напряжения на активном сопротивлении,

U i = U c = q/C - падение напряжения на конден- 

[  I =  S  саторе, S] = s, = -L I  э.д.с. индукции. В ре­

зультате полу’1им уравнение lR  +  q /C  = -LI. 

Дифференцируя последнее уравнение по вре­

мени и пользуясь определением силы тока 

I = q , после деления уравнения на L получае.м 

окончательно уравнение того же вила, что и (2.1.3); 

i + R i/L  + I /L C  = 0 .  (2.1.5)

П олная энергия рассматриваемой системы имеет вид 

Е = q^ /2 C  + L U /2  = q^/2C -i-L q^/2  , поэтому роль потенциальной энергии 

здесь играет энергия конденсатора U = q^ / 2 С . Положение равновесия оп­

Рис.2.1.4



ределяется условием  d U /d q  =  0 = >  q /C  = О => q = 0  . Это минимум, т.к. 

d ^ U /d q ^ l^ ^ ^  = 1 /С > 0 .  П ринцип ле Ш ателье в  этом случае имеет вид пра­

ви ла  Ленца.

П р и м ер  3. Брю сселятор. Реакция, являю щ аяся моделью реакции  
Б елоусова-Ж абот инского  [11.3 4 ]:

А — Ь - > Х ,  2X  +  Y — Ь _ . З Х ,  В  + Х — S l ^ Y  + D ,  Х ~ Ь ^ Е  (2.1.6) 

с учетом  диф ф узии (процесс «5») и конвективного переноса реагентов X  и 
Y  (процесс «6 ») описы вается системой

^ = - ^ + l ^ + k 2X ^Y -k3B X -[^+ D iA X , — = - ^ + k 3B X -k2X^Y+C^AY (2.1.7)

К онцентрация вещ ества X  увеличивается в процессах «1» и  «2» (знаки 
«+») и  уменьш ается в процессах «3» и «4» (знаки «-»). Концентрация 

вещ ества Y увеличивается в процессе «3» (знак «+») и уменьш ается в 

процессе «2» (знак « -» ). П оскольку появление данной молекулы в сфере 
взаимодействия не зависит от появления в этой сфере других частиц, то по 

теореме об умнож ении вероятностей результат взаимодействия 

представляется в виде произведения концентраций вещ еств, участвую щ их в 

акте взаимодействия,
В пренебреж ении процессами диф ф узии и конвективного переноса и 

малых отклонениях от полож ения равновесия 

X ' =  X  -  А  «  А , Y ' =  Y  - В «  В 

при kj =  !, Vj система (2.1.7) сводится к виду

Х '=  A ^Y '+ lB  -  1 )Х ', Y '=  - А  А '- В Х ' , (2.1.8)

которое мож ет быть записано в форме одного уравнения

Y ’+(b  - 1  -  a 7)y '+((I -  2В)а А '=  о . (2 .1 9 )

П р и м ер  4. Прост ейш ая м одель национальной экономики. Динамика на­

циональны х доходов и р асходов описы вается уравнениями [11.30] 

i  =  I - a C ,  C . b ( l - C - G ) ) .  (2.1.10)

где I >  О - национальный доход, С  > О - потребительские расходы, G = Go = 

=  const > О правительственны е расходы. При м алых отклонениях от 

полож ения равновесия

I' =  I - aG c/(a -l) «  a G ,/(a -l) , С ' =  С  - G(/(a -1) «  Gg/(a -1)
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система (2.1.10) сводится к  системе Г = Г - а С ,  С ’= Ь ( Г - С ) ,  которая 

м ож ет быть записана в форме одного уравнения второго порядка 

С'+(Ь -  1)С'+Ь{(а - ! > : ’= О . (2 .1.11)

П рим ер  5. М одель Лотки-Вольтерра. Будем полагать, что на замкну­

том  ареале живут хищники с концентрацией на единицу плош ади п и их 
ж ертвы  -  Bei-етарианцы с концентрацией на единицу площ ади N. Жертвы 
питаю тся растительной пищ ей, которая имеется в избытке, а хищники 

только жертвами. Будем считать, что скорость изменения числа особей ка­

ж дого вида в отсутствие другого пропорциональна общ ему их числу на 

данны й момент. У читы вая то, что изменение численности вида из-за нали­

чия другого будет пропорционально количеству встреч, то  есть произведе­

нию  численностей обоих видов, мож но записать для скорости изменения 

числа ж ертв и хищ ников [1.2,11.33];

N  =  a N - b n N ,  n =  -A n  + B n N , (2.1.12)

где а > О -  мальтузианский параметр, Ь >  О, А  > О - коэф фициент естествен­
ной смертности хищников, В >  0. О тсю да можно получить уравнение для 
отклонений численности видов от положения равновесия (А /В ,аЛ ), пренеб­

регая членами второго порядка малости

N '= - A B n 7 b ,  n '= a b N 7 b  (2.1.13)

О тсю да следует уравнение, описывающ ее изменение численности каж­
дого вида: дифф еренцируя первое уравнение (2.1.13) после учета второго 
получим

N '-i-A aN '=0 . (2.1.14)

2.2 Г арм онический  осциллят ор . П ара.нет ры  колеб аний  
Уравнения (2.1.5), (2.1.5), (2.1.9), (2.1.11), (2.1.14) могут быть записаны 

в единой!!! форме. Таким образом, малое колебание лю бой природы опи­

сывается единым образом - моделью гарм онического осциллят ора:

\  + 2ух+а>1х = 0 (2 .2 . 1)

Различными в каждом конкретном случае будут лиш ь вы ражения для двух 
параметров, значения которых определяю т характер движ ения в системе • 

коэф ф ициент а диссипации  2у, определяю щ его скорость уменьш ения (или 

увеличения при у <  0 ) дмплитуды и сод -  собственной частоты  колебаний.
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A ( t ) = A „ e "

С м ы сл этих параметров заклю чается в  следующем. Если промежуток 
врем ени At =  1/у, то А Д А  =  е. О тсю да 
вы текает физический смысл 

коэф ф ициента затухания: величина 1/у 

равн а пром еж утку времени, по истече­
нии которого  амплитуда колебаний 

уменьш ается в е раз. Частота колебаний 
связана с периодом  колебаний -  мини­

м альны м промеж утком  времени Т, в те­

чение которого ф аза колебаний прини­

м ает то же значение, что и в момент 

вр ем ен и 1 = 0: ® Q = 27t/T

У точним  использованны е термины. Для этого заметим, что общее ре­

шение уравн ения (2.2.1) может быть переписано в виде [11.26-28, 111.1,3], 
(рис. 2.2 .1)

X =  cos(cDt +  9 ) ,

Рис. 2.2.1

(2 .2 .2 )

Уравнение (2 .2 .1) д ополняется начальны ми условиями 

x(t =  0) =  x „ ; x ( 0 ) = . „ .  (2.2.3)

Удовзтетворяя реш ение (2.2,1) начальным условиям (2.2.3), получаем 

следутощие вы раж ения для ачт ит уды  А  и начальной фазы  ф:

(2.2.4)

Д ля характеристи ки интенсивности затухания вводят также понятие ло ­

гариф м ического  декремент а зат ухания. Пусть Т  период затухающего 
колебания, А„ н A„+i -  амплитудны е значения функции x(t) для двух ее по­
следовательны х экстремумов. Величина d, равная d  -  1п(А„/А„„), называет­

ся логариф м ическим  декрементом  затухания. Выястгам связь между у и d: 

d =  |п ( а .  /  А „ ,  )=  1п(А .е-" /  1„(еА )= у Т . (2.2.5)



И спользуя уравнение (2 2 .4 ) ,  можно щ еобразовать закон изменения 

амплитуды : А „ = А дв"^ =  =  A oe"*  (рис. 2.2.2), где п  =  t/T  -  число

колебаний за время t. Если п =  I/d , то Ао/А„ =  е =  2.7318. Е с ж  значение d
невелико (d  «  1), то  можно показать, что (Аа - A ^ i) /A a  =  d. Логарифмиче­

ский  декрем ент связан с другой важ ной харакгеристгасой колебаний - доб­
р от ност ью  Q  следую щ им соотнош ением: Q  =  я / d  =  л / у Т .

П олная энергия  колебаний W скла-

K(t) дывается го кинет ической  W r и потен­

циальной  W n энергий;

W  =  W,; + W „  ^ т х Ч г  +  ш ш Ч Ч г .

П одсчитаем полную  механическую 
энергию  гармонического осциллятора, 

2 2 2 соверш аю щ его колебания по закону

X =  A cos{® t-)- ф ) .  Т ак как 

W r = т х - / 2  =  (тА^ад/2)5ш^(®1-1-ф), Wn=mMoX^/2 =(m.A^ci^/2)co^((£)t-bf),

то  W  =  m A ^© g/2 . И з закона сохранения энергии следует, что по мере со­

верш ения колебаний кинетическая энергия переходит в  потенциальную и 
наоборот. М аксимальные значения кинетической и потенциальной энергий 

равняю тся максимальному значению полной механической энергии. При 
наличии трения в системе полная механическая энергия системы с течени­

ем  времени уменьшается, но ее мгновенное значение, попрежнему, равня­

ется максимальной потенциальной энергии, от­
носящейся к данному мом енту времени. Следо­

вательно, для затухаю щ их колебаний, подчи­

няющихся закону X =  А е”''̂  cos(c>t -i- ф ) , будет 

справедливо выражение;

W  =  m A ^ ( t) /2  =  m A ^co ^e-^ ^ /2 , Спектр линей- 

Рис. 2.2.3 осциллятора п оказан на рис. 2.2.3.

•  Точечное от ображ ение для гарм онического осциллятора.

Рассмотрим гармонический осциллятор х  +  2ух -t- cogX = О , упомянутый 

вы ш е с  более просты ми начальными условиями х (0 ) =  Хд, v(0) =  Vg =  О .



Реш ение этого  уравнения и меет вид:

X =  е “ ^(хо c oscot+  sin(B t), v =  - е ’ ’'' (о  + )хо sin © t -

Б удем  следить, для  определенности, за последовательными 
пересечениями ф азовой траекторией оси абсцисс. В момент пересечения 

sin©t =  О, т.е. пересечения происходят в моменты времени =  т т /ю  . В эти 

моменты координата точки пересечения оси абсцисс фазовой траекторией 

равна Хц =  =  { - 1 ) " х о  е х р ( -  я п у /с о ) ,  или, в рекуррентной форме,

Хп+1 =  - е х р ( -л п у /© )х ц  =  рх„ . (2.2.6)

Рис. 2.2.2 Диаграмма Ламерся для гармонического 
осциллятора



П остроим данную  последовательность н а плоскости (xn+i,Xn)-

М ет одика  построения следующая.

1. В ыберем  на оси Хп начальную  точку Xj при п =  1. Соответствующую 
ей  точ ку  Х2 найдем, используя (2.2.6).

2 . Д ля нахождения следующей точки превратим ординату Хг в  абсциссу 

Х2,  переходя на биссектрису Х„_ |̂ =  х ^ . Такому переходу соответствует 

придание точке Хг статуса начального условия для второго шага. Новой 

абсциссе соответствует ордината Хз, определяемая прямой (2.2.6).
3. М ногократно повторяя это  построение, получаем ломаную, 

назы ваемую  лес?и«ц1/ей77а«ерея (рис.2.2.2).

Э та последовательность в силу условия /d x ^ l < I сходится к пре­

д ельной точке X* =  О, определяемой из условия х* =  f(x*). Е е называют не­
подвиж ной точкой отображ ения. В идно, что данная последовательность 
соответствует периодически повторяю щ емуся процессу,

2 .3  Н елинейны е консерват ивны е сист ем ы  с  одной степенью  

свободьи П рим еры  к олебат ельны х систем
В этом  разделе рассмотрены нелинейны е колебания в некоторых кон­

сервативны х системах второго 
порядка. В отличие о т  линейных 

систем, для нелинейных не су­

щ ествует общ их методов реше­
ния уравнений, в силу чего кон­
сервативны е системы 2-го по­

рядка представляю т собой ис­
ключение, когда задача может 

бы ть реш ена до конца без ис­

пользования приближенных ме­
тодов.

Приведем примеры процес­
сов, приводящ их к уравнениям

нелинейных консервативных колебаний.

П р и м ер  1. М атематический маят ник. Рассмотрим уравнение (2.1.2): 

ф-|-С1)о51Пф = О о ф  = £ 2 ,0  = -О д sin  ф , О тносительное изменение фазово­

го объем а системы равно нулю:
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г  Т  =  (11ф /а ф  +  с1Г!/(!Гз)/(1ф(10  =  0  +  0  =  0 ,

п оэтом у система консервативна. Приведенное уравнение решается точно. 

М етодика реш ения такова. Умножим уравнение на ф :

ф |-ф  +  ю Ь ш ф  =  0  о  ((ф )’ ) / 2 - ш 2 ( с о в ф ) = 0 .

И нтегрируя последнее уравнение, получаем уравнение фазовых траекторий 

(ф У /2  = ш § с о 5 ф -ш 7 с о 5 ф в , (2.3.1)

где константа интеф и рован и я в правой части вы брана в удобной для даль­

нейш его анализа форме. Ф азовая плоскость математического маятника по­

казана на рис. 2 .3.1. Константа фо имеет смысл максимального отклонения 

маятника от полож ения равновесия, где 

ф =  0 .

Перегшшем последнее уравнение в виде 

(со5ф ~со5ф р)”'''^д ф  =  2 ’^^©odt

и проинтеф ируем  его ещ е раз. В  результате получаем решение

2 - ' '  7 /(co s  ф -  cos Фо)"''  7 Фф .  ш„(1 -  t„ )  ,

которое можно записать в эквивалентной форме 

J (5 ш ^ { ф о /2 )-$ т^ (ф /2 )) '''^ с1 ф  =  2 co o ( t- to ) ,

причем ф(1о) = 0. Константы  фо и to могут быть вы ражены через начальные 
условия, но в данном  случае использование начальны х условий менее 

удобно. П осле замены  переменны х $1п(ф /2)=  х5ш {фо/2) получаем

®o(t -  <о) =  i[(l -  - ч Ч ^ | ' ‘ ' 7 х .

s i n — =  x s in ((p o '^ 2 ) ,  u =  sin(9 / 2 )s in  \ щ 1 2 ) .

О бращ ение последнего иы теф ала приводит к реш ению [111.24,25] 

з ш ф / з ш ф о  = 5 п [а > о (1 -1 о )’3>п(фо ^ 2 )].



п р и м е р  2. М одель Л от ки-Вольт ерра. Снова рассмотрим м одель Лотки- 
В ольтерра (2.1.12). Э та система, очевидно, путем  замены переменной также 

м ож ет бы ть сведена к  одному уравнению

п - п - ' ( п У - ( а - Ь п ) ( п  +  А п ), (2.3.2)

однако его аналитическое реш ение, в  о тличие о т  предыдущей задачи, много 
сложнее. Исследуем структуру реш ения н а  фазовой плоскости. Анализ дает 

следующее:

I. У  системы существует единственная особая точка (Ь /а ,В /А ) .

II. У равнение для отклонений численности видов от положений равно­

весия получаем, линеаризуя

исходную  систему 

N '=  -A B n '/b  , n '=  abN V b.

III. О тсю да нетрудно по­
лучить характеристическое 
уравнение, разы скивая реше­

ние данной системы в виде 

N ' =  Cexp(Xt), п’ =  Dexp(X,t).
В результате получим урав­

нение +  со̂  =  О, где <sY = Аа.
IV. Его корни уравнения 

имею т вид: X.i;2 =  ±i®, эта 
точка - центр. Следовательно, 

численность каждого вида 
описывается уравнениями

гармонических колебаний вида {n;N) =  {rio;No} + {n';N’}sin(fflt+ 8), которое

Рис.2.3.2

описы вает устойчивый колебательный процесс. Ф азовы й портрет системы, 

уравнение которого можно получить, вводя обозначения п =  х, у  = = dx/dt, 

приведен на рис. 2.3.2. Тогда учиты вая, что  dy/dt =  о з \  мож но получить 

dy/dx =  -у/ю^х. Проводя и н теф ирование и  вводя обозначение к^=2с, где с • 

постоянная интеф ирования, определяемая начальны ми условиями, полу­

чим  уравнение эллипса у^/к^ +  xV(k’ ''o)^) =  1 с полуосями к и к/й.

Замкнутыми являются и фазовы е траектории системы далеко вдали от 
особой точки.



•  Спект р колебаний.

Н елинейны е колебания им ею т ещ е одну важную характеристику -  
спект р колебаний. И звестно, что периодическую  функцию F(t) можно раз­
лож ить в ряд по  гармоническим компонентам - синусам, косинусам или 
экспонентам , р яд  Фурье  [ИТ. 19-21}, которы й имеет вид

F (t) =  ао + i  а ,  cos(2Tmt /  Т )+  £  Ь„ sin(2Tmt /Т )  =

- +Ъ1  с о з ( 2 л т / Т  4- Х п )’ (2.3,3)

зо = v i F ( t ) d t  = (F (t)) , а„ = - / F ( t ) c o s [ ^
1 о Т о  (. Т

(27m TV  
-1 —7— ’ bn

n = l,2 ,3 ,. .,  s in x „= -b „ /.\/an 4 -b n  , cosx^  = a ^ /o J a l  + b „  .

Ш
a„ (n)

В  ситуации, когда 

колебательный про­
цесс представляет со ­

бой суперпозицию  
отдельньтх гармониче­

ских сигналов, для 
понимания сути такого 

процесса удобно ис­

пользовать спектр  

колебаний. П ри граф и­

ческом  отображении 

спектра колебаний по 

оси абсцисс указы ваю т 

частоты колебаний ю„ 
или их ном ера п, а по 

оси  ординат указы ва­
ю т квадраты  их ампли­

туд  Zn- Н а рис.2.3.3
показан сигнал, представляю щ ийся рядом  (2.3.3), группирую щийся вокруг 

частоты  с номером ш , и его  спектр. Спектр позволяет видеть, какая часть 

энергии сосредоточена в гармонике.

v.a -  2л.--.

О

Рис. 2.3.3
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2 .4  И т ерационны е м ет оды  анализа колебат ельны х систем  
Здесь демонстрирую тся основные принцш ш  и  д етали применения при­

ближ енны х методов анализа нелинейных колебательных систем -  разложе­
н ия по малому параметру. Н еобходимость их развития обусловлена двумя 
ф акторами -  точное реш ение уравнений колебательного процесса часто 
записы вается в слож ном  виде, а метол фазовой плоскости дает лиш ь основ­
ны е представления об  основны х чертах процесса, но не дает решения.

2.4.1 М ет од разлож ения п о м алом у параметру 
К ак  мы видели вьппе, анализ даже консервативны х систем часто со­

пряж ен с существенньпии техническими сложностями, уже там  решение 

записы вается только в  неявном виде с  использованием специальных функ­

ций, П оэтом у часто для анализа нелинейных колебательных процессов 

приходится применять или качест венные м ет оды  или (и) методы теории 

возмущ ений.
Рассмотрим осциллятор вида [1.1,14,11.3] 

x  +  oj7x +  a x 7 = 0 .  (2.4.1)

Введем безразмерны е врем я и  координату t  =  х  =  х/А. Тогда урав­
нение (2.4.1) примет вид

X +  X +  6x7 =  о , р  4  2)

где е =  аА/©о^.

Рассмотрим случай слабой нелинейности, когда s «  1, т.е. уравнение
(2.4.2) содержит м алы й  параметр. У равнение (2.4.2) близко к  уравнению 

линейного консервативного осциллятора, оно отличается о т  него малым 

слагаемым порядка е. Поэтому ясно, что при е «  I решение будет иметь 

вид квазигармонических колебаний (близких к  гармоническим).

П остроим приближенное реш ение (2.4.2). Н аиболее простой способ со­
стоит в том, чтобы искать реш ение в виде ряда по степеням £ «  1:

X(t) = X,(t) +  £X2(t) +  8^X3(t)+ (2.4.3)

считая Xj ве,1ичиыами порядка единицы подобный прием  называют мето­
дом  роз/гож ечия по м алом у парамет ру. П одставив (2.4.3) в  (2.4.2), получим 

X ,+ e X j+ e 7 i3 + ,„ + X |+ E X 2  +  s7 x 3 + ... +  e x f  +  2E7x,X2+... =  0 (2.4.4)

Приравнивая в (2 .4 .4) к нулю члены при одинаковы х степенях е, прихо­
дим  к системе «зацепляю щ ихся» уравнений:
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s®: X, + x ,  = 0 ,  

б ':  X2 +  ^ 2  +  x f  =  О ,

Х з+ Х з +  2х,Х2 = 0  И Т. д.

П ервое уравнение есть уравнение гармонического осциллятора, реш е­

ние которого им еет вид х =  асо5(1+ф), где амплитуда а и начальная фаза ф - 

постоянны е, определяемы е из начальны х условий. Подставим это решение 
во второе уравнение, чтобы  найти Хг:

Х2 +  Хз =  - x f  =  - а ^  /  2 -  ( a ^ /2 )cos2 (l ч-ф).

Это уравнение ф ормально совпадает с  уравнением линейного консерва­
тивного осциллятора под  внеш ним воздействием. Его решение следует ис­

кать в виде Х2 =  a|C0S(t44pi) -i- Хзчн- ai и ф , по-прежнему определяются из 
начальны х условий. Как известно из теории лиггейных колебаний, в  спектре 

вы нужденны х колебаний будут содерж аться те  частоты, которые присутст­

вую т в спектре вы нуж даю щ ей силы. В данном случае это нулевая и вторая 
гармоники. Н етрудно найти, что 

Х2ЧН =  - а "  l 2  + \p } l  6 )cos2(t +  ф) -

Итак, получаем  Х2 = а |С 0 5 ( и - ф ) - а ^ /2  +  (а^/б)со52(1-Гф ).

П олученное реш ение содерж ит чет ы ре  независимых постоянных, для 
определения которы х имеются только два  начальных условия. Поэтому 

можно две из этих постоянны х вы брать произвольным образом. Наиболее 

удобно полож ить 3 | =  о (константы произвольные, и будет множитель при 

cos(t+9 i) им еть ви д  а  или а +  В| - безразлично). В дальнейшем условимся во 

всех вы сш их порядках малости занулять составляющ ие, соответствующие 

собственным колебаниям. О кончательны й вид решения с точностью до 

членов порядка е^:

Xj « а cos ( t  + ф ) +  ( -  а -  / 2 -I-(а^ /  б)со5 2 (t +  ф ) ) + . . .  (2.4.5)

Как видно из вы раж ения (2.4.5), в спектре колебаний появляются вы с­

шие гармоники; нулевая и вторая, амплитуды которых имеют порядок ea^ 

т.е. м ного м еш ш е амплитуды основной составляющ ей. Можно продолжить 
описанную  процедуру, продвигаясь во все более высокие порядки малости. 
В  реш ении появятся вы сш ие гармоники. О днако их а.мплитуды будут еще 

м еньш е (порядка е" 'а*, где п -  номер гармоники), поскольку нелинейность 
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является слабой и амплитуды высших гармоник должны быстро умень­

шаться с ростом  их  номера. Остается вычислить константы а  и ф. Пусть 

начальны е условия им ею т вид 

х (0 ) = х о .х (о ) = у о .

Тогда, используя вы ражение (2.4.5), легко  найти, что 

Хд = а с о 5 ф - ^ а ^  / 2 - ( а ^  /б)со52ф), - у д  = а зш ф -(Е а ^ /з )зш 2 ф . (2.4.6)

Это система трансцендентны х уравнений, получить точное решение ко­

торой в общ ем случае не удается. Однако, учитывая, что в (2.4.6) содержит­
ся малый параметр, мож но представить реш ение в виде рядов 

а  =  ад 4- eai + .. . ,  ф =  фо + 5ф1 + .. .  (2.4.7)
В разлож ениях (2.4.7) нужно учитывать то же число членов, что и в p^ 

ш ении (2.4.5). П одставим  (2 .4 .7) в  систему (2.4.6) и  вьщелнм члены одина­

ковы х порядков малости. В нулевом порядке по е  будем  иметь: аоСОЗфо = Хо, 

ао51Пфо =  -уо, откуда нетрудно найти амплитуду и начальную  фазу нулевого 

порядка

Ф„ =  - 2 a ic tg [ ^ y „  / [ х о  +  Д 1 + у 1 .

Члены порядка е ' в (2 .4 .6) даю т систему линейных уравнений относи­

тельно 3i, ф |, найти реш ение которой не представляет труда: 

а , созф о -  аоФ] sin  фд -  /  2 4- (эд /  б)со5 2фд = О . 

а, sin Фо-»■ адф, созфд 4 -(а ^ /3 ^ т 2 ф д  = 0 .

2.4 .2  Осциллят ор Дуф финга. М ет од Л инш т едт а -  П уанкаре 
П рямое разлож ение по степеням малого параметра не всегда приводит 

к успеху. Дело в том, что н а  каждом ш аге слагаемые предыдущ его порядка 

малости переходят в правую часть и начинаю т играть роль внеш ней силы. 
При этом м ож ет возникнуть ситуация, при которой внеш нее воздействие 

будет иметь частоту, равную  частоте собственных колебаний осциллятора. 
Решение no jiy n c H H o ro  уравнения будет нарастать, и их амплитуда может 
стать большей, чем допустимо соотвезствую щ им порядком теории возму­

щений, В силу сказанного в данном случае надо м одифицировать метод 
разлож ения по малому параметру так, чтобы исклю чить соответствующие
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слагаемые. Чтобы  показать, как это делается, рассмотрим осциллятор Д уф­
финга [1.1,14,11.3]

х  +  №о̂ х + р х ’ = 0 .  (2.4.8)

И спользуем  зам ен у переменны х раздела 2.4.1. Т огда (2.4.8) примет вид 

х 4- х  + е х ^ « 0 . (2 .4 .9 )

где теперь е =  РА/сод^ Б удем снова рассматривать случай слабой нелиней­

ности, т.е. полож им  е «  1. Оты скивая реш ение в виде разложения по м а­

лому п арам етру x(t) =  x i(t) + 5x2(1) +  8^Хз(0 +  ..., 
будем иметь 

e°: Х |-1- х ,  = 0 ;  

е ‘: X,-I-Х2-ь x f = О .

В нулевом порядке но е по-преж нему получаем уравнение гармонического 
осциллятора, реш ени е которого имеет вид 

Xi =  асо5(1-|-ф).

Н айдем  Xj. П осле подстановки выражения для х, второе уравнение при­
водится к ви ду

Х2 +  Х2 = - х 1  = а^ со 5 ^ (г  +  ф)=-а^[Зсоз(1-*-ф)-1-со53(1-ьф)]/4 (2.4.10)

Найдем реш ение (2.4.10). Так как нелинейность кубическая, то в спек­
тре воздействия содерж атся первая и третья гармоники. Решение будем 

искать в виде сум м ы  откликов на itHx:

Х2 =  X2i +  Xj3,
удовлетворяю ш их уравнениям

Х2,4-Х2, =(За^4)со5{1-1-ф), Хгз-ьхгз = (aV4)cos3(t-f-cf>). (2.4.11)

Реш ение второго уравнения системы (2.4.11) находится без труда и 
имеет ви д  гармонических колебаний на частоте вынуждаюш ей силы: 

Х2,  =  (а7/32)сс.5 3(1 +  ф ).

Ч то ж е касается первого уравнения системы (2.4.11), то в нем внешнее 

воздействие им еет частоту, равную!!! частоте собственных колебаний ос­
циллятора. Как известно из теории линейных колебаний, в этом случае воз­
никает резонанс, вы ражаю щ ийся в неоф аниченном  нарастании амплитуды 
колебаний по л инейн ом у  закону. Соответствую щ ее решение имеет вид 

Х2 , =  -(за '1 /8 )соз{1 -Е ф ).
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Э то так называемый секулярный  или вековой  член. Окончательно реше­
ния с точностью  до членов второго порядка малости гфинимаю т вид:

Х2, =acos(t-t-cp)4-e[-(3a^t/8)cos(t-i-9)-f-(a^/32)cos3{t-f-(p)j-i-...

Xj3 = -^ c o s 3 ( i  + (p)- (2.4.12)

О братим  внимание, что как бы ни был мал параметр s, с течением вре­
м ени второй член в  реш ении (2.4.12), неоф ан иченно нарастая, становится 

больш е первого. Таким образом , справедливость разлож ения по степеням 8 

на больш их временах наруш ается. В чем причина неудачного результата? 

Д ело в  том , что колебания осциллятора Д уффинга являются неизохронны­

м и, т.е. их период зависит от  амплитуды. Разлож ение по степеням е прин­

ципиально не учиты вает неизохронносты в спектре колебаний могут поя­

виться только собственная частота линейных колебаний и  её гармоники 

(для осциллятора с квадратичной нелинейностью, рассмотренного в разделе 
2.4.1, мы приш ли бы к сходному результату, если бы продвинулись в вы­

числениях ещ ё на порядок).
И так, нужно м одифицировать схему реш ения таким  образом, чтобы 

м ож но бы ло учесть неизохронность. Введем в уравнении (2.4.8) новую пе­

рем енную  т =  ©t. Поскольку d/dt = © d/dt, получим

© ^ х -t-x-t-ex’ = О . (2.4.13)

Схема действий такова -  мы будем искать реш ение уравнения (2.4.13) в 

виде разлож ений в степенной ряд как для переменной х , так и для частоты 

©: X = Х | -н SX2 +  е^Хз +  1 + s©, 4- s ^®2 4- . .. П ервы й член в  разложении

для © при этом представляет собой частоту линейных колебаний, которая в 

принятой нормировке равна единице. А следую щ ие погфавки ©,, ©2,.,. бу­
дут и ф а т ь  двойную  роль - описы вать эффекты неазохронности и  в

ся чтобы обнулить секулярны е членьг. позволяя избавиться щ; расту­
щ их слагаемых.

П одставим эти разлож ения в уравнение (2.4.13). Тогда получим

(]+2£9+е^(«,^+2©2)-1-.-)(х,+г:х,4-...)+х,+£Х2+...+ех^+Зх|^Х2+... = 0 .  (2.4.14) 

П осле несложны х вы числений (2,4.14) приводится к виду 

X, + X, 4- е(х2 + \ 2 +  2© ,х, -н х^)-н... = О . (2.4.15)



П риравнивая к  нулю члены нулевого и  первого порядков малости, бу­
дем  иметь

X ,+ х ,  -  О, х2 + Х 2 ^ - 2 ю, Х | - х^  (2.4.16)

Реш ение первого уравнения системы (2.4.16) запишем в виде
X, = а с о 5 ( т  +  ф )= :а с о 8 (ш 1  +  <()).

П одставив это  соотнош ение в правую часть второго уравнения системы 
(2.4.16), найдем, что

Х2 +  Xj =  -2 © ,aco s(x  +  ф) -  а^(Зсоз(т +  ф) + со$3(т + ф ))/ 4 (2 .4 .! 7)

Т еперь необходимо вы брать ©i таким образом, чтобы устранить члены, 

пропорциональны е со5(т+ф), которые приводят к секулярному росту реш е­

ния для Х2. Д ля этого, очевидно, следует положить © )= З a ^ /8 .  Теперь 

уравнение (2 .4 .17) принимает вид 

Х2 + Х 2 =  -(а ^ 4 )с о зЗ (- :- ( -ф ) .

Его реш ение 

Х2 = (а ^ 3 2 )с о 5  3(т-Нф)

не содерж ит секулярны х составляю щ их и разлож ение остается равномерно 
пригодны м при всех t. Окончательны й вид найденного решения с точно­

стью до членов ~ е ‘; 

х » = асо з(® и -ф )-1- (8а'/32)созЗ(© Г + ф),

0)= » l +  3 s a ^ /8 .  (2.4.18)

Если параметр е >  О, то  частота колебаний растет с ростом  амплитуды, 

при 8 <  О частота, наоборот, уменьшается.

3. Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  Д И С С И П А  Т И В Н Ы Е  С И С Т Е М Ы  С  О Д Н О Й  
С Т Е П Е Н Ь Ю  С В О Б О Д Ы  

Здесь рассм отрены  нелинейные колебания в некоторы х диссипативных 
системах второго порядка [1.1,2,143. Эффективными способами анализа х 

систем является м етод фазовой плоскости и  методы теории возмущений.
3.1 М ет од м н о ги х  м асш т абов  

В реальны х систем ах часто существует целы й набор характернь!Х вре­
м ен задачи, связан ны х со скоростями протекания тех или ины х процессов, 
часто  сильно отличаю щ ихся друг от друга. В  таких случаях кажется естест­

вен ны м  вы делить соответствую щ ие временные масш табы задачи и прово- 
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дить анализ поведения системы на соответствующем масш табе отдельно, 
таким  образом  определяя вклад отдельного процесса в динамику системы.

П родемонстрируем  данную  методику на примере модели Дуффинга с 
учетом  диссипативны х процессов. П риближенное решение (2,4.18), полу­

ченн ое при  помощ и м етода Л инш тедта Пуанкаре, можно представить в 

виде

X = a c o s ( t  -нЗа^е1 / 8  +  ф)-1-(еа^ /  32)соз(з1-1-9а^Е1/8 + Зф). (3.1.1)

Зависимость от времени входит в это вы ражение двояким образом: х = 

=  x(t,et). П оскольку е  является малым параметром, зависимость от et можно 

интерпретировать как медленное изменение параметров колебания. Про­

долж ая разлож ение д о  более вы соких порядков малости, мы придем к пред­

ставлению  реш ения в  виде х  = x(t,st,e^t,s^t).

В ведем  обозначения То =  t, T i = s t ,  Т 2 = и т .  д.
Зависимость от очередного аргумента Т„ характеризует изменения, ко­

торы е проявляю тся на последовательно возрастаю щ их м асш табах времени.

И дея перехода о т  единственного времени t  к  набору переменных Т„ 
леж ит в основе м ет ода м ногих масш т абов, позволяю щ его получать реше­
ния ш ирокого класса задач теории колебаний. Это связано с тем, что в кон­
кретны х системах часто сущ ествует целый набор характерных времен, свя­

занных со скоростями протекания тех или ины х процессов.
Продемонстрируем его применение па примере уравнения Дуффинга. 

Д ля общ ности включим в него слабое затухание

X -i-2ух +  X е х ^  = 0 .  (3.1.2)

Здесь Y считается величиной порядка единицы. Отметим, что метод 

Л инш т едт а - П уанкаре неприменим в случае, когда учит ы вает ся затуха­

ние, так как в нем изначально предполагается, что амплитуда и  частота ко­
лебаний являю тся постоянными, и  эффекты  уменьш ения амплитуды опи­

сать не удается. При переходе к новым переменным Т,, операторы диффе­

ренцирования преобразую тся следую щ им образом:
_ d _ _ ^  _Э 
d t” 5To дТ̂

- А  =  б ;  +  2 в б „ 6 | + е 7 (б (  +  2 D |D , ) + .... (3.1.3)



Реш ение для переменной х по прежнему будем искать в виде степенно­

го  ряда x (t) =  x ,(t)  +  ex2(t) -ь е^Хз(1)  + . .. .  П одставляя это разложение и раз­
лож ение (3 .1 .3) в  уравнение (3.1.2), получим

D g X , -t-2 8 D o D ,x ,  + . . .  +  e D o X j + . . .  +  2 £yD(,Xi

...4 -х ,  + S X 2 + . . .  +  E xf + 3 e ^ x f x 2 =  0 .  (3.1.4)

П риравняв к нулю  члены порядка s® и е ’, приходим к следукзшим урав­
нениям;

D ^ x , +  X, =  О ,

DoX2 +  Х2 =  -2eD gD |X , -  2yDoXi -  x f . (3.1.5)

Реш ение первого j'paBHCHiM системы (3.1.5) по-прежнему запишем в 

виде Х| = со5(То+ф), но теперь будем считать а и ф не постоянными величи­

нами, а  ф ункциями, зависящ ими от  м едленных переменных: а = а (Т |,Т 2, .. .) ,  

Ф ^Ч К Т ьТ г,...). Действительно, уравнение (3.1.2) в пределе е - э  О переходит 

в уравнение гармонического осциллятора, потому что решение в порядке е® 
• квазигармоническое колебание с медленно меняю щ ейся амплитудой и 

фазой.

П одставим реш ение Xj =  со$(Тд+ф) в правую часть второго уравнения 

системы (3.1.5). У чтем, что оператор Dg действует только на api-умент Тд, а 

оператор D , на м едленно м еняю щ иеся переменны е а, ф. Получим 

6 5 x 2 + Х 2 = 2 (б |а5ш (Т о+ф )-1 -а6 ,ф со${ Т о+ф ))-|- 

+ 2yasin (T g  - ( - ф ) - а ’ cos^(Tg + ф )  =

=  2 (б ,а  + уа)5ш {Тд+ф )+ 2 а 6 , ф ' - ^  cos(Tq + ф ) -^ с о 5 3 (Т д -ь ф ) .  (3.1.6)

В правой части уравнения (3.1.6) следует приравнять к нулю секуляр­

ные члены , пропорциональные С05(Тд+ф), $т(Тд4-ф). Это приводит к урав­

нениям

D |a-» -ya  =  0 ,  6 , ф - З а ^ / 8  = 0 .  (3.1.7)

Таким образом , м ы  получили укороченны е  дифференциальные уравне­
ния, которы е описы ваю т динамику м едленно меняю щ ихся переменных

а(Т |), ф (Т 1).
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в  случае консервативного осциллятора (у =  0) уравнения (3.1.7) приво­
д ят  к  результату, в точности совпадаю щему с методом  Л инш тедта - Пуан­
каре;

а  =  Зо, ф =  За^Т, / 8  4-(ро>

где Эо, Фо - постоянные, определяемые из начальны х условий. Величина 

D , ф поправка к частоте, появляю щ аяся из-за нелинейных эффектов. Для 

нее мы  получаем значение За^ /  8  .

П ри у >  О найти реш ение укороченны х уравнений нетрудно: 

а = а о е '’'‘̂ ',  ф  =  фо + 3 a ^ ( l . (3.1,8)

Эти соотнош ения описы ваю т экспоненииальное затухание амплитуды; 

при этом поправка к  частоте также уменьш ается. П осле исключения секу- 
яярны х членов уравнение (3.1.6) принимает вид 

d J x ,  +  Xj  =  -(а^  / 4 ) c o s 3(T„ +  ф ) .

Оно, очевидно, совпадает с уравнением, которое анализировалось в 
предыдущ ем разделе. П оэтому сразу запишем окончательны й вид решения: 

х = а (Т ,)со8(т„+ф (т,))+ (еа= (т,)/32)со>3(Т „+ф (т,)). (3.1.9)

Зависимость амплитуды и  фазы от медленного времени дается соотно­
ш ениями (3.1.8). П ри использовании метода многих масш табов более удоб­

но оперировать комштексной формой записи. П редставим  реш ение для х, в 
виде

Х| =  А (Т,)е'^'’ ч- К.С., 

т о г д а  у р а в н е н и е  (3 .1 .6 )  п р и м е т  в и д  

D q X j + Х 2 =  - ((2 |0 ,А ч -2 1 у А )г '' '^ "  + к .с .) - (А е '^ ®  + K .C .J  =

- - ( ( 2 1 б , А  +  21уА)г'7" -  А ’ е ™ 'З А   ̂А • + к .с .) . (3.1.10)

В правой части (3.1.10) следует потребовать уничтож ения секулярных 

членов, пропорциональных . Это приводит к комплексному уравнению 

О |А  +  уА -3 1 |а |7а / 2  =  0 .  (3.1.11)

В водя вещ ественные амплитуду и  фазу А  =  O.Sae’''’ и разделяя вешсст- 

венную  и мнимую части, снова приходим к уравнениям (3.1.9).
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3 .2  А вт о ко леб а ни я . М ет од ва н  дер П о ля . Генерат ор ван дер П о ля  
Здесь излож ен еще один

м етод  анализа нелинейных ко­

лебаний, применяемы й в ситуа­
циях, когда наибольш ими сла­
гаемыми в модели являются 

слагаем ы е линейного консерва­

тивного  осциллятора, а все ос­
тальны е члены  много меньше 

их. П ри этом , как известно из 

теории О Д У , м ож но считать, 

что наличие этих слагаемых 

приводит к  наличию  медленной 
зависимости амплитуды коле­

баний от времени -  .метод ва ­

риации произвольны х пост оян­
ных. А даптация м етода вариа­

ции произвольны х постоянны х 

к реш ению  задач теории коле­
баний обы чно называют м ет одом

L a

дер  Поля.
Д ля формулировки математической модели, описы ваю щ ей процессы в 

схеме, показанной на рис. 3.2.1, составим  уравнения, описывающ ие изме­

нение напряж ения на конденсаторе С в  RLC контуре в сети сетки лампы. 
Аналогргчное устройство м ожет бы ть устроено на базе транзистора, [1.1,2]. 

П ри увели чении анодного тока Ц  и  соответствую щ ем росте магнитного 

потока через катуш ку Ьд возникает явление взаимной индукции катушек L 
и L a, в силу  чего в катуш ке L индуцируется ток 1, направленный по правилу 

Л енца так, что конденсатор С заряж ается и напряжение на сетке U возрас­
тает. Т огда для RLC - контура в силу закона О ма для замкнутой цепи полу­

чаем равенство суммы падений напряжения на резисторе и конденсаторе 
(левая часть) сумме э.д.с, самоиндукции и взаимной индукции (правая 

часть), действую щ их в контуре

Ш  +  и  =  - и  +  М 1д, (3.2.1)

где М  -  коэф фициент взаимной индукции, причем знак при соответствую ­
щ ем  слагаемом соответствует положительности э.д.с. взаимной индукции 
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при росте анодного тока Ц . Оно должно быть дополнено вы ражениями для 
тока и  н апряж ения н а  конденсаторе

i =  q .

С dt

и вы раж ением  для сеточной характеристики лампы 1д =  1 д ( и ) . Подставляя 

эти  вы раж ения в  (3.2.1), приходим к уравнению  [1.1,2,5,9]

Ь С 0  +  К С и  +  и  =  М1д <=>LCU + ( R C -M d lA /d U )U  + U  =  0 .

В соответствии с определением сеточной характеристики Б (и )= д1д /б11  

последнее уравнение перепиш ется в виде

L C U  +  [R C -M S (U )] t l  +  U = 0 .  (3.2.2)

О чевидно, триод наиболее чувствителен к  изменениям  потенвдала сет­

ки в области максимальной гфутизны сеточной характеристики. Для упро­
щ ения без потери общ ности будем считать, что рабочее напряжения Uo = О, 

чем у соответствует анодны й ток 1до (точка перегиба на сеточной характери­
стике). Т огда в окрестности рабочей точки функция S(U) м ож ет быть раз­
лож ена в р я д  Тейлора:

dS

dU
U  + -“ J n  Л1

1 d ’S

2 ! dU '
U '= S o - S 2U '.

U=Uo

О тметим важ ный факт -  в силу условий М  >  О, So >  О при  малых откло­

нениях о т  Uo имеет место следующая цепочка связей; t U  =:> ТЦ  => Т М 1д 

= > t l ^ t U H T ,  д., т.е. наблюдается полож ительная обрат ная связь между 
возмущ ениями параметров лампы и контура -  малые возмущ ения нараста­

ют. П осле подстановки выражения для сеточной характеристики в (3.2.2) 
получим

LCU +  (r C -  MS„ +  M S jU 7 )и  + и  =  О .

Далее, вводя переменггые 

a  =  ( M S „ - R C ) /L C ,  = 1 /L C .  |3 .2 M S ,/ ( R C - M S „ ) ,  

приходим к уравнению

U - a ( l - 3 U 'X j  +  a.5U  =  0 .  (3.2.3)
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Рис.3.2.2. Фазовый портрет урав' 
нения (3.2.4) при у < О

Рис.3.2.3, Фазовый портрет урав­
нения (3.2.4) п ри у> 0

Вводя д алее безразм ерны е переменны е х =  p ’^U  , 2у = а / © 0 ’ t = 0) o t ,  

nosvfiasu  ур авн ение  ван дер П оля

k - 2 y ( l - x 7 ) i  +  Q ix  =  0 . (3.2.4)

Ф азовы й п ортрет у равнения (3.2.4) п р и у  =  -0.4, =  8 и у  =  0.4, ©о  ̂=  8

соответственно приведен на рис. 3.2.2. Здесь наблюдается явление бифур­
кации -  качественное изменение характера поведения нелинейной системы 

при изменении внеш них параметров. В данном случае при у <  О начальное 

возмущ ение затухает, а при у >  О (MSo > RC) лю бое возмущ ение асимпто­

тически стрем ится к  ат т ракт ору  размерности d =  2  -  предельному циклу, 
описы ваю щ ему п ериодическое решение.

А налитическое описание явления автоколебаний м ожет быть проведено

только при услови и  у «  1. когда мож но воспользоваться методом ван дер 

Поля. Для этого  перепиш ем уравнение (3.2.4) в  виде

x-i-(BoX =  2 y ( l - x ^ ) < ,

вы делив, как  всегда, малые слагаемые в правую часть. Будем искать реш е­

ния этого уравнения, как и ранее, в виде

X =  А (Е 1 )со 5 (то 1  +  ф (б 1 )),



пренебрегая в  дальнейш ем слагаемыми ~ и вы ш е. В результате получим 
соотнош ение

Acos(cDot +  ф) -  2 Afflio sii^cogt +  ф } - 2A9 sin(cOot +  ф) -  Ай^ cos((aot +  ф) -

- 2 А©оФcos(©ot + ф ) - Аф5ш(©о1 + ф )- Аф^ со5(юо1 +  ф )+  А©о соз(шог+ф) =

=  2 y(l -  А ^ cos^(©ot +  ф)](асо5{©о1 +  ф ) -  А©о sin{©ot +  ф ) -  Афзт(сйо£ +ф)].

Слагаемые, подчеркнуты е двум я чертами, являю тся слагаемыми основ­

ного приближения и  всегда взаимно сокращ аю тся в силу реш ения исходно­

го приближения. Слагаемые, подчеркнутые одной чертой, в силу медленно­

сти зависимости амплитуды и фазы от вре.чени и малости коэффициента 

затухания у «  1 имею т порядок и  ими пренебрегают.

Для получения уравнения для медленно меняю щ ейся амплитуды А 

умнож им приведенное вы ш е равенство на 5гп(©о1 -)-ф) и проинтефируем 

полученное уравнение от О до О +  2 л/©0' Для получения уравнения для ф 

умнож им приведенное вы ш е равенство на cos(©gt -ь ф) и проинтегрируем 

полученное уравнение о т  О до О + 2л/©о- Учитывая, что
2Т1

J 2© дА  s m ^ ( © o t  +  ф)б1 =  © о '  /  2©  о А  sin - ( © g t  -н ф)б© д1 =  А  , 
о о

/  2©дАфсо$^(©ц1 + ф)б1 = ©о’ ’ [  2ЮдАфсозН®о1 ф)с1шо1 =  Аф ,
0 о

1  2 y © g A ^ s i n ^ ( © g t  4 - ф ) с о з ^ ( © д 1  4 - ф ) с й  =

= ©(,■'] 2у©оА^5|п^(©о14-ф)с05-(©оТ4-ф)б©.1 =
о 4

а все остальные интегралы равны нулю [1П.25], получаем 

А = у(а - А ^ / 4 ) . Аф =  0 (3,2.5)

П ервое уравнение системы (3.2,5) имеет стационарные состояния А=0 и 
А=2. П ервое состояние неустойчиво и соответствует неустойчивому фоку­
су, второе устойчиво и соответствует предельному циклу, показанному на 
рис.3.2.3.



3 .3  Точечное от ображ ение для генерат ора ван дер П оля 
Рассмотрим осш ш лятор ван 

дер Поля в реж име квазигармонн- 
ческях автоколебаний. П оскольку 
мы имеем дело с  систем ой второго 

порядка, фазовое пространство 

которой двумерно, мож но полу­
чить одномерное отображение 

вида Хпц-1 =  Дх„) (рис. 3 .3 .1), при­

чем в качестве Хц удобно вы брать 
точки пересечения траектории с 

положительной полуосью . Рас­

смотрим уравнение ван  дер Поля

Рис.3.3.1
LCU+(r C - M 5 ,+ M % u 7 ju + u  = 0 ,

но введем безразмерньге переменны е: т =  ©oL х =  и(© оМ 5з)‘̂ , тогда полу-

x + [ > . - x 7 j x  +  x = 0 ,  (3.3.1)

ra e ) .- (M S ,-R C ) /(L C )7 7 .
С оответствую щ ее укороченное уравнение получается методами, опи­

санными ранее, и  имеет вол

А =  а (з. - а 7 ) /2 .

Домножим это  уравнение на А  и обозначим р =  А^. Тогда получим сле­

дую щ ее м одельное уравнение 

Р =  р (3 .-р 7 ) .

Дополним последнее у равнение начальны м условием р(0) =  ро, в результате 

получим

р =  4  +  ( ^ - Р о > ‘ " 'Р о 1 " ' .

откуда

x ( t ) » 2 A ( t )c o s ( t  + (Po).

где
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Без ограничения общ ности можно выбрать сро = 0. В точках пересече­

ния с осью  можно приближенно положить cos t  «  1, t  «  2 пп  (соответствие 

будет лучш им  при меньш их X) и последовательно получить следующие 
вьфажения:

x. =  2 - ' '7 x ' '7 x o e ” 7()^ + x7(e7"'^-l)Y'^

X .. ,  =  ,

где введено обозначение Хо =  2Ао-
П осле несложны х вы числений находим явное выражение для функшш 

последования

X ..,  = x .e “ (l +  x;(e7"7 - l ) / 4 r ( ‘" .  (3.3.2)

Отображение (3.3.2) имеет две неподвижные точки: Х/ =  О, что отвечает 

отсутствию  колебаний, и  Хг =  2 Х '^, что отвечает режиму установившихся 

автоколебаний, При этом значение амплитуды в точности соответствует 
найденному при помощ и м етода медленно меняю щ ихся амплитуд. Прове­
дем анализ неподвижных точек па устойчивость. Дифференцируя (3.3.2), 
получаем

= 8е"*

Н улевое состояние равновесия теряет устойчивость при X ^  0. При X > О 

появляется вторая не­

подвижная точка, кото­

рая является устойчивой, 

Таким образом, при по­
мощи этого метода мож­
но исследовать основные 

особенности динамики 

автоколебательных сис­
тем, определять положе­

ния аттракторов, выяс­
нять вопрос об  их устой­

чивости и  т.д.

Рис.3.3.2



3.4. Б ы ст ры е и м едленны е движ ения
Затронем  ещ е один важ ный класс задач - сильно нелинейные колебания 

в сильно неконсервативы ых системах, для которых можно выделить вре­
менны е интервалы  с различны м характером  изменения переменных - уча­
стки бы стры х и  м едленных движ ений. Типичный пример - релаксационные  

автоколебания. Здесь мы д емонстрируем  метод, основанный на разделении 
быстрых и  м едленны х движ ений д ля осциллятора Д уф финга с  сильной дис­
сипацией [I .I4 ]:

X -i-2yx +  X +  рх^ =  О , (3.4.1)

где у  '  больш ой параметр. Для определенности будем  считать р >  0. Введем 

новое врем я т  =  t/2y. Уравнение (3.4.1) примет вид 

8х +  х + х  +  Рх^ = 0 ,  (3.4.2)

где 8 =  1/4у^ «  1. Таким образом , мы получили уравнение, содержащее 

малый п арам етр при  старш ей производной. Такие системь! и удобно анали­

зировать м етодом  разделения движ ений.

П ерепиш ем уравнение (3.4 .2) в виде системы 

X =  у  , ЕУ =  - у  -  X -  Рх’ =  f ( x ,y ) . (3.4.3)

Из уравнений (3.4.3) видно, что 

dy /dx  =  f ( x ,y ) / 8  »  1

везде, за  исклю чением  области, где функция f(x,y) близка к нулю. Условие 

f(x,y) =  О определяет на плоскости (х,у) кубическую  параболу 

у =  -X - PxL
Это подпространство медлен­

ных движ ений наш ей систе­
мы. Ф актически движ ение 

изображ аю щ ей точки будет 

м едленны м не только на этой 
кривой, но и  в ее окрестности 

ш ирины 8, так  что можно го­
ворить и  о б  области медлен­

ны х д виж ений.
В не области медленных 

движ ений, разделив второе



уравнение на первое, найдем уравнение фазовы х траекторий (рис. 3.4.1) 

d y /d x  = f ( x ,y ) / s y  » I .

В  области быстрых даиж ений фазовы е траектории близки к  вертикальным 
прямым. Т ак можно построить фазовы й портрет системы . Состояние рав­
новесия устойчивы й узел в  начале координат. И зображаю щ ая точка вна­

чале быстро вы ходит в  подпространство медленных движений, а затем 
м едленно стремится к положению равновесия.

П олучим приближенное реш ение уравнения (3.4.1), анализируя быст­

ры е и  медленные движ ения по отдельности, а  затем «сшивая» полученные 

реш ения. В  области быстрых движ ений можно пренебречь двумя послед­

ними слагаемыми в правой части второго уравнения системы (3.4.3) и запи­

сать gy =5 - у  , Реш ение этого уравнения есть у  =  С |ехр(-т/е).

П одставив это выражение в первое уравнение системы (3.4.3), найдем 

x  = C j - E C , e - ' ' - .

П остоянные C i;2 определим из начальны х условий. Если положить х(0) = Хо, 

У(0) = Уоз то нетрудно найти, что Cs =  Уо, C j =  Хо +  еуо. Итак, решение для 
быстрых движ ений имеет вид

Хе = x „ + E y „ ( l - e ^ ' ' ‘ ).

Для м едленных движ ений имеем алгебраическое уравнение первого 

порядка у  = -X - рх£
Разделив его на х . получим

х ’ ^х =  - 0  -  => U = 2 (и -ь З) => U = - 0  -h ,

тогда в исходной переменной х;

Теперь необходимо сш ить реш ения Хм и Хб. Для этого

потребуем ,чтобы  

хм(0 ) =  Хб(оо) =  Хо + еуо.

Это позволяет определить постоянную Q :  C j =  0 -i-(xg -i- еуо)”

Таким образом, выражение для хм принимает вид

Хм = ( х о + Е У о К ’ [1 + |3 (х о + Е У о )7 (1 -е^ 7 ')0 '"  (3.4.4)

О кончательно реш ение сводится к  виду:

X =  Хб + Хм -  хм(0).
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Складывая выражения, полученные вы ш е, имеем

X = - б у „ е - ' ‘ +  (х„ +  6У „ У ' [l + р(х„ +  ву„)7(l -  е - 7 ') [ ' '7  , (3.4.5)

Возвращ аясь к  исходному времени t  =  2ут, запиш ем (3.4.5) в виде 

Уре-^^ , (хо +  у о / 4 у ^ У ‘^^^

4у
- - 7 -  \ Ц •'Ч  ̂ Л

^  +  Р ( х о + У о /4 у ') '( 1 - е - ‘ ' 0
(3.4.6)

Характерны е зависимости x(t) для различных знаков уо, построенные по 
формуле (3.4.6), приведены на рис.3.4.2 (для определенности х<, > 0).

4  Д И Н А М И Ч Е С К И Е  С И С ТЕ М Ы  С  П ОЛУТОРА СТЕП ЕН ЯМ И  
С ВО БО Д Ы

Данны й раздел охватывает ш ирокий класс колебательных процессов в 

неавтономны х системах второго порядка и  автономных систем третьего 
порядка и таких явлений, как резонанс, параметрический резонанс и дина­

мический хаос.
4.1 Колебания в линейньрс сист ем ах с  полут ора степенями  

свободы
Н евероятно, но факт: какой-либо линейной автономной системы 

третьего  порядка колебательного типа, естественны м образом следующей 
из исходны х уравнений какого-либо процесса, нет. Поэтому в данной главе 
излож ение начинается с изучения свойств неавтономных систем второго 

порядка.
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4.1.1 Вынуж денные колебания гарм онического осциллятора. 
Гармоническая внеш няя сила  

Уравнение линейных вынужденных колебаний в обш ем случае для сис­
тем  2  -го порядка имеет вид [1.1-4]

x-t-2YX +  o j^ x = F ( t) .  (4.1.1)

Б удем считать, что внешняя сила действует на линейны й гармонический 
осциллятор по гармоническому закону;

F (t)  =  fgcosw t, fg = Fp/m  . У равнение (4.1.1) линейное неоднородное 

дифф еренциальное уравнение 2-го порядка. Реш ение неоднородного урав­
нения x(t) представляет сумму об­
щ его реш ения  однородного уравне­

ния Xj(i) и частного реш ения неод­
нородного уравнения X2(t). т.е.

X(t) = X ,(l)+ X 2(t).
Функция x i(t) известна - это 

реш ение уравнения собственных 
затухаю щ их колебаний, а второе 

будем искать в виде:

X2(t) =  Асоз(©14-ф), где А и ф - амплитуда и сдвиг фаз между смещением и 

внеш ней силой. Таким образом, обшее реш ение однородного уравнения 

будет иметь вид, приведенный н а рис. 4 ,1 .]:

X =  A ge"^cos(o)'t + ф ) + А с о 5(о)1 +  Ф), (4.1.2)

Рис. 4.1.1

Yi < 7 2

Yi <Y 2

П ервое слагаемое правой части уравнения (4.1.2) описывает собствен­
ные затухаю щ ие колебания, зависящие о т  начальных условий. Из уравне­



ния (4.1.2) следует, что  в  течение определенного промежутка времени ос- 
пиллятор будет соверш ать сложное негармоническое движение, т.к. оно 
является р езультатом  сложения двух  асинхронных колебаний. Однако через 

промежуток врем ен и  t  -  1/у амплитуда и  энергия собственных колебаний 

уменьш атся до нуля и  они  прекратятся. П ри этом  второе слагаемое останет­

ся неизменны м и результирую щ ее колебание будет гармоническим. Найдем 

величины А и  у. П ри  этом воспользуемся м ет одом  комплексификации, за ­

пиш ем внеш ню ю  силу в виде F (t)  =  fp exp{i©t) и  будем  искать частное ре­

шение уравнения (4.1.1) в виде X =  А ехр{^1  +  ф).

Замечая, что  соз (©1 +  ф) =  т [е х р (ю 1 +  ф)], а уравнение (4.1.1) -  линей­

ное, вначале найдем  это реш ение в  комплексной ф орме, а затем выделим в 

нем действительную  часть. Такой способ действий сильно упрощ ает вы ­

числения в силу того, '  

ненты дает снова эк<

и  интегрирование и  ди( 

В  результате имеем

а 1-»7 

tg +

:f .e x p ( i4 , )= > A |-» 7 + „ 7 j^ f ,c o ,6 ,  А2у © -Г р з т ф ,

Зависимость A(oi) называю т 
резонансной кривой. В ид  этой 

кривой зависит о т  величины ко­

эффициента затухания у. А мпли­

туда, соответствую щ ая значению  

© =  О, назы вается статическим  

смещением. И з  рис. 4.1.2 видно, 
что при определенном  значении 

частоты вы нуж даю щ ей силы 

амплитуда осциллятора стано­
вится м аксим альной. Явление, 
при котором амплитуда колеба­

ний систем ы  достигает макси­
мального значения, характерного для некоторого значения частоты вы нуж ­
даю щ ей  силы  назы вается резонансом . Частота вы нуждаю щ ей силы, при 
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которой наступает данное явление, называется резонансной. Приравнивая к 
нулю  производную  от А по частоте, получим значения резонансной часто­
ты и  амплитуды:

,  , А ,.
2уя>„

П ри значении у = О ==> Ар„ - э  <ю. Как следует из соотнош ения (4,1.3), сдвиг 

по фазе меж ду силой и смещ ением зависит от соотнош ения частот собст­
венной и  вы нуждаю щ ей силы, а  такж е от значения коэф фиаиента затухания 

у. П ри значении © =  ©о смеш ение отстает от силы на п/2. Это означает, что 

в момент, когда сила достигает своего максимального значения, смещение 

равно нулю, а когда сила равна нулю, смеш ение максимально. С возраста­

нием частоты отставание смеш ения от силы растет и при очень больших 

частотах приближается к п, т.е. сила и  смещ ение колеблю тся в противофа- 

зе. Пусть при © =  ©о сила и смеш ение равны законам: F =  Fo‘cos©ot; х = 

A'Sin©ot. Тогда скорость колеблю щ ейся частицы равна: х  =  v =  - AcoscdoI- 
Скорость и сила колеблю тся в фазе. М ощ ность, сообш аемая осциллятору, 

равн а N  =  F-v. N > О V t, значит работа внеш ней силы максимальна. Самые 

неблагоприятные условия передачи энергии при ш «  ©о и и  »  ©о. При 

этом фазы силы и скорости отличаются почти на л. Значит сила примерно 

половину времени направлена противоположно скорости, а  другую поло­

вину совпадает с ней. А мплитуда вынужденных колебаний падает в >/2 раз

при значениях ш , = a > j,, .)± (2 r l  - -l‘ )Af>i -  V ) .

Величину Д© = © + ' ш. называют ш ириной резонанса  (рис.4 .1.3). При 

у «  I => Дю = 2у. Д обротность вычисляется по формуле Q  = ©о/Д©.

4.1.2 И егар.чоиическая, но  п ериодическая  вн еш н я я  с и ла  F (t)= F(l+T) 
Известно, что периодическую  функцию можно разлож ить в ряд по гар­

моническим компонентам синусам, косинусам или экспонентам, это раз­

лож ение называется рядом  Фурье  [111,19-21]. Ряд Ф урье имеет вид

F (t) =  ag + + =3 ,, -н + ьУ со5 |^-^^ + Хп j .

г д е  a „ = i f F ( t ) d t  =  (F ( t) ) ,  а„ = | j F ( t ) c o s [ ^ / | : b j d t ,



ь .  =  | / F ( t ) s i i ( ^ ^ j d t , п -1 ,2 ,3 ... ,  sii%, = - l i , / ) ^ + t J , c o s x „ = a . / J a i + i J .

Б лагодаря щзшшипу суперпозиции отклик осциллятора на периодиче­

скую силу мож но рассчитать как сумму отю ш ков на действие каждой гар­
моники и вынужденное реш ение имеет вил

х (0  = - ^ + cos( m„l  +  x , + ф „ ) ,  (4.1,4)

где ©п=2лп/Т - частота п - й  Фурье гармоники, а фазовы е сдвиги ф„ опреде- 

лжотся из формул, подобных (4.1.3), где вместо и  следует подставить ©п- 

Если добротность Q  »  1, характер реш ения зависит о т  того, попадает час­

тота хотя бы  одной из гармоник в  полосу резонанса. Если существует такое 

п, что вы полняется условие j©o ~  2дп/Т1«  у, то  гармоника с этим номером 
оказывает значительно больш ее воздействие на осциллятор, чем все ос­

тальные, благодаря резонансу. В таком случае

, ( , ) . . .  ^  С 0 б К .4 Х . 4 ф . ) .

Если же все гармоники находятся вне резонанса, то их результирующее 

воздействие определяется, в  основном, скоростью  спадания амплитуд a„ и 
bn с ростом п. Таким образом , резонанс возможен не только под действием 
гармонической внеш ней силы, и  данное выше определение резонанса тре­

бует обобщ ения. Резонанс под действием  произвольной периодической 

внешней силы  будет возникать, если собственная частота системы близка к 

частоте одной из фурье-гармоник ©„ и  амплитуда этой гармоники 

(а^ +Ь^)'^^ не равна нулю.

4 .].3  П роизвольная внеш няя сила  
Уравнение гармонического осциллятора допускает точное решение для 

вы нужденны х колебаний и в случае произвольной внеш ней силы. Для его 
получения воспользуемся переходом к нормальным колебаниям [1.3]. Для 
этого перепиш ем уравнение (4.1.1) в виде двух уравнений первого порядка 

x =  y , y = - o ^ x - 2 y y  + F ( t) .  (4.1.5)

У множим второе уравнение на Р и слож им с  первым, тогда имеем 
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i  +  Ру =  -P m j(x  +  (1 -  2 y P )y /(-  ffljp))+ p F ( t ) .

Потребуем, чтобы выражения 
в круглых скобках справа и слева 
совпали, это  вы полняется, если 

Р =  -(1-2ур)/(© о^Р), или ©о^р  ̂ -  
2ур+1 =0. О тсю да находим

Рис,4.1.4 Pi 2 = (Y±ico)/©o • Подстановка

р =  р 1;2 в это уравнение приводит к  системе 

а  =  - ( у  +  ! © > ( t )  +  {у +  i© )F (t)  /  ,

а *  =  -{ у  -  i© )a * + (у  -  i© )F ( t) /© o  , (4.1.6)

где a ( t)  =  x + (y  +  io )y /© o , a * ( t )  =  х + (y -i© )y /© o  нормальные координа­

ты, а

исходны е переменные. Решение первого уравнения системы  (4.1.6) ищем в 

виде a(t) = A (t)exp[(-y-i© )t], Д ля A (t) получается уравнение
А =(y+i©)exp[(y+i©)t]F(t)/©o‘, проинтегрировав которое и подставив резуль­

тат в формулу д ля комплексной амплитуды , получаем

a ( t )  =  (у 4- 1©)©о^ I  ехр ( -  (у 4- i©Xt ~  t ') )F ( t ’) d t ' .
о

Используя это соотнош ение в первом из уравнений (4.1.7), получаем

x ( t)  =  ©■' }ех р (- y{t -  t ’))sin(t -  t ')F ( t’) d t '. (4.1.8)

П ри вы воде (4.1.8) предполагалось, что сила начинает действовать на 
неподвиж ны й осциллятор в момент времени t = 0. Если начальны е коорди­

ната и (или) скорость осциллятора ненулевые, то к  (4.1,8) следует добавить 

слагаемые, соответствую щ ие собственным затухаю щ им колебаниям. Дру­
гой вариант начальных условий состоит в том, что к моменту времени t  си­

л а  действует достаточно долго. В этом  случае в уравнении (4,1.8) нижний 
предел интегрирования следует заменить на -<». Если у=0, то формулу

(4 ,1 .8) можно преобразовать к виду 

x(t)= A(t)cos©ot+ B(t)sin©ot,
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где A (t) =  -B o 'ism (B „ t'F (t ')d t ', B (t)  =  m j'ic o s f f lo t 'F ( f )d f .

Если, например, F(t) =  Fosinwgt, то A(t) =  (Fo/2oo)[t~sm(2Mot)/{2coo)] и при 
t -^сй реш ение неограниченно - получаем секулярный  рост. Очевидно, что 
если с ростом t  коэффициенты A(t) и B(t) остаю тся малыми, то резонанса в 

системе кет. Таким образом, условие отсутствия резонанса записывается в

виде lira — ] (sin ©gt’; cos ©gt'}F(t' )d t' =  0 .
Y T  0

М атематически это соотнош ение означает, что функция F(t) не должна со­

держать собственных функций задачи. Н а  рис. 4.1.4 показано воздействие 

на осциллятор резкого толчка.

4 .1 .4  Гарм онический  о сц и лля т о р  п од  дейст вием  обобщ енны х  

вн е ш н и х  сил
Часы с  балансиром . Колебания часов с балансиром описываются 

уравнением [1.7]

X +  2 ух-ь ©^х =  р Х  5{t - 1 J

при условий x(tn) =  о, 
x(tn ) = y ( tn )>  0 .  Его 

решение при х(0) =  О, 

у(0 ) =  У1 имеет вид: х = 

= y iQ ''ex p  (-Yt)sin Q t; у  = 

= У|Схр (-yt) (cos Q t -  

-  r a ' s i n  Q t).

Через время t  =  2k/Q  
изображ аю ш ая точка 

придет на полупрямую 

X = О, у  >  О с ординатой 

у’ = yjexp(--S), 6 =  2яу£2'"^,

Q  =  (® oV )*^^
Затем  она соверш ает 

скачок в точку y j= y + p ,  

т.е. у,

Рис.4.1.5. Диаграмма Ла.мерея часов с балансиром



У: по закону у 2 =  yiexp(-5) +  р. Продолжая рассуждения, приходим к 
точечному отображению  вила

у » . |= '" Ч + р = я у .+ р -

Таким образом, фазовое пространство задачи есть плоскость (х,у) с 

разрезом  по полупрямой х =  О, у >  0. Неподвижная точка отображения у* = 
=  % • )  находится на пересечении этой функции последования с 

биссектрисой уп.ц= у„: у*=р/{1-ехр (-5)) >  0. Ей соответствуют 

стационарные колебания у =  y*(cos Q t - EQ "'sin Q t). Рассматривая 

последовательность точек уг =  f(yi), уз =  Аф’:), у^ =  % з ) . -  и соединяя их 
отрезками прямых, получаем диаф ам м у  Ламерея (рис, 4.1.5). В силу 

условия df/dy* <  О точка у* - устойчивая.
Гарм онический осциллят ор с  от рицательным т рением и 

5  -  образной внеш ней демпф ирую щ ей силой. Пусть демпфирующая сила
действует при х = О, ко­

гда у г  а  >  О, тогда в со­
ответствии с [I.7J имеем

x - 2 p + o 5x  =  - p I 6 ( t - t J .

По аналогии с преды­
дущ ей задачей при тех 
ж е начальных условиях 

получи .4

ЧУп. ЧУв<Р 

ЧУ«-Р. ЧУ«2Р’ 

где q = ехр(6 ),

6 -  2т1уП-''7, а  -  ( m V ) “
Ф ункция последования 

для этого  случая 

представлена на рис. 
4 .1.6. Последующая точ-

Рис. 4.1.6. Диа1'раммма Ламерея осциллятора с 

отрииагсльным трением и демпфирующей силой

ка отображения никогда не совпадает с предыдущ ей, хотя есть область 

притяжения, которую точки отображения не покидают.

Таким образом, здесь возникает новый режим колебаний -  режим 
динам ического хаоса.
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4.2  Л и н ей н ы е  сист ем ы  с  полут ора  ст епеням и свободы с 
ме}1я ю щ и м и с я  под  д ейст вием  вн е ш н и х  ф акт оров парамет рам и  

В некоторы х случаях внеш ние воздействия сводятся к изменениям со 
временем параметров колебательной системы , рис. 4.2.1. В обшем случае 
эти движ ения описы ваю тся уравнением

x ™ + g ,( t )x < 7 “- " + . . . +  | g j . ( t ) - p ] x = 0 . (4.2.1)

С уш ествует ряд  случаев, когда анализ реш ений уравнения (4.2.1) мож­

но проводить аналитически. Преж де всего, это  случай малых амплитуд из­

менения параметра, когда работает один из методов теории возмущений. 
Введем характерное время Т  изменения функций gi,(t) и рассмотрим три 

различных частотных предела: сравнимые частоты (©оТ ~ 1), медленное 

изменение параметров (©дТ »  1), быстроосциллирую щ ие поля (©оТ «  !)•

4.2.1 С равним ы е част от ы . У равнение М ат ье  

Положим п =  1 и рассмотрим уравнение вила 

x-l-© ^[H -4EcosQ t]x = 0 -  (4.2.2)

уравнение Матье, где О <  s  «  1, где gi,(t) = gk(t+T) = gk(t+2n/Q). В соответ­

ствии с последним условием реш ения уравнения (4.2.1) можно искать ме­
тодом теории возмущений, где нулевое приближение ищется как решение 

уравнения х  +  ©оХ =  0 .  Рассмотрим методы анализа решений уравнения

(4.2.2).
а. М ет од Ф локе. Структура общ е­

го решения уравнения (4.2.1) определя- к

ется теоремой Ф.чоке-Ляпунова [1.1-3, ________

11.10,12,17]: ^
Система с  п степенями свободы, ^ ■Д

описываемая дифференциальным ур а в- j  ^

нением порядка 2п с периодическими
коэффициентами п  -  го  порядка пе- Рис. 4.2.1

риода Т, имеет 2п линейно независи­
м ых реш ений, образую щ их ф ундамент альную систему:

x (t)  = ex p (iq k t)P k (t) , где Pb(t) =  Pk(t+T). В соответствии с теоремой
к=1

Ф локе-Ляпунова будем искать частны е реш ения уравнения (4,2.2) в виде 

61



x ( t)  =  exp(iq t)P (t), P ( t ) =  J x ,  ex p (ikQ t), где функция P является перио­

дической с периодом Т  -  2л/П . Это -  аналог процедуры поиска частного 
реш ения линейного уравнения с постоянными коэффициентами в виде 

x ( t)  =  Pexp(iq t) = Pexp{i©gt) с целью  получения характеристического урав­

нения. П ри этом, в силу условия е « 1 ,  реш ение уравнения (4.2.2) должно 

бы ть близко к реш енш о невозмущ енного уравнения х  + ШдХ = О, то есть к 

фу нкции X = Хое‘“ °‘ . Найдем вы ражения для проговодных:

^  + е7 5 '_ |х ,1 к О е“  ;

^ J = 4 f i q i ‘" f x i e ‘“ + e4 ‘f x j i l i £ > * " l  = A i7 e ''i 'S x je ''^ + iq d * ix tiK J e ™  +
d r  d t (  -«  -ф J -со -да

+ iq e ‘» _ f x , i k f i e “  + e ' ' f : x , ( - k 7 Q 7 ) , i k o ,

=  - е " »  Z x , ( q 7  + 2 q k n  +  k 7 n 7 ) . » n i  = - е ' ’ ‘ f  X , (к£ ! +  q ) 7 е “ ' ,

Найдем вы ражение для x-cosQt:

+ X i,e  £ Xk_, e  + X k 4 i e

2  - « 2  

Последнее действие можно произвести, так как суммирование в по­

следнем выражении производится по всем целым к . В результате

X cos Q t  =  j c x p ( i q t ) f ; ( x k _ i  +  )ехр  ( ik Q t)  . (4.2.3)

П одставляя полученные выражения в (4.2.2) получаем равенство

{®о -  (k Q  + q )^ ]x b  +  2 ш ^ ( х к _1 + X k,.i)}exp  ( i k Q t )  =  О , спра­

ведливое при лю бых t, откуда следую т соотнош ения в общем и разверну-



п р и  е -»  О реш ение уравнения (4,2.4) должно совпадать с решением 
уравнения гармонических колебаний

[до = 0 ^ ш ^  - (k £ 2 + q )^  -(Ш + с о о )^  = 0 - »

о  ©о -  -  2 кО ©0 -  ©о =  О =>

2
5 -k ^ Q ^  - 2 kQ©o = 0 = . - k Q - 2 ©o = 0 = > Q  =  - ^ © o (4.2.5)

Из (4.2.5) видно, что сущ ествует б есконечное количество частот 

Q  = -2 ® о /к  , к  =  -1, -2, -3 ,... (4.2.6)

удовлетворяю щ их данному условию . Вначале рассмотрим ©тучай к =  -1, 

когда Q  =  2©о- П ри малых, но конечны х е «  1 решение уравнения (4.2.4) 

уже не долж но совпадать с реш ением  уравнения гармонических колебаний, 
но должно бы ть близко к

нему. В низш ем приблнж е- ^ '•  ̂  ̂ ^
НИИ можно ограничиваться i \̂  j

теми членами, коэф ф ициен­

ты перед которы ми м ини­
мальны. Считая главным 

коэффициентом Хд, поло­

жим q =  ©о +  5, 5 «  ©0. =

= 2©о +Д (к  =  -1). К роме Хо в силу (4.2.6) следует учесть еще только коэф­
фициент Х.1. О стальны е коэф фициенты много меньше, В результате имеем: 

Й  - q ^ jx g  + 2 е©^х_, = 0  ^  -25©оХо + 2 е«^х_, = 0 ,

Рис, 4,2.2



(®0 -(q  -  Т̂У~1 +28С9оХо =0  => 2шд(б-д)х_1 +28СОоХо = 0, 

откуда

~ Д ) х _ 1 + 4 е = © ; = 0 ^ 5 = | - ± ^ (4.2.7)
4

Т огда реш ение (4.2.3) можно переписать в виде 

x ( t)  =  e‘<“ “"®>'(x_,e-'('“ “* ^ 4 x o )= e ® '(x _ ie - ‘" e - '“ “4 x o e ’̂ ^ (4.2Л)

И з вьф аж ения (4.2.8) видно, что при условии существования комплекс­

ны х корней у  уравнения (4.2.7) 8 С̂0д < Д ^ / 4  <=> - 28© о < Д < 28©5 решение

(4.2.8) м ож ет экспоненциально расти и этот рост -  параметрический резо­
нанс -  и м еет м есто в полосе частот 

2©q -  2scOo < Q  < 2 ©о + 2 е©о •

Э та полоса не является единственной -  существует бесконечное коли­
чество резонансны х частот (4.2.6), в окрестности которых имеется полоса 

ДП, где наблю дается резонансная раскачка колебаний (рис. 4.2.2).

Н априм ер, для следую щ его резонанса, т.е. при к  =  -2 (Q  =  ©о +Л) наи­
больш им и в разлож ении (4.2.4) являются слагаемые с к  =  -3, -2, -1, О, +1. В 

результате для резонансной полосы имеем соотнош ение 

- 1 0 Е 7 т „ /3 < Д < 1 0 Е 7 т „ /3 .

6. М ет од ван дер П оля

П ерепиш ем уравнение (4.2.2) вблизи первой резонансной п ол осы  Q = 

=  2©о +Д, А «  1 в виде х +  ©дХ = 4e©o cos[{2©g +  A)t]x -  2ух , где учтены и 

диссипативны е слагаемые. При е «  1 будем  искать его решение в виде

[1.1,2] X =  A (et)cos(© gt +  ф(е1)). В результате получим 

Acos(©Qt-K|?) - 2 А©п Sin(©gt -н ф) - 2 Лф51п(©о1 +  ф )-  (Ао^ - 2 А©цф)co^©gt + ф)-

-  А ф з ш ( © о 1  +  ф ) - ( А ф  •  -  А © 0)  c o s ( © o t  +  ф )  =  4 е © 0  c o s [ ( 2 © o  +  a ) i ] a  c o s ( © o t  +  ф ) "

-  2у (асо$(© о1 + ф )-  А©о sm(©gt -1- ф ) -  А ф зт(© о 1 + ф)).

С лагаемые, подчеркнутые д в у м я  чертами -  это  слагаемые основного 

приближ ения и  взаимно сокращ аются в силу исходного приближения. Сла­
гаемые, подчеркнуты е одной чертой, в силу медленности зависимости ам-



плитуды и фазы о т  времени и м алости коэффициента у «  1 имеют порядок 
и  ими пренебрегаю т.

Д алее имеет м есто следую щ ая цепочка действий:

1. Д ля получения уравнения для А  умножим приведенное выше ра­

венство на sin(©gt +  (р) и  проинтегрируем от О до О + 2я/©о, замечая, что в 

силу теоремы о среднем в порядке ~  е ' А , q> и  их производные могут быть 
вы несены за знак интеграла. Учитывая
2х/во

/  4е©о cos[(2©o +  A )t]A cos(© gt + <())sin(©i3t  +  ф)(5г =

2 п  2 п А  . .  2 я  . 2кА  
c o s ----------sm 4® o— s m -

4(4©о + д )  ^  4 (4© о+Д )

,  ̂ 2я  2лД . 2л  . 2лД 
sm4©o - c o s—  -t-cos4© o— sm - —

4 ( 4 а „ + д )
-51П2ф ,

раскладывая это вы ражение в ряд Тейлора по малому отнош ению 2лД/©о и 

пренебрегая всем и слагаемыми порядка ~  и  выше, получаем

J 4 ea^cos[(2 ©o+A)t]Acos(©ot + 9 )sm(©ot + 4>)A *2Ke©oAsin2 9 . Так как 
о

jAc<«((i,t +<())sir<i3,< +4>)dt=0, jAsirf(<C(,t +<|i)dt=A— , TO леля на -2я, имеем:
О о %

А  = - е Ш о А з 1 п 2 ф - у А  , (4 -2 ,9 )

2. Д ля получения уравнения для ф умножим приведенное равенство на

cos(©ot + ф ) и проинтегрируем  его. Т огда поучим

ф = - Д - е © д С о з 2 ф .  (4.2.10)

Реш ение уравнений (4.2.9), (4 .2 .10) при у =  О приводит к полученным 

результатам . Заметим, что здесь удобнее использовать метод ван дер Поля в 
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эквивалентной форме, разы скивая реш ение в  виде 

X =  A(8t)sino>ot + B(8t)cos(0ot. X+ci^x =  4ео:^ со^(2о^ +  A)t]x - 2 у х . Т огда имеем 

A sin© ot +  Bcoscoot +  2Afflo cosragt —2А©д coscoot-A o)osin© ot“ ®®o coscogt + 

-i-©o(Asin© ot + Bcosci)ot)= 4s©o(Acos2cootsmcoot +  B cos2© otcos© ot)-

-  2 y(a  sin ©gt +  Bcos© gt + A©o cos ©gt -  B©g sin ©gt).

С  подчеркнуты ми слагаемыми поступим, как и  вьгше. Для получения 

уравн ений  для А и  В  умножим приведенное вы ш е равенство последова­

тельно на cosfflgt и sm ©gt и проинтеф ируем  полученные уравнения от О 

д о  0+2л/©д. У читы вая, что

J {A ;B }4in^© ot;cos^© olkt~{A ;B } ] ^m ^© gt;cos^fflgt)lt=  
о о 2л 2

2я/ад 2я/Оо
j  {А; B jsin  ©gt cos©gtdt *  (А; в}  Jsin  ©gt cos©gtdt s  0 ,
0 0

2n / CQo
J A COS 2©o t  sin  ©gt cos ©g tdt s  0 ,
0

{ 4 E© A cos 2 и  01 sin  ̂ о  0 tdt «= -  —  —  ’
0 “ ° 2л  U  S J 2л  4

j  4e©oBcos2© otcos© otsin© otdt = ЁШдВ Jsin4© gtd t5 0 ,

J 4 £ © gB cos2© gtcos^  ©gtdtt = =
0 2 л  U  2 л  4

в результате мы получим пару уравнений вида

А  =  еш д В -у А  , В = e©qA - уВ . (4,2.11)

Будем  искать решение системы (4.2.11) в виде A=Aoexp(Xt), 

B=Boexp(Xt), тогда получим уравнения (у + к )А -е© д В  = 0 ,  

(у +  > .)В -е© оА  =  О, имеющ ие нетривиальны е реш ения при условии 

у +  Х -ессь

у +  Х
=  -y± ecq ,. О тсю да следует величина

порога  парамет рического резонанса  вблизи первой резонансной частоты: 
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Smin - у ! щ -  П ри меньш их амплитудах возбуждение параметрического ре­

зонанса невозможно.

4.2 .2  С т охаст ический  п арам ет рический  резонанс  
Рассмотрим это  явление на примере гармонического осциллятора 

x +  (o([l + z (t)]x  = 0 (4.2.12)

С начальными условиями х{0 ) =  х о , у (0)  = уо, где у =  dx/(dt, z(t) - гауссовская 

случайная функция с плотностью вероятностей p(z) =  л ‘‘̂ ст''ехр {-z^/cr^} 

(<z> = О, <z^> =  2ст^) при Хо =  О, Уо =  1 и  найдем порог стохастического па­

раметрического резонанса для вторых и четверты х моментов с учетом ли­

нейных потерь энергии. Перепиш ем (4.2.12) в виде двух уравнений первого

порядка и  усредним по ансамблю реализаций, получаем (х ) =  (у ) ,

{y) =  -© o ((x )-t-(zx )) и <х(0)> =  О, <у(0)> =  I. Эта система не замкнута 

относительно переменных <х>,<у>. По ф ормуле Фуруг^у-Новикова  [11.37] 

{z(t)R[z(0]) = JdTB(t,T)(5R[z(C)]/§z(t)}, где B{t,t') =  <z(t)z(f)>, при R =  х 

имеем с учетом определения вариационной производной 

5 F [f ] /6 f ( t )=  lim 5 F [f] /5 |d T 5 f(T )  получаем:

5х - 5у л \  2 -) 2

5z 5z 6 z

(zx) = 0, (x) =  ccta'sintc)ot, (y)=cos(Ogt. П олучим уравнения для вторых 

моментов, для чего умножим уравнения на х и у и усредним их:

(х7 ) =  {ху ), ( х у ) . ( у 7 ) ,  (yx) =  -m (({x7)+ (zx7)), (у7 ) = -в7((ху>  + (гху )),

( х 7(о) )  =  ( х (о М о )> =  ( у 4 о) ) - 0 .

С ложим второе и  третье уравнения и используем формулу Фуруцу- 

Новикова:

(х 7 ) = {ху>. (х у )= (у 7 )-ш 7 (х 7 ) , Д )  - (4.2.13) 

Если интенсивность флуктуаций мала, задача имеет решение 

( х 7 )  = 2 m i7 [ex p ((j7 o > J t)-ex p (-n 7 » (t/2 )(co s2 (i)„ t +  (3c!7m „/4)sm 2m „t)],



(ху) =  (4©о)“' [гехр(- /  2)sm 2cOot +  о^Шд (exp(o^c^t)- exi{- о

^у^^  =  2 " ‘[e x p (a ^ ® o t) - e x p ( -  tT ^© ot/2 ](cos 2 mot -  (o^Wq / 4 )sin  2 c0gt)].

Видно, что здесь имеет м есто стохастическая параметрическая раскачка 

колебаний за  счет флуктуаций параметров с инкрементом Г =  Для 

вторы х моментов область устойчивости имеет вид >  2у®о^, для 

четверты х: >  {2у/3©о^)
4.2.3 А диабат ические инварианты  

П усть частота изменяется медленно: ©(!) =  ©ofi^t/T), т.е. ©оТ »  1. 

Перейдем в уравнении (1.1.1) без трения к  переменной ^  = t/т  и введем 

малый параметр s  =  (©от)'‘. Т огда имеем  уравнение Агшга 

е7х +  Г ( О х = 0 .  (4.2.14)

Реш ение (4.2.14) ищ ем методом, в квантовой механике называмым 

методом ВКБ, а в оптике -  приближением 

геометрической оптики [1.2,3,11.35]. Сделаем 
замеггу переменной

х ( 0  .  ехр Jyfe'K' - “ P [0 fe)].

И мея в виду соотнош ения

к  =  y e x p [ e ( i ; ) ] ,  k +  |y  + y 7 je x p [ e f t ) ] = 0 .

подставим их в (4.2.14), тогда получим 

уравнение Риккати  

е7у  +  б 7 у 7 + f ( 5 )  = 0 ,  (4.2.15)

реш ение которого ищется в виде ряда у = £"'у-1 + Уо +  ^У] +  -  • Подставляя 

его в  (4.2.15), имеем е‘’(у!, + f ) + e '( y _ ,  + 2 у_ 1Уд) + .,. = О . Приравнивая нулю 

вы ражения в круглых скобках, получаем:

- из первого уравнения у_, = ± f  ‘ ̂  ̂  используя это соотнош ение;

- из второго уравнения Уо = у : 1у _ , / 2  =  l n jy , , j '’ ^^ =  l n |f j " ' '“ и т.д .

Таким образом, решение уравнения (4.2.14) с указанной точностью



х (С )= ех р ± ^ J V f K > l C + l n | f ( O r ' ' '  = - p L ,e x p [ ± L j V f ( C ) d C  (4,2,16)
i l m

п р и  заданны х начальны х условиях в размерных переменных (4.2.16) 
сводится к виду

x(t) = , Cl +  Фо = А(О соз[ф (г)].

Например, для пружины с переменной жесткостью k(t) =  m©^(t), 

Аоx ^+ or(tW  . p .  d
энергия W =m  x (t)  = —

2  dt
;t)j -  (t) - ^ £ = s in [® ( t ) ] ,

V®(t)

причем в вы раж ении для х  первое слагаемое мало. В результате

W = шАо̂ l)^(t)sin^ Ф(1) +  О^(1)С05^ Ф(t)

©(t)

mA„7 W (t) „ д 7
: ----   ©(t) => - 2 - 4  = ----- ^  = c o n st.

2  '  '  ©(t) 2

Такие комбинации динамических переменных системы, которые 
остаются постоянны ми при медленном изменении ее параметров, 
называются адиабат ическими инвариант ам и  [1.1,11.36]. Их существование, 

как и  сущ ествование законов сохранения, м ожет облегчить изучение 
системы. Н а рис. 4.2.3 приведена графическая интерпретация 

адиабатического инварианта -  площ адь под замкнутой кривой -  

адаабатический инвариант.
4.2.4 Д виж ения в быст роосииллирую щ их полях  

П ерепиш ем уравнение (4.2.2) в виде [Т.З] 

x  + ©g[l +  4 e c o sQ tjx  = -4e©oXCOsQt о  х + f (x )  =  F (x )c o s Q t. (4.2.17)

В задаче (4.2.17) есть д ва характерны х времени изменения величины х -  

медленное врем я t i  -  ©o ' и  бы строе тг ~  П '‘ «  Т|.

- - 4 0

Рис. 4.2.4 
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в  соответствии с этим  в  согласии с  пригпвшом суперпозицшс будем 
искать ее реш ение в виде суммы двух функций, одна из которых (xi) 

меняется медленно (с характерны м временем Ti), а другая ( \Д  -  быстро (с 

характерны м временем  Т2);

x ( t)  =  (x(t)> +  (И 'М  =  W  .
2 я  о

Из рис. 4 .2 .4  видно, что  усредение по бы строму времени в  соответствии 

с теорем ой о  среднем  значении практически не меняет медленных 

функций. П одставим последнее уравнение в  (4.2.17). Разложим функции f a  

F  в ряд  Тейлора  с  точностью  до слагаемых -  р ';

W .+ M (x )„+ f< (x (t)))+ (f)4 _ ,.,x -( t)  =  [F((x(t)>+M (F),|._.(^,x4t)]cosQt. (4.2.18)

Д ля быстроменяю щ ихся величин, с учетом  того, что F -  

8 , получаем для величин первого порядка малости 

((F)^j^_^^jX'(t)cosQt - величина второго порядка малости),

уравнение ( х ') „ + ( f ) J  , . x 4 t )  =  F ( (x ( t) ) )c o sQ t.
Рис. 4.2.5 '  '

С учетом  того, что (x’)„ -  О ^х ’ ,

n(f)^|^^^^jX '(t) =  © o x '« Q ^ x ',  вторым слагаемым в правой части можно

пренебречь по сравнению  с  первым, откуда получаем реш ение, которое 

возволяет вы разить бы строосциллирую ш ую  величину через медленную 

амплитуду <х>; р х '=  F ( (x ( t) ) )c o s  Q t => х ’= - (F ( (x ( t ) ) ) /p Q ^ )c o s  Q t . 

П одставим х ' в (4.2.18), усредним его по 2n/Q  и  получим уравнение для 
м едленных движ ений

(x ) ,+ f ({ > < t) ) )= -a -7 (4 ^ )4 (x ( t ) ) ) |c o jQ )^ ( ;^ .,+ f ( (x ( t ) ) )= 4 r 't f^ ^ ^

откуда

( x ) ,+ f ( ( x ( t ) ) ) .2 ' 'n - 7 ( f q j ^ ^ ^ ^ ^

Таким образом , быстрые движ ения оказы ваю т влияние на поведение 
системы  на медленные в следую щ ем порядке. Н а рис. 4.2.5 приведен 

пример системы в быстроосциллирую щ их полях -  маятник Капицы.



4.3  Н елинейны е динам ические сист ем ы с  полут ора степенями

К  данному классу  относятся свободны е колебания в  системах третьего 
порядка и  вы нуж денны е колебания в системах второго порядка.

4.3.1 Осциллят ор Д уф ф и н га  под импульсным воздействием  
Важны й класс задач, в  которы х возникаю т дискретные отображения, 

связан с изучением систем, находящ ихся под импульсным периодическим 

воздействием. В качестве прим ера получим дискретное отображение для 

осциллятора с кубической нелинейностью  и затуханием, соверш ающего 

колебания под действием  аоследовательности 5 -  образны х импульсов: 

x + 2yx +  ®5x +  |ix ’ =  i : 8{ t - i iT ) ,  (4.3.1)

Будем считать, что в  промеж утке меж ду импульсами применим .метод 

медленно меняю щ ихся ам плш уд . В  этом  случае реш ение представим в  ви­

де квазигармонического колебания с м едленно меняю щ ейся амплитудой 

х  = A exp(i(pot)-i-A*exp{-i(pol)> А, А* - м едленно меняю щиеся функции 

времени. В  промеж утке меж ду импульсами для аьгалитуды справедливо 
укороченное уравнение, которое в  исходны х обозначениях имеет вид

,  А=аехр(|ф)/2
A =  -y A -(3 i |0 /2 © o ]jA |‘ A  =  O => а  = - у а ,  ф = ( З р /8©о)а^ (4.3.2)

Реш ая уравнения (4.3.2), найдем  зависимости амплитуды и  фазы от 

времени в промежутке меж ду п-м и п+] -м импульсами 

a (t)  =  a„  ex p (-2 y t) ,  ф(1)  =  у " ‘ ( з р а ^ /1 6 © o )(l-ex p (-2 y t))+ < p „ , , (4.3.3)

где а„ и  фп - начальны е ам плитуда и фаза сразу после п-го импульса. Если 

подставить вы раж ения (4.3.3) в соотнош ения 

x(t) = a(t)cos(©ot+9 (t)), v (t) =  -a(t)©osm(©ot+9 (t)),
то м ы  найдем  зависим ости х  и v от времени на рассматриваемом промежут­
ке. К  м ом енту начала (п+1)-го импульса проходит время, равное периоду Т. 

Поэтому координата осциллятора и скорость равны х(Т) и v(T). В силу 5- 
образного х арактера воздействия сразу после этого импульса координата не 
изменится, а  скорость получит добавку С. Поэтому для координаты и ско­

рости после (п + 1)-го импульса получаем

.  а „ е - '7  cos (»„Т  +  у - ' (зра^  /  1 6 т„  )(1 -  е х р ( -  2т1))+  (р J ,  

v „ ,  = A o„a„e-'7siii(»oT  +  r ‘t3 P a 7 l to o ) ( l - a x p ( -2 T t) )+ ® J + C .  (4.3.4)
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У добно записать их в комплексной форме, введя переменную 

z  =  {ix +  v /© o)(Y "'(3p /16© o)(l-e"^ 't‘ | ^ \  Т огда из (4.3.4) получаем

Ai*. = A  +  Bz„exF(ijz„p)+<OoT], где A  = 4 o o Y Г ((зp a^ /l& )o ll-e "^ ^ )f^  В =е“’''̂ .

4.3.2 Осцшиштор Д уф ф инга. Н елинейны й резонанс  

Рассмотрим уравнение х  +  Шд^ =  gg C o sQ t- о х ^ - р х ^ - 2 у х  и проана­

лизируем  его методом ван дер Поля. П олагая ©о =  Q  - где ^ «  1 -  рас­
стройка частоты, перепиш ем уравнение в  виде [1.14]

d^x
— ^ - b Q ^ x  =  Sg с о 5 П И - ( п - © о ) ( п - |- © о ) х - а х ^  - р х ^  - 2 у  — , 
dt dt

или, окончательно, + П 'х  = 1 + ф П - ^ ) х - а х ^ - Р х ^ - 2 у х ,  имея в 

виду исследование резонансных явлений, характеризующ ихся не собствен­

ной  частотой, а частотой внеш ней силы. Реш ение также будем искать в ви­

де X =  A (t)co s(Q t +  9 (t) ) .  В результате получим

А со^ 0 1  + (р)-2АД511](ОГ+ф)-2Афз1а(ОЯ-<р)-АО^со5(Ог+ф)-2ДОрсо^01+ф)-

- Aфsil^Qt■^-ф)- Aф^co^Qt + фj+AE£co^Qt-^ф) =  SoCOsQ^+^(2Q-4)A®o4^+ф)-

-  2y[A cos(nt + (p)- (А П  + Аф)51п(Пг + ф)[ - а Л ^  c o s ^ Q t  + <р)- р л ’ со5^(П: + ф)- 

: ,  Для поиска уравнения

для А  и ф  умножим это 

равенство последовательно 

на 31п(С21-нф) и cos(n t + 9 ) 

и проинтегрируем уравнение 

от  О до  О +  2л/П . Учитывая 
справедливость соотношений

I l 2 ) t / n
I c o s Q ts in (Q t- I -ф)dt = -  J s iп ф d t-ь — J s in (2 Q t- i-9 )d t =tiQ ' ’ sin ф ,
0 2 0 2 0

|2 я /П  J 2я/П
]С 0 5 О 1 С 0 5 (а1 -Ь ф )а1 = - J c o s 9 d t + -  Гсо8( 2 П 1 + ф )ё 1 = л а ' 'с о 8 ф , 
о 2 о 2 п

получаем  А = - у А  -  TiQ-'sg з ш ф , Аф =  - ^ А  -  л П ''е д  со8ф +  (З р /8 0 )Л ^ . 

Резонансная кривая следует из условий равновесия этой системы 
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уАд -  TtQ ‘£ д 81П ф , ^ g -{ з р /8 П )А о  'е д с о зф , откуда получим

( ^ „ - ( 3 P / 8 Q ) a J ) 7 = { я П - 'в „ (  и  5 - ( 3 p / 8 Q ) A ; ± . J ( r o „ / n A j - y 7

В диапазоне О < Ад < ^ З О у /З Р  резонансная кривая, как и  в линейном 

случае, однозначна, вне этого диапазона -  нет (рис.4.3.1).

4.3.3 Х аот ические колебания. Сист ем а Лоренца  
Наиболее известной автономной системой, описы ваю щ ей динамиче­

ский хаос, является м одель Лоренца.

X = - о х  + о у ; у  =  гх -  у  -  xz; Z =  ху -  b z , (4.3.5)

где г > 0. И зменение ф азового объем а системы отрицательно;

1 dT 1 f d x  , , dy , , dz , , )  dx dy dz , . „
 = ----------  — d y d z + — d x d z + — dxdy = —  +  —  + —  = - a - l - b < 0 , to
Г  dt dx d y d zt d t d t d t j dx dy dz

есть система (4.3.5) диссипативна. О собые точки системы (4.3.5) (0,0,0), 

( V b ( r - l ) ,V b ( r - l ) , r - l ) ,  ( - V b ( r - l W b ( r - l ) .  r - l j  определяются уравнениями

!-0Х ;,+<7У ;п, х , о - У ;о ,

™ ,о -У м  -x ,oZ ,o  = 0 , = > j r x „ - x „  - х ( „ / Ь  =  0 ,=  

Х |» У м -Ь г ,„ = 0 .  [гщ  =  х („ /Ь .

X » = У ю .
х , „ ( г - 1 - х ( „ / ь ) = 0 ,

= x i / b

шшшш

Рис.4.3.2. Странный аттрактор и соответствующий ему режим случайных автоко­
лебаний



причем две последние возникаю т только при г >  1. Характеристическое 

уравнение для первой точки имеет вид: (А. + +  (сг +  1)A. -t- a ( l  -  r)J= О, a

его  корни равны:

X  = - Ь  - ( a  + l) +  ̂ ( g + l f  4-4о ( г - 1) ^  - ( g + I ) - j ( o + l ) ^  + 4 a (r- l)

Видно, что в области О <  г <  1 все три корня действительны и отриштельны 

— точка (о,О,о) является устойч-ивым узлом . П ри г >  I все корни действи­

тельны , но один становится положительным Xj < О, >  О, А.3 <  О - (0,0,0), 

является седпо.м с размерностью  неустойчивого многообразия, равной !. 

Х арактеристическое уравнение для второй и третьей точек 

>.7 +  ( d  + Ь -  1>? +  ( с  -  г)Ьк + 2<уг(г - 1 )  = О . (4.3.6)

И з корней уравнения (4.3.6) один действительны й и отрицательный при 

лю бы х значениях г и а ,  а оставшиеся два -  комплексно сопряженные, при- 

че.м в  области 1 <  г <  гс действительны е части этих корней отрицательЕш 

(уст ойчивы й ф окус), при г <  Гс равны нулю, а при г >  гс положительны (сед­

л о  -  ф окус). Здесь Гс = ст(о + Ь + 3 ) /(а  -  Ь - 1). Численный анализ показыва­

ет, что при г >  Гс фазовые траектории системы (4.3.6) леж ат на так называе­
мом ст ранном аттракторе, рис.4.3.2.,а, которому соответствует режим 
динам ического хаоса, рис.4.3.2,6.

5  Д И Н А М И Ч Е С К И Е  С И С Т Е М Ы  С  Д В У М Я  С Т Е П Е Н Я М И  

С В О Б О Д Ы
5.1 Л и н ей н ы е  сист ем ы  с д вум я ст еп еням и  свободы

•  С иловая  (ем кост ная) связь. Консервативные  

сист ем ы . Рассмотрим пару математических маят­
ников, связанных пружиной жесткостью  к, пренеб­

регая потерями энергии (рис. 5.1.1). П оложим Xi;: = 

ф|,2,

X, -(-(©о, -f-k/m ,)x, = k x 2 /m ,,

+  (5.1.1)

Соответствую щ ая электрическая схема приведе­
на ниже. Частоты, при которы х один осциллятор не 

влияез на другой, называю т парциальны ми. Здесь 
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они равны  С̂ .2 = © 01;2 + k ./m i,2 . С  их использованием (5.1.1) можно пере­

писать в виде

X ,+ Г ^ х ,  = k x 2/ m i ,  X2+ f ^ X 2= k x , / m 2.

Однако реальны е движ ения происходят с нормальными  или собствен­
ными  частотами, являю щ имися реш ениями характеристического уравнения, 

которое найдем , полагая х ,-2 =  Х ,.2 exp(icot). Тогда

- - -X ,+ ( - f f l^ + f^ )x 2 = 0

2 _  г  tqni2
=>©* — - —  = 0 , откуда 0^2  =

m]m2 2

Относительные вклады  одного из осцилляторов в нормальные моды друго­
го или коэф ф ициент ы  распределения  равны:

4 ,  (5.1.2)
Х ц  к/1ц,; ( Ц ,  4 %

Эти коэф фициенты имею т разны е знаки. О бщ ее решение (5.1.1) имеет вид 
суперпозиции колебаний на нормальных модах

к2е '“ ^‘ , где константы А; комплексны. Нормальные

моды получаю тся стандартным 

а , = ( х , - r j X j j / V l - q r j ,

a ,= ( - r , X |  +  X j ) /V b ® rT -  В  переменных с ; , ±  ^

(5 . 1 . 1) сводится к виду а,+ш ,7а, = 0 ,

32 +  ©2^2 =  ^  •
•  И н е р ц и о н н а я  (и н дукт ивн ая) связь
а. К о нсер ва т и вн ы е сист ем ы . Рассмотрим 

пару LC - контуров с катуш ками, имеющ ими ко-

пособом путем замен 
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эф ф ициент взаимной индукции М , отличный от нуля. П рим еняя к  каждому 

контуру второе правило Кирхгофа еслмиз +U ci;2 евзщ ~  О» получим 

Ь,Я] + q ,  /С ;  + М Я 2 = 0 ,  Ь гЯ г+Я г/С з + M q, = 0 .  (5.1.3)

С оответствую щ ая механическая схема приведена ниж е. Парциальные 

частоты  здесь равны =*^oi;2 = l ''L i ;2C, 2 ■ С их использованием (5.1.3) 

мож но переписать в виде q; +  Q ^jqi = -M L ]‘q2 , Яг +  • Нор­

м альны е частоты здесь определяются соотношениями 

( - ©^ - ( - Q f ) Q , = 0 , -M L ^ 'ffl^ Q i+ ( - © ^ + 0 2 ) 5 2  =  О, которые

найдены  при q , 2 =  Q. 2 e x p (i© t) , откуда = 0 =>
- М Ь з © ' - w ^ + Q j

^  (l -  М7 /L ,L ,) i ) ' ' - ( d J +  Q / ) o7 +  Q fQ / =  О э

= > ® (j = j ^ n f + Q ^ + . ( ( q (  - £ 25)  + 4 n f n |M 7 / L |L j  j (2 ( l - M 7 /L ,L j ) ) " '.

Коэф ф ициенты  распределения можно получить, находя их из каждого го 

уравнений по отдельности:

Х , |  e i h - n i .

■ X ,,j M / L „  

обш ее реш ение (5.1.3) имеет вид суперпозиции колебаний на нормальных 
модах,

б. Диссипат ивны е системы. Система, описы ваю щ ая колебания в ин­

дуктивно связанных контурах (рис. 5.1.2), следует из закона Кирхгофа для 

первой и второй цепи q, /С ,  + 1, = - Ф [ . С  учётом того, что  Ф , = L ,Ii +M I2 , 

Ф 2 = L 2I2 + M I , , I, = q , , I2 = Я2 s имеем:

L,I, + R ,i |  + C ( 'l ,  + M l2 = 0 ,  M i, + R 2i , + C 2 ' l 2 + L 2l 2 = 0 .  (5.1.4)

Ишем её реш ение в виде: I, = A exp(© t), Ij =B exp(© t). Подставляя это 

соотнош ение в (5.1.4), получаем систему, определитель которой должен 
быть равен нулю:

(©^L, + © R | + С Г ')А + © ^ М В  = О, ©^MA + (©^L2 + © R 2 + C 2*)B =  0 .

П осле преобразований приходим к уравнению  четвертой степени
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(L ,I ,-M ')® ‘ + ( L , R j + I . j R , y + j ^ ^ + k + R , R ^ ^ > + ^ b + b j „ + ^ = 0  (5.1.5)

С веш ественны ми коэффициентами. П о основной теореме алгебры оно и м е ­

ет четы ре комплексны х корня и их мож но разбить на две пары комплексно 
сопряжённых. В ещ ественны е части определяю т коэффициенты затухания, а 

мнимые -  нормальны е частоты (по два). Определить их трудно. Нужно в 

это уравнение подставить реш ение в виде со =  - у  + i©n и отделить мнимую 

часть о т  действительной. П олучается громоздкая система из двух уравне­

ний, которую  реш ить в обш ем виде трудно. Зато парциальные частоты оп­

ределяются легко. Для этого достаточно в уравнениях (5.1.5) поочерёдно 

положить 1 , = 0  и  1 2 = 0 , откуда; Ц 1,+ R , i , = 0 ,  L j lj+ R 2b

Колебания на этих  частотах

будут затухаю щ ими; Ур, =  —

iL iQ

7 Ур2 =

(5.2.1)

2L, 2 L 2 '

5.2  Н елинейны е сист ем ы  с  двумя степенями свободы. 
Д вухконт урны й авт огенерат ор  

Колебательный процесс в этой системе описывается парой уравнений, 

которые записываю тся по аналогии с разделом  1.1  [1.2 ]:

+  [ r A  -  M,So + + Ui + M 2Q U 2 =  0 ,

L2C2U2 + R 2C2U, -bU j+M jC iU , = 0 .

П арциальны е частоты

нош ение норм альны х обо­

значим коэф­

фициент связи  контуров 

a = N ^ /L ,L 2 < l ,  степень

возбуж дения генератора 

F  =  Q ,(M ,S o - R , C | ) ,  о т -  

н п т е н и е  коэффициентов

с, L , и

и,

Г  t!i i  ~ =
R, V V R:



д исиш аци и  5 =  (R 2L ,C |/L jX M ,S „ -R iC ,) r ‘ . Введем безразмерные пере-

менны е х, =

t  =  t Q , . Т огда уравнение (5.2.1) примет вид

X, + х ,  + а х 2 = p [ l - x f } < ; , ,  Xj +С хг + х ,  ^ p S x j .  (5.22)

П ри ]1 =  О в  этой  системе наблю даю тся колебания с нормальными час­

тотами ©1;2, получаю щ иеся подстановкой при р  = О в систему (5.2,2) реше­

ний вида x i,2'-exp(i© t), что приводит к  уравнению 

(l -  -  (l +  +  С =  О , имеющ ему корни

;  1 + С ± т / ( 1 + с У - 4 ( 1 - ( х ) г ;  + 4 а С

2 ( 1 - а )  ”  2 (1 -а )

Реш ения системы (5.2.2) при р=0 имеет вид 

X, = а ,е '“‘‘ -1-а2е‘®=' -1-с.с.,Х2 =а,Ч^е^“’'+ а 2'Р2̂ “’'+ с с  Подстановка их в (5.2.2) при­

водит к системе
(1-®1

(С -ю ? -  'Pi©

- © 2 -аЧ 'эШ ткг = 0 , , ,,  Л ~ ^  Условие сущест-
; - © 2  - 'Р г О г к г  =^-

нетривиального решения
1 -  ©]̂  -  а'Р,©^ I -  ©2 -  aT j® !

приводит к  вы раж ениям  для Ч*

X, = a ,( t ) e '" '' + a 2 (t)c ” ' '+ c . c . ,  x j  = a ,(t)T ,e '"> ' + a j ( t ) T ,e ‘“ ‘' -Bc.c., Под- 

ставляя эти соотнош ения в (5.2.2), получим

+ 21»,2, -  j e '" ' '  + ^  + 21»,а,

+  [ ^  + 21» , а ,  + a j e '" - 'H -a 4 < ;f a j+ 2 i» ,a ;  +с.с.=

= -В2а,а,е""е7".' да/еТ».' +оо.)-2(а,|7+а,а;е".'е-7".' д а Х е - ’е ^ '- Ч ^ ^ jx

х ( ( ^ д 1» , а , > -  д ( а ,  д 1» л > ' - . -  д  д { а ( - 1 » , а ; > - 4 ) ,

[ ^  + 2 » , б ,  - » ; а , У " .' д С а ,е " ' 'д 'Г , ( а , д 21т , 2 , д с .с .д



+ 2 ie i,jij - » к ] е " = Ч С ^  +  Т , [ ^ д 2 » , а ,  + с .с .=

= p s l^ . la ,  +  ю ,а , д  q-j (а , +  1 » ,а , )д  с.с.

Д ля получения у равнения для a i j  умножим уравнения н 
ответственно и  оставим слагаемые, перед которыми не (

В результате

( 1 д а 'Р , ) 2 1 ш ,а .= 4 о > ,а , - 2 1 а , . | |а .1 7 д |а ,Г ) . . -  2 i®2a 2a ,a j J ,  

( A a T j ) 2 i o , a j  =  p ]m ,a 2 - 2 im2 ||a ,|7  д  [ a j f  ) i j  - 2 im ,a ,a ja ;) ,

(1д>Р,)2ш ,а, = p S T ,i» , a , ,  (1 д Ч '2 )2 ш ; а 2 = p S f j r a j a j ,

откуда после приведения и перехода к действительны м амплитудам и фаза 

по формулам 3 i.2 = А |.2 ехр{1ф,.2) ,  посте сокращ ения н а ехр(1ф, 2)  имеем

(1 -а )Ч ',(Л ,д 1 А ,ф ,) .

(1-<1)Д ',{а2 д 1А;Ф 2 ) .

_ р 8 Ч)
А ,,

СО?., ССЬ.| -  i 
П1;2 = Oi;2>-,,2 . <7,  ̂=  , Х,.2 =

4  ©5-со?

^ - ( А . | 7 д | А 2 Г К - ^ | А . Г А 2 ] - ! ^ а . л , .

После п росты х преобразований окончательно имеем 

A |-p T ] ,[ l - (A ? + a |2A ^)|A |/2 ; А , =цтъ[1- ( а ^ + a 2[A?)(\2 / 2 ; ф , - ф з ^ О ,  где

5 'P u l  2 X2 ,
7 ^  - « ,2;2, - к о э ф -
“т ̂ 2;1 J 4,2

фидаенты нелинейной связи  мод.
6 Д И Н А М И Ч Е С К И Е  С И С ТЕ М Ы  С  Д В У М Я  С  П О ЛОВИ Н ОЙ

С ТЕ П Е Н Я М И  СВО БО Д Ы

•  О сциллят оры  с  индукт ивной связью
Колебательны й процесс в показанной на рис. 5.1.2 системе связаннъпс 

контуров под  действием  г армонической силы описы вается парой уравне­

ний, приведенных ранее с учетом внеш них сил, действующ их в контурах. 
Обезразмерим эти уравнения для упрощ ения описания колебаний в системе 
и сокраш ения количества управляю щ их параметров;



11 + 1, + М Ц ‘12 = - 2yiQr‘i) j j  + a i^  = 4 ,  + f,(t)  и
<ыиц4 ’г,=яц-'г,

I ,  * 2 y j i j  a Q /I j д М Г -Л  - F j  Д “  7 ! k  = F^,
-  '  '  '  '  d{Q ,ty  d a , t  ’ “ L j dlQit)" '

,  ... .. ,  Jv2=LiAf'iu;5=v2r:'..
12 + м ц ‘1, = - 2 /2^ - 'i ,  + q - 'F ,( t)  = 0  J2 +Q 2 + o li =-pSr, +f,(t).

;=fiiqV2= i^ ^ F ,

Здесь Q ?2  и  C, парциальные частоты контуров и  их отношение, 

2 у, 2  =К-1-2 ' ' ^ 5.2 - коэффициенты диссипации, а  <  1 коэффициент индук­

тивной связи контуров, 6 - отнош ение декрементов затухания в контурах. 

Б удем  полагать, что внеш ние силы f[;2(t) являются гармоническими и пред­

ставим их в комплексном виде: f] 2(1) =  • Будем искать вынужден­

ные реш ения данной системы в виде J ,-2 =  Х , 2 ex p (iQ t). Тогда получим 

следую щ ую  систему 

(l -  4- ip a )x ,  -  а П 'Х з = Ф ,,

+ 1маз)х2 =Фз (6-1-1)

И спользуя для реш ения системы (6.1.1) правило Крамера  [Ш.19-21], 

приходим к выражениям для амплитуд колебаний осцилляторов:

^  -  q '' +  i p 5 £ l ) l ) ,  +  а О ^ Ф 2

’ (l -  D  ^ + if-iQ IC  -  О   ̂ + ip 6 Q ) -  аП** 

р 7 ф ,  д ] | - д 7  д | ц п > . ,_______

(1 -  п  7 + i g Q  Ji; -  а  7 + igS  п )-  а П  *

И а рис.6 . 1. 1, 6 . 1.2 приведены резонансны е кривые Re[Xi;2] при различ­

ных силах, действую щ их на контуры и коэффициентах связи осцилляторов. 

Резонансны е кривые демонстрирую т следующее;

1. Если частота внеш ней силы  Q  близка к одной из нормальных частот 

осцилляторов, то наступает резонанс.

2. Если частота внешней силы  Q , действую щ ая на 1-й осциллятор, сов­

падает с  парциальной  частотой 2 -го осциллятора П 2, то 1-й осциллятор не 
колеблется Re[X ,] =  0. Это явление называется динамическим демпфирова-



3. При воздействии на один осциллятор внешней силы, 2-й будет коле­
баться так же, как 1 -й при воздействии внешней силы на 2-й. Это -  теорема  
взаимности.

4. Для возникаовен яя р езонанса в  связанной системе необходимо, но  не  
достаточно, чтобы частота внеш ней силы совпадала с одной из собствен­
ных частот.

Кроме того, как показано в [1.2], если в системе присутствует и индук­

тивная и емкостная связи, то при некотором значении частоты внешней 
силы один из осцилляторов не колеблется -  происходит компенсация связей  

и колебания от одного осциллятора не передаю тся другому.

Рис.6.1.1 Резонансные кривые Rc[X||
(1 -  при агО .1 , 2 - ct2=0 '5 . 3 -  при 
а)=0.1, 4 . при 02=0 .5) при значениях 
параметров: р=0 . 1, 8= 1.2, и
значениях обобщенных сил: Ф|=1;
Ф2|=0 , Фагт̂ О-З

•  О сц и ллят о р ы  с е м кост н ой  с вязью  (гарм оническая сила) 
Рассмотрим поведение осцилляторов с емкостной (i

Рис.б.1-2 Резонансные кривые RefX,] 
(] -  при О|=0.1. 2 02=0 .5, 3 -  при 
О|=0.1, 4 - при 02=0.5  при значениях 
параметров; (i=O.I, 8= 1.2 , ^=1,5 и 
значениях обобщенных сил: Ф|=1; 
Ф2,=0. ©22=0.5

зью под действием  гармонической внеш ней силы. Колебания с  использова­
нием м етода комплексификации описы ваю тся системой



d^x. ,  dx, ,  к  F,e“  
^ ф 2 у , ^ д 0 7 х , - - х^ = ^ .

d X , d x , „ 2  ^  F?®— 4  + 2 y , — ^  +  П ; х ,  X, = - ^ —
d t dt m 2 m .

|Y,|
Будем интересо­

ваться вынужденным 
решением системы

(6.1.3), разыскивая его 

в виде

Х |.2=Х ,,зехр(Ю 0. В 

результате получим

(6.1.3)

( - Q 7 + 2 i y , + £ j f ) x , - ® X 2  =  i ; - ~ X | + ( - £ ! 7 + 2 l y j + Q ( ) x , = i .
m , m , m , Ш2

И спользуя правило К рамера  [Ш .19-21], приходим к выражениям для

амплитуд колебаний осцилляторов, приведенным на рис. 6.1.3, 6.1.4 при

условии р 2 =  О (пунктир -  второй осциллятор, первый график -  у |;2 = 0).

( -  +  2 iy, +  Q ? ]—  + к - 2 —
m , m im ,

1 “  — ---------------------------------------------- ------------2—  ’
( q '  + 2 iy, + 2 iy , - Q | ) -----^—

m ,m 2

(-  + 2 iy , +  Q r ) “ “ +  —
■ m ,  m im ,

Л  2 — *-----—— ■—  -------------- —------ — -------- ---------

(q ^  + 2 iy, - П ? ) ( о ^  + 21у 2

(6.1.4)

m ,m 2

7 В О Л Н О В Ы Е  П Р О Ц Е С С Ы
Определений волггы суш ествует великое множество. Здесь будет ис­

пользоваться следую щ ее определение, связы ваю щ ее волновые процессы с 

колебательными.
Волновой процесс -  это колебательный процесс в системе, состоящей из 

больш ого числа элементов [1.1-3]. В  самом деле, в теории колебаний мы 

имели дело с конечным числом элементов системы, вклю чаю щ их один или 
несколько осцилляторов. Естественны м является вопрос: а  как будет вы- 
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глядеть модель, характеризую щ ая колебательный процесс в дискретной 
среде с конечны м, но больш им количеством элементов N  »  1, и в непре­

рывной среде с бесконечны м количеством элементов N  ^  со ?

7.1 К олебан ия  в  ц еп о чка х  
Для ответа на поставленны й вопрос рассмотрим несколько примеров из 

различных разделов физики, где мы опш пем колебательный процесс в дис­

кретных средах с конечным, но больш им количеством элементов N  »  1 

(цепочках), а  затем соверш им предельный переход N  ->  со.

П рим ер 1. М а ят н и к и , связан ны е пруж инам и. Рассмотрим цепочку 

шариков массой ш,
связанных пруж и- (п -П а  п а  (n + D a

нами жесткостью  к 
(рис. 7.1.1), пренеб­

регая трением ш а­

риков о подложку

[1.2]. Тогда, для п -го  
шарика с координа­

той па+5п для упру­

гих деформаций 

получаем;

d 'H , 
m — 4  

dt
Частное реш ение уравнения (7.1.1) будем искать в виде 

Ер = C e x p ( ic o t- iq n a ) .

П одставив это  соотнош ение в уравнение (7.1,1), получим, сокращая на 

константу С:

Т огда окончательно имеем соотнош ение, связы ваю щ ее частоту ко­

лебаний ш арика с параметрами среды -  расстоянием между шариками а  и 

количеством Л  элементов среды, вовлеченны х в процесс связанных колеба­

ний Л  ~  q " ' ;

„,7 = i ( 2 ^(e x p (iq a )  + « p ( - iq a ) )  = 2 i ( l - c o s ( q a ) ) = ] i s i b 7  
m m  га z

Рис. 7.1.1

(7.1.1)
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в  пределе отсутствия связей

qa О -5=. —  - э  О ,
Л

отсю да получается собственная частота колебаний ш арика на пружине. 
П р и м ер  2 Ц епочки  с вяза н н ы х  R L C  - конт уров. Е м к ост н ая  связь

Рассмотрим

In-! In 1п4-1 линию, СОСТОЯ-

Ufi-I Un щую из большо­

го числа связан­

ных через кон­
денсаторы RLC 

-  контуров [1.2,

11.46] (рис. 

7.1.2). Применяв 
к  и п -  му кон- 
ту-ру 2  -  е пра-

R R R R

qn- С q С  q„ С С

Рис. 7.1.2

вило Кирхгофа и первые правила к п • 

С

.d q „

1 ~ му и п -  м у узлам, получим

L R  +  L -

=

dt С

— + 1п

-  = 0 ,

dt
I n = -

Д ифференнируем  первое уравнение, используя законы сохранения з; 

узлах. В результате приходим к уравнению

dt

-I„ 1 d q „   ̂ 1 dq „_ ,

С  dt С  dt

- £ h ^  = 0 .
d t- d t С С

Окончательно, деля на L, имеем

dt^ L dt LC

У равнение (7.1.2) отличается о т  (7.1.1) только вторым слагаемым, кото­
рое учитывает потери энергии на джоулев нагрев, не принимаемы е во вни­
м ание при выводе уравнения (7.1.1).

(7.1.2)



7.2 П редельны й  п ереход  к  волн овом у процессу
Уравнения (7.1.1), (7 .1 .2) допускаю т весьма прозрачный переход к не­

прерывному п ределу. Х арактерны й р азм ер отдельной ячейки равен а. Будем 

считать количество Л  элементов среды, вовлеченных в процесс связанных 

колебаний (пространственны й масш таб движ ений) в цепочке много боль­
шим а. Тогда можно записать следую щ ие соотнош ения:

«  1(х -  a , t )  =. I (x ,t )  -  З & Л ,  + , . . . .
5х 2! 5х

5х 2 ! дхД

Подставляя эти  соотнош ения в (7.1,2), получим уравнение, приведенное 
к одной произвольной точке пространства х:

.  я  1 a^I 2 , 51 1 07 | 2
„  I  а  +  ^ а  - 2 I  +  I + — а  + -------

<71 , R а  , а х  2! 0 x 7_____________ 0 х 2 ! 0 х 7 п
» 7  L 01 LC

(7.2.1)
0l7 L C 0 x 7  L o t  LC 

Это уравнение при R -»  О называю т уравнением Клейна-Гордона, а при 

дополнительном у словии а}д^ !д х }  »  I - волновым уравнением:

07l а7 0 7 l 07 , 2 07] „

Число параметров системы , позволяю щ их определить ее состояние, 

бесконечно, поскольку, чтобы рассчитать изменения параметров приведен­
ных задач, в начальны й момент надо задать не две константы, как для про­

стейш ей колебательной системы , а  две функции - 1(х ,0)  и l ( x ,0 ) ,  опреде­

ленные для бесконечно больш ого числа значений х. Таким образом, волно­
вые процессы описы ваю тся распределенными системами, то есть дифф е­

ренциальными уравнениями в частны х производных.
7.3 К ла сси ф и ка ц и я  во лн о вы х  процессов  

К лассификация волновы х процессов несколько отличается от классифика­

ции колебательны х процессов. Единым, пожалуй, является деление волн на 
линейны е и нелинейные. Волны называю т линейными, если они описыва-
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I, если они огасьгеаются не-ю тся линейными уравнениями, и н е л т  
линейны ми уравнениями.

Ч асть отличий в  классификации являю тся формальны ми, появляющи­
м ися в силу переноса центра тяж ести при  описании волнового процесса с 
отдельного элемента на саму среду (при предельном переходе, описанном в 

параграфе 7.2, свойства отдельного элемента нивелируются).

В  самом деле, волновой
процесс может происходить в 

отсутствие внешних воздейст­

вий, а может я  в их присутст­

вии. П ри этом, однако, не при­

нято говорить о волнах свобод­
ных и вынужденных. Это, как

Рис, 7,3.2

мы увидим ниже, прежде всего связано с методами реш ения уравнений, 

описы ваю щ их соответствую щ ие волновы е процессы. Также не говорят о 
волнах консервативны х и диссипативны х, а говорят о волнах в консерва.; 

тивны х и диссипативны х средах.
С ледую щ ий критерий, по которому принято классифицировать волно­

вы е процессы, также связан со свойствами среды, точнее, с наличием у ф е- 
ды границ (более точно, с характером взаимодействия волны с границей), 

но не имеет аналога в колебательных системах. Волны в безф аничны х сре­
дах  или в О фаниченны х средах с полностью поглощ ающ ими фаницами 
называю т бегущ ими, в а ограниченных -  стоячими.

Последние два критерия уж е специф ичны именно для волн.
Е сли изменения параметров, характеризую щ их волновой процесс, про­

исходят в  направлении движ ения волны, то такие волны называют про-



дольными, а  если в направлении, перпендикулярном направлению движе­
ния волны, то  поперечными (рис.7 .3 . 1).

Н аконец, последний критерий связан с формой поверхности, на кото­
рых фаза волны  постоянна -  фронта волны. Говорят, что волна плоская. 
если фронт -  плоскость, сферическая, если сфера и т.д. (рис. 7.3.2).

Кроме того, у  нелинейных волн суш ествует своя специфическая клас­
сификация, связанная с характером  взаимодействия волн, но она будет р ас­

смотрена ниже, в  соответствую щ ем разделе.

7.4. П р и м ер ы  в о лн о вы х  процессов  

П рим ер I. П р од ольны е во лн ы  в с т ерж нях  

Такие волны могут
быть возбуждены ударом 

молотка по одному из 

торцов упругого стержня 

[1.1, Ш .26,27]. Возмущ е­

ние, распространяю щ ееся 
вдоль стержня, визуально 

незаметно, однако основ­
ные закономерности тако­

го волнового процесса 
можно смоделировать, 

если вместо 
стержня ис­

пользовать 

длинную пру­
жину с боль­

шим диамет- 

ром витков |- 

(рис,7.4.1).

Если эту  пру-
I

л р т Ю ш т т т '

'ттшгтрттттт*

атттгттлттр

импэльг СЖАТИЯ

-fp s r
.с РАСТЯЖЕНИЯ

ZH

- X T -

Рис. 7.4.2

жину подве­
сить горизон­

тально н а  не­
скольких нитях  и  резко  ударить ладонью  по левому торцу, то по ней побе­
жит импульс сж атия с некоторой скоростью. Добеж ав до правого конца 
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пруж ины, он  отразится, при этом, если конец закреплен, то  отраженный 

импульс будет такж е импульсом сжатия.
Рассм отрим  теперь распространение импульсов сжатия и растяжения в 

стержне. М ысленно разобьем стержень на 
‘' ' i  q . t t ра д элем ентов длиной dx  каждый. При

распространении продольной волны кон­

цы  каж дого элемента, отмеченные на
---------------??------ рис.7.4.2 сплош ны ми линиями, будут

смещ ены  в новые положения, отмеченные 

Рис. 7.4,3 пунктиром. Пусть левы й конец некоторо­

го элемента, имеющ ий координату х, сме­
стился в данны й момент времени 1на расстояние s(x,t), а  правый конец - на 

s(x+dx,t). Деф ормация растяжения (сж атия) определяется относительным

,  . s (x  +  d x , t ) - s ( x , t )  9s ^
удлинением  элемента dx: e (x ,t)  =  -^-------------------------- = — . В  отличие от

dx  9х

поперечной волны, при растяхсении уменьш ается плотность cpezbi р. Ее 

м ож но представить в виде р =  ро + 5р, 6 р  «  ро- С учетом постоянства мас­

сы деф ормируемого элемента dx мож ем записать 

Podx =  (ро + 6 p)[dx + s(x + d x , t ] - s ( x ,  t)] =  (pg +  5pXl + e ) .

Раскры вая скобки и пренебрегая малой величиной второго порядка 5р-е, 

находим; б р  /  рд =  - е . Спустя некоторое время после удара по ториу 

стерж ня распределение смеш ений s деф орм аций е и возмущений плотности 

5р  в бегущ их импульсах сжатия и растяж ения будут иметь вид, показанный 

на рис.7.4.3. Деформация е =  9s/9x и колебательная скорость v =  osldt эле­

мента связаны  соотнош ением d s / д х  = - г ' ^ д е / d t .  Рассчитаем скорость 

распространения продольных волн. Н а  рис.7.4.3 изображен фрагмент 
стерж ня и его элемент dx, к концам которого приложены нормальные на­

пряжения <7„. Уравнение движ ения элем ен та с  поперечным сечением S име­
ет  вид:

PgSdx | ^ =  ( a „ ( x - d x , t ) - o „ ( x , t ) ) S .  (7.4,1)

Чтобы  (7.4.1) преобразовать к волновом у уравнению , необходимо свя­

зать напряж ения Сп с деформациями элем ентов стержня. Наиболее просто



это можно сделать для тонкого стержня. Если стержень тонкий, то дефор­
мации и напряжения вдоль координаты х связаны законом Гука:

(7.4.2)a n ( x , t )  =  E - ^  ; а . ( х  +  d x , t )  =  Е —  
д х  =-

где Е - модуль Ю нга. П одставляя (7.4.2) в (7.4.1) и производя деление на 

PoSdx, получаем волновое уравнение;

Д 7  р 8x7

П рим ер 2. Э лект ром агнит н ы е волны . Электромагнитные волны опи­

сываются системой у равнений М аксвелла [1.15]

V D  =  4 n p ,  V B = 0,

С 9 t с
< E  = i M .

9t

(7.4.3)

Будем рассматривать 
систему (7.4.3) в среде, где 

отсутствуют свободные 

заряды р =  О и токи j  =  0 .  

Продиффиренцнруем, на­

пример, четвертое уравне­

ние системы (7.4.3) по 

времени и учтем третье 

уравнение этой системы;

at с 

> V x (cV x h ) .
1 а 7 н  

с а 7
Воспользовавшись вторым уравнением системы (7.4.3), имеем окончатель­
но для напряж енностей магнитного и электрического поля следующую сис­

тему векторных уравнений

7 - — v 7h  =  o ,  4 ' — =  Р ' '- '* )dt^ sp  at-' sp
Реш ение уравнений системы (7.4.4) в виде бегущ их волн представлено

на рис. 7.4.4.
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П рим ер 3. А куст и ч ески е  волн ы
И сходными уравнениями здесь являются уравнения Навье-Стокса 

[1.16,17; П.44,56];

: ^ + V ( p 5 ) . 0 ,  Р =  р Т / М  (7.4.5)
d t

( i V / k j  =  - V P  +  q A 9  + 7 '* ™ *  ■ (L4,6)

Б удем полагать коэффициенты вязкости и  теплопроводности величи­

нами первого порядка малости и разыскивать реш ение (7.4.5) — (7.4.7) в 

виде р =  Ро +  р ', Т  =  То +  Г ,  Р  =  Ро +  Р ', V =  7 ,  где VA: А ' -  б‘ «  1. Остав­

ляя слагаемые первого порядка малости, получим дифференциальные соот­

нош ения

p ^ v v  =  О , Р о  — =  - V P ' ,  р . 2.  PqF '+ToP’ 
d t a t  м  dt Ро at

Из последнего уравнения этой  системы следует связь

То Cv,. Ро C v .  Ро  ̂ ”  Ро

П одставляя это  соотнош ение в третье уравнение, получим

J71.
М Ро Ро

где us„ -  скорость звука. П осле подстановки последнего соотношения во 
второе уравнение, имеем

^ + P o V i ;  = o ,  р , . ^  + г 1г . у р ' = о .
a t  dt Ро

П рименим к первому уравнению  оператор u?„Po'V , а  второе п 

ренцируем по времени, а  затем  вычтем первое уравнение из второго. В ре­
зультате получаем

0 - - u | , , v ' 5  = O- (7.4.8)
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П р и м ер  4. rp a i илляр н ы е волны
М ногие из нас наблю дали за  поверхностью моря или реки, по которой 

перекаты ваю тся волны. О ни  распространяю тся за счет сил тяжести и по­
верхностного натяж ения. Такие волны называются гравитационно-
капиллярными  [Ц.44,58]. С  учетом  лапласовского давления и добавки к гид­

ростатическому давлению  pgz, обусловленной волновым движ ением по­
верхности, имеем;

= О . (7.4.9)

( v » v ) v » j Р -  CJ + pgC

Считая движ ение п отенциальным, положим v = Уф, тогда получаем:

8 x 7  j

где о  - коэф фициент поверхностного натяжения жидкости. Здесь z -- коор­

динату точек поверхности жидкости мы обозначили буквой С- С истема ко­
ординат вы брана так, чтобы  ось z  была направлена вертикально вверх, а 

плоскость ху  совпадала с невозмуш енной поверхностью жидкости. Отсю да 

после интегрирования имеем:

8 ,7  J

Продифференцируем уравнение поверхности по вре.мени, используя 

правило дифф еренцирования слож ной функции и соотнош ения между ф и 

x,y,z;

дх d t  д х  d t д у  o t  d t  д х  д х  д у  д у  d z

Применяя это  соотнош ение к  точкам поверхности, получим оконча­

тельно самосогласованную  систему уравнений

p ( f 4 ( v . ) 7 ] РбС = 0 .

St з '  ^̂ 7 р ( 8 х 7 8 , 7 ,
+  gC »  О .

^  -  о .
a t ^  5х а х  ау  еу az

(7,4.10)



где Ро -  давление на ее поверхности, которую следует дополнить гранич-

м
8z ^

му (7.4.10) можно линеаризовать. В результате получим

at р [ э х ^  ey ^ J  ^  sz

П родифф еренцируем  первое уравнение системы по z, второе по t  и 

слож им. В  результате возникает уравнение вида

(7.4.11)
d t^  р  d t д у ^ )  a t

У равнение (7.4.11) описы вает волновой процесс, модель которого не 

сводится ни к волновому уравнению , ни к  уравнению Клейна-Гордона. Час­
тицы  воды  соверш аю т в них движ ение по круговым и эллиптическим тра­

екториям  ("вверх - вниз" и "вперед - назад" одновременно), поэтому такие 

волны  нельзя отнести ни к  продольны м, ни к поперечным.

8  В О Л Н Ы  В  О Д Н О Р О Д Н Ы Х  С РЕДАХ. Б Е Г У Щ И Е  В О Л Н Ы  
С Т О Я Ч И Е  В О Л Н Ы  

К ак следует из приведенных примеров, волновые процессы в основном 
описы вается волновым уравнением  или близкими к нему уравнениями, на­

пример уравнением Клейна-Гордона.
В начале рассмотрим простейш ий и  наиболее распространенный случай, 

когда волновой процесс малой амплитуды описывается волновым уравне­
нием. Волновое уравнение относится к классу гиперболических уравнений 

в частны х производных [Ш .26-31].

Рассмотрим вначале волновое уравнение с источником

4 - » 7 v > »  = f ( f . t ) .  (8 . 1.1)
dt

С этим уравнением  связы ваю т два возможны х типа задач ', которые и 
будут в дальнейш ем анализироваться.

Для целого ряда задач, например поиска дисперсионного соотношения, вообще не 
нужно решать одну из стандартных задач для уравнений в частных производных 
(начальную, смешанную или граничную), а достаточно найти общее решение урав­
нения (8.1.1) в виде V = C e x p (- i© t+  ik r ) .
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8.1. Н еогран иченн ы е среды. Задача К ош и. П арам ет ры  волн ы  
П ервы м классом возможны х задач является начальная задача, или зада­

ча Коши. Задача Кош и, очевидно, ставится для систем, определенных в не­
ограниченной области. П ри этом  уравнение (8.1.1) должно быть дополнено 

двумя условиями;

4 = 0 = V ,(r ) . (8.1.2)

Задачи этого типа реш аю тся мет одом  интегральных преобразований  

(Фурье или Лапласа для задач, не обладаю ш их симметрией, Фурье-Бесселя 

для цилиндрически симметричных задач и т. д.). Реш ение задачи (8.1.1)-

(8.1.2) имеет различный вид для пространств разной размерности [III.26- 

31],

В одномерной среде реш ение дается ф ормулой д 'Аламбера

1 tx+c(t-i)
+ - I  Jf(^ ,T )d^dT .

zC Ox-cft-t)
;8 .].3)

С пособ получения соотнош ения (8.1.3) при f  = О будет продемонстри­

рован ниж е, при реш ении уравнения Клейна-Гордона, частным случаем 

которого является уравнение (8 . 1 . 1).

а-(к )

И IL

а) 

N I I I

Рис.8 . М . Спектр волнового пакета, представляющего собой: а -  суперпозицию че­
тырех первых гармоник; б -  пакета v(x) =  х^ехр(-х^).



в  двумерной среде реш ение дается ф орм улой П уассона

'ЛД I

В трехмерной среде реш ение дается ф ормулой Кирхгофа

(8.1.4)

(8.1.5)d s + l  J

I
Эти реш ения ассоциирую т с бегущ ими волнами  (1.1-3,17].

Е сли волновой процесс представляет собой суперпозицию отдельных 

гармонических сигналов, для характеристики такого процесса удобно ис­

пользовать спект р  волиы. Спектр волн в безграничных средах может быть 
как дискрет ны м , так и  непрерывным. Какой из видов спектра реализуется в 
линейной задаче, полностью  определяется спектральны м составом началь­

ны х условий и  внеш него источника. Если их спектр дискретен, то и спектр 
волны дискретен (рис.8 .1 . 1,а), а если негферывен, то непрерывен и спектр 

волны. П ри графическом отображении спектра волны в случае дискретного 

спектра по оси  абсцисс указы ваю т частоты колебаний ©„ или волновые 
числа или их номера п, а по оси ординат указы ваю т квадраты их Фурье- 

амплитуд в случае непреры вного спектра по оси абсцисс указывают 

частоты колебаний © или волновые числа к, а по оси ординат указывают 

квадраты Ф урье-образов их амплитуд а^(к) или а^(©),
8.1.1. В о лн о во е  уравн ение . Г арм оническое  н а чальное  возмуи^ение 

Больш инство параметров волны удобно определить для монохромати­
ческих волн, ф ормирую щ ихся при гармонических начальных возмущениях. 

Если Vo(x) = A 'S in  кх. V|(x) = B-sin кх, тогда реш ение принимает вид

W x ,t)  =  — ( s in k (x  +  c t)  +  s in k ( x  - c t ) )  +  “ (c o sk (x  +  c t)  +  c o s k (x  - c t ) )  =

= a  sin k(x + ct + Ф) 4- ba sin k(x -  ct + ф ) . (8 . 1.6)

Это реш ение, очевидно, описы вает пару волн, бегуш их в  противоположных 

направлениях оси х. Д ля того чтобы вы делить волну, бегущ ую  в одном на-



вправо, следует положить 0. Тогдаправлении, например 
V = bsin  к (х  -  c t +  <р).

Поверхность постоянной фазы  волны, здесь 
x+ct+<p =  const,

называют фронт ом  волны, см. рис. 7.3.2. П родифференцируем это соотно­
шение;

- - ( x - c t  + 4) = o 
dt

dx dx (8.1.7)

Скорость движ ения фронта волны с называю т ф азовой скоростью  вол­

ны. М инимальное расстояние X = 2л /к  меж ду точками, колеблю щимися в 

одинаковой фазе, называют длиной волны (рис. 8 .1.2 ).

Частота  волны равна О) =  кс. Частота связана с периодом  волны стан­

дартным соотнош ением Т = 2л/©. Величину к  называю т волновым числом. 
В соответствии с  этими огфе-

делениями уравнение бегущей 
волны переписы вается в стан­

дартной форме

v =  b s i n ( k x - o ) t + 9 ) ,  а фазо­

вая скорость волны равна

( 8 .1.8 )

Рис. 8.1.2О тметим такж е, что из со­

отнош ения (8 . 1.6 ) следует, что
связь меж ду частотой и волновым вектором можно получить непосредст­

венно из уравнения (8.1.1), разыскивая его реш ение при f  =  О в виде 

v(r,t) = Voexp(ikr-ifflt), откуда следует связь частоты и  волнового вектора 

волны

- ш ^ + с ' к ' = 0 .  (8.1.9)

Соотнош ение между © и к  для волн малой амплитуды называют дис­
персионны м соот нош ением  [1.1-3,17]. Для волн, описываемых волновым 

уравнением , это соотнош ение имеет вид линейной связи ю = ± с к , т.е. фа­

зовая скорость таких волн постоянна и равна ± с д ля волн бегуших вправо и 

влево.
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8.1.2. У равнение Клейна-Гордона. Группы волн. Дисперсия  
Будем рассматривать волны уравнения Клейна-Гордона

(8 . 1. 10)
dt 5х

Дисперсионное соотнош ение для этого  уравнения уж е не является ли­
нейным, а нх ф азовая скорость не постоянна, а является функцией волново­

го числа к: =ю^(к)=©^ +с^к^. Задачу К ош и будем реш ать с  условиями

U U - U . W . f | ^ ^ - U , ( x ) .  (8 .1.11)

Реш ать задачу (8.1.10)-(8.1.11) будем методом интегральных преобра­

зований, здесь -  используя преобразование Фурье [Ш .21Д7,28]. Решение

ищ ем в  виде u ( x , t ) =  J dk .

П одставляя его  в  (8 .М О ) и  (8 .1.11), получим уравнение

® H M . ( e V - c . 7 ) u ( 5 , . ) . O o i ? H M , n 7 u ( 5 , . )  (8 ,1.12)
dt^ df^

с начальны ми условиями u(4 ,t)j Uq(0 ’

Его реш ение, удовлетворяю щ ее этим условиям, получается так: 

u ( s . i j , . . . u .( 5)
U ( 5 , t ) - A s m D t  +  Bcos£21 э  »

=> A O c o s Q t  -  Q Io (O s in  = U |{^ )= >

=s- A Q  =  U ,(^ )= >  A  =  '-I(^a ) =  ^ ^ " Sin £Jt +  U o ( 0 c o s Q t .

Подставим это  реш ение в (8 .М 2 ) ,  тогда получим

U ( x , l ) s  ^  I  d k  J £ i t +  U (,(4 ) c o s Q t
Q

.ik(x-O d^ =

=  4 _  I  dk  ( d 5 U „ f e ) c o s n te » ( - 5 > d 5  +

+ Z - J  dk /  U | ( x , t ) + U j l x . t )  .

Для преобразования воспользуемся преобразованием [П1.24,31]: 
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^ ^ = : r J J o ( f s m  9 c o s 0 ) e 7 “ » “ “ s i n e d e ’ “
F Z 0

(p=-ckl;rsm ф = 10о 

= a4L ctcos e=^

L-icktcosflj,

0=Oo^=Ct J -c(

JJ„(ioi„tsine>!-“ » .es i„ o d 0  = - ; jo ] ie o , t i / l - c o s 7 e ) e - ““ “ 'd c o s e .

-ik«  COS 0 dct COS e _

=  j f j ,
интеграл Z

Таким образом.

U l(x ,t)  =  — f d k f  d?.

t ^ c o s ^ e

J
1

V ct
2 0

Ĉ
- d C .

je4>HW!;-2))=8(z)

1,2 _ C _  e»(2- « ) d ^ | ,

(0 fe -  ct) -  0 ( c + Ct)>"‘ (“- L d d 5 

(e (x -5 -c t) -s< x -5 + M ))5 (x -^

■ S » » ' (*f¥) e ( x - A c l ) - t i ( x - i ; + (x-5)7

U ,(x , t )  =  Z *  f  d k  i d 5 U . ( l ; ) c o s n t e * < 7 - 5 ) d | ; . l j ^ ± " f “ d i ; U , f e ) S : ^ e * ( 4 ) J .

Сопоставляя это  равенство с вы ражением для из(х ,1), получим

I M L : « ) ± t i S ± 2 ) 4 T d 6u , ( 4
f -оа по пар-ам 2 ZC x-ci (Л

= i i f c 5 9 ± M y i e + ^ 7 V o f e ) [ t 7 - t i 0 j  " 'i ,  ц,[^|

с̂

.2 ( Х - 4 £ ' '



Ц х .г )= -

.2 ( X - t f 1 ’

2с,

1 . (8.1.13)

Собирая, получаем

U ^x-ct)+U ,(x+ct) ^
2

. « Т ,  «4Ц ,
‘ - f S

В частности, при ©о ->  О отсю да следует формула д 'А лдабера т.к. 

1о(0)=1, ii(0 )=0 . Это соотнош ение мож но представить в  виде

U (x .t)=  iakexF(i{kx-ffl(k)t)]=  ia ^ e -  
k-k, k-k,

q=qi

^ei[i(M -cq(k„)0 ) I где kg
k| + 4 . Из

этого выражения следует, что оно может быть представлено в виде 

U (x ,t)= e '^ '^ ‘‘“*”“ ‘̂‘'’^ ^ ^ x  -  V opt) при условии

_к,-к| Л  
2я  *' 2 “ з

t « -
8 л

dk

где величину Vg,R= —

dk

назы ваю т выражением для групповой скорости

волны [1.1-3,17]. Таким  образом , понятие групповой скорости имеет огра­
ниченную область применимости. Л егко видеть, что в области применимо­
сти этой характеристики м еж ду ф у п п о во й  и фазовой скоростью  волны су­

щ ествует соотнош ение Vqr =  Vp„ +  =  v ,^  - . Ф азовая и группо-
dk  dX

вая скорости совпадаю т только  в средах с линейным законом дисперсии -
недиспергирую щих средах.



H.I.3. Э нергия и  и м п ульс  волн

Рассмотрим уравнение К лейна-Гордона и умножш а его на — :
5t

U 7 ^  I Ш

Зх  3 t ^  2  0 t 2  8 t  8х

1 ац 7  q7 ЗЦ7 ш7ц7

2 а  2 Эх *  2

 ̂ Э Г 1 a j 7   ̂ с7 э и 7   ̂ m ju 7

^2 Ш  Э 7 ц  q7 д

° а Эх7 2 а

Эх1 а Эх J

Рассмотрим далее волновой пакет (узкополосная группа волн), медлен­

но меняю щ ийся в пространстве и  врем ени U =  асо5(Ч'+ф). Тогда получаем 

[1. 1,2 ]

— ^ а с о з ( 'Р + ф /— со5(Ч' +  ф ) - — азт (Ч ^  +  ф ) - — а 5 т (Ч ' + ф)1'| +
5t dt ) )

^ = » Д = - к
a  Зх

u

- f a c o s { ‘P  +  ф ( — cos(4 ' +  ф ) -  ■ ^ a s in ( 'i ' + ф ) -  Masin(>P + ф )] +
5t V 5 t ot )  J

+ q7 | - 0 s ( T  + Ф 0 “ 7(Ч' + “  к jsinC 'F + <p)jj + ̂ | ( a 7  cos7(q- + ф))+

- c ’ A  ^ c o ^ q » + ф )_ ,^ Й + ш j^ s i ]< Ч '+ ф )J £ c o (Ч '+ ф )- i? £ -k j ls i l (^ F + ф ) j  = 0  

3 lna ., i „ ,  41Ц ,£ |« 1,££1? - £ '« | , ^ - е ' « 1;отбрасы8а9слаг-ые-е'и8ыш«
Л1п1 'Э1пх 3lnt



2  \  д х^  ^

Г(т7+с7к7),7+ссёа7’ 5 [ c W l Q

^  а
cV+Ccg 2 д

4 дх 2 2  " дх 2  7

П ервое слагаемое в привел )авнении представляет собой произ­

водную  по времени от плот ност и энергии  волны, а  второе -  проюводную 

по координате от плот ност и пот ока энергии  волны.

5 t дх

Это соотнош ение можно переписать в  другом  виде. Так как 

Jc o ^ + c V  с^кш 2 , с^кш 2

, Л  ----------

®0 с У ^2

(8.1.14)

= ̂ ^ S  = v,,.E,

то (8.1.14) принимает вил

^  + .!iX G R ^ = 0 .  (8.1.15)
а  5х

Это уравнение и его трехмерное обобщ ение справедливы не только для 

одномерного уравнения Клейна-Г ордона, но и в обшем случае [!.2].

8.2. К о нечн ы й  от резок. О дном ерны й случай . С т оячие волны  
О сновным методом реш ения задач с постоянными коэффициентами на 

конечном отрезке является м ет од  Фурье (метод разделения переменных) 
(не путать с методом преобразований Ф урье!!!) [111.26-31]. Здесь будет про­

иллю стрировано его применение для реш ения некоторых задач.
Напомним суть метода. Сначала ищ утся реш ения вида 

v (x ,t)  = X ( x ) T ( t ) , например, уравнения (8.2.1) при граничных условиях

(8.2.2). После этого реш ение задачи (8.2.1) -  (8.2.2), (8.2.3), ищется в виде 

суперпозиций полученных реш ений вида v „ (x ,t)=  X„(x)T„(t).



Оказы вается, что cynqjnosHioM  всегда м ожет быть подобрана так, что­
бы удовлетворялись начальные условия {8.2.3). Граничные условия и  само 
волновое уравнение удовлетворяю тся автоматически, посколысу каждое 
слагаемое суперпозищ ш  им удовлетворяет. В рамках данного курса мы бу­
дем интересоваться уравнениями, допускаю щ ими волновые решения. Про­
стейшим из них является волновое уравнение. Задача для волнового урав­
нения для одномерной среды

51  ̂ ах^

или уравнения Клейна-Гордона в  общ ем случае ставится при следую щ их 
начальных и  граничных условиях:

Ot ,_П Ot .  o t ОХ

(8 .2 .1)

(8.2 .2)

1. В иэчале рассм отрим  задачу (8 .1 .1) -  .(8 .1 .2) в  отсутствие ист 

Л х . П - О и п р и у с л о в и и а , - ш - и . - О . В , - В ,  =  В . - 0 . Ф - Т - 0 :

Ч=.-о(х)4 = 7 .( 4 7  v U - 0 , v U = O .
’ dt

(8.2.3)

Для реш ения этой задачи и  задач данного типа используется мет од Ф у­

рье (метод разделения переменны х) [III.26-3IJ. Решение задачи (8.2.1)-

(8.2.3) иш ем в виде v ( x , t )  =  X ( x ) T ( t ) -  Подставляя это соотнош ение в

(8 .2 . 1), получаем

1 д 4  _  2 1 д ^ \  
dt̂   ̂ дх̂  т X ах̂ ■

Две функции разны х переменны х могут бы ть равны друг другу тогда и 

только тогда, когда они одновременно равны одной и той ж е константе:

х 4 - с7т 4  =
* 7  Эх7

_ L £ I  ± £ 2 1 - -
Тс7 * 7  “  X dx7 "  dx7 '   ф7

Граничны е условия, очевидно, преобразую тся к в и ду  

T ( t)X (x ) |„ „  =  О , T ( t ) X ( x ) |„ ,  =  О Х (0) = О , Х{1) =  О

(8.2.4)



Таким образом, для пространственной части задачи мы приходим к за­
д аче Ш т урма-Лиувилля  {III.291- О бш ее реш ение пространственного урав­
нения системы  (8.2.4) и меет вид:

! \Х (0)=0
Х ( х )  =  а  sin (у Х х  + ф )  => а sin ф =  О => ф =  я п  .

X(x) = asin(VAx +  Tm) asin (V ^L + ra i)^0 = > a(-l)" sm V ^L  =  0= 'bsinV X L  = 0.

- 2^2
О тсю да VkL = лк ^  X = — j - ,  к е  N . У добно при решении данной за­

дачи искать нормированное пространственное реш ение, пользуясь услови­
ем

ilx 7(x,dx = .  ̂ = 1 => Ь = Д.
Lfl L g L  L n k g  L L  i L

Реш ение временной части системы (8.2.3) при этом имеет вид;

( t )  =  a i; s in  Ф ^ с 1 +  bj, cos c ^ X ^ c t  =  s in  co s .

Т огда функция

, , f  . я к е  , 5ikc Л - л к х  г о -><4Vi ( x ,t )  .  I^a, sm — t + b ,  co s— t Jsm  —  (8.2.5)

является реш ением системы (8.2.1), (8.2.3) при лю бых а^, Ьк (отметим, что в 
силу произвольности этих констант нормировочны й множитель простран­

ственного реш ения здесь снят). Очевидно, что обш ее решение системы

(8.2.1), (8 .2 .3) представляет собой суперпозицию  реш ений (8.2.5);

v ( x , t ) =  5 ^ ^ a k S i n . ^ t  +  b k C o s . ^ t j s i n . ^ .  (8 .2 .6 )

Реш ение (8 .2 .6) следует ещ е удовлетворить начальным условиям. Тогда

получаем V g(x) =  f jb u  s in — , v ,(x ,t)  = f a t  — sin— - Умножим no- 
k-i L Ы 1 L L

ЛПХ
следние соотнош ения на и проинтеф ируем  полученные соотноше­

ния о т  О д о L. О тсю да получаем выражения для констант гц,, b^:

J v o (x ) s in ^ d x  =  / f ; b k S i n ^ s m ^ x = - ! ^ !  =  = .^ J v o (x ) s in ^ d x ,
о L ok-1 L L 2 2 Lg L
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f v , ( x , t ) s i n i ^ d x  =  j i a k — sin — s i n ^  
0 L ok=i L  L L

n k c Ia fcS i^
= k=l_____

2 2

= — / v i ( x , t ) s m  — d x . 
raic 0 L

Решение (8.2.6) ассоциирую т с так называемыми ст оячими волнами, а 

отдельные слагаемые в  (8.2.6), соответствующ ие значениям к  = 1,2,3,... на-

зьш аю тмодами. Пусть, например, Vg(x) = Vgsin— v, (x)  =  О (эта задача

соответствует возбуждению акустической моды с номером m слева между 

двумя бесконечно вы сокими плоскими стенками). Тогда

а„ зО, Vn, Ь„ = Ь „  = — ,п = m ;b„  зО ,П 4̂ т = >  v (x ,t) =  —

2. Рассмотрим ту и

L L 

гных условиях Г1П.27)

+  0 4 v ( L , t )  =  O .

Применение м етода разделения переменны х снова приводит нас к сис­
теме (8.2.4), но с граничными условиями вида

С нова для пространственной части задачи мы приходим к задаче 

Ш турма-Лиувилля. П рименение условий (8.2.8) дает реш ение в виде

Х (х) = а 5ш ( Л 2х + ф )  S  а 7 х с о 5ф » 0 ^ Ф  =  |  + яп  .

.P.XJ »  , ,  .  ,

X(x) =  asin(Vxx + xn) а Д с о | ± L + |+ m i J + P 4a s i i ( , / x L + ® m J  = 0 .

О тсю да получаем  трансцендентное уравнение для определения собствен-



Ш.ГХ значений задачи Ху. f̂x sin >/XL -  cos ̂ JXL =  О ■JXtg'JXL =  Р4 . От- 

сюда имеемХ],(х) =  asin|^.^/£^x+  + jcnj = acos(,/£i?^x), а функция

V I, ( х ,  t )  = (а к sin (л/аГ^с! )+ Ь к cos { ф ^ с х  ))cos {-JXy  х )  (8.2.9)

является реш ением  системы (8.2.7), (8.2.8) при лю бых Эк, Ьк. Очевидно, 
что обш ее реш ение системы (8.2.7), (8.2.8) представляет собой суперпози­
цию  реш ений (8.2.9):

v(x, t) = 2  (эк s in {7 4  ct)+ bk cos{jx̂ ct̂ os{j\x). (8.2,10)

Реш ение (2.2.10) следует удовлетворить начальным условиям. Тогда 
получаем

V ](x .t) = c o s y ^ x ) .

У множ им пошгедние соотнош ения на cos[yfx^x)  и проинтегрируем по 

лученны е соотнош ения от О д о L . Отсю да получаем выражения для а„, К :

/у „ (х )с о а (Д Г х )!х  =  f  i b j  c o !(7 \x )co s(V ® x )ix  = |  I T f l  Z b ,S ,„= >

=> | v o ( x ) c o s ( ^ x ) l x  = -  
0 2

f V |( x , t ) c o s ( 7 k 7 x ) =  J £ a t . J l 7 c o s ( 7 4 k K  =>

Z b i 6 ,„  =

J v o ( x ) c o s ( 7 k 7 x ) l x .

О пределение вида стоячих волн при более слож ны х граничных услови­
ях производится аналогичны ми методами.



3. Рассмотрим запячу п  ч 

ными концами в среде без сопротивления, к к о то ро й  с момента t  = О прило­

жена распределенная сила с  плотностью  Ф (х.1)  =  Ф(x')sin©t [Ш.27].
В соответствии с выш есказанным, имеется смешанная задача для функ- 

цииз

d^s 2 Ф(;
, - ^ 2  (8 .2 . 11) 

dt^ дх  р

s(0 , t ) = 0 , s(l,t) = 0 , s(x,0 ) =  0 , —  
дх

= 0 . ( 8 .2 .12)

Известно [111.27,31], что реш ение неоднородной задачи вида

4 - = с 7 4 - + Ь - - 2 у ^ + а и т Ф ( х ) Т ( . )
дх^ д х  дх  5t

надо проводить так:

- функция Т  разлагается в  ряд  Ф урье  =  fjSF„exp(i©r,t) и ищется частное

решение уравнения (8 .2 . 11) в виде и =  ^ u „ (x )e x p (i© „ t) , удовлетворяю щ ее

фаничны м условиям (8 .2 . 12),
- путем подстановки этих рядов в (8 .2 . 11) получается обыкновенное дифф е­

ренциальное уравнение вида

-© nU . = c ^ . ^ - ^  + b - ^  +  2 i70x ,u . + a u .  + Ф (х ) 'Р _ , 
dx^ dx

для которого реш ается задача Ш турма-Лиувилля и находятся функции и„. 
При реш ении задачи (8.1.1) -  (8.1.2) будем рассматривать два случая: 

а. Частота внеш ней силы не совпадает не с одной из собственных час­

тот однородной задачи ю Ф т т с  /  L .

Будем искать частное реш ение (8.2.11) -  (8.2.12) в виде

s{x ,t)=  S (x )s in co t. П одставим э то  вы ражение в (8.2.11) и (9.2.12), тогда

+ — , S ( 0 ) . S ( L ) . 0 .  (8.2.13)
dx^ с^ То

где То -  натяжение струны.
Реш ение (8.2.13) имеет вид [Ш .27]



S(x) = ■ ‘  " ' " ^ W (C )sin  “  (L -  ’
“ L o s i n - L »  7 “ Loo

откуда

s (x ,t )  =  —  
©Ti s i n - L "

sin© t. (8.2.14)

Ф(Х) . . ЯШХ
-  + A _ s in -

2 ‘т ф (с )  , я т С  . я т х
= — J — ^ s i n ------- dQ , ортогональную  sm   на отрезке О < x < L и

L o  Tg L  L

перепиш ем (8 .2 . 11) в виде

d ^ s  2 Tg , Ч . Tg , nm x .
— — r  = -----!t-© (x)sm © t +  — A „  sm  sin © t , (8.2.15)

d x ^  P P L

В силу  линейности задачи можно представить функцию s в виде 

s (x ,t )  = v { x ,t )+ w (x ,t )  и разделить уравнение (8.2.15) на два

d ^ v  2 Tg . л т х  . /O T 1ZA
— 2- - С  — -  = — A _ s i n  s i n ©t ,  (8.2.16)

d x ^ P  L

^  = - — ф(х)5Ш  © t . (8.2.17)
Л - ' д х ^  P

О бщ ее реш ение уравнения (8.2.17) имеет вид [III.12]

л((х,1) =  — 5ш © 1|ф ( г ) 5т —{ x - z ) d z .  Частное решение уравнения (8.2.16)

будем  искать в виде v (x ,t)  = T ( t ) s i n ^ — , удовлетворяю щ ем условиям

(8 .2 .12) при л ю бы х T(t), Подставляя это выражение в (8.2.15) и имея в виду, 

что  © =  Tinc/L, получаем

® 4  + “ 7T(t) =  ^ l i - A „ s in « t .  (8.2.18)
dt р

Частное реш ение уравнения (8.2.18) можно искать в виде 
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T(t)-t[Acos<Bt +  BsinMt]. откуда после подстановки имеем; А  = -Т „ А „ /2 ю р  , 

В = О. В  результате

T(t) =  - 5 ± ! - t c o s < i ) t  = 0  w (x ,t)  =  - M s L to o s m ts in — . (S.2.19)
Z©p 2©P L

Окончательно получаем

s(x ,t) = Zs i n Щ, j _  M s L , c o s » , s j „  f S i . (8 .2 .2 0 )
© 0 с 2©p L

8.3. М н огом ерн ы е задачи. В олн оводы  и  резонат оры  
Задачи о распространении волн в волноводах (прежде всего, электро­

магнитных и акустических) представляю т собой примеры волновых про­

цессов в м ногомерны х ограниченных и  частично ограниченных системах.
1. Распространение элею ром агнитны х волн Е -  типа в  круглом вопно- 

воде с идеально проводящ ими стенками. [1.15,17].

Волновод  представляет собой полость (трубу) неограниченной длины. 

Вдоль одной из осей (для определенности -  z) возможно распространение 
бегуших волн, в поперечном направлении волна является стоячей, причем в 

общем случае волны в волноводе не являю тся поперечными. Волны, у  ко ­

торых Ег Ф О, Нг =0 называют волнами элект рического т ипа  ( £  -  волнами), 

а волны с Нг О, Ег =0 - волнами м агнит ного т ипа [Н -  волнами). Типы 
волн, которы е могут распространяться в волноводе, определяются путем 

решения уравнений

(8.3.1)

с соответствующ ими граничны ми и начальными условиями.
Будем реш ать задачу (8.3.1), методом Фурье, положив 

E(?,t) = E(x,y)exp[i(k^z-cot)], H (r,t)  = H(x,y)exp[i(k,z-cot)]. В результате сис­

тема (8 ,3 .1)  сводится к граничной задаче

ДЕ- s p ^ - k l  Е = 0  о  ДЕ + к^Е  =  0 ,  (8.3.2)

_ к 3  н = 0  ±  ДН + к 7 н  =  0 . (8.3.3)



П олож ив Ег?й о, Н г=0, ИЗ (8.3.2), (8.3.3) получим 

АЕх + к^Ех = О, ДЕу + к^Еу =  О, ДЕ^ + k^Ez = О,

ДНх + к^Нх =  О ДНу + к^Н у = О . (8.3.4)

С истема (8.3.4) долж на бы ть дополнена граничным условием для тан- 
гендиальной составляю щ ей электрического поля на стенке волновода 

E . ( S ) = 0 ,  (8.3.5)

где S -  уравнение поверхности стенки. Нетрудно видеть, что для определе­
ния компонент электрического и  магнитного поля достаточно одного из 

уравнений системы (8,3.4)

AE2 +  k7Ez = 0 (8.3.6)

О стальны е компоненты могут быть вьфажены через Ez с  использовани­
ем  уравнений М аксвелла. В цилиндрической системе координат уравнение

(8.3.5) имеет вид

Эг’  г 8 г г  Stp7 7

Полагая Ег(г,ф) =  К (г)Ф(ф), получим

^ l a R  R a ^ Ф  i а Ы  i aR  i i a ^ o  2
Ф - ^  + Ф--------+ ̂ — ^  + кЖ Ф  = 0  = >  г  + ----- Г- + -Т ------- 5- + к^ = 0 =>

ar^ г ar Эф  ̂ R  дг^ rR  or Ф ap^

r ^ a ^ R  r o R  2 2 1 r - a ^ R  r S R  2 2 2 1  ^ Ф  2_
=>------ - + ------- +K r = ---------------  r + --------+ x  r^ = m  s -----------5- = m^=>

R R a- Ф  ap '' r  R  ar ф  a?^

^ - ^ - ^  + т ^ Ф  =  0 .  (8.3,8)
аф^

О бш ее реш ение уравнения (8.3.8) имеет вид ф (ф )=  Фд з т ( т ф  + ф „ ,) .  Это 

реш ение в силу условия однозначности должно быть периодическим по ф с 

периодом 2 л, откуда m  -  целое.

4  +  - — + ( к 7 г 7 - т 7 ) ( = 0 .  (8.3.9)
аг^ г аг  ̂ ^

Общее реш ение уравнения (8.3.9) имеет вид 
R (r) =  A J„ (K r)+ B K 0 K r). (8.3.10)

Из условия конечности функции в (8.3.10) R(r) следует, В =  0. Тогда ча­
стны е реш ения у равнения (8.3.7), соответствующ ие числу т ,и м е ю т  вид



ЕгСг.ф ) =  Jnj{K r)sin(m <p +  ip ,jj), (8 .3 .1 1 )

Из п олной системы уравнений М аксвелла получаем

r a r a p f e  г а г й р

т а  г d(f> d z  н ,= 0  т а  г 5ф

T f 4 M : 5 - f H № - S H f g * l v i k | .

Из второго уравнения этой системы, равенства коэффициентов при к в 

третьем уравнении и выражения (8.3.11) следую т выражения для Нг^:

Н Дг,ф) =  - ^ ^ ^ З д ,(к г )с о з (т ф  +  ф ^ ) ,

Нф{г,ф) = - ^ ^ ^ ^ ^ з ш ( т ф  +  у ,^ ) .  (8.3.12)

Из первого уравнения этой системы , равенства коэффициентов при к  

во втором и вьфаж ения (8.3.11) следую т вы раж ения для Ег.^;

Е,(г,ф) =  - ^ 5 ш ( т ф + д „ ) ,  Е  ( г ,ф )= -^ ^ 3 ,п { к г )с о 4 т ф + ф „ ). (8.3.13) 
к  dr к г

Значения параметра к  определяю тся из ф ани чны х  условий 

Е,{а,ф) = 0 ,  Е ,^ (а ,ф )= 0 . (8.3.14)

Отсю да имеем к ^ а  =  , где -  л - й корень m - й функции Бесселя.

Фазы ф т  определяю тся условиями возбуждения волн.
Видно, что распространение волн возможно, если 

к ,  =  €  R e  = 3 .  >  c ^ j ^ „  / а -  -

Отсю да, в частности, следует, что у волноводов существует ф ани чная

частота ©д ниж е кот орой распрост ранение воин в  волноводе не­

возмож но.



2. Стоячие акустические волны в прямоугольном оезонэтовСх 
Часть пространства, ограниченная со всех сторон стенками, называется 

резонат ором . Распространение акустических волн в прямоугольном резо­
наторе с непроницаемыми стенками описывается уравнением [П.56,60]

^ - n L v ^ v - O .  (8.3.15)

Будем  снова реш ать задачу методом Фурье, положив

v (r ,t)  =  u (r)exp [-io )t].

В результате уравнение (8.3.15) сводится к граничной задаче (скорость
части ц на стенке равна нулю):

(зУ аУ сД (Д
д у + _ у  =  0 о  Av,, + у = 0 , Ду + _ V =0, Av, + ^ v  = 0 ,  (8.3.16)

» L  u L  '  u L  ’ u L

v . ( o ) - v . ( l , ) = 0 ,  V,(0)=.V,(1,) = 0 ,  v , (0 ) - . . ( l j ) . O .  (8.3.17)

Реш ение задачи (8 .3 .16)-(8.3.17) и меет вид:

/  1 л -  ^Ш| лпа raigv ,^(x ,y ,z) =  A s m — i-x co s— ^-ycos— - z ,
li h  h

( Ч Т Ш |  .  7 Л 1 - )  Т С П ч
x ,y ,z j  =  B co s— t-x sm — ^ y c o s — - z ,

i, 1з 1-

v^(x ,y ,z) =  B cos— x c o s ^ ^ y s i n  — 2 . (8.3.18)
b  h

9. В О Л Н Ы  В  Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х  С Р Е Д А Х  
А нализ распространения волн в неоднородных средах можно провести 

аналитически для значительно более узкого класса задач, чем в однород­

ных.

9.1. П рим ер  реш аем ой  задачи  
Рассмотрим распространение монохроматической электромагнитной 

волны в плазме, концентрация которой меняется линейно п =  ngZ при отсут­
ствии поглощ ения. П роцесс описы вается системой волна -  электрон атома

£ Ё _ £ 1 £ | . 0 , ш 4 4 п £ . е Ё .  ( 9 .U )
Eg & 7 * 7  ' dt

В соответствии со сказанны м будем искать реш ение системы (9.1.1) в

виде Ё = Сде"'"". П ри этом  задачу можно реш ать последовательно, вначале
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находя вы нуж денное реш ение второго уравнения этой системы {амплитуда 

собственных колебаний при условии q  «  © практически несущественна). 
Оно имеет вид

е Ё « е - ® '

m i©  +  iy© )
Дипольный момент единицы объема равен Р *  Х®? - а э. 

дукция D  *  еЕ . Тогда проницаемости им ею т вид 

1 W n T « e ,  4 „ е 4
г = 1 - -

© +iy©

В результате первое уравнение (9.1.1) перепиш ется в виде

d"E © ?  у, d-'E  _ 
—; - + е р ^ Е  = 0 =>—  
d r  dz^ с2

3 W n , ; ) -

Будем считать волну плоской И обозначим Z| тогда

£ £  + £ 5.1 Е = 0 :
dz^ I

>  ----------- + ^ ( z ,  -  z)E = О =
d ( z , - z f  c 'z ,

c^z,
( z , - z ^  + 5E = 0 .  (9.1.2)

Будем реш ать уравнение (9.1,2), используя преобразование Фурье, 

представляя напряж енность электрического поля в виде

Е ( 0 =  / E ( k ) e « d k ,

Е(к) = ^ ( Е ( 5 ) е - - Ч 5 .

Подставляя первое соотнош ение в (9.1.2), используя правила диффе­
ренцирования преобразования Ф урье [111.28], получим

£ + ^ |/ Е ( к ) е « б к = о Д ] _ ? Е ( к ) ( 1 к ) 7 е « < 1 к + Е ( к ) |  - J 5 ± ® d k = 0 .



Окончательно имеем 

d E (k )^

dk
- + ik -'E (k) =  0 . (9.1.3)

Реш ение этого уравнения имеет вид 

Е(к) = С ехр(- ik^ /  з ) .

Возвращ аясь к исходнь!м переменным, получаем с учетом нечетности си­

нуса

.  - . ( Н
= А ' f е  ̂ ^dk = AЕ ( 0 = А ' J y - - k i j d k - i f s i n ( 4 i - k d d k

dk =  А • A i ( - 5 ) .

А симптотики функции Ai(z) (функции Эйри) имеют следующий вид 

[111.18,24]

E f e ) -

7 |5|

Хорош о видно, что поле экспоненциально затухает внутрь среды.

9.2. П р и ближ ен ны е м ет од ы  анализа  волн овы х процессов 

Реш ение даж е линейных уравнений, описывающ их тот или иной 

волновой процесс, далеко не всегда м ожет быть получено точно, что связа­
но со свойствами сред. В таких случаях для описания волновых процессов 

надо применять приближенные методы, часть из которых приведена ниже.

9.2.1. М ет од п ослед оват ельн ы х п риближ ен ий  
М етод последовательных приближений для распределенных систем 

аналогичен м етоду итепяггий для систем с сосредоточенны ми параметрами. 

Рассмотрим этот метод в применении к задаче о формировании стоячих 
волн в консервативны х системах с коэффициентами, зависящими от про­
странственны х координат.

У равнения, описы ваю щ ие волны данного тип а (их  часто называют ко­
лебаниям и е распределенных системах (более того, и  последнее словосоче­
тание часто  опускаю т)) м ожно представить в форме 
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дЧ -

где А (х) —  квадратная матррща с коэффициентами аа(х), L -  операторная 
матрица, элементы  которой являю тся линейными дифференциальными 
операторами вида

Полагая

G(x,t)=y(x)exp(ifflt).

где ® - действительное число, для п-й собственной формы уа(х) получим 
уравнение

L y . -А (х )« .’ у .  . 0  (9.2.2)

С ф аничны ми условиями

A ( x ) - ^  +  L u * 0 ,  (9.2.1)

л

. А  ‘

—  \j
х-1

(9.2.3)

Наименьш ую по величине собственную  частоту ©, и  соответствующую 

ей собственную ф орму У[(х) мож но найти следующим образом. Выберем 

произвольно некоторую  вектор-ф ункцию  f ( x ) .  Чтобы метод быстрее схо­

дился, ж елательно, чтобы вектор-ф уню ш я f (x )  удовлетворяла граничным 

условиям (9.2.3) и бы ла б лизка к  искомой функции У ] (х ) . Вектор-функция 

следующего приближ ения f,(x ) находится как реш ение неоднородного 

дифференциального уравнения

L f ,= A ( x ) f .  (9.2.4)

Решение этого  уравнения с граничными условиями (9.2.3) можно вы ра­

зить через матричную  ф ункцию  Грина G (x,^):

?,(х) =  | о ( х , к ) \ Й ) ? ( э а к .  (9-2.5)
о

в  ряде задач функцию  G (x ,0  удается найти аналитически. Повторяя ту  же 

операш оо над  вектор-ф ункцией f , ( x )  и т.д. получим вектор-функцию m 

го приближения



?2(х) = |G (x ,^ )A fe)f,(^ )d4  4 "  f „ ( x )  =  j G ( x , 4 ) \ ( 4 f „ _ , m  - (9.2.6)

Покажем, что д ля достаточно больш их m 

. С „.f „ ( x )  =  Сп,У|(х), С „  =  const; lim  = о>?. (9.2.7)

Пронумеруем все собственные частоты системы в порядке возрастания 

их величины и разлож им функцию  f (x )  в ряд по собственным функциям 

Уп(х):

f ( x ) =  l a j y j ( x ) . (9.2,8)

Подставляя (9.2.8) в вы раж ение (9 .2 .5) для ? ,(х ) и учитывая, что 

)G(x,K)AfeSlj(K)dl; =  £ ^ ,

получаем

f i ( x ) = i - ^ y j ( x ) ^ f 2 ( x ) = i % . ( x ) “i ' f , , ( x ) = i 4 0 y ^ ( x ) .  (9.2.9)
j-i© j j-i© j j=i®j

Выраж ение (9.2.9) можно п ереписать иначе:

а |У )(х )+  S a j У ф )
J=2 .“ j >

(92.10)

Из этого выражения следует, что при достаточно большом m и Q| вто­
рой член в квадратны х скобках будет мал по сравнению с первым членом, 

т. е. утверждение (9.2.7) справедливо.

Для определения второй собственной частоты ©2 и соответствующей ей 

собственной формы У2 (х ) необходимо вектор-функцию нулевого прибли­

ж ения f (x )  и всех последую щ их приближений ортогоналю овать к вектор- 

функции z , ( x ) , представляю щ ей собой первую  собственную  форму сопря­

ж енной краевой задачи. В  каждом конкретном случае функция 2 ,(х )  может 

бы ть легко вы ражена через функцию  У |( х ) .  Вследствие ортогональности
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вектор-функций fg(x) и  z ,(x )  постоянная a i, в вы ражении (9.2.10) будет 

равна нулю и вектор-ф ункция f „ (x )  будет стремиться к  СшУ2( х ) . Опера­

цию ортогонализащ ш  мож но проделать следующим образом. Добавим к 

некоторой вы бранной функции f (x )  функцию y j(x ) ,  умноженную на та­

кой скалярный м нож итель р, чтобы / ( z ,( x ^ ( x ) + P y i ( x ) |jx  = О . Вектор-

функция первого приближ е­

ния f,(x ) определяется как 

решение неоднородного 
уравнения (9,2.4), в правую 

часть которого вместо 

функции f (x )  ставится 

ФУНМЩ! f ,( x ) = f ( x )  +  P f,(x ). 

Хотя можно убедиться, что 

вектор-функция f ,(x )

должна быть ортогональна к  вектор-ф ункции Z j(x ) , при практических рас­

четах вследствие разли чного  рода погреш ностей ее следует снова ортого- 

наяизировать к  функции z, ( х ) . П родолж ая итерации дальше, можно при­

ближенно найти собственную  функцию  и частоту Уг(х) и ©2-

Аналогичным путем  в  принципе можно искать и более высокие собст- 

вен ш е  частоты и соответствую щ ие нм собственные функции. Однако при­
емлемая точность вы числения обеспечивается лиш ь для низших частот. 

Основная трудность при  использовании м етода последовательных прибли­

жений заклю чается в вы числении функции Грина. Найдем, например, 
функцию Грина для поперечны х изгибных колебаний неоднородной балки 

прямоугольного сечения (рис. 9 .2 .1). Такие колебания описываются урав­

нением

О , (9.2.11)

где u(x,t) -  см ещ ение каж дой точки поперечного сечения с координатой х 
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от положения равновесия, р(х) -  погонная масса балки (м асса балки на еди-
h(x)/2

ницу длины ), Е -  модуль Ю нга материала балки, 1(х) =  Ь (х) |  т| dr| -
-h(x)/2

м ом ент инерции поперечного сечения с координатой х  относительно оси 
проходящ ей через центр масс и параллельной оси г. Граничными условия­
ми д ля консольной балки д лины  1 будут

да
u (0 , t )  =  0 , —  = 0 , ^

Эх

Э и

Эх^
= 0 ,

Эх'
=  0 . (9,2.12)

П одставляя в (9 .2 .11) вы ражение u (x ,t)  = y (x )ex p (i© t), получим сле­

дую щ ее уравнение для у(х): — ^  
dx*'

Е1(х) d 0 1 р(х) 2 — 2- 1 — L  =  JlL _L ©2 _ функция Грина 
^ E I ( O ) d x 0  Е1(0) ^

долж на удовлетворять уравнению  с  граничными условиями

<|7 E W d ^ o '

dx7 (Ei;o)dx7^
| = 5 ( х - ^ ,  G (0 ,^=0, —  = 0 ,  ~  = 0 . = 0- (9.2.13)

Обозначив Е1(х)/Е1(0) =  е(х) и интегрируя уравнение (9.2.13) с учетом этих 

условий, последовательно находим

' . ,d ^G ' 
е ( х ) - ф  

dx''

„  „ I * -  ,  .d^G  x < 5 J “'d G
= 6( х - 4 ) ^ е ( х ) ^ = /  „ ,= 5 “  =

d*7 [ о, х > 4  dx
’‘ф

> о ( х , 4 )=
х < 5j f n ^ d T i d S ,

0 0

00 е ( п ]  о ф )

9.2.2. А си м п т о т и ч еск и й  м ет од  
Этот метол используется для получения оценки больш их по модулю 

собственных значений той или иной краевой или смеш анной задачи. Этот 
метод идейно близок м етолу ВКБ. Рассмотрим граничную задачу

Эй -
(9.2.14)



U(G)= S j  A,

где

•' 5xJ
(9.2.15)

Эх"’ “  Эх-"-'  Эх ■
Применим к системе (9.2.14) -  (9.2.15) преобразование Лапласа по вре­

мени, умножим получивш ееся уравнение на (а *"’*)'' п получим

8S ^ .  .(л » ) -
—  = L u  => s y (x ,s )= L y  э
dt

> А , (X )  + ... + А  .  ( х ) у  =  sB (x )y
dx “  dx “

с граничными условиями

U & .s )= I А , 4 ! ! “ =  0
‘  d x ' „ е  '  а х '

(9.2.16)

(9.2.17)

Решение системы (9.2.16), (9 .2 .17) следует искать в виде суперпозиции

частных реш ений уравнения (9.2.17): y,j{x) = exp (Р „ (Ф 5 " а '/Ч х ) ,

где Pij{x) - j  - ое значение функции (sb j(x )£ '"  , i = 1,п , j  = l,m  . Подставим 

ЭТИ соотнош ения в уравнения (9,2.16) и приравняем друг другу слагаемые 

при одинаковых степенях s:

.  s‘ : b,(x)u<»l =  В(х)й<“) э  ц?> А О, а™  = О, к А i ,

-в(х)а£

f a , f e k

-  ° г М Ь | ( х ) Г ~ '7 '7 "  Г_ J _ ) s „ ( 4 ) d i ' | .
b , ( x ) - b , ( x )

(9.2.18)



Здесь а 0 х )  -  компоненты матрицы А ,{ х ). Чтобы  получить надо 

приравнять слагаемые при р ‘' ^ .  П ри этом также находятся функции 5[j.*, 

П родолж ая, м ож но получить решение с  лю бой степенью  точности.

О бш ее реш ение уравнения (9.2.16) имеет вид

у ( х ) = 2 |С у У у ( х ) .  (92.19)
i=ij=i

Зная Уц(х), мож но в соответствии с (9.2.15) составить характеристиче­

ское уравнение и вы числить собственные значения. Далее определяются 

константы  C|j и  соответствую щ ие собственные функции.

•  С луч а й  т = 2 .  С истема (9 .2 .1 4 ) -  (9.2.15) принимает вид

^  +  а „ (х )у ,  + а „ ( х ) у г  = sb ,(x )y „

-® ^  +  a2 i(k)y i +"22(х)у2 = 5Ь ,(х )уг,
, ОХ

(9.2.20)

а ,у ,(о )  +  а 2У2{о)=  О, 0 ,у ,( 1) + 02У2(О =  ^  ® частное реш ение системы

(9 .2.20) им еет вид у у (х )= е х р £ s  i = l;2 . Подставим

это реш ение в (9.2.20) и  сократим получившиеся уравнения на

!xpj^s(b,fe)d!;

f s -

dx
a (s(b ,(x ) -b ,(x )) + a „ (x ) )u ! r4 a ,2 { x > S ’

f  ( s ( b ,( x ) -  b ,(x ))  +  a,,(x))u<:>  + a „ ( x ) u t>

= 0,

(9.2.21)

П риравнивая друг другу слагаемые при одинаковы х степенях s, полу­

чим цепочку уравнений, из которых последовательно определяю тся функ-

»!i"’ (x): uSi“’ = 5 n e x p [ ^ - ja , i ( l ; ) d 5 j ,  u g  = 3 ,(x )e x p j^ - f a u ,(5 > l l ; j .

a,x(x)
* % ; ( х ) - Ь , ( х ) "

« Р  -} а к к й > 1 5  .гд е



с  точностью  до слагаемых первого приближения получаем 

/  ч ^  f ,  S t(x ) 'l  /Ьь,(§)-а,(4))1« С : а .( х )  /(sb,(|)-a4fe)>l
у Д х) =  С ; 1 + ^  е» +  — /  3 / т Ф  • (^-2-22)

I  S j  S b i{ x ) - b j ( x )

Здесь i, j  =  1 ;2. Решения нулевого приближения yj i и У22 это  две невзаи­
модействующие волны, распространяю щ иеся 2ф у г  напротив друга. В пер­

вом приближении возникаю т встречны е отраж енные волны y i2 и  угь

Подставляя (9.2.22) в граничные условия к уравнению  (9.2.20), получа­

ем линейную однородную систему для коэф фициентов C i и Сг:

а .2 (0 )

ь ,( о ) - ь ,( о ) .
С ,

С, а ± 0 )

S ь , ( о ) - ь , ( о )  

С2 а „ ( |)

а Ь ,( |) -Ь ,(1) '

= 0 ,

ц,.м

7[ i(sb2(5)-a,2(5))d5
О

Условие наличия нетривиального реш ения этой системы;

C .fe+ L L а ,2(1)
Ь,(1)-Ь,(1)

< 2 ,а + “ а ‘ Р2а2,0)
S 1Ь2(1)-Ь,(|)

+ 2= 2(1)

ь ,(о )-ь ,(о )

Это условие позволяет в принципе вычислить собственные значения s, 

s a ,[b 2 (o ) -b ,(o ) l+ a 2 a ,,(o )
а решение (9.2.22) феи етих значениях s и с ,  

определяет собственны е функции системы.
П р и м ер  1. С обст венны е колеб ания  неодт Продольные

колебания неоднородной балки описы ваю тся уравнением



где u(x,t) -  смещ ение части ц от положения равновесия, р(х) и
S(ic)

g(x) = b (x ) |E d s  -  погонны е масса и упругость балки, Е  -  модуль Юнга, 
о

Граничны ми условиям и для балки длины I, где один конец свободный, бу­

д ут  u (0 ,t)  =  0 ,  —  = 0 .  П усть u (x ,t) =  y(x)exp(io)t), тогда

dx7 dx dx ' 7
(9 2 .2 4 )

г д е  k ( x )  =  ( o , / p ( x ) / g ( x ) . Ч а с т н ы е  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (9 .2 .2 4 )  ш ц у т с я  в  виде

у,.2 ( х ) = е х р  + ijk (5 )d 5

d  у  d i n g  d y  2,

dx7 dx  dx
k7(x) =  0

i ( i » r " u i ? ( x ) ,
.1.0

,, .(x )-= x i]± iiK t)i5 ]_ i(i.) '- .(?(< )

>B одинвкоаыхстепен

u i3 (x ) =  lp(xMx)]
;) = ± H (x)ug(x) '

1 d ^ k  1 d ^ g  \ (  I d g V  3 |7  1 d k f  

k (5 )d 5 7 L g (5 )d 5 7  2 i g ( 5 ) d 5 j  2 U f e ) d d

Т.Д. П о л о ж и м  у (х )  =  С ,у ,{ х )+ С 2У2(х ) и  п о д став и м  в  г р а н и ч н ы е  ус л о в и я , то­

г д а  п о л у ч и м

С | + С г  = 0 ,

ч Г Ч О .  1 du{-

да
» J I

(i© )"  kCOO©)”  dx

(l)  1 d u '“

(i© )"" k { l ) ( i© ) “  d x

В первом приближении пол

dx U ,

1Ктеристическое уравнение 

(2m + l)a 1 J ln f a i  
к(|) dx

- 2Н(1)

где m  =  1,2,... . П ервое слагаемое в  вы ражении для собственной частоты 
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совпадает с соответствую щ ей собственной частотой однородного стержня, 
в котором  фазовая скорость распространения волны равна

W p (4 /g w < ix , а  второе слагаемое определяет поправку к  ней :

счет неоднородности сечения. Собственные ф ункщ ж  принимают вид

' ■ ' ■ К Я '

где lt„ (x )  = (i)„7 p (x ) /g (x ) .

П рим ер 2. Э лект ром агнит н ая  во лн а  в  среде с п ла вн о  м ен яю щ ейся  
диэлект рической проницаем ост ью . Рассмотрим распространение моно­

хроматической электромагнитной волны в  среде с диэлектрической прони­
цаемостью, плавно меняю щ ейся вдоль оси х и  магнитной проницаемостью, 

равной единице. В результате получим уравнение [1.2]

= 0 C9.2.2S)
Эх-

с условием Э 1 п г /Э 1 п х « 1 .  Б удем полагать волну монохроматической и 

интересоваться ее стационарным распространением; Е(х, t) = Е(х)е‘“'  + к.с.:

+ =  (9.2.26)

Сделаем замену Е{х) = expj^J iidx j . В результате из (9.2.26) 

получим уравнение Р иккат и  udx j  j  + s(x ) expj^J udx j  ̂  0 =:>

^^ex [|^ iu (]x j + u^exi|^ |udxJ+ ^£(x )ex i|judx j-0  :r:> ^  + + kV x) = 0- (9.2.27)

В плавно неоднородной среде имеет место условие

 -
е (х )  dx к е (х )  dx е (х )  dx

вое число к  является большим параметром. В соответствии с этим будем
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искать реш ение уравнения (9 ,2 .26) в виде ряда по к  [1.2] (аналог В К Б  -  г, 
б л и ж е н и я  в квантовой механике [11.42]):

u (x )  =  kUg(x) + u ,(x )  +  - ^ ^ ^  +  ... (92.28)

Подставляя (9.2.28) в  (9.2.27), получим 

^ j^ k u o (x }  + U i(x) + j  +  |^1шо(х) +  u ,(x )  + к V x )  =  О . Тогда

•  в  п о р я д к е  к^: k 'u 0 x ) ^  + к ^ е ( х )  =  О => U g(x ) =  ± \ ф ( ф ;

•  в  порядке к ’: +  2 k u o (x )u ,(x )  =  О =>

2 u o (x ) dx 2 d x ' '  ^  ^

Знаки в  реш ении uq соответствую т прямой и встречной волнам. Воз­
вращ аясь к исходным переменны м, имеем  окончательно

‘“ 1 V 4 4 O 0  . (9.2.29)

О тметим , что т.к. в этом приближ ении А;В =  const, то рассеяния волн 
на неоднородностях и преобразования энергии волн друг в друга не проис­
ходит.

9.3. П ериодически  неоднородны е среды  
Снова рассмотрим цепочку RLC - контуров с емкостной связью. При­

меним правила К ирхгофа  к п - му узлу  и к п -  м у контуру.

В новь положим характерны й разм ер отдельной ячейки равным 1 и бу­

дем считать пространственный м асш таб движ ений в  цепочке много боль­
ш им 1. Считая емкость меняю ищ йся вдоль цепочки, мы можем записать

a i( x , t )  ^  i a q ( x , t ) <i<’‘-t)=C(x)i)(x.t)g i(x ,t )  _  С (х )Э Ц (х ,!)

Эх I a t ^  Эх 1 a t '

J ,  qn-i(t)-«q(x-I.l)*q(x.l)----

I „ R _ L ^ - i i L . k i a z L  =  o



> I f x . l ) R - l , £ f e 0 ^ i L f c t )  _ , ( x , l )  { 4 о ] , _ ф ф
a  c(x,t) c(x,t) Эх

*  ' ' i  1 a
емкость, индуктивность и сопротивление единицы 

С(х) ,  L R
с (х ) ------j— J -  у , г  -  Y  , приходим к телеграфным уравнениям

Sx а

Дифференцируем второе уравнение системы (9.3.1) по координате и 

воспользуемся первым, тогда получим волновое уравнение с переменными 
коэффициентами

Пренебрежем потерями в линии и введем обозначение vg = l/fC o . Раз­

ложим выражение для ем кости в  cos -  ряд Фурье

с(х) = Z®n cos(nK x).

Будем искать реш ение у равнения (9.3.2) в виде 

U(x.t) = u(x,t)e'“ '.

В результате приходим к уравнению  Х илла

d ^ U (x ,t)
— V ^  + — ,  U (x ,t )  = 0 .  (9.3.3)

dx^ ч]

Если в разлож ении для с(х) отличны а г  нуля только коэффициенты Со и 
Ci, причем Cl «  Со, приходим кур а вн ен и ю  Матье, решения которого анали­
зировались ранее. О днако в этом  случае зонам параметрической неустойчи­
вости соответствую т так называемьсе зоны непропускания -  волн с такими 

параметрами не сущ ест вует  [1.2,8; 11.49,57].
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10. Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  в о л н ы .  Т И П Ы  Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  ВОЛН
Н елинейны е волны удобнее всего классифицировать по характеру 

взаимодействия д руг с другом. М ож но выделить три класса: прост ые волны 
(интерферирую т), солитоны  (взаимодействие сводится к  асимптотическому 
сдвигу ф аз волн), автоволны  (полностью  или частично аннигилируют).

10.1. П рост ы е волн ы . У равнен ие Р ом ана. У равнение Бюргерса
10.1.1. У равнен ие Рим ана  

Б удем  полагать, что в линии передачи, рассмотренной в  разделе 9.3, 

ем кость конденсаторов нелинейно зависит о т  напряжения с =  c(CJ), а  потери 

отсутствую т (г ->  0 );

д х  а  дх а

Б удем искать реш ение системы  (10.1.1) в виде так называемой простой 
волны  [1.1,2,16,17;11.56,58] в которой различные переменные изменяются 

пропорционально друг другу I =  I(U). Т огда имеем

»  4 g(u,±L. “  4 = о i  .  о ( 10 . 1.2 )ди дх а ди а дх а Эк
где u (U ) =  VyjCc(lJ) . Это квазилинейное  уравнение (не содержащ ее нели­

нейны х функций [1П.30] относительно производных) называют уравнением  

Р им ана  [1.2]. Знак «+» соответствует волнам, бегущим вправо, знак «~» 

бегущ им влево.
А налогично уравнения, описы ваю щ ие одномерные нелинейные волны 

на несж имаемой мелкой воде без учета трения, также могут бы ть сведены к 

уравнению  Римана

а  а  а  а

а а а dvi5 а) а
П ереходя здесь к переменной 4 =  х +  , имеем окончательно

$ ^  +  и ( ¥ ) ^  =  0 , гд е и (у )  = 
dt

В качестве третьего примера опш пем однорядное движ ение автомо­
бильного потока в отсутствие светофоров [1.16]. Пусть число автомобилей,



проходящ их через данную  точку шоссе в единицу времени (поток), равно q, 
а линейную  концентрацию  автомобилей (число автомобилей на единицу 
длины) как п. Если нет источников и  стоков (число автомобш>ей на трассе 
сохраняется), то концентрация потока должна удовлетворять уравнению  
непрерывности, в приближ ении простых волн вновь сводящееся к  уравне- 
ншо Римана

дп dq ^  ч=ч(°) on ,  ,Э п  ^ . . л  ,
_  + ̂  = 0 ^  + u ( n ) — =  0 .  (10.1.3)
а  о х  u(n)=dq/dn Ot OX

То же уравнение будет получено в следующем разделе при описании 

слабых ударных волн в газе без учета процессов вязкости и теплопроводно­

сти.
Уравнение (10.1.3) удобнее всего реш ать мет одом характ ерист ик  [1.2, 

111.30]. Введем понятие характ ерист ики дифф еренциального уравнения  

[111-30]. Для этого рассмотрим квазилинейное уравнение

И пусть функции а^(х,п), Ь{х,п ) принадлеж ат к классу С ‘ на некотором от­

крытом множестве G пространства переменны х X, П , причем на этом мно­

жестве Z a ? ( x ,n ) 5i  О - П усть п = п (х ) - решение уравнения (10.1.4), опреде­

ленное в некоторой области D пространства переменных х , х =  х(т) - кри­

вая, лежащая в D. Тогда, рассматривая реш ение П =  п ( х )  на этой кривой, 

получим функцию  е (т)  = п (х (т )). П одберем кривую х = х (т) так, чтобы ее

касательный вектор —  в каж дой точке был равен а(х(т),Н (т)). Для этого 
d t

| ( х (т ) ,Е (т )),1  = !...К  Д и ф ф еренш -
ат

руя функцию  Н (т), получим:

d r i.jSXj dx i=idXj dx

С ледовательно, иском ая кривая К = х(д) в пространстве X должна быть



такой, чтобы уравнения х =  х (т ), п -  Е (т)  определяли траекторию  системы 

обы кновенны х д ифф еренциальны х уравнений:

^  =  а ,(к ,п ), i =  1...N; ^  =  Ь {х ,п ). (10.1.5)
а т  ат

С истема уравнений (10.1.5) назы вается характ ерист ической системой 

уравнения (10.1.4), а ее траектории в  пространстве переменных X , п - ха- 

ракт ерист икам и  уравнения (10.1.4). П одчеркнем, что параметр т иа харак­

теристике уравнения (10.1.4) определен лиш ь с точностью  до постоянного 

слагаемого. Кроме того, согласно наш им предположеш 1Ям, функции 

а ,(х ,п), Ь{х,п) принадлежат классу С ’ на множестве G , поэтому для системы 

уравнений (10.1.5) вы полнены условия теорем существования и единст­
венност и. Обоснованием корректности м етода характеристик служат две 
теорем ы  [III.30];

Теорема 1. Если поверхность S; п = п (х )  класса С ' в пространстве пе­

ременны х X, п такова что, какова бы ни была точка (хд,По) ^  S, характе­

ристи ка уравнения (10.1.4), проходящ ая через (хд,По), касается S в этой 

точке, то S является интегральной поверхностью уравнения (10.1.4).

Теорема 2. Пусть п = п (х )  - реш ение уравнения (10.1.4), определенное 

в некоторой области D, х =  х (т), п =  е (т )  ( а  < т <  0 )  - реш ение системы

(10.1.5). Если при этом кривая х  =  х(т) ( а  < т <  0) леж ит в D и 

Е (тд )= п (х{то )) , то п(х(т)) = н (т д ) . Теорема 2, таким образом, утверждает, 

что  лю бая интегральная поверхност ь уравнения  (10.1.4) образована неко­

т оры м семейст вом характ ерист ик.

Рассмотрим далее уравнение (10.1.4) и пусть S: х = 4 (^1, - Л ы - 1) -р е гу ­

лярная N-1 - мерная поверхность класса С ' без самопересечений, параметры 

изменяются в некоторой области Т, П д(т |,...,% _1) '  функция 

класса С ’ на Т. Будем реш ать задачу Кош и для уравнения (10.1.4) с началь­

ным условием

п (Д ц ,.. . , ,н - ,) ) -п .( т , .- ,х „ - ,) -  0 0 -I-6 )

Геометрический смысл задачи  Кош и (10.1.4), (10.1.6) состоит в том, 

чтобы в  пространстве переменны х х ,  п через N  - 1-мерную  поверхность Q:
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X = 1(т, Tn_ J  n =  Пд(т, Tn_,) провести гштегральную поверхность

п = п (х )  уравнения (10.1.4). В силу теоремы 2 всякая характеристика урав­

нения (10.1.4), проходящ ая через любую точку поверхности Q , леж ит на 

искомой интегральной поверхности п = п (х). Проведем через каждую точ­

ку поверхности Q  характеристику уравнения (10.1.4). Параметр т на ней 

выберем так, чтобы при т = О она проходила через точку поверхности П. 

Уравнения этих характеристик можно записать в виде 

Xi=4^M(ri,-..,TN-l);no(Tl,---,tN-l))n = E(T,|(T,,...,TN_i),no(T|,...,t;,_i)). (10.1,7)

Здесь X, =  (pj(t,Xo.no), i =  I..N ; n = Е(т,Хд,По) - непродолжаемые реш е­

ния характеристической системы i  =  a ,(x ,n ) ,i  =  l . . . N , £ t . b ( x , i i ) .  За- 
d t  dx

вершением формальной части является следую щ ая теорема.

Теорема 3. Пусть при а  <  х < 0 (о: <  О, 0 >  0) и при всех { т „„ ..х ^ - ,)  €  Т 

первые из уравнений системы (10.1.7) однозначно разрепгамы относительно 

причем полученные функции т = т(х), = Xj(x), i = Г З Г Л  при­

надлежат классу с ’.

Тогда функция п = п(х) =  н(т(5 ),|(,,(к ),...,гн_ ,(Я )),п„(г,(к )1...,Тн-1(4 )) 

является решением задачи Кош и для уравнения (10.1.4) с начальным усло­
вием ( 10 . 1.6 ).

В приложениях часто встречается задача К ош и для уравнения вида 

|  + & , ( t . J . n ) f -  = b ( t ,x ,„ )  ( I 0 J .8 )

со следующим начальны м условием: п (О Д )= п „ (х )  (т.е. начальная функция 

задается на гиперплоскости t =  О пространства переменных t, х , п). Нам 

известно, что и нтеф альная поверхность п *  n (x ,t ) ,  = лаю ш ая решение за­

дачи Кош и (10.1.8), образована характеристиками, проходящ ими при х = О 

через поверхность t = 0 , x ,  =X j, п = no(x|,...,XN)-i =  I - N  в пространстве 

переменных t, х ,  п (в качестве параметров на поверхности выбраны сами 
Xi). У равнению  (10.1,8) в соответствии с выш есказанным соответствует ха­

рактеристическая система
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] £  = 1, ^  ^  =  b ( t , i ,n ) , i  =  1 ...N , (10.1.9)
dx dx d t

которую  н уж но дополнить начальны ми условиями

t|.A  = »■ =  Ь .  "1.А - ” о(г................1 (10.1.10)

И з первого уравнения системы (10.1.9) и первого начального условия

(10.1.10) находим t  =  т. О ставш иеся уравнения системы (10.1.9) и  условия

( 1 0 . 1 .10)  м ож но теперь зш ш сать в виде

■■ S i& .ii.n ! ^  =  b ( t ,; , i i) ,i  =  1 ...N , , х , Ц  = t | ,  n|,_s =no(t„....ts,), 1 = I..J9.dt ' ’ ’ ф  

Реш ив данную  задачу К ош и, получим 

Xj =  x ,(t,T „ ...,X fj) , и = E { t,x „ ...,T „), i -  C n  . ( 1 0 .1 .И )

Если первы е N  уравнений (1 0 .1 .1 1 )  однозначно разреш имы относитель­

но T ],...,T f4 , то , в  силу теоремы  3 , формулы (1 0 .1 .1 1 )  определяю т решение 

задачи К ош и ( 1 0 .1 .8 ) ,  Возвращ аясь к  решаемой задаче, рассмотрим для

уравн ения (10.1.3): — + u (n )— = 0 задачу Коши со следую щ им начаггь- 
а  д х

ш>1М условием: п (х ,0 ) =  По(х), - < х х  х < »  , Здесь N =  1, а, =  и(п), Ь = 0. То­

гда соотнош ения (10.1.9) имею т в данном случае вид

^  =  a i{ t,x ,n )=7 u ( n ) , - ^  = b ( t ,x ,n )=  О , Х |Ц  =  п 0 д  = П о (0 . (10.1.12)

Реш ая задачу Кош и (10.1.12), получим

"  ■ 7С, с,=По(^}; ^ -u (n ) :i :> x ,- J u (n )d t С2=^.—  = 0 = > п  ^
dt 1 ^ 1

С оотнош ения п =  Х[ =  u(nofe))t + ^ определяю т реш ение рас­

сматриваемой задачи не для всех значений переменного t. В самом деле, 

если при некотором  t  = t | ,  выражение для Х) разреш имо относительно ^ не 

единственны м образом , т.е. найдутся такие з; что

u (n g (^ ,))t[+ ^1  = u(ng{^2 ))t2 + ^ 2  то эти соотнош ения не определяю т при t  = 

=  t, никакой однозначной функции п =  n(x,t) и при t  =  ti реш ение задачи 
Кош и не определено. Геометрический смысл равенства 

u{ngfe))t, + ^, =  u(ng{^2 ))t2 + ^ 2  ; при I =  t | проекции на плоскость t, X ха-
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рактеристик, соответствую щ их значениям и 42>пересекаются в точке t  = 
- t , .  x =  u (n „ ( l ; ,)> ,+ 5 , .

I . П усть u(n) =  n, Пд(х) =  a x  ( a  >  0). Тогда имеем 

п = И о Й )х | = а(п„Й )> +  5 п =  a 5 ; X - 0 1 5 + 5  = > п = - Д ^ - .

Видно, что  возмож но такое условие, при к о т о р ы х -------
Эх

. т.е. реш е­

ние становится разрьшным; 

причем разры в обр

7АСО. ,  =  ± .ОХ Й1 а  Й1 —  =  =>------
1 +  a t  Эх 1 +  a t  Эх

на переднем фронте волны.

2. Пусть и(п) =  Ь - ап, пд(х) =  а х  ( а  > 0). Тогда имеем

п = п„(5); X, =u(iio(5))t + 5 = > n = a 5 ;x = . t ( b -a a 5 )+ 5 = > n = -5 jE ^ .

Видно, что возможно такое условие, при которых Эп /Эх -»  сс, т.е. ре­

шение становится разрывным: ^ — ч

а(х  -  bt) Зп а  Эпп = —1   = -----------:•
1 - a a t  Эх 1 - o a t

причем разрьге образуется на заднем  фронте вол­
ны. Решение уравнения (10 .1 .3) по аналогии с ли­

нейными задачами можно такж е искать в виде [1.2 ] 

n (x ,t)  = n [ x - u ( n ) t ] ,  или, обращ ая реш ение, в  ви-

x - u ( n ) t  = 4^ (n ). (10.1.13) Рис. lO.i.l

Так как функция о т  времени не зависит, то 

очевидно Ч'(п) =  п '(х ,0 ) . Б удем считать, что нам задано начальное условие 

для уравнения (10.1.8) в виде п(х,0 ) = р(х). П родифференцируем уравнение 

(10.1.13) по координате, тогда 

, du Эп d
dn Эх dn Эх '

± = № + £ , ] ■ ' i j
Эх l^dn dn j  '

Od'P
^ dn 4 3 x J

.=0

' a t V ' ' + — t = 1
x5xj dn 1
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И з соотнош ения (10.1.14) видно, что возможны такие условия, при ко­

торы х д п /д х  —» со, т.е. реш ение становится разры вным (при этом, очевид­

но, еш е и 5 n / 5 t - » o o ,  э "п /9 х ^  -> о о ,  д Ч / а }  - э  ■» то есть образуется и 

перегиб).

Рассмотрим два возмож ны х случая. П усть t  > 0 ,  (оп/9х)|^^р > 0 ,  тогда, 

так  как на разры ве, образую щ емся в момент времени t  =  to,при концентра­

ции п =  По шиеют место соотнош ения д х /д а  = О , д Ч /д а ^  = 0 , то, диффе­

ренцируя соотнош ение (10.1.14) по х  при t  = to, получим (рис. 10.1.1)

, du  Эп^ dtp on Эх du  dtp'='o;"="o du 1=  1=  --
dn Эх dn Эх dn dn &j dn dn

(10.1.15)

Д ифференцируя это соотнош ение по п при тех ж е условиях, получим

d U

dn^

d-tp
(10.1.16)

Н аконец, добавив сю да соотнош ение (10.1.13) в точке р 

Х о-и (п о)1о= 'Р (п о ), (10.1.17)

получаем три уравнения с трем я неизвестными для определения to, Хо и По. 

Такая ситуация имеет место, например, для волн на мелкой воде [П.8,23], 

когда (в сопровож даю щ ей системе координат) и(п) =  п. Будем полагать, что 

п(х,0) =  sincox. Т огда и з (10 .1 .!5 )-(10 .1 .18 ) получим

du  ̂ dtp dii/dn = l , ,  i I d^tp

dn to - ~ r ~
n=n dn

0 1
1 - n ^  ’ dn^

= 0 ,

Хо - u ( n o ) to = — arcsin n y .
Oi

Легко видеть, что в этом случае разры в образуется на переднем фронте

П усть t  >  О, {5ti/dt|j^Q  < О , (такой случай имеет место для автомобиль­

ных потоков [1.16]), тогда разры в образуется на заднем  фронте. В случае 
задачи с граничными условиями параметры разры ва надо находить из соот­
нош ений

Э1 /Э п  =  0 ,  d h / d n j ^ O .
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10.1.2. С лаб ы еуд.  .  олны . У равнение Бюргерса
Будем  вновь исходить из системы уравнений Навье-Стокса, которые 

рассмотрим в  одномерном приближении

« • -

Будем полагать коэффициенты вязкости и теплопроводности величи­

нами первого порядка малости и разы скивать реш ение этой системы в виде 

ряда теории возмущ ений р =  ро +  + р ‘̂ ‘, Т  = То +  + Т*", Р = Ро +  Р“  ̂+

+ р(п v = v'^” +v^^’ , где VA: «  1, А ® -е ^ О с т а в л я я  слагаемые пер­

вого порядка малости, получим уравнения [11.56]

ф " >  л »  „  0 v '»  0 Р <"

р.1, РоТ')+Т„р<" ТрЭ рО  д

М  ’ *  5 t Ро й

Интегрируя последнее уравнение, получим связь между Т*'* и р“ *:

т<» 1 р<'>
То С  V» Ро

C p . - C v «  р "

С у ®  Ро Ро

Подставляя это  соотнош ение в третье уравнение, получи! связь Р<'’ с

Р<.); р(П Т „ ( у . - 1)р"’ -кТор<’> р^£

Подставляя это соотнош ение во второе уравнение, получим уравнение

Продифференцируем это уравнение по времени, а  первое уравнение по ко­

ординате и, вы читая одно из другого, получим

Э 7р1')

■ 0X7 ■
О и -

0X 7
(10.1.19)



Таким образом, для возмущ ений первого порядка справедливы связи

р(1) р(1) -р'*’

Ро Ро То Ug*

Будем  искать реш ение системы (10.1.19) с использованием метода мед­

ленно меняю щ ихся амплитуд, полагая, что в системе отсчета, движущейся
со  скоростью  звуковой волны бесконечно малой амплитуды, зависимость 

амплитуды о т  времени является медленной:
р(1№ ) д

П роизводны е при этом преобразую тся в соответствии с соотношениями 

д d i д
Й  й  Эт Й  Эх ’ Эх Э 0

В результате получим

вр<7> Sv<7> Эу ™

д1 ‘  

г Э»<‘> ЗУ® ,1, 0у"> гр<7> £  ц /о ^ у 'Ч

> Р £ _ Р З  Ф ®  + у ( . . 3 ® 1  

2 т С )  + л7„< '»У ТррР> ЭрР>

р , „  Т„р<7)+р„Т<7>+-ГР)рР>

м
в  слагаемы х второго порядка малости можно воспользоваться линей­

ными связями.

Т огда получаем

У 7 '+ р ,Т < 7 > + (у .-1 К £ -  У 7 ’ + й ,Х ± У .-1 . .2  £р.2) ^ ^  lo p 7 '+ f t,r -  +  r -p -- Ipp- +й)1 - ^Тда- 1  2 Р

М  М  М Y« Ро ’



0 V™
+ 0 — + 2 u s„

“Ч  Ро Ф

рР> ф ">

Ро 07 Ф
<  , „ Ф £ ;  

Р.7 ag

д
м Ро I  V  ф 7

О*
ft) от ^  Р5 ^

+ ( у .  ^ , V s .  0 ^ ^  =  х ( г .  - , ) i 0 V i + 5 H ^ a V i
p j  0 5  Ро 0 5 7  Зро  3 5 7

Упрощая полученную систему (подчеркнуты е слагаемые взаимно унич­
тожаются), имеем

^ ф "  ЁрЦ.„£1^ъ, Р“ У ‘"
дт 3 5

ф<'> 3*<7) ф С ) g
9 ^ - P o ~ « s . —

Ро 34 

5 £ ® 1 В 2 ± + Ь г ! „  р£ '
M ils , У . “  Ро

У % с - н(у.-2)
d  ^ “ ' ” ' № 0 4 7  зро ^ 7  

Последнее уравнение м ож ет быть один раз проинтегрировано и дает 

связь

j(2) 5vL-(cp,-Cv.0L»l'«-'
( y . - l

Т . р ' 7

= 0 ? ) f -

i  Z  ^ 2  3po я=2 •

фовано и

ч У р ' " '

3 j  05- ( у . - 2 ) -, Ь £ 2
2 pJ

-7  Х + 0

П одставим это  соотнош ение во  второе уравнение, сложим его с пер-

З у<7'
вым, чтобы уничтож ились слагаемые Ро“ ^ >  ™СДС АПя безразмерного

в озм уш енш  плотности р '=  (р<“ +  р '7 ’)/р „  получим уравнение Бю ргерса  

[П.44,56):



коэф фициент квадратичной нелинейности,

(10.1.20)

Д обавим к уравнению (10.1.20) начальное условие 

р’(х ,0 )  =  ро(х)

и  реш им  для него задачу Коши. Д ля этого вначале умножим уравнение

(10.1.20) на tp* и  сделаем замену р  =  tFjeP'»тогда получим уравнение

Р =  -2 р ,

С делаем  д алее замену К оула-Х опфа [11.56] 

31п<Н 2 р .  8Я

34 «Я 34

и преобразуем  уравнение (10.1.21);

д  f  2 р .  3911 2 р .  8<К 3  (  2 р .  ЭЛ Z 3^ (  2 р .

З т [  9! 34 J  SR 34 3 4 (  Я  34 J  '*“ 34’ (  91

_ ф Г _ £ З Я '| 2 р „  з а  3  р  3911 

* [ 9 1 3 4 ] “  91 34  3 4 (9 1  34  J - 7“"  347

I 3 7 9 1  2 р . |  1 3913791  U w V  

913431 917 *  3 4 '■ 9 1  9 1 3 4 3 4 7 - 917( 3 4 ]

1 391]

iR д ^ Г

8 1 3791 1

91547  917

34( 9131]  91

2 3 9 Л _ _ 1 _ М ’
91Ф Ф 7

1 Л 1 1 3913791 2 ( г ^ ' 2 391Й1

91 ф ’ 9 ? i4 (4 7
' 9 f U j

9Ег4<?7

П одчеркнуты е одинаковы м образом слагаемы е взаимно сокращаются, i 

результате имеем

'  1 3791 1 39137917 3  f  1 391') 3 '  1 3791’

,3 1 3 4 7  9 1 7 3 4 3 4 7 ,



Интегрируя последнее уравнение по ? и  умножая на Я , имеем линейное 
параболическое уравн ение  т еплопроводност и  [III.26-31]

При этом  начальное условие преобразуется к виду

Решение задачи К ош и имеет вид, определяемый формулой Пуассона:

■ _ 1 М91(4,1) = — 4 =  j  91(4,0) ехр

Другие типы реш ения уравнения Б ю ргерса приведены в [11.56].

( 10 . 1.22 )

10.2. А вт оволн ы  

10.2.1 В о лн а  эпидем ии. У равнение К олмогорова-П ет ровского- 
П искунова . Ф азовая а вт оволн а  п ер еклю чени я

Рассмотрим динамику эпидемш !, которая распространяется по принци­

пу дифф узии и передается при контактах с учетом того, что скорость вы­

здоровления пропорциональна числу больных.
Пусть п плотность больных, N =  const ■ плотность населения. Тогда 

для изменения числа больных в одномерном случае при условии того, что 
радиус индивидуальной активности субъекта R  много меньш е характерного 

размера системы L, имеем уравнение [П.45,55]:

^ - D ^ 4 - p n ( N - n ) - - ,  (10.2.1)
Э х ' t

где р -  константа скорости передачи инфекции при контакте больной -  здо­

ровый. т - время вы здоровления, D  -  R '/t -  коэффициент подвижности 

субъектов при случайном перемещ ении. Здесь т - продолжительность ш ага 

при случайном перемещ ении. Введем безразмерную переменную л =  n/N;

a  a x '

откуда имеем



| L . D | ^ + p N q ( l - q ) - a .

О кончательно получаем

+  - q ) ,  (10,2.2)
o i  д х

где Ло =  pN  - т '‘. Д овольно часто нелинейные волновые процессы являются 

автомодельными. У словия сущ ествования автомодельных реш ений обсуж­

даю тся, например, в [III.8]. Частным случаем автомодельного решения яв­
ляется реш ение вида бегущ ей волны f =  f(x-ut). Будем разы скивать решение

(10.2.2) в виде л  “  Ч(^) =  'nCx-ut). П ри этом производные преобразуются 
следую щ им образом;

А  д  _  д  _  д

Т огда получаем в переменной ^  обыкновенное! дифференциальное 

уравнение

0 ^  + ч ^  +  л (л о  - л ) = 0

Это уравнение легко может быть проанализировано на фазовой плоско­

сти. Д ля этого представим его в виде пары уравнений первого порядка:

£ 1  = 8  —  =  (10.2.3)
d4 d ^  D  D

Затем  находим стадаонарны е реш ения системы (10.2.3); 9ю  =0, Лю = О 

и Эго =70. Л20 =  Ло. Линеаризуем  систему (10.2.3) относительно стационар­

ны х реш ений, разы скивая реш ение в виде Э =  &о +&', Л =  Ло +  Л' и оставляя 

в уравн ениях слагаемые только первой степени по Э', л '-
Л инеаризация системы (10.2,3) относительно первого стационарного 

состояния дает:

0(Ч |0+ Л ') „ . в, . Ол'S ..  + S  =  — - 9

d (8 „  +  S ') u ,  (л ч |+ Л 'Х л .- (Л |0 +Л')) 08 ' л д. ЛоЛ’
d4 d '  '  D d4 D  D



Далее найдем  характеристическое уравнение полученной системы. Дня 

этого его р еш ение будем искать в виде 9 ' = Аехр(>^), л ' =  Вехр(Х4).

f = A e « + X B e « = 0  - 1  >•

D D   ̂ ^  °

Отсюда имеем

А.' + 2 А  + - ^  =  О. Корни этого уравнения А.,.; =  ^  ± при усло­

вии и ' > Л о^ всегда дейст­

вительны и положительны -  

особая точка (0,0) является 

неустойчивым узлом . Об­

ратное условие приводит к 
бессмысленным решениям, 

соответствующим отрица­

тельному числу больных.
Линеаризация системы

(10.2.3) относительно второ­

го стационарного состояния 
дает;

d4
“ (о .Q.) (лт -I- Л'Хпо -  (л;о + л')) ̂  dS' _ “ а., •

- - № о + » )  5  D  D

Снова найдем характеристическое уравнение полученной системы. Ре­

шение будем искать в виде 9 ' =  Аехр(Х^), л ' =  В ехр(Х ^. Тогда получим

^  = 9- -  А е ^  +  АьВе^ =  0 -1 X
, =>

ЛоЛ
X. + — 

D
Ло
D

D D

О тсю да имеем А . '+ 2 -
D

0 .
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К орни этого  уравнения

Я ,,

всегда действительны и им ею т разные знаки -  особая точка (0,г)о) является 
седлам. Ф азовы й портрет системы приведен н а рис. 10.2.1.

10.2.2. Триггерная а вт оволна п ереклю чения
П окаж ем, что в  неравновесной (температура электронов Tg много 

больш е температуры  ионов полностью ионизованной плазме,

находящ ейся во  внеш нем ВЧ-электрическом поле с учетом джоулева 

тепловыделения, потерь энергии электронами гфи соударениях с ионами и 
электронной теплопроводности сущ ествует автоволна перехода из одного 

стационарного состояния в  другое. Уравнение движ ения электрона во 
внеш нем поле имеет вид

dv -  /  ^  \ щ « м
m — -̂ = - e E - m V g ; ( v g - v j  »  - e E - m v . ;V . .

d t =>Vj»v,

Его реш ение в переменном поле E = Eoexp(-iot) после выделения 

вещ ественной части д ается выражением

“г(vgj COS cot +  © sin © t)) .
m[© + v

Баланс энергии в плазме с учетом джоулева тепловыделения, потерь 

энергии электронами при  соударениях с ионами с коэффициентом 8 и 

электронной теплопроводности м ож но записать в виде

£ £  =  - / e i J = 5 v „ { T , - T i ) + K , A T ,  . (10.2.4)
dt 3

Подставим в (10.2.4) вы ражение д ля скорости

“ ■ =   2' j (vei coscot +  © s in © t))  Eg COS©t -SVg;(Xg - 1 ] ) +  Ke^Tg

и усредним полученное уравнение по  периоду колебаний



Так как 2© > 5 у,; ,то температура за это время не может существенно 
измениться, тогда получаем окончательно

f  = ( .0 .2 .5 ,

Введем безразмерные переменные вида 0 =  Т /Г ,, Ь =  ©/v*i, Е =  Е(/Ер, г = 

= (5ve/Xe)x, Т = 5Vjt, Где Ер^ = (3Tjm /e') 5(©'+v*i') - плазменное поле, тогда 
получим

Будем искать решение этого уравнения в виде 0 =  9(r-ct), тогда 

приходим к обыкновенному дифференциальному уравнению

- c ^ = 9 ^ 7 ' 7 - 5 l ^ - ( e - l ) + L i = f ( e )  + £ £ ,  (10.2.7)
dt b ' 0 ^ + 1  d x -  d x '

у которого на фазовой плоскости есть три особых точки: (6 i,0 ) и {0j,O) - 

седла, а (02,0 ) - неустойчивый узел или фокус: р ' -  ср +  f(0 i) =  О , i = 1;2;3. 

f(0i) < О, f ( 02) >  о, f ( 03)  < 0. Ясно, что при определенных условиях 

существует фазовая траектория, идущ ая из седла в седло, которой 
соответствует волна перехода из одного стационарного состояния в другое. 
Пренебрегая в зоне интенсивного тепловы деления нестационарными 

dслагаемыми, п ол учим  — ^ - + f ( 0 )  =  O . откуда после и н т е г р и р о в а н и я  
d x '

2 |f ( 0 ) d 9  = А   ̂ рде (0 ) =  (0 д, е„), индексы и и d

обозначают нижнюю и верхню ю  ф ан и п ы  зоны интенсивного 

тепловыделения. Основной поток тепла идет на н аф ев  плазмы перед этой 

зоной, поэтому (0r)d >  (0r)u. В  области перед фронтом f(0) мало и

d9 _  d'e 

dt dx' '
откуда в системе отсчета, движ ущ ейся со скоростью  с,получаем:

^  = Ф , - 9 , ) .



Таким образом ,

(
С =  2 j f ( e ) d e  / ( е ,  =  0 , ) .

Н етрудно видеть, что  структура фазовой плоскости зависит от  величины
02

электрического поля: при Е -  Е*, где Е* следует из условия J f(0 )d 0  =  O,
в,

скорость автоволны  равн а нулю (в силу того, что вне зоны  тепловыделения 

f(9 ) -  О, 0d и  0U заменены на 9i и  63. П ри меньш их полях автоволна является 

волной гаш ения, при больш их -  зажигания. Состояние 9] при Е >  Е* 

очевидно метастабильно и  неустойчиво по отнош ению  к достаточно 
больш им  возмущ ениям: если внутри нее возник достаточно крупный 

зароды ш  фазы 0 з, то он  начнет расти и  в результате вся плазма перейдет в 

наиболее устойчивое состояние благодаря распространению  триггерной 

авт оволны  перехода  [1.19]. Заметим, что уравнение, описывающее 
тепловую  динамику плазмы, м ожет быть переписано в виде 

d e  5 р [Ф (е ,)]  
dt “  50  (г, t )

где

р[Ф (0 )1 = / ®(e) = - f f ( z ) d z .

П оэтому критический зароды ш  - абсолютно неустойчивое образование, 

сколь угодно м алое возмущ ение формы которого приводит к его росту или 

гибели, описы вается уравнением  dФ [0]/d9(r,t) =  О или в явном виде: 

f ( e ( r ) )+ A 9  =  0 , Полагая, с учетом симметрии задачи, его сферическим, 

получаем  уравнение

^ + 2 ^ + f ( 0 )  =  o
d r  г dr

с  граничны ми условиями

А
d r f

В больш ом критическом  зароды ш е падение температуры происходит в 

140

= о .е (г ) -



узком слое, ш ирина которого много м еньш е критического радиуса, поэтому

он удовлетворяет уравнению  —  +  А  + f (0 ) = о , 0(0) =  0з, Э(г) -> 0 , при
d r '  Гс dr

г ̂  со, Из сравнения этой системы с уравнением автоволны перехода 

получаем: гс = 2/с. О ценка интеграла / f ( 0 ) d 9  с учетом определения Е ' и

ЯВНОГО вида функции f  дает /  f(0 )d 0  =  ( е ' + Е откуда

скорость с и радиус критического зародыш а равны ь1/б

10.3. С олит оны  

•  У равнение К орт евега -  де Вриза
Рассмотрим уравнения, описы ваю щ ие так называемую  ионно-звуковую 

волну, бегущую в плазме по тяжелой (ионной) компоненте, полагая, что 

концетрация ионов равна концентрации электронов п . = п,. О ни вклю чаю т в 
себя уравнения непреры вности и движ ения для ионов и уравнение 
Пуассона для потенциала электрического поля [11.58]. М ы полагаем, что 

электроны движ утся настолько быстро, что успеваю т отслеживать 
движение ионов, находясь с ними в равновесии, так что концентрацию 
электронов можно описать распределением Больцмана в электрическом 

поле с потенциальной энергией U  =  - е ф . Тогда получаем

± L + v  ± L - e E = £ - i -
а ах - Эх р.-лл м ах ” ' эх ’

0” , 0 (п .У |)  п (10.3.1)

^  =  4 я ( . г ) ( п ,  - п , )
0х

£ £  =  4хе 
)Эх7

С тационарные реш ения этой системы ф =  фо =  О, п, -  По, v, -  0. Л инеаризуем 
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систему (10.3.1) относительно этих значений, разы скивая реш ения в  виде 

П) =  По +  rii’, V) =  V;', (р =  ф ', где ш трихованные величины первого порядка 
малости. Т огда получим дисперсионное соотнош ение

gVj' _  е  Эф' Т  -  о
a t ”  М Э х  ® ‘ Э х ’ Э 1 ' ^ ' ' ° Э х " ’

Э 'ф '

Э х '
=  4Л|

к в Т ,

к в (Т е  + T i)

м
Т ак  как  обы чно температура ионов много меньш е температуры 

электронов Т) «  Те, то последним слагаемым в  первом уравнении системы

(10.3 .1) м ож но пренебречь. Введем безразмерные переменные

к „ Т .  • "М ВД
тогда после приведения имеем 

Эу i 5v  j Эф йг j Э(п j V j ) 

9 t ' Эх
(10.32)

Э х ' 9t Эх Э х '

Б удем  искать реш ение системы (10,3.2), разы скивая его в  виде разложения 

по м алом у параметру:

= 1 + еп ] ' 

•а(Ч .

,<^>4

ф =  еф“ '+ е 'ф '  

и вводя переменны е 

4 =  к ' ' 7 ( х - Д х  = В 

П одставляя эти  разлож ения в (10.3.2), получаем

at
2 А .

Эт

Э у 1'> Эф<" ' ^ ^ 5 / 2

34 94

Эп ; ' ' 5/2
94 34

Эт

ЭпГ*

34

v g ) .

05

е 0Ф '7 ’ 

 ̂м

Эп 

34

34

3 4 '



Выраж ения в  каж дой из этих скобок по отдельности должны обращаться в 

ноль, поскольку представляю т собой различные функции переменных 4  и  т. 
Поэтому получаем 

е’ :п Р  = ф<'»,

Эп;'>

34 ’ ^  ^

Эу<‘-

^ 0 )
:>—(—4

5с

la t,» »  S,® ,„ л ™  а / ‘7‘
-+ _ ! _ + v * " _ L _ + -------------------- +  -1 J — L_i =  0 ^

2 ^  a t  ‘ ^  ^^  2 ^

vi‘'=n®=4!''5v(i) a ^ " '  i S v '" '  эуР ' d ja v P ' a(vP’v f ' )  ^
^   !_ -+ ---  + ---- !— + v l '  !— +  —+-! !—i = 0

3 t  a^  2 a^  3 t  a^  з%

Собирая слагаемые, приходим к уравнению  К ортевега -  де Вриза;

дт 'dt, dtf
•Р еш ен и е  вида бегущ ей во лн ы  z = x - w t
Обоснование предположения о том, что уравнение (10.3.2) имеет 

решение подобного вида достаточно прозрачно. С одной стороны, 

нелинейное слагаемое в (10.3,3) отвечает за опрокидывание волны. Однако

- = о. (10.3.3)



этот  процесс сопровождается н акоп леш ем  на фронте вы соких гармоник. С 
другой стороны , дисперсионное соотнош ение для уравнения (10.3.2) (в 

исходной С К) имеет вид © =  Ugjk -  р к ^  . И з этого соотнош ения видно, что 

и ф азовая и групповая скорости вы сш их гармоник, начиная с некоторых 

критических значений, уменьш аю тся с ростом  к. В силу этого нелинейное 
укручение фронта м ожет компенсироваться дисперсионны м расплыванием 

волны. В результате имеем уравнение, которое может быть один раз 

проинтегрировано [1.2, П.23,25]:

d z '  dz

Jdz ^2
= 0 = > p ------:

d y 'd V , '^  dv-'Vi'' d y  ^ p d ^ d y ' f  Idtj'^ w d y - '

d z d ^  d z 2  d z ’ ^ d z  2 d z t d ^ j  6 dz 2 dz  ^  dz

П равая часть последнего уравнения положительна, а, следовательно, и 

левая. Таким образом, из ограниченности реш ения при Р >  О для колебаний



конечной амплитуды долж на бы ть о ф ани чена областью Шг < W  < Шз, т.е. 
должно бы ть по крайней м ере д ва  действительных корня, и, значит, три, так 

как все коэф фициенты функции ф(У)') действительны ([Ш .19] (ф аф и к  ф(У;') 
приведен на рис. 10,3.3). Связь w  и констант пц имеет вид ([III.19], с. 139); 

W = ( т ,  + n i j  + т з ) /3 -  

Пусть Ш) >  Ш2 >  т з ,  причем Ш) >  w  >  Ш:- 
I , Если ni2 =  m 3, тогда получаем 

( d v . ’f  Z XZ Д21’' d u , '  dz

n + r j  -

121,192.11 2 V t t > i - m 2 - 4 '

- 7 ^
12P

V j'=  ГП2 (ttll "
12P

(10.3.4)

Скорость этого возмуш ения, называемого солит оном  (рис. 10.3.2), 

[1.1,2;11.19,23] (solitary -  у единенны й) равна

2 . Если m2 >  Шз, тогда получаем  реш ение в виде так называемых 

кноидальных волн, рис. 10.3.1. П роцедура его получения такова;

П оследнее уравнение -  это  уравнение для эллиптических функций 

Якоби [Ш .1 8 ,24]. Поэтому

f d v / Y -  ’  fv -
[ d z  J -  зр '" -

■ t e f  ,
г I d c j

■4‘ f d v Y
ТР

т ,  I d c ;
т , - ■m,



V =  SI^ ^ гг^ -т ,г ; =>V;
n ^ -m ,

(10.3.5)

П ериод и  скорость этой волны  определяю тся соотнош ениями [И.23]

X  = 2 I— — - а К ( а ) , w  =  m 3 +  °  , а  К ( а )  -  полный
V m i - m j  3 а

эллиптический интеграл первого р ода [Ш. 18,24].

и .  В З А И М О Д Е Й С Т В И Е  В О Л Н
Пусть в среде с 

дисперсией и нелинейностью 

распространяются волны с © = 

=  ©j и  kj =  k(©j). В результате 
взаимодействия из-за

нелинейности в среде 

возникает волна с частотой 

Ш] = Z ° jk j  и волновымРис. 11.1.1

вектором к) =  Z t i j k j . А мплитуда этой волны останется малой, если cOj и

к, не удовлетворяю т дисперсионному соотнош ению ©i Ф ©(kj), и нарастает, 

если ©[ =  ffl(ki) (взаимодействие -  резонансное). Для наиболее важного 
случая трех волн условие резонансного взаимодействия (условия  

синхронизм а) [1.2] (рис. 11.1.1) приобретаю т вид

со,+СО2 =  OJj, к , + k j  = k j .  (11.1.1)

Рассмотрим общ ую  схем у анализа взаимодействия волн, считая волны 
одномерными. П усть некоторое поле в слабонелинейной среде описывается 

системой у равнений вида

A f , +  B £ £ + C f i . s f f u . ^ . Y £ ' l .  ( , , . , . 2 )
дх д х  [ d t  д х  J

где й -  3 - м ерны й вектор, е «  1. П ри е = О поле в среде является суперпо­

зицией гармонических волн
t-ik(<o)x ,U =  а ф е ’“ '  +  K.C., (2 1 .1 .3 )

146



где а -  комплексная амплитуда, зависящ ая от начальных и ф ани чны х усло­

вий, ц) -  поляризационны й вектор, определяемый системой 

(i»)A = ikB +  c ) j i  =  o ,  (11.1.4)

а ш и к  связаны  дисперсионны м уравнением

D(»,k)=det[o)A-kB = ic ]= 0  (11.1.5)

Одну и з ком понент вектора ij> всегда м ожно положить равной единице, 

тогда остальные находятся из системы (11.1.5). Будем рассматривать взаи­
модействие конечного числа волн ви да (11.1.3), для которых вы полнены 

условия синхронизма (то, что условия синхронизма выполнены лиш ь для 

конечного числа волн, означает, что система обладает дисперсией).

При ет?5 О реш ение (11.1.2) будем искать в виде

й ( х л ) =  Z a j(e x ,s t )v j} { f f l j ,k k y “ ' ‘"'^'’’‘ +  к.с +  e w { x ,t )  (11.1.6)

заранее предполагая, что амплитуда медленно меняется в пространстве и во 

времени. Для того, чтобы реш ение (11.1.6) было справедливым, надо, чтобы 

поправка w (x ,t)  не нарастала со временем . П одставляя реш ение в (11.1.2),

получим уравнение для v

A ^  + B Y £  +  C »  = g ( x , t ) ,  (11.1-7)
dt Эх

Чтобы функция w { x ,t )  при лю бы х X, t оставалась оф ани ченной, необ­

ходимо и достаточно, чтобы  в правой части системы (11.1.7) отсутствовали 

резонансные члены, т . е. правая часть долж на быть ортогональна собствен­
ным функция.м линейной задачи. Т ак как нелинейность полиноминальна, 
правые части ( 1 2.1.7) являю тся периодическими по х и t и их можно пред ­

ставить в  виде р яда Ф урье:

(1 1 ,1 .8 )

Ф ункции w (x ,t)  такж е представляю тся в виде 
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w ( x , t ) -  +K.C.. (11.1.9)
r=l

П осле подстановки ( Л . 1.8) и (11.1.9) в  (11.1.7) получим, приравнивая 
коэф ф ициенты  при экспонентах с одинаковы ми показателями, неоднород­

ную систем у алгебраических уравнений для определения W : 

(ici),A -  ik ,B  +  c ) w ,  = F , , откуда I -  компонента вектора W записывается в

виде W |(© r .k r )= — — \S F > jjF j(© j,k ,) ,  где Dji - алгебраические допол- 
CK,®r’k rjj= i

нения м атрицы  D. Если конец вектора ((» ^ ,к^ ) не леж ит н а  дисперсионной 

й, т. е. это  не собственная волна системы , то 6 (© ,,k ,)5 t0  и добавок

ограничен . В  противном случае W будет секулярно нарастать. Чтобы этого 

не было, надо изъять из уравнения для добавка резонансный член. М атема­

тически это  сводится к выполнению равенства Z D ,iF r(© f,k J  = 0 .  Так как
j-i

Dj[ =  Y ^'y ,D ji, где ■ собственные функции сопряженной с (11.1.4) сис­

темы , последнее условие можно записать в виде Z ^jF j(© r>k ,) = О • Это и

есть услови е ортогональности. Отсю да с учетом (11.1.8) и (11.1.7) для ком­

плексны х ам плитуд  а, получим

( 4 , Я ф ) | г + ( , ; , В ф ) ^ = ( 4 , ( Д » „ к , ) ) ) ,

где
2я 1"

И спользуя соотнош ения

- 1 ^. В у  J _  Э к _  d©

A V )  d k “ ' ' ° ' | 7 I ® )  0 D '
Э©  Э©

запиш ем последнее выражение в виде
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' • ' iÔfi)
Э то и есть искомые уравнения для комплексных амплитуд взаимодей­

ствующих квазигармонических волн.
1. Взаимодействие электромагнитных волн в среде с нелинейной на­

магниченностью.

Уравнения М аксвелла с  учетом связи D  =  Е  + 4лР  м огут быть записаны 
в виде

ЭЕ , ар эн

ЭН ЭЕ ЭВ(Н)
—  + с —  =  - ц —
а  Эх at

А  +  о,2р _ д, 2 £ 2 1 е ^ О о  А  +  ц ,З р _ ^ 2  (11.1.11)
а  4л  а

Дисперсионное соотнош ение д ля (11.1.11), получаемое путем отбрасьгоания 

нелинейных слагае.чых и поиска реш ения в виде , имеет вид:

© - ск 4п© О

- с к  © О

О О ©

icojx о -i»o

Положим, в  соответствии с приведенной вы ш е теорией, Уе “  !■ Тогда 

ск  О ©I,

О

Imjx - i a j  ш

D (» ,k ) .

D,,™(»‘+^)ck
=  — , Vp =

< »a

Б удем искать р еш ение в виде суммы трех  волн 

E , H , P , R  = 2 ; а , ( Е Х , Е 1 > | / Е д а ( » , , к , ) ! ' ” ' " “‘ ' ’‘ + K .c  +  0 ii( x . t ) .

где частоты  взаимодействую щ их волн  и волновые числа удовдетворяют 

условию  ( 1 1.1.1) (рис. 11.3.2). У равнения для амплитуд и мею т вид

(11.1,12)



D „  = -ck(»7 = 0 ,®  ®  .
a© K - © ^ j

0 ™ е ти м , что  если условие (11.1.1) не вы полняется, то  правая часть 

уравнения ( И . 1.12) является бы строосииллирую щ ей и  в среднем за доста-

Рис. 11.3,2 
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точно больш ой 1фомежуток времени дает вклад в уравнение следующего 
порядка малости. С учетом конкретного вида нелинейных зависимостей 

j(E ) =  -(g E  +  G E^] и  В(Н ) =  к Н ' и  наличия расстроек частоты и волнового 

числа ®1 +Шз = © з + Д ю , к |+ к 2 = к з + Д к  из ( П .  1.12) следую т уравнения

д х
д а  2

1 Г
= g 2 S 2  + с т 2 а з а 1 е

at  ̂ Эх
+  ! < ;з а , а з е -

1с а©

C v . 7 „ -

a 'u  2 a 'u  2 0) 5 'u '

a t a x '
= 0 .

12. А В Т О М О Д Е Л Ь Н Ы Е  И  Б Е Г У Щ И Е  В О Л Н Ы  

Реш ения тип а бегуш ей волны  и автомодельные реш ения часто встре­
чаются в различных приложениях. Сущ ествование этих реш ений обычно 

связано с инвариантностью  рассматриваемых уравнений относительно пре­

образований сдвига и  растяж ения сжатия.
•  Б егущ и е  волны . Реш ениями типа бегущей волны называются реше­

ния в и д а  u ( x , t )  =  u ( z )  =  u ( k x - ® t )  .Поиск реш ения этого типа проводится 

его прямой подстановкой в исходное уравнение:

at ’ ах ’ at' ’ Эх' ’ й э х  '

d u  , d u  2 u I 2 ТА |,g , “  "

A ? -  d z 7 ’ “ " d z 7d z ' d z '

dz'ax

d7„



М ы, в частности, видели, что к  рассмотренному здесь типу относятся 
уравнения, анализировавш иеся выше.

•А в т о м о д ел ь н ы е  волн ы
1. А вт ом одельны е реш ения. А втомодельными назы ваю т реш ения вида 

Сущ ествование этих реш ений связано с инва­

риант ност ью  рассм ат риваем ы х уравнений относительно преобразований  

раст яж ения сж ат ия (подобия) [Ш .8]. А втомодельные решения 
сущ ествую т, если растяж ение переменных по  правилу 

t  =  С т, X =  С '‘4, U =  C “ w , где С >  О -  произвольная константа при соответ­

ствую щ ем вы боре к и т  эквивалентно тож дественному преобразованию:

’ 5т ’ ’ 9 т ' 5 ^ '  ат94 J
В  этом  случае, если  ф ункция и  = Ф(х,1) является pei

го  и з у равнений (12.1.1), то функция w  =  'P(^,x) является реш ением  второго 

из у р авн ен и й (12.1.1). Свяж ем а и  р с к и т

П оследнее вьф аж ение удовлетворяет первому из уравнений (12.1.1). 

Требуя, чтобы (12 .1 .2) совпадало с исходным V С, получаем 

а  =  т ,  р  =  - к  . П осле этого подстановка автомодельного реш ения (12.1.1) 

в первое из уравнений (12.1.2) приводит к  обыкновенному дифф еренциаль­

ному уравнению  д ля U (§). Рассмотрим уравнение

И сходное п реобразование приводит нас к уравнению

at ^ а с Г  axJ^ ^  ^



( c - " u U
x C -“

+ ц С ™ "(с -"и ).

П риравнивание степеней С  (чтобы получившееся уравнение совпало с 

исходным), д ает  уравнения m - 1  =  т ( у +  l ) - 2 k  =  т а , имеющ ие единст­

венное реш ени е k = { l-o )" ‘;m * ( c i - y - l ) 2 - ‘( l - o ) ’‘- Далее находим вид авто­

модельного реш ения и =  )и  подставляем в уравнение для и:

V dw  1 dw  С dw  w
w ' -----  +  u w -------- 1------------ 1-------= 0 ,

d j  dC 2 d c  2
d

которое м ожет бы ть реш ено стандартными методами.
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