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Введение 

Каждая наука изучает вполне определенные стороны математиче-

ского мира. Например, физика занимается исследованием основных 

свойств и форм движения материи, химия изучает состав, строение  

и свойства молекул. Чем же занимается математика? Каков ее пред-

мет? На этот вопрос, исчерпывающий ответ дал Ф. Энгельс: «Чистая 

математика имеет своим объектом пространственные формы и коли-

чественные отношения действительного мира». 

Понятие и объекты математики представляют собой абстрак-

ции наблюдаемых в природе явлений. Окружающий нас мир – это 

движение, процесс, а со всяким процессом связано представление о 

переменной величине. Именно переменная величина служит для 

изучения мира. 

Вплоть до XVII века в математике изучались в основном посто-

янные величины или фигуры. Для математики того времени было 

типично решение таких задач: дано алгебраическое уравнение – 

найти его корни, или преобразовать данное алгебраическое или три-

гонометрическое выражение, вычислить значение какой-нибудь по-

стоянной геометрической величины. В XVII веке в связи с бурным 

развитием производственных сил и общественных отношений по-

явилась потребность в более глубоком изучении материальных про-

цессов и явлений. В результате от изучения чисел математики пере-

ходят к изучению функций, от изучения отдельных состояний, от-

дельных моментов существования вещей (а именно для этих момен-

тов достаточно было понятия постоянной величины) переходят к 

изучению процессов их изменения и развития. Это привело к изу-

чению новой математической теории, называемой «математиче-

ским анализом». 

Математический анализ есть, прежде всего, учение о перемен-

ных величинах. Развился он в XVII веке, трудами многих ученых, 
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но законченное и систематическое изложение двух его основных 

разделов (дифференциального и интегрального) дали И. Ньютон и 

Д. Лейбниц. 

Но математический анализ есть учение не просто о переменной 

величине. Ведь всякий процесс характеризуется по крайней мере 

двумя переменными величинами, изменение которых взаимно свя-

зано. Рассмотрим, например, механическое движение точки по пря-

мой линии. Это есть процесс изменения положения точки на прямой 

линии с течением времени. Здесь связаны две переменные вели-

чины: время и путь. Это приводит к понятию функции. Таким обра-

зом, математический анализ – есть общее учение о функциях. 

Но изучать функции можно разными методами, например,  

элементарными. Методом математического анализа изучения функ-

ций является метод пределов (в XVII веке его называли «методом 

бесконечно малых»). 
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Тема 1. Основные понятия 

математического анализа 

1.1. Постоянные и переменные величины 

Длина отрезка, масса тела, температура и прочие величины мо-

гут быть измерены, причем результат измерения записывается чис-

лом: 15 см, 5 кг, 20°, и так далее. В математике мы отходим от кон-

кретной природы величины, что приводит к математическому по-

нятию величины (15, 5, 20 и так далее). 

Величины бывают постоянные и переменные. Величина назы-

вается переменной, если в условиях данного процесса она прини-

мает различные значения. Если некоторая величина в данном про-

цессе сохраняет одно и то же значение, то говорят, что она посто-

янная или константа. Переменные величины обычно обозначают 

𝑥, 𝑦, а постоянные – 𝑎, 𝑏, 𝑐. 

1.2. Некоторые понятия математической логики 

и комбинаторики 

Правила построения суждения 

Определение 1.1. Суждением называется законченная мысль, 

выраженная средствами естественного языка, которая состоит из 

четырех элементов: квантор, субъект, связка, предикат.  

Например: 

Квантор Субъект Связка Предикат 

Все числа являются комплексными 

Некоторые натуральные числа – четные 

В последнем случае подразумевается связка «являются». Логи-

ческой связке может также соответствовать символ двоеточия. Вме-

сто термина предикат используют также термин свойство. 

В традиционной логике допускаются два типа суждений, каж-

дый из которых характеризует возможные отношения между двумя 

классами (классом субъектов и классом предикатов):  



8 

1) все 𝑆 являются 𝑃 (каждый из 𝑆 удовлетворяет свойству 𝑃); 

2) некоторые из 𝑆 являются 𝑃. 

Квантор общности или универсальный квантор обозначается 

символом «∀». Читается как «все», «каждый», «для любого». 

Квантор существования или экзистенциальный квантор обо-

значается символом «∃». Читается как «некоторые», «существует». 

Связка обозначается символам «:» или может отсутствовать. 

Читается как «есть», «является», «такой что». 

Например, суждение «Все натуральные числа являются поло-

жительными» в кванторах будет записано как «∀ 𝑥 ∈ ℕ:   𝑥 > 0». 

И предикат, и субъект могут быть составными, в частности сами 

могут являться суждениями (состоять из квантора, субъекта и преди-

ката). Кроме того, и предикат, и субъект в суждении могут быть и со-

ставными, в частности они сами могут оказаться суждениями.  

Например, 

∀ 𝜀 > 0  ∃  𝛿(𝜀) > 0:  ∀ 𝑥:  |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎:  |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. 

Обозначим за 𝑆𝑖 классы субъектов, а за 𝑃𝑖 – классы предикатов 

(или некоторые свойства, характеризующие эти классы). Тогда по-

лучим следующие составные части суждения: 

∀ 𝜀 ∈ 𝑆1:  𝑃1, где 𝑆1 = {𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 > 0}, – класс субъектов, 𝑃1 – преди-

кат; 

𝑃1 = (∃  𝛿(𝜀) ∈ 𝑆2:  𝑃2), где 𝑆2 = 𝑆1, 𝑃2 – предикат; 

𝑃2 = (∀ 𝑥 ∈ 𝑆3:  𝑃3) , где 𝑆3 = 𝑆3(𝛿) = {𝑥 ∈ ℝ:  |𝑥 − 𝑎| < 𝛿} , 𝑃3  – 

свойство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. 

Отрицание суждения строиться по следующим формальным 

правилам:  

1) квантор ∀ заменяется на квантор ∃; 

2) квантор ∃ заменяется на квантор ∀; 

3) предикат 𝑃 заменяется на свое отрицание. 

Например, для суждения 

∀ 𝜀 > 0  ∃  𝛿(𝜀) > 0:  ∀ 𝑥:  |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎:  |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀, 
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отрицанием станет суждение 

∃ 𝜀 > 0  ∀  𝛿(𝜀) > 0:  ∃ 𝑥:  |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎:  |𝑓(𝑥) − 𝑏| ≥ 𝜀. 

Понятие факториала 

Определение 1.2. Факториал натурального числа 𝑛 – это про-

изведение всех натуральных чисел от 1 до 𝑛 включительно: 

𝑛! = 1 ∙ 2 ∙ 3⋯ (𝑛 − 2) ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛. 

Тогда 

𝑛! = (𝑛 − 2)! ∙ (𝑛 − 1) ∙ 𝑛 = (𝑛 − 1)! ∙ 𝑛, 

(𝑛 + 1)! = 1 ∙ 2 ∙ 3⋯𝑛 ∙ (𝑛 + 1) = 𝑛! ∙ (𝑛 + 1). 

При этом для 𝑛 = 0 принимается в качестве соглашения, что  

0! = 1. 

Двойной факториал натурального числа 𝑛  определяется как 

произведение всех натуральных чисел на отрезке [1, 𝑛], имеющих 

ту же чётность, что и число 𝑛: 

(2𝑛)‼ = 2 ∙ 4 ∙ 6 ⋅ … ⋅ 2𝑛;           (2𝑛 + 1)‼ = 1 ∙ 3 ∙ 5 ⋅ … ⋅ (2𝑛 + 1). 

Число сочетаний из 𝒏 объектов по 𝒌 

Пусть имеется 𝑛 различных объектов. Будем выбирать комби-

нации по 𝑘 штук из 𝑛 объектов, при этом будем обращать внимание 

на разный состав комбинаций, но не на порядок. Тогда число соче-

таний из 𝑛 объектов по 𝑘 равно 

𝐶𝑛
𝑘 =

𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
. 

Пример 1.1. В качестве примера работы с числом сочетаний 

докажем равенство биномиальных коэффициентов: 

𝐶𝑛
𝑘 + 𝐶𝑛

𝑘−1 = 𝐶𝑛+1
𝑘 . 

Доказательство. По определению числа сочетаний: 

𝐶𝑛
𝑘−1 =

𝑛!

(𝑘 − 1)! ⋅ (𝑛 − (𝑘 − 1))!
=

𝑛!

(𝑘 − 1)! ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)!
, 
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𝐶𝑛+1
𝑘 =

(𝑛 + 1)!

𝑘! ⋅ (𝑛 + 1 − 𝑘)!
=

(𝑛 + 1)!

𝑘! ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)!
. 

Тогда 

𝐶𝑛
𝑘 + 𝐶𝑛

𝑘−1 = 
𝑛!

𝑘! ⋅ (𝑛 − 𝑘)!
+

𝑛!

(𝑘 − 1)! ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)!
= 

[домножим числитель и знаменатель первой дроби на (𝑛 − 𝑘 + 1), 

второй дроби – на 𝑘] 

= 
(𝑛 − 𝑘 + 1) ∙ 𝑛!

(𝑛 − 𝑘 + 1) ⋅ (𝑛 − 𝑘)! ⋅ 𝑘!
+

𝑘 ∙ 𝑛!

𝑘 ∙ (𝑘 − 1)! ⋅ (𝑛 − 𝑘 + 1)!
= 

[

для удобства вычислений преобразуем знаменатели дробей:
(𝑛 − 𝑘 + 1) ⋅ (𝑛 − 𝑘)! = (𝑛 − 𝑘 + 1)!,

𝑘 ⋅ (𝑘 − 1)! = 𝑘!
] 

= 
(𝑛 − 𝑘 + 1) ∙ 𝑛!

(𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑘!
+

𝑘 ∙ 𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
=  
(𝑛 − 𝑘 + 1) ∙ 𝑛! + 𝑘 ∙ 𝑛!

(𝑛 − 𝑘 + 1)! 𝑘!
= 

[вынесем в числителе за скобки 𝑛!] 

= 
𝑛! ⋅ ((𝑛 − 𝑘 + 1) + 𝑘)

(𝑛 − 𝑘 + 1)! ⋅ 𝑘!
=

𝑛! ⋅ (𝑛 + 1)

(𝑛 − 𝑘 + 1)! ⋅ 𝑘!
= 

[преобразуем числитель: 𝑛! ⋅ (𝑛 + 1) = (𝑛 + 1)!] 

=
(𝑛 + 1)!

𝑘! (𝑛 − 𝑘 + 1)!
= 𝐶𝑛+1

𝑘 .    ∎ 

Примеры работы с суммой 

Введём обозначение: 

∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛 = 

= 𝑎0 + (𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛) = 𝑎0 +∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

, 

∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛 = 
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= (𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎2 +⋯+ 𝑎𝑛−1) + 𝑎𝑛 = ∑𝑎𝑘 + 𝑎𝑛

𝑛−1

𝑘=0

. 

Пусть 𝐶 = const, тогда: 

𝐶 ∙∑𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝐶 ∙ (𝑎0 + 𝑎1 +⋯+ 𝑎𝑛) = 

= (𝐶 ∙ 𝑎0 + 𝐶 ∙ 𝑎1 +⋯+ 𝐶 ∙ 𝑎𝑛) = ∑𝐶 ∙ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=0

. 

Пример 1.2. В качестве примера работы с суммой докажем ра-

венство: 

𝑎𝑛+1 − 𝑏𝑛+1 = (𝑎 − 𝑏) ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

. 

Доказательство. 

Рассмотрим правую часть равенства: 

∑𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

= 𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + 𝑎2𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−2𝑏2 + 𝑎𝑛−1𝑏1 + 𝑎𝑛𝑏0. 

Тогда 

(𝑎 − 𝑏)∑𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

= (𝑎 ∙∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

) − (𝑏 ∙∑ 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

) = 

= 𝑎 ∙ (𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + 𝑎2𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−2𝑏2 + 𝑎𝑛−1𝑏1 + 𝑎𝑛𝑏0) − 

−𝑏 ∙ (𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + 𝑎2𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−2𝑏2 + 𝑎𝑛−1𝑏1 + 𝑎𝑛𝑏0) = 

= (𝑎𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎𝑎1𝑏𝑛−1 + 𝑎𝑎2𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑎𝑛−1𝑏1 + 𝑎𝑎𝑛𝑏0) − 

− (𝑎0𝑏𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑏𝑛−1 + 𝑎2𝑏𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑏𝑏1 + 𝑎𝑛𝑏𝑏0) = 

= (𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + 𝑎3𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛+1−1𝑏1 + 𝑎𝑛+1𝑏0) − 
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−(𝑎0𝑏𝑛+1 + 𝑎1𝑏𝑛+1−1 + 𝑎2𝑏𝑛+1−2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑏1+1 + 𝑎𝑛𝑏0+1) = 

= (𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + 𝑎3𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑏2 + 𝑎𝑛𝑏1 + 𝑎𝑛+1𝑏0) − 

−(𝑎0𝑏𝑛+1 + 𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−2𝑏3 + 𝑎𝑛−1𝑏2 + 𝑎𝑛𝑏1) = 

= (𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 + 𝑎3𝑏𝑛−2 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑏2 + 𝑎𝑛𝑏1) + (𝑎𝑛+1𝑏0) − 

−(𝑎0𝑏𝑛+1) − (𝑎1𝑏𝑛 + 𝑎2𝑏𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−2𝑏3 + 𝑎𝑛−1𝑏2 + 𝑎𝑛𝑏1) = 

=∑𝑎𝑘𝑏𝑛+1−𝑘
𝑛

𝑘=1

+ (𝑎𝑛+1𝑏0) − (𝑎0𝑏𝑛+1) −∑𝑎𝑘𝑏𝑛+1−𝑘
𝑛

𝑘=1

= 

= (𝑎𝑛+1𝑏0) − (𝑎0𝑏𝑛+1) = 𝑎𝑛+1 − 𝑏𝑛+1.     ∎ 

1.3. Множества 

Теория множеств – это раздел математики, в котором изуча-

ются общие свойства множеств. Основатель – Георг Кантор. 

Определение 1.3. Множеством называется совокупность объ-

ектов определённой природы. Обозначение: 𝐴, 𝐵, 𝑋, … 

Объекты, из которых состоит данное множество, называются 

его элементами. Обозначение: 𝑎, 𝑏, 𝑥, … 

∅ – пустое множество (не содержит ни одного элемента). 

Принадлежность элемента множеству записывается так: 

𝒂 ∈ 𝑩 – элемент 𝑎 принадлежит множеству 𝐵,  

𝒙 ∉ 𝑪 – элемент 𝑥 не принадлежит множеству 𝐶. 

Способы задания множеств 

1. Перечисляются все элементы множества, при этом элементы 

множества записываются в фигурных скобках.  

Например, 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝑋 = {Иванов, Петров}. 

2. Указывается характеристическое свойство множества – 

свойство, которым обладают все элементы данного множества. 
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Например, 𝐶 = {𝑛2: 𝑛 ∈ ℕ}120 

 

Множества А и В называются равными, если они содержат одни 

и те же элементы. Обозначение: 

𝑨 = 𝑩. 

Например,  

 𝐴 = 𝐵, если 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝐵 = {3, 1, 2};  

 𝐶 = 𝐷, если 𝐶 = (−∞; 1), 𝐷 = {𝑥:  𝑥 − 1 < 0}. 

Определение 1.4. Множество 𝐵  является подмножеством 

множества 𝐴, если каждый элемент из множества 𝐵 является эле-

ментом и множества 𝐴. Обозначение: 𝑩 ⊂ 𝑨. 

Например, 𝐷 ⊂ 𝐶, если 𝐶 = (−∞;  0), 𝐷 = [−2; −1]. 

Замечания: 

1) если 𝐴 = 𝐵, то 𝐴 ⊂ 𝐵, 𝐵 ⊂ 𝐴; 

2) пустое множество является подмножеством любого множества; 

3) знак ⊂ можно ставить только между множествами: 𝐵 ⊂ 𝐴; 

4) знак ∈ можно ставить только между элементом множества и са-

мим множеством: 𝑥 ∈ 𝑋. 

Операции над множествами 

Определение 1.5. Пересечением множеств A и B называется 

множество, обозначаемое 𝑨 ∩ 𝑩, состоящее из элементов, принад-

лежащих одновременно и множеству А, и множеству В: 

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥: 𝑥 ∈ 𝐴 и 𝑥 ∈ 𝐵}. 

Пример 1.3. 

Найти пересечение указанных множеств: 

 для 𝐴 = {2, 4, 6, 8}, 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5} имеем 𝐴 ∩ 𝐵 = {2, 4}; 

 для 𝐶 = (2; 4), 𝐷 = [3; 5] имеем 𝐶 ∩ 𝐷 = [3; 4); 

 диаграммы Эйлера-Венна (рис. 1.1): 
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Рис. 1.1. Пересечение множеств 

Определение 1.6. Объединением множеств A и B называется 

множество, обозначаемое 𝑨 ∪ 𝑩, состоящее из элементов, принад-

лежащих хотя бы одному из множеств А или В: 

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥:   𝑥 ∈ 𝐴  или  𝑥 ∈ 𝐵}. 

Пример 1.4. 

Найти объединение указанных множеств: 

 для 𝐴 = {2, 4, 6, 8}, 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5} имеем  

𝐴 ∪ 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 8}; 

 для 𝐶 = (2; 4), 𝐷 = [3; 5] имеем 𝐶 ∪ 𝐷 = (2; 5]; 

 диаграммы Эйлера-Венна (рис. 1.2): 

   
Рис. 1.2. Объединение множеств 

Определение 1.7. Разностью двух множеств A и В называется 

множество, обозначаемое 𝑨\𝑩, состоящее из элементов множества 

А, не принадлежащих множеству В: 

𝐴\𝐵 = {𝑥:  𝑥 ∈ 𝐴  и 𝑥 ∉ 𝐵}. 

  



15 

Пример 1.5. 

Найти разность указанных множеств: 

 для 𝐴 = {2, 4, 6, 8}, 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5} имеем 𝐴\𝐵 = {6, 8},  

𝐵\𝐴 = {1, 3, 5}; 

 для 𝐶 = (2; 4), 𝐷 = [3; 5] имеем 𝐶\𝐷 = (2; 3), 𝐷\𝐶 = [4; 5]; 

 диаграммы Эйлера-Венна (рис. 1.3): 

   

Рис. 1.3. Разность множеств 

Если множество B является подмножеством множества А, то 

разность 𝐴\𝐵 называют дополнением множества В до множества 

А и обозначают 𝑩𝑨 (рис. 1.4). В случае числовых множеств запись 

𝑨𝑹 или 𝑨 означает дополнение множества А до множества R дей-

ствительных чисел. 

 

Рис. 1.4. Дополнение множества 𝐵 до множества 𝐴 

Определение 1.8. Симметрической разностью двух множеств 

A и В называется множество, обозначаемое 𝑨𝚫𝑩, состоящее из эле-

ментов разности 𝐴\𝐵 или разности 𝐵\𝐴: 

𝐴Δ𝐵 = {𝑥:  𝑥 ∈ 𝐴\𝐵  или 𝑥 ∈ 𝐵\𝐴} = (𝐴\𝐵) ∪ (𝐵\𝐴). 

Пример 1.6. 

Найти симметрическую разность указанных множеств: 

 для 𝐴 = {2, 4, 6, 8}, 𝐵 = {1, 2, 3, 4, 5} имеем 𝐴Δ𝐵 = {1, 3, 5, 6, 8}; 

 для 𝐶 = (2; 4), 𝐷 = [3; 5] имеем 𝐶Δ𝐷 = (2; 3) ∪ [4; 5]; 
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 диаграммы Эйлера-Венна (рис. 1.5): 

   
Рис. 1.5. Симметрическая разность множеств 

Свойства операций над множествами 

1)   𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 

2)   𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴, 

3)   𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶, 

4)   𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶, 

5)   𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶), 

6)   𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶), 

7)   𝐴 ∪ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∩ 𝐵̅, 

8)   𝐴 ∩ 𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝐴̅ ∪ 𝐵̅, 

9)   𝐴 ∪ ∅ = 𝐴, 

10) 𝐴 ∩ ∅ = ∅, 

11) 𝐴 ∪ ℝ = ℝ, 

12) 𝐴 ∩ ℝ = 𝐴, 

13) 𝐴 ∪ 𝐴̅ = ℝ, 

14) 𝐴 ∩ 𝐴̅ = ∅, 

15) 𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴, 

16) 𝐴̿ = 𝐴, 

17) 𝐴\𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵̅, 

18) 𝐴 △ 𝐵 = (𝐴 ∪ 𝐵)\(𝐴 ∩ 𝐵), 

19) (𝐴 △ 𝐵) △ 𝐶 = 𝐴 △ (𝐵 △ 𝐶), 

20) 𝐴 △ 𝐵 = 𝐵 △ 𝐴. 

Основные числовые множества 
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ℕ – множество натуральных чисел, 

ℤ – множество целых чисел, 

ℚ – множество рациональных чисел (отношение целого числа к 

натуральному числу), 

𝕀 – множество иррациональных чисел, 

ℝ – множество действительных чисел (объединение рациональ-

ных и иррациональных чисел), 

ℂ – множество комплексных чисел. 

Основные подмножества множества действительных чисел 

Любое из данных множеств называется промежутком. 

[𝑎;  𝑏]  – отрезок или сегмент – это множество всех тех и 

только тех действительных чисел 𝑥, которые удовлетворяют нера-

венствам 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. Символьное обозначение: 

[𝑎;  𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}. 

(𝑎;  𝑏) – интервал – это множество всех тех и только тех дей-

ствительных чисел 𝑥 , которые удовлетворяют неравенствам  

𝑎 < 𝑥 < 𝑏. Символьное обозначение: 

(𝑎;  𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑎 < 𝑥 < 𝑏}. 

[𝑎;  𝑏) – полуинтервал или полусегмент, открытый справа, – 

это множество всех тех и только тех действительных чисел 𝑥, кото-

рые удовлетворяют неравенствам 𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏. Символьное обозначе-

ние: 

[𝑎;  𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏}. 

(𝑎;  𝑏] – полуинтервал или полусегмент, открытый слева, – это 

множество всех тех и только тех действительных чисел 𝑥, которые 

удовлетворяют неравенствам 𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏. Символьное обозначение: 

(𝑎;  𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏}. 

[𝑎;+∞) – бесконечный полуинтервал справа – это множество 

всех тех и только тех действительных чисел 𝑥, которые удовлетво-

ряют неравенству 𝑥 ≥ 𝑎. Символьное обозначение: 
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[𝑎;+∞) = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑥 ≥ 𝑎}. 

(−∞;  𝑏] – бесконечный полуинтервал слева – это множество 

всех тех и только тех действительных чисел 𝑥, которые удовлетво-

ряют неравенству 𝑥 ≤ 𝑏. Символьное обозначение: 

(−∞;  𝑏] = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑥 ≤ 𝑏}. 

(𝑎; +∞) – бесконечный интервал справа – это множество всех 

тех и только тех действительных чисел 𝑥, которые удовлетворяют 

неравенству 𝑥 > 𝑎. Символьное обозначение: 

(𝑎;+∞) = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑥 > 𝑎}. 

(−∞;  𝑏) – бесконечный интервал слева – это множество всех 

тех и только тех действительных чисел 𝑥, которые удовлетворяют 

неравенству 𝑥 < 𝑏. Символьное обозначение: 

(−∞;  𝑏) = {𝑥 ∈ ℝ:  𝑥 < 𝑏}. 

(−∞; +∞) – совокупность всех действительных чисел. 

1.4. Числовая прямая 

Определение 1.9. Числовая прямая – это прямая, на которой 

указаны начальная точка О, положительное направление и единич-

ный отрезок (рис. 1.6). 

 

Рис. 1.6. Числовая прямая 

Пусть 𝑀 – произвольная точка числовой прямой. Поставим ей 

в соответствие действительное число 𝑥, равное длине отрезка 𝑂𝑀, 

если точка 𝑀 лежит правее точки 𝑂, или этой длине со знаком ми-

нус, если точка 𝑀 лежит левее точки 𝑂 (рис. 1.7). Число 𝑥 называют 

абсциссой точки 𝑀. 

 
Рис. 1.7. Точки числовой прямой 
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Итак, каждой точке числовой прямой ставится в соответствие един-

ственное действительное число 𝑥. Справедливо и обратное: каждому 

действительному числу 𝑥 соответствует единственная точка число-

вой прямой, такая, что 𝑥 выражает величину отрезка 𝑂𝑀. 

Итак, между точками числовой прямой и действительными 

числами установлено взаимно однозначное соответствие. Поэтому 

в дальнейшем мы будем иногда вместо слов «действительное  

число 𝑥» говорить «точка 𝑥». 

1.5. Абсолютная величина (модуль) числа 

Определение 1.10. Абсолютной величиной (модулем) действи-

тельного числа, называется само это число, если оно неотрица-

тельно, и ему противоположное, если само число отрицательно: 

|𝑥| = {
𝑥,      если 𝑥 ≥ 0,
−𝑥,   если 𝑥 < 0.

 

Свойства абсолютных величин 

1º. Неравенство |𝑎| < 𝑏  ( 𝑏 > 0 ) равносильно неравенствам 

−𝑏 < 𝑎 < 𝑏. 

Доказательство. Из неравенства |𝑎| < 𝑏  следует, что 𝑎 < 𝑏 , 

если 𝑎 ≥ 0; и −𝑎 < 𝑏 или 𝑎 > −𝑏, если 𝑎 < 0. Таким образом, из 

неравенства |𝑎| < 𝑏 следует −𝑏 < 𝑎 < 𝑏. 

Пусть теперь −𝑏 < 𝑎 < 𝑏. Отсюда 𝑎 < 𝑏 и −𝑎 < 𝑏. В зависимо-

сти от своего знака (положительное или отрицательное) одно из чи-

сел 𝑎 или (−𝑎) дает |𝑎|. Следовательно, одно из неравенств 𝑎 < 𝑏 

или −𝑎 < 𝑏 дает неравенство |𝑎| < 𝑏. 

Таким образом, неравенство |𝑎| < 𝑏  равносильно неравен-

ствам −𝑏 < 𝑎 < 𝑏. Свойство доказано. 

2º. Неравенство |𝑎| > 𝑏  ( 𝑏 > 0 ) равносильно неравенствам  

𝑎 > 𝑏 или 𝑎 < −𝑏. 
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Доказательство. Из неравенства |𝑎| > 𝑏  следует, что 𝑎 > 𝑏 , 

если 𝑎 ≥ 0; и −𝑎 > 𝑏 или 𝑎 < −𝑏, если 𝑎 < 0. Таким образом, из 

неравенства |𝑎| > 𝑏 следует 𝑎 > 𝑏 или 𝑎 < −𝑏. 

Пусть теперь 𝑎 > 𝑏 или 𝑎 < −𝑏. В зависимости от своего знака 

(положительное или отрицательное) одно из чисел 𝑎 или (−𝑎) дает 

|𝑎|. Следовательно, одно из неравенств 𝑎 > 𝑏 или 𝑎 < −𝑏 дает не-

равенство |𝑎| > 𝑏. 

Таким образом, неравенство |𝑎| > 𝑏  равносильно неравен-

ствам 𝑎 > 𝑏 или 𝑎 < −𝑏. Свойство доказано. 

3º. |𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|, 

|𝑎 + 𝑏| ≥ |𝑎| − |𝑏|. 

Доказательство. Докажем неравенство |𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|. В 

силу определения абсолютной величины действительного числа 

справедливы неравенства: 

−|𝑎| ≤ 𝑎 ≤ |𝑎|, −|𝑏| ≤ 𝑏 ≤ |𝑏|. 

Сложим записанные неравенства: 

−|𝑎| − |𝑏| ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ |𝑎| + |𝑏|, 

−(|𝑎| + |𝑏|) ≤ 𝑎 + 𝑏 ≤ |𝑎| + |𝑏|. 

По свойству 1º последние неравенства равносильны неравенству 

|𝑎 + 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|.                                     (1.1) 

Теперь докажем неравенство |𝑎 + 𝑏| ≥ |𝑎| − |𝑏|. Обозначим  

𝑎 = (𝑎 + 𝑏) − 𝑏. 

Тогда, учитывая доказанное выше неравенство (1.1), имеем: 

|𝑎| = |(𝑎 + 𝑏) − 𝑏| = |(𝑎 + 𝑏) + (−𝑏)| ≤ |𝑎 + 𝑏| + |−𝑏| = 

= |𝑎 + 𝑏| + |𝑏|. 

Таким образом, |𝑎 + 𝑏| + |𝑏| ≥ |𝑎|. Отсюда 

|𝑎 + 𝑏| ≥ |𝑎| − |𝑏|. 

Свойство доказано. 

4º. |𝑎 − 𝑏| ≥ |𝑎| − |𝑏|, 

|𝑎 − 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|. 
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Доказательство. Докажем неравенство |𝑎 − 𝑏| ≥ |𝑎| − |𝑏|, ис-

пользуя свойство 3º. 

|𝑎 − 𝑏| = |𝑎 + (−𝑏)| ≥ |𝑎| − |−𝑏| = |𝑎| − |𝑏|. 

Аналогично докажем неравенство |𝑎 − 𝑏| ≤ |𝑎| + |𝑏|: 

|𝑎 − 𝑏| = |𝑎 + (−𝑏)| ≤ |𝑎| + |−𝑏| = |𝑎| + |𝑏|. 

Свойство доказано. 

5º. |𝑎 ∙ 𝑏| = |𝑎| ∙ |𝑏|. 

Доказательство. Используем определение модуля числа.  

Если 𝑎 ≥ 0 , 𝑏 ≥ 0 , то по определению |𝑎| = 𝑎 , |𝑏| = 𝑏 , при 

этом |𝑎| ⋅ |𝑏| = 𝑎𝑏. А учитывая, что в этом случае 𝑎𝑏 ≥ 0, получаем 

|𝑎𝑏| = 𝑎𝑏 = |𝑎| ⋅ |𝑏|. 

Если 𝑎 ≥ 0, 𝑏 < 0, то по определению |𝑎| = 𝑎, |𝑏| = −𝑏, при 

этом |𝑎| ⋅ |𝑏| = 𝑎 ⋅ (−𝑏) = −𝑎𝑏 . А учитывая, что в этом случае  

𝑎𝑏 ≤ 0, получаем |𝑎𝑏| = −𝑎𝑏 = |𝑎| ⋅ |𝑏|. 

Если 𝑎 < 0, 𝑏 ≥ 0, то по определению |𝑎| = −𝑎, |𝑏| = 𝑏, при 

этом |𝑎| ⋅ |𝑏| = −𝑎 ⋅ 𝑏. А учитывая, что в этом случае 𝑎𝑏 ≤ 0, полу-

чаем |𝑎𝑏| = −𝑎𝑏 = |𝑎| ⋅ |𝑏|. 

Если 𝑎 < 0, 𝑏 < 0, то по определению |𝑎| = −𝑎, |𝑏| = −𝑏, при 

этом |𝑎| ⋅ |𝑏| = (−𝑎) ⋅ (−𝑏) = 𝑎𝑏 . А учитывая, что в этом случае 

𝑎𝑏 ≥ 0, получаем |𝑎𝑏| = 𝑎𝑏 = |𝑎| ⋅ |𝑏|. Свойство доказано. 

6º. |
𝑎

𝑏
| =

|𝑎|

|𝑏|
 (𝑏 ≠ 0). 

Доказательство аналогично доказательству свойства 50. 

1.6. Окрестность точки 

Определение 1.11. Интервал вида (𝑎 − 𝜀;  𝑎 + 𝜀) , где 𝜀 > 0 , 

называется 𝜀-окрестностью точки 𝑎, при этом 𝑎 – центр окрестно-

сти, 𝜀 – радиус окрестности (рис. 1.8).  

Обозначение: 𝑈(𝑎, 𝜀). 
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Рис. 1.8. Окрестность точки 

Определение 1.12. Проколотой окрестностью точки 𝑎 назы-

вается окрестность этой точки без самой точки 𝑎 (рис. 1.9), то есть 

это объединение интервалов (𝑎 − 𝜀;  𝑎) ∪ (𝑎;  𝑎 + 𝜀).  

 

Рис. 1.9. Проколотая окрестность точки 

Обозначение: 𝑈(𝑎, 𝜀), 𝑥 ≠ 𝑎. 

1.7. Верхняя и нижняя грани множества 

Пусть 𝐸  – некоторое подмножество множества действитель-

ных чисел. Через 𝑥 обозначим любой элемент множества 𝐸. 

Определение 1.13. Множество 𝐸  называется ограниченным 

снизу, если существует такое действительное число 𝑎, что для лю-

бого числа 𝑥 ∈ 𝐸 выполняется неравенство 𝑥 ≥ 𝑎. 

Определение 1.14. Множество 𝐸  называется ограниченным 

сверху, если существует такое действительное число 𝑏, что для лю-

бого числа 𝑥 ∈ 𝐸 выполняется неравенство 𝑥 ≤ 𝑏. 

Например, множество 𝐸1 = {2, 4, … , 2𝑛, … }  является ограни-

ченным снизу, так как существует такое число 𝑎 = 0, что для лю-

бого числа 𝑥 ∈ 𝐸1  выполняется неравенство 𝑥 ≥ 0 . В качестве 

числа 𝑎 можно взять и другое число, например, 1. При этом множе-

ство 𝐸1 неограниченно сверху. 

Определение 1.15. Множество называется ограниченным, если 

оно ограничено и снизу, и сверху. 
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Например, множество 𝐸2 = {1,
1

2
,
1

3
, … ,

1

𝑛
, … }  является ограни-

ченным, так как для любого числа 𝑥 ∈ 𝐸2 выполняется неравенство 

0 ≤ 𝑥 ≤ 1. 

Определение 1.16. Мажоранта или верхняя грань (граница) 

числового множества 𝐸 – это число 𝑏, такое что для любого эле-

менты 𝑥 ∈ 𝐸 справедливо неравенство 𝑥 ≤ 𝑏. 

Определение 1.17. Миноранта или нижняя грань (граница) 

числового множества 𝐸 – это число 𝑎, такое что для любого эле-

менты 𝑥 ∈ 𝑋 справедливо неравенство 𝑥 ≥ 𝑎. 

Для множества 𝐸2  верхней гранью является число 𝑏 = 1 , а 

нижней гранью – число 𝑎 = 0. Однако для того же множества 𝐸2 

верхней гранью могут быть и числа √2, 𝜋 и другие, так как любой 

элемент множества 𝐸2 не превосходит этих чисел. 

Таким образом, если множество 𝐸  имеет хотя бы одну верх-

нюю грань 𝑏, то верхних граней будет существовать бесконечное 

множество. Среди них можно выделить наименьшее число. 

Определение 1.18. Точной верхней гранью (наименьшей верх-

ней границей) множества 𝐸 называется наименьшая из всех верхних 

граней этого множества. Обозначается: 𝐬𝐮𝐩𝑬. Читается супре́мум 

(лат. supremum – самый высокий).  

Для рассмотренного множества 𝐸2 имеем sup𝐸2 = 1. 

Определение 1.19. Точной нижней гранью (наибольшей ниж-

ней границей) множества 𝐸 называется наибольшая из всех нижних 

граней этого множества. Обозначается: 𝐢𝐧𝐟 𝑬. Читается и́нфимум 

(лат. infimum – самый низкий). 

Для рассмотренного множества 𝐸2 имеем inf 𝐸2 = 0. 

Дадим другое определение точных верхней и нижней граней. 
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Определение 1.20. Число 𝛼 называется точной нижней гранью 

множества 𝐸, если оно удовлетворяет условиям: 

1) для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐸 справедливо 𝑥 ≥ 𝛼, 

2) для любого числа 𝜀 > 0 существует элемент 𝑥′ ∈ 𝐸, такой, что 

𝑥′ < 𝛼 + 𝜀. 

Определение 1.21. Число 𝛽 называется точной верхней гранью 

множества 𝐸, если оно удовлетворяет условиям: 

1) для любого элемента 𝑥 ∈ 𝐸 справедливо 𝑥 ≤ 𝛽, 

2) для любого числа 𝜀 > 0 существует элемент 𝑥′ ∈ 𝐸, такой, что 

𝑥′ > 𝛽 − 𝜀. 

Определение 1.22. Последовательность отрезков 

[𝑎1;  𝑏1],   [𝑎2;  𝑏2],   …,   [𝑎𝑛;  𝑏𝑛],   …  называется стягивающейся, 

если она обладает свойствами: 

1) каждый последующий отрезок содержится в предыдущем 

[𝑎𝑛;  𝑏𝑛] ⊂ ⋯ ⊂ [𝑎2;  𝑏2] ⊂ [𝑎1;  𝑏1], 

2) длина 𝑛-го отрезка стремится к нулю при 𝑛 стремящемся к бес-

конечности. 

Аксиома Кантора. Любая последовательность стягивающихся 

отрезков содержит одну общую точку. 

Теорема 1.1. Всякое непустое ограниченное сверху (снизу) 

множество имеет точную верхнюю (нижнюю) грань. 

Доказательство проведем для точной верхней грани. Так как 

множество 𝐸 ограничено сверху, то существует число 𝑏 ∈ ℝ, такое, 

что для любого числа 𝑥 ∈ 𝐸 выполняется неравенство 

𝑥 ≤ 𝑏.                                                (1.2) 

Рассмотрим один элемент 𝑥0 ∈ 𝐸. Тогда их неравенства (1.2) 

получаем, что 𝑥0 ≤ 𝑏 . Возьмем некоторое действительное число 

𝑎 < 𝑥0  и рассмотрим отрезок [𝑎;  𝑏] , длина которого 𝑑 = 𝑏 − 𝑎 . 

Этот отрезок обладает свойствами: 
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1) правее отрезка [𝑎;  𝑏] нет ни одного элемента из множества 𝐸 

(следует из неравенства (1.2)); 

2) [𝑎;  𝑏] содержит хотя бы один элемент множества 𝐸. 

Разделим [𝑎;  𝑏] пополам точкой 𝑐. Получим два отрезка: [𝑎;  𝑐] 

и [𝑐;  𝑏]. Если [𝑐;  𝑏] содержит хотя бы один элемент множества 𝐸, 

то он обладает указанными свойствами 1) и 2). В противном случае 

этими свойствами обладает [𝑎;  𝑐]. Выберем тот отрезок, который 

подходит под свойства 1) и 2), и обозначим его [𝑎1;  𝑏1]. Длина этого 

отрезка 𝑑1 = 𝑏1 − 𝑎1 =
𝑑

2
. 

Разделим [𝑎1;  𝑏1] пополам. Из полученных отрезков выберем 

тот, который подходит под свойства 1) и 2), и обозначим его 

[𝑎2;  𝑏2]. Длина этого отрезка 𝑑2 = 𝑏2 − 𝑎2 =
𝑑1

2
=

𝑑

22
. 

Продолжим данный процесс, и на 𝑛-ом шаге получим [𝑎𝑛;  𝑏𝑛], 

длина которого 𝑑𝑛 =
𝑑

2𝑛
. Продолжая данный процесс неограни-

ченно, получим последовательность отрезков 

[𝑎1;  𝑏1],   [𝑎2;  𝑏2],   …,   [𝑎𝑛;  𝑏𝑛],   …,                  (1.3) 

которая обладает свойствами: 

1) правее каждого отрезка нет элементов из множества 𝐸, 

2) каждый отрезок содержит хотя бы один элемент из множества 𝐸, 

3) каждый последующий отрезок содержится в предыдущем, 

4) длина 𝑛 -го отрезка 𝑑𝑛 =
𝑑

2𝑛
 стремится к нулю при 𝑛 , стремя-

щемся к бесконечности. 

Из свойств 3) и 4) следует, что последовательность отрезков 

(1.3) является стягивающейся. Тогда по аксиоме Кантора суще-

ствует единственная точка 𝛽, принадлежащая всем отрезкам этой 

последовательности.  

Докажем, что 𝛽 является точной верхней гранью множества 𝐸. 

Для этого достаточно показать, что выполняются условия 1) и 2) из 

определения точной верхней грани. 
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Докажем, что для любого 𝑥 ∈ 𝐸  выполняется неравенство  

𝑥 ≤ 𝛽 методом от противного. Допустим, что нашелся хотя бы один 

элемент 𝑥1 ∈ 𝐸, такой что, 𝑥1 > 𝛽. Тогда число 𝑥1 − 𝛽 > 0.  

Так как по свойству 4) длина отрезка стремится к нулю при 𝑛, 

стремящемся к бесконечности, то среди них найдется хотя бы один, 

длина которого меньше положительного числа 𝑥1 − 𝛽. Обозначим 

этот отрезок [𝑎𝑘;  𝑏𝑘], при этом его длина 

𝑏𝑘 − 𝑎𝑘 < 𝑥1 − 𝛽.                                      (1.4) 

По своему происхождению 𝛽  принадлежит всем отрезкам из 

последовательности (1.3), значит 𝛽 ∈ [𝑎𝑘;  𝑏𝑘]. Следовательно, 

𝑎𝑘 ≤ 𝛽.                                                (1.5) 

Складывая неравенства (1.4) и (1.5), получим, что 𝑏𝑘 < 𝑥1. Это го-

ворит о том, что правее отрезка [𝑎𝑘;  𝑏𝑘] есть элемент 𝑥1 ∈ 𝐸 , а это 

противоречит свойству 1) последовательности отрезков. Противоре-

чие и доказывает условие 1) определения точной верхней грани. 

Теперь докажем, что для любого числа 𝜀 > 0 существует элемент 

𝑥′ ∈ 𝐸 , такой, что 𝑥′ > 𝛽 − 𝜀 . Рассмотрим (𝑏 − 𝜀;  𝑏 + 𝜀) – окрест-

ность точки 𝛽 радиуса 𝜀. Так как по свойству отрезков 4) длина отрез-

ков стремится к нулю при 𝑛 , стремящемся к бесконечности, то 

найдется отрезок [𝑎𝑚;  𝑏𝑚], длина которого меньше 𝜀. А учитывая, что 

этот отрезок содержит точку 𝛽, то [𝑎𝑚;  𝑏𝑚] ⊂ (𝑏 − 𝜀;  𝑏 + 𝜀). 

По свойству отрезков 2) [𝑎𝑚;  𝑏𝑚] содержит хотя бы одну точку 

𝑥′ ∈ 𝐸. Тогда 𝑥′ ∈ (𝑏 − 𝜀;  𝑏 + 𝜀). Откуда 𝑥′ > 𝛽 − 𝜀 (рис. 1.10). 

 

Рис. 1.10. Принадлежность элементов 

Итак, для любого числа 𝜀 > 0 нашлась точка 𝑥′ ∈ 𝐸, такая, что 

𝑥′ > 𝛽 − 𝜀. Тем самым доказано свойство 2) определения точной 

верхней грани. 
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Таким образом, выполняются оба условия определения точной 

верхней грани. Следовательно, число 𝛽  является точной верхней 

гранью, то есть 𝛽 = sup𝐸. 

Доказательство того, что ограниченной снизу множество имеет 

точную нижнюю грань, проводится аналогично. Теорема доказана. 

1.8. Метод математической индукции 

Математическая индукция – метод математического доказа-

тельства, который используется, чтобы доказать истинность неко-

торого утверждения для всех натуральных чисел.  

Предположим, что требуется установить справедливость бес-

конечной последовательности утверждений, зависящих от нату-

ральных чисел: 𝐹(1), 𝐹(2), …, 𝐹(𝑛), 𝐹(𝑛 + 1), … 

Если: 

1) доказано, что 𝐹(1) верно (это утверждение называется базой ин-

дукции), 

2) для любого 𝑛 доказано, что если верно 𝐹(𝑛), то верно 𝐹(𝑛 + 1) 

(это утверждение называется индукционным переходом), 

то все утверждения последовательности верны. 

Пример 1.7. 

Доказать, что для любого 𝑛 ∈ ℕ справедливо равенство 

12 + 22 + 32 +⋯+ 𝑛2 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
. 

Решение. Применим метод математической индукции. 

При 𝑛 = 1 формула верна: 

12 =
1 ⋅ (1 + 1) ⋅ (2 ⋅ 1 + 1)

6
. 

Предположим, что при 𝑛 = 𝑘 формула верна, то есть 

12 + 22 + 32 +⋯+ 𝑘2 =
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
. 

Покажем, что формула верна при 𝑛 = 𝑘 + 1. 
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12 + 22 + 32 +⋯+ 𝑘2 + (𝑘 + 1)2 = 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
+ (𝑘 + 1)2 =

𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1) + 6(𝑘 + 1)2

6
= 

=
(𝑘 + 1)(𝑘(2𝑘 + 1) + 6(𝑘 + 1))

6
=
(𝑘 + 1)(2𝑘2 + 7𝑘 + 6)

6
= 

=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(2𝑘 + 3)

6
=
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(2(𝑘 + 1) + 1)

6
. 

Итак,  

12 + 22 + 32 +⋯+ 𝑘2 + (𝑘 + 1)2 =
(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(2(𝑘 + 1) + 1)

6
. 

Тогда по методу математической индукции формула верна для лю-

бого 𝑛 ∈ ℕ.     ∎ 

Пример 1.18 (неравенство Бернулли). Если 𝑛 ≥ 1 , 𝛼 ≥ −1 , 

𝛼 ≠ 0, то 

(1 + 𝛼)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝛼.                                     (1.6) 

Доказательство. Доказательство проведем методом математи-

ческой индукции. 

Если 𝑛 = 1, то 

(1 + 𝛼)1 = 1 + 1 ⋅ 𝛼, 

то есть неравенство (1.6) справедливо. 

Пусть неравенство (1.6) справедливо при 𝑛 = 𝑘, то есть 

(1 + 𝛼)𝑘 > 1 + 𝑘𝛼. 

Покажем, что неравенство (1.6) имеет место при 𝑛 = 𝑘 + 1: 

(1 + 𝛼)𝑘+1 = (1 + 𝛼)𝑘(1 + 𝛼) > {
𝛼 ≥= −1
1 + 𝛼 > 0

} > (1 + 𝑘𝛼)(1 + 𝛼) = 

= 1 + 𝑘𝛼 + 𝛼 + 𝑘𝛼2 = 1 + (𝑘 + 1)𝛼 + 𝑘𝛼2 > 1 + (𝑘 + 1)𝛼. 

Таким образом, неравенство (1.6) справедливо при любом  

𝑛 ≥ 1. Что и требовалось доказать.  
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Тема 2. Действительная функция 

действительной переменной 

2.1. Понятие функции 

В теме 1 были даны понятия постоянной и переменной вели-

чин. Изучение одних величин оказывается в зависимости от изме-

нения других величин, участвующий в данном процессе. 

Пусть 𝑆  – путь, проходимый свободно падающим телом, 𝑡  – 

время падения тела. Известно, что 𝑆 = 0,5𝑔𝑡2. Зависимость между 

радиусом шара 𝑅  и его объемом 𝑉  выражается формулой  

𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3. В этих примерах каждому рассматриваемому значению 

одной переменной величины (𝑡 или 𝑅) соответствует вполне опре-

деленное значение другой величины (𝑆 или 𝑉). 

Часто бывает так, что различные физические закономерности 

выражаются зависимостью одного и того же типа. Например,  

𝑄 = 0,24𝑅𝑖2 – количества тепла 𝑄, выделяемое за 1 сек. в проводе 

электрическим током силы 𝑖  ( 𝑅  – сопротивление провода);  

𝐸 = 0,5𝑚𝑉2, где 𝐸 – кинетическая энергия, 𝑉 – скорость, 𝑚 – масса. 

Видно, что обе формулы выражают одну и ту же зависимость 

вида: 𝑦 = 𝑎𝑥2 между величинами 𝑦 и 𝑥 (𝑎 – постоянное число). Так 

мы приходим к одному из важнейших понятий математического 

анализа – понятию функции. 

Определение 2.1. Пусть множество 𝑋 ⊂ ℝ. Если каждому дей-

ствительному числу 𝑥 ∈ 𝑋 поставлено в соответствие единственное 

действительное число 𝑦 ∈ 𝑌, то такое соответствие называется дей-

ствительной функцией действительной переменной 𝑥. 

Обозначение: 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦 = 𝐹(𝑥), 𝑦 = 𝜑(𝑥), … 

Символы 𝑓, 𝐹, 𝜑 означают закон, по которому каждому значе-

нию 𝑥 из множества 𝑋 ставится в соответствие единственное значе-

ние 𝑦 из множества 𝑌. 



30 

Определение 2.2. Числовое множество 𝑋, о котором идет речь в 

определении функции, называется областью определения функции. 

Величину 𝑥 называют независимой переменной, или аргумен-

том. Ей можно придавать произвольно любые значения из множе-

ства 𝑋. 

Если число 𝑥0  принадлежит области определения 𝑋 функции 

𝑦 = 𝑓(𝑥), то символ 𝑓(𝑥0) называется значением функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

в точке 𝑥0. 

2.2. Множество значений функции 

Определение 2.3. Пусть функция 𝑦 = 𝑓(𝑥) определена на мно-

жестве 𝑋. Совокупность всех значений величины 𝑦, соответствую-

щих всем значениям 𝑥  из множества 𝑋  называется множеством 

значений функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) . Обозначается множество значений 

функции через 𝑌. 

Пример 2.1. 

 Для функции 𝑦 = sin 𝑥 областью определения является множество 

𝑋 = (−∞; +∞) , множеством значений – множество  

𝑌 = [−1;  1]; 

 Для функции 𝑦 = 𝑎𝑥 имеем: 𝑋 = (−∞; +∞) – область определе-

ния, 𝑌 = (0; +∞) – множество значений.   ∎ 

2.3. График функции 

Пусть дана функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множестве 𝑋. 

Рассмотрим прямоугольную систему координат 𝑥𝑂𝑦. Будем изоб-

ражать множество 𝑋 на оси абсцисс. Возьмем произвольное значе-

ние 𝑥0 из множества 𝑋 и найдем соответствующее значение функ-

ции 𝑓(𝑥0). Построим точку 𝑀0(𝑥0;  𝑓(𝑥0)). Рассуждая так для лю-

бой точки 𝑥  из множества 𝑋 , получим множество точек 

𝑀(𝑥;  𝑓(𝑥)), называемое графиком функции (рис. 2.1). 
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Рис. 2.1. Построение графика функции 

Определение 2.4. Графиком функции 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенной 

на множестве 𝑋, называется множество точек плоскости, абсциссы 

которых есть значения аргументов из множества 𝑋, а ординаты – 

соответствующие значение функции. 

В простейшем случае график функции представляет собой 

плавную линию. Но это может быть и множество точек, разбросан-

ных на плоскости. 

Например, график функции 𝑦 = [𝑥] (антье x – целая часть x, то 

есть ближайшее целое число, не превосходящее x) (рис. 2.2). 

 

Рис. 2.2. График функции антье 𝑥 
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Возникает вопрос: является ли графиком функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

произвольно начерченная кривая на плоскости (см. рис. 2.3)?  

 

Рис. 2.3. Кривая, не являющаяся графиком функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

Ответ: не всегда, так как если хотя бы одной точке 𝑥 соответ-

ствует несколько значений 𝑓(𝑥), то нарушается определение функ-

ции, и кривая не является графиком функции 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

Построение графиков функции 

Построение графика функции 𝑦 = 𝑐 ⋅ 𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑑  в общем 

случае сводится к ряду преобразований (сдвиг, сжатие, растяжение 

и так далее) графика функции 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

Функция 
Преобразование, которое следует провести  

с графиком функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) на плоскости 𝑥𝑂𝑦 

𝑓(𝑥) + 𝐴, 

𝐴 ≠ 0 

Если 𝐴 > 0, то сдвиг графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) вверх по оси 

𝑂𝑦 на 𝐴 единиц. Если 𝐴 < 0, то сдвиг вниз графика 

𝑦 = 𝑓(𝑥) по оси 𝑂𝑦 на |𝐴| единиц. 

𝑓(𝑥 − 𝑎), 

𝑎 ≠ 0 

Если 𝑎 > 0, то сдвиг графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) вправо по оси 

𝑂𝑥 на 𝑎 единиц. Если 𝑎 < 0, то сдвиг влево графика 

𝑦 = 𝑓(𝑥)  по оси 𝑂𝑥 на |𝑎| единиц. 

𝑘 ⋅ 𝑓(𝑥), 

𝑘 > 0, 

𝑘 ≠ 1 

Если 𝑘 > 1 , то растяжение графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) вдоль 

оси 𝑂𝑦 относительно оси 𝑂𝑥 в 𝑘 раз. Если 0 < 𝑘 < 1, 

то сжатие графика 𝑦 = 𝑓(𝑥)  вдоль оси 𝑂𝑦  относи-

тельно оси 𝑂𝑥 в 
1

𝑘
 раз. 
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𝑓(𝑘𝑥), 

𝑘 > 0, 

𝑘 ≠ 1 

Если 𝑘 > 1 , то сжатие графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) вдоль оси 

𝑂𝑥 относительно оси 𝑂𝑦 в 𝑘 раз. Если 0 < 𝑘 < 1, то 

растяжение графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) вдоль оси 𝑂𝑥  относи-

тельно оси 𝑂𝑦 в 
1

𝑘
 раз. 

−𝑓(𝑥) Симметричное отображение графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) отно-

сительно оси 𝑂𝑥. 

𝑓(−𝑥) Симметричное отображение графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) отно-

сительно оси 𝑂𝑦. 

|𝑓(𝑥)| Часть графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) , расположенная выше оси 

𝑂𝑥 , остается без изменений, а часть графика  

𝑦 = 𝑓(𝑥), расположенная ниже оси оси 𝑂𝑥, симмет-

рично отображается относительно оси 𝑂𝑥. 

𝑓(|𝑥|) Стереть часть графика 𝑦 = 𝑓(𝑥), расположенную ле-

вее оси 𝑂𝑦. В области 𝑥 < 0 построить симметрич-

ное отображение графика 𝑦 = 𝑓(𝑥) относительно оси 

𝑂𝑦, при этом не удаляя часть графика 𝑦 = 𝑓(𝑥), рас-

положенную правее оси 𝑂𝑦. 

2.4. Способы задания функции 

Задать функцию означает задать ее область определения 𝑋 и 

закон соответствия, по которому каждому значению 𝑥 ∈ 𝑋 соответ-

ствует единственное значение 𝑦. Функцию можно задать следую-

щими способами. 

1. Аналитический способ. В этом случае функция задается в 

виде формулы, указывающей, какие аналитические действия произ-

вести над аргументом 𝑥, чтобы получить соответствующее значе-

ние 𝑦. Например, 𝑦 =
cos𝑥2−2ln 𝑥

√𝑥−1
. 
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Сюда же относится задание функции несколькими формулами. 

Например,  

𝑦 = {
𝑥2,   если 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,
1,     если 1 < 𝑥 ≤ 2.

 

Определение 2.5. Областью существования функции, задан-

ной аналитически, является совокупность всех тех значений аргу-

мента 𝑥, при которых формула имеет смысл. 

Если функция задана одной формулой и никаких оговорок нет, 

то область существования функции совпадает с область определе-

ния. В общем случае область определения функции является под-

множеством области существования функции. 

Пример 2.2. 

Найти область существования функции 𝑦 =
cos𝑥2−2ln 𝑥

√𝑥−1
. 

Решение. По определению, областью существования данной 

функции является совокупность всех тех значений аргумента 𝑥 ,  

которые удовлетворяют системе 

{

𝑥 > 0,           
𝑥 − 1 ≥ 0,   

√𝑥 − 1 ≠ 0;

  ⇒   {
𝑥 > 0,        
𝑥 − 1 > 0;

  ⇒   {
𝑥 > 0,
𝑥 > 1;

  ⇒   𝑥 > 1. 

Таким образом, 𝑋 = (1; +∞).    ■ 

В прикладных же вопросах аналитическое выражение, изобра-

жающее функцию, как правило, рассматривается не во всей области 

существования его, а лишь в некоторой ее части, выбор которой 

диктуется содержанием задачи. 

Например: 𝑦 = 𝜋𝑥2. Здесь 𝑋 = (−∞; +∞) – область существо-

вания функции. Но если это формула площади круга, то  

𝑋 = (0; +∞). Здесь уже множество (0; +∞) нельзя называть обла-

стью существования, а лишь областью определения функции 

𝑦 = 𝜋𝑥2. 
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2. Графический способ. В этом случае задается множество то-

чек плоскости, обладающие тем свойством, что каждая прямая, па-

раллельная оси ординат, пересекает его не более чем в одной точке. 

3. Табличный способ. В этом случае задается таблица отдель-

ных значений аргумента и соответствующих им значений функции 

(например, расписание движения поезда: оно определяет положе-

ние поезда в отдельные моменты времени, причем методом интер-

поляции можно вычислить местонахождения поезда в любой про-

межуточный момент времени). 

4. Словесный способ. Зависимость между переменными 𝑥 и 𝑦 

описывается словесно. 

Пример 2.3. 

Функция Дирихле 𝑦 = 𝐷(𝑥). Значение функции 𝐷(𝑥) равно 1, 

если 𝑥 – рациональное число; значение функции 𝐷(𝑥) равно 0, если 

𝑥  – иррациональное число. Например, 𝐷(0) = 1 , 𝐷(𝜋) = 0 , 

𝐷(−0,5) = 1, 𝐷(√2) = 0. График функции Дирихле существует, но 

построить его нельзя.    ■ 

2.5. Основные элементарные функции 

Среди функций, заданных аналитически, выделяют элементар-

ные функции, которые делятся на алгебраические и трансцендентные. 

Алгебраические функции. 

1. Постоянная функция 𝑦 = 𝑐 , где 𝑐 = const. Область суще-

ствования: 𝑋 = (−∞; +∞). 

2. Степенная функция с натуральным показателем 𝑦 = 𝑥𝑛 , 

𝑛 ∈ ℕ. Область существования: 𝑋 = (−∞; +∞). 

3. Целая рациональная функция (многочлен, расположенный по 

степеням x)  

𝑦 = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1+. . . +𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛, 
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где 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅. Область существования: 𝑋 = (−∞; +∞). 

4. Дробно-рациональная функция (отношение двух целых раци-

ональных функций)  

𝑦 =
𝑎0𝑥

𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1+. . . +𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

𝑏0𝑥
𝑚 + 𝑏1𝑥

𝑚−1+. . . +𝑏𝑚−1𝑥 + 𝑏𝑚
. 

Область существования: 𝑋 = (−∞; +∞), кроме нулей знаменателя. 

5. Иррациональная функция – это функция, заданные форму-

лой, в которой над аргументом 𝑥 производятся действия: сложение, 

вычитание, умножение, деление, возведение в степень с рациональ-

ным показателем, извлечение корня.  

Частным случаем иррациональной функции является степен-

ная функция с рациональным показателем 𝑦 = 𝑥
𝑚
𝑛 = √𝑥𝑚

𝑛
. Область 

определения иррациональной функции устанавливается в каждом 

конкретном случае особо. 

Трансцендентные функции. 

6. Показательная функция 𝑦 = 𝑎𝑥  (𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1). Ее область 

определения 𝑋 = (−∞; +∞). 

7. Логарифмическая функция 𝑦 = log 𝑎 𝑥  ( 𝑎 > 0 , 𝑎 ≠ 1 ).  

Область определения 𝑋 = (0; +∞). 

8. Тригонометрические функции: 

 𝑦 = sin 𝑥, область определения 𝑋 = (−∞; +∞); 

 𝑦 = cos 𝑥, область определения 𝑋 = (−∞; +∞); 

 𝑦 = tg 𝑥 , область определения 𝑋 = (−∞; +∞) , кроме точек  

𝑥 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ; 

 𝑦 = ctg 𝑥, область определения 𝑋 = (−∞; +∞), кроме точек 𝑥 =

𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ. 
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9. Обратные тригонометрические функции: 

 𝑦 = arcsin 𝑥, область определения 𝑋 = [−1;  1]; 

 𝑦 = arccos 𝑥, область определения 𝑋 = [−1;  1]; 

 𝑦 = arctg 𝑥, область определения 𝑋 = (−∞; +∞); 

 𝑦 = arcctg 𝑥, область определения 𝑋 = (−∞; +∞). 

10. Степенная функция с иррациональным показателем  

𝑦 = 𝑥𝛼, 𝛼 ∈ 𝕀, область определения 𝑋 = (−∞; +∞). 

2.6. Понятие сложной функции 

Рассмотрим функцию 𝑢 = 𝜑(𝑥), определенную на множестве 

𝑋. Пусть эта функция такова, что каждому значению 𝑥0 ∈ 𝑋 она ста-

вит в соответствие такое значение 𝑢0 = 𝜑(𝑥0), что 𝑢0 ∈ 𝑈. В этом 

случае говорят, что функция 𝜑 отображает множество 𝑋 во мно-

жество 𝑈. 

Если при этом окажется, что множество 𝑈  является множе-

ством значений функции 𝑢 = 𝜑(𝑥) , то говорят, что функция 𝜑 

отображает множество 𝑋 на множество 𝑈. 

Таким образом, отображения 𝑋 на 𝑈 является частным случаем 

отображения 𝑋 в 𝑈. 

Пример 2.4. 

Рассмотрим функцию 𝑢 = sin𝑥.  

Говорят, что функция отображает множество 𝑋 = (−∞; +∞) 

во множество 𝑈1 = [−1;  2], так как для любого 𝑥0 ∈ 𝑋 соответству-

ющее значение функции 𝑢0 = sin𝑥0 ∈ [−1;  1] ⊂ 𝑈1. 

Говорят, что функция отображает множество 𝑋 = (−∞; +∞) 

во множество 𝑈2 = [−1;  1], так как для любого 𝑥0 ∈ 𝑋 соответству-

ющее значение функции 𝑢0 = sin𝑥0 ∈ [−1;  1] = 𝑈2. 

Говорят, что функция отображает множество 𝑋 = (−∞; +∞) 

на множество 𝑈2 = [−1;  1], так как для любого 𝑥0 ∈ 𝑋 соответству-

ющее значение функции 𝑢0 = sin𝑥0 ∈ [−1;  1] = 𝑈2. 
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Нельзя сказать, что функция отображает множество  

𝑋 = (−∞; +∞)  на множество 𝑈1 = [−1;  2] , так как для любого 

𝑥 0
∈ 𝑋 соответствующее значение функции 𝑢0 = sin𝑥0 ∈ [−1;  1] ≠

𝑈1.  ∎ 

Определение 2.6. Если функция 𝑦 = 𝑓(𝑢) определена на мно-

жестве 𝑈, функция 𝑢 = 𝜑(𝑥) определена на множестве 𝑋, при этом 

функция 𝜑 отображает множество 𝑋 во множество 𝑈, то на множе-

стве 𝑋 определена сложная функция 𝑦 = 𝑓(𝜑(𝑥)). 

Замечание 2.1. Множество 𝑋 не обязательно должно быть об-

ластью определения функции 𝑢 = 𝜑(𝑥), оно может быть подмноже-

ством данной области определения. 

Пример 2.5. 

Рассмотрим 𝑦 = ln(𝑥2 + 1). Разобьем ее на цепочку функций: 

𝑦 = ln 𝑢, где 𝑢 = 𝑥2 + 1. 

Функция 𝑦 = ln𝑢  определена на множестве 𝑈 = (0; +∞) . 

Функция 𝑢 = 𝑥2 + 1 определена на множестве 𝑋 = (−∞; +∞), при 

этом ее множество значений [1; +∞) . Так как [1; +∞) ⊂ 𝑈 , то 

функция 𝑢 = 𝑥2 + 1 отображает множество 𝑋 во множество 𝑈. 

Таким образом, 𝑦 = ln(𝑥2 + 1) – сложная функция, определен-

ная на 𝑋 = (−∞; +∞).   ∎ 

Пример 2.6. 

Рассмотрим 𝑦 = arcsin(𝑥2 − 2). Разобьем ее на цепочку функ-

ций: 𝑦 = arcsin𝑢 , где 𝑢 = 𝑥2 − 2 . Функция 𝑦 = arcsin 𝑢  опреде-

лена на множестве 𝑈 = [−1;  1]. Функция 𝑢 = 𝑥2 − 2 определена на 

множестве 𝑋 = (−∞; +∞) , при этом ее множество значений 

[−2; +∞). Так как [−2; +∞) ⊄ 𝑈, то функция 𝑢 = 𝑥2 − 2 не отоб-

ражает множество 𝑋  во множество 𝑈 . И тогда функция  
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𝑦 = arcsin(𝑥2 − 2)  не является сложной функций на множестве 

𝑋 = (−∞; +∞). 

Чтобы функция 𝑦 = arcsin(𝑥2 − 2)  являлась сложной функ-

цией на множестве 𝑋 , необходимо, чтобы выполнялось условие  

𝑢 ∈ 𝑈, то есть −1 ≤ 𝑢 ≤ 1. Отсюда −1 ≤ 𝑥2 − 2 ≤ 1. Решая нера-

венство, получим 𝑥 ∈ [−√3; −1] ∪ [1; √3].  

Выберем 𝑋 = [−√3; −1] ∪ [1; √3]. Тогда функция 𝑦 = arcsin𝑢 

определена на множестве 𝑈 = [−1;  1]. Функция 𝑢 = 𝑥2 − 2 опре-

делена на множестве 𝑋 = [−√3; −1] ∪ [1; √3], при этом ее множе-

ство значений [−1;  1] . Так как [−1;  1] = 𝑈 , то функция  

𝑢 = 𝑥2 + 1 отображает множество 𝑋 на множество 𝑈.  

Таким образом, 𝑦 = arcsin(𝑥2 − 2) – сложная функция, опре-

деленная на 𝑋 = [−√3; −1] ∪ [1; √3].   ∎ 

 

  



40 

Тема 3. Общие свойства функций 

3.1. Ограниченные и неограниченные функции 

Пусть функция 𝑦 = 𝑓(𝑥) определена на множестве 𝑋. 

Ограниченные функции 

Определение 3.1. Функция 𝑓(𝑥) называется ограниченной на 

множестве 𝑋, если существует положительное число 𝐾 такое, что 

для всех 𝑥 ∈ 𝑋 выполняется неравенство |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾. 

Пример 3.1. 

1. Функция 𝑦 = sin 𝑥  ограничена на области определения  

𝑋 = (−∞; +∞), так как |sin 𝑥 | ≤ 1 (𝐾 = 1). 

2. Функция 𝑦 =
𝑥2

1+2𝑥2
 определена на множестве  

𝑋 = (−∞; +∞). Оценим функцию: 

|
𝑥2

1 + 2𝑥2
| =

𝑥2

1 + 2𝑥2
<
𝑥2

2𝑥2
=
1

2
. 

Итак, |
𝑥2

1+2𝑥2
| <

1

2
 для любого 𝑥 ∈ (−∞; +∞) , то есть 𝐾 =

1

2
. 

Следовательно, функция 𝑦 =
𝑥2

1+2𝑥2
 ограничена на интервале 

(−∞; +∞). ■ 

Определение 3.2. Функция 𝑓(𝑥), определенная на множестве 

𝑋, называется ограниченной на этом множестве, если существуют 

числа 𝐴 и 𝐵 такие, что 𝐴 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝐵 для всех 𝑥 ∈ 𝑋. 

Определения 3.1 и 3.2 эквивалентны. 

Геометрический смысл ограниченной функции 

В определении 3.1 говорится, что существует число 𝐾 > 0 такое, 

что |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾  для всех 𝑥 ∈ 𝑋 , а это означает, что –𝐾 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝐾 

для 𝑥 ∈ 𝑋, то есть график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋 не вы-

ходит за пределы прямых 𝑦 = 𝐾 и 𝑦 = −𝐾 (рис. 3.1). 
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Рис. 3.1. Ограниченная функция по определению 3.1 

Определение 3.2 геометрически означает, что найдутся две 

прямые 𝑦 = 𝐴  и 𝑦 = 𝐵  такие, что график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥)  для  

𝑥 ∈ 𝑋 не выходит за пределы этих прямых (рис. 3.2). 

 

Рис. 3.2. Ограниченная функция по определению 3.2 

Неограниченные функции 

Определение 3.3. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется неограниченной на этом множестве, если не су-

ществует такого числа 𝐾 > 0, что |𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾 для всех 𝑥 ∈ 𝑋. 

Это «отрицательное» определение. Дадим определение в 

утвердительном смысле. 

Определение 3.4. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется неограниченной на этом множестве, если ка-

ково бы ни было положительное число 𝐾, существует хотя бы одно 

число 𝑥′ ∈ 𝑋 такое, что |𝑓(𝑥′)| > 𝐾. 
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Пример 3.2. 

Докажем, что функция 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 неограниченна на интервале 

(0; +∞). 

Решение. Возьмем произвольное число 𝐾 > 0 и покажем, что 

найдется хотя бы одна точка 𝑥′ ∈ (0; +∞) такая, что 

|𝑓(𝑥′)| = |
1

𝑥′
| > 𝐾. 

Очевидно, что 𝑥′ можно взять из неравенства 

|
1

𝑥′
| > 𝐾 ⇔ |𝑥′| <

1

𝐾
  ⇔ −

1

𝐾
< 𝑥′ <

1

𝐾
. 

Учитывая, что 𝑥′ ∈ (0; +∞) , получаем 0 < 𝑥′ <
1

𝐾
. Выберем  

𝑥′ =
1

2𝐾
. 

Итак, для любого положительного числа 𝐾  нашлась точка  

𝑥′ =
1

2𝐾
∈ (0; +∞) такая, что |𝑓(𝑥′)| = |

1

𝑥′
| = |2𝐾| = 2𝐾 > 𝐾. Сле-

довательно, функция 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 неограниченна на (0; +∞). ■ 

Геометрический смысл неограниченной функции 

Геометрически неограниченность функции означает, что ка-

кова бы ни была полоса плоскости 𝑥𝑂𝑦 между прямыми 𝑦 = 𝐾 и 

𝑦 = −𝐾, найдется хотя бы одна точка графика, лежащая вне этой 

полосы (рис. 3.3). 

 

Рис. 3.3. Неограниченная функция 
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Замечание 3.1. Одна и та же функция на одном множестве мо-

жет быть ограниченной, а на другом – неограниченной. 

Например, 𝑦 = tg 𝑥 неограниченная на (−
𝜋

2
;  
𝜋

2
), и ограничен-

ная на (−
𝜋

4
;  
𝜋

4
). 

3.2. Четные и нечетные функции 

Определение 3.5. Множество 𝑋  называется симметричным, 

если вместо с элементом 𝑥 оно содержит и (−𝑥).  

Например, множества [−1;  1], (−2;  2), (−∞; −3) ∪ (3; +∞) 

– симметричные множества; множество [−2;  2) симметричным не 

является. 

Определение 3.6. Функция 𝑓(𝑥), определенная на симметрич-

ном множестве 𝑋 называется четной на этом множестве, если для 

каждой точки 𝑥  из множества 𝑋  выполняется условие  

𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Например, четными функциями являются: 

 𝑦 = 𝑥4 на (−∞; +∞); 

 𝑦 =
1

√𝑥2−1
 на (−∞; −1) ∪ (1; +∞). 

График четной функции симметричен относительно оси 𝑂𝑦 

(рис. 3.4). 

Определение 3.7. Функция 𝑓(𝑥), определенная на симметрич-

ном множестве 𝑋, называется нечетной на этом множестве, если 

для каждой точки 𝑥  из множества 𝑋  выполняется условие  

𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥). 

Например, нечетными функциями являются: 

 𝑦 = 𝑥√4 − 𝑥2 на [−2;  2]; 

 𝑦 = sin 𝑥 на (−∞; +∞). 

График нечетной функции симметричен относительно начала 

координат (рис. 3.5). 



44 

 

Рис. 3.4. График четной функции 

  

Рис. 3.5. График нечетной функции 

Относительно четных и нечетных функций справедливы сле-

дующие теоремы. 

Теорема 3.1. Алгебраическая сумма четных (нечетных) функ-

ций на множестве 𝑋 есть функция четная (нечетная). 

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) , 

где 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – четные функции на множестве 𝑋. Так как  

𝐹(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) + 𝑔(−𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝐹(𝑥), 

то функция 𝐹(𝑥) – четная на множестве 𝑋. 

Пусть теперь 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥), где 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – нечетные 

функции на множестве 𝑋. Так как  

𝐹(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) + 𝑔(−𝑥) = −𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 

= −(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = −𝐹(𝑥), 

то функция 𝐹(𝑥) – нечетная на множестве 𝑋. Теорема доказана. 

Теорема 3.2. Произведение двух четных функций или двух не-

четных функций есть функция четная. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) , 

где 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – четные функции на множестве 𝑋. Так как  

𝐹(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) ∙ 𝑔(−𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) = 𝐹(𝑥), 

то функция 𝐹(𝑥) – четная на множестве 𝑋. 

Пусть теперь 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) , где 𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)  – нечетные 

функции на множестве 𝑋. Так как 
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𝐹(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) ∙ 𝑔(−𝑥) = −𝑓(𝑥) ∙ (−𝑔(𝑥)) = 

=  𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) = −𝐹(𝑥), 

то функция 𝐹(𝑥) – четная на множестве 𝑋. Теорема доказана. 

Теорема 3.3. Произведение четной функции и нечетной функ-

ции, есть функция нечетная. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) , 

где 𝑓(𝑥) – четная функция, а 𝑔(𝑥) – нечетная функция на множе-

стве 𝑋. Так как  

𝐹(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) ∙ 𝑔(−𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ (−𝑔(𝑥)) = 

= −𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) = −𝐹(𝑥), 

то функция 𝐹(𝑥) – нечетная на множестве 𝑋. Теорема доказана. 

3.3. Монотонные функции 

Определение 3.8. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется возрастающей на множестве 𝑋, если для лю-

бых двух точек 𝑥1 и 𝑥2 из множества 𝑋, таких, что 𝑥1 < 𝑥2, выпол-

няется неравенство 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2). 

График возрастающей функции изображен на рис. 3.6. Напри-

мер, функция антье возрастает на интервале (−∞,+∞)  

(см. рис. 2.2). 

Определение 3.9. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется строго возрастающей на множестве 𝑋, если 

для любых двух точек 𝑥1 и 𝑥2 из множества 𝑋, таких, что 𝑥1 < 𝑥2, 

выполняется неравенство 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2). 

График строго возрастающей функции изображен на рис. 3.7. 
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Рис. 3.6. Возрастающая функция 

 

Рис. 3.7. Строго возрастающая функция 

Определение 3.10. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется убывающей на множестве 𝑋, если для любых 

двух точек 𝑥1 и 𝑥2 из множества 𝑋, таких, что 𝑥1 < 𝑥2, выполняется 

неравенство 𝑓(𝑥1) ≥ 𝑓(𝑥2). 

График убывающей функции изображен на рис. 3.8.  

Определение 3.11. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется строго убывающей на множестве 𝑋, если для 

любых двух точек 𝑥1 и 𝑥2 из множества 𝑋, таких, что 𝑥1 < 𝑥2, вы-

полняется неравенство 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2). 

График строго убывающей функции изображен на рис. 3.9. 

 

Рис. 3.8. Убывающая функция 

 

Рис. 3.9. Строго убывающая функция 

Функции, возрастающие или убывающие на множестве 𝑋 , 

называются монотонными. 
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3.4. Периодические функции 

Определение 3.12. Функция 𝑦 = 𝑓(𝑥), определенная на множе-

стве 𝑋, называется периодической, если существует действительное 

число 𝑇 ≠ 0, такое, что выполняются условия: 

1) если 𝑥 ∈ 𝑋, то (𝑥 + 𝑇) ∈ 𝑋, 

2) 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 ± 𝑇). 

При этом число 𝑇 называется периодом. 

Если число 𝑇 является периодом функции 𝑓(𝑥), то и числа 𝑘𝑇 

(где 𝑘 – любое целое число, отличное от нуля) также являются пе-

риодами функции 𝑓(𝑥) . Следовательно, периодическая функция 

имеет бесконечное множество периодов. Наименьший из положи-

тельных периодов функции называют основным периодом. 

Теорема 3.4. Сумма, разность, произведение и частное двух 

функций с одинаковым периодом есть функция периодическая с 

тем же периодом. 

Теорема 3.5. Если функция 𝑓(𝑥) – периодическая с периодом 𝑇, 

то функция 𝑓(𝑘𝑥 + 𝑏) – также периодическая с периодом 𝑇1 =
1

𝑘
𝑇. 

Обозначим периоды функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) соответственно 𝑇𝑓 и 

𝑇𝑔. 

Определение 3.13. Говорят, что периоды функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) 

соизмеримы, если 𝑇𝑓: 𝑇𝑔 = 𝑝: 𝑞, где 𝑝 и 𝑞 – целые числа. 

Теорема 3.6. Если функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) имеют соизмеримые 

периоды 𝑇𝑓 и 𝑇𝑔, то они имеют общий период 𝑇∗ = 𝑇𝑓 ⋅ 𝑞 = 𝑇𝑔 ⋅ 𝑝. 
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Тема 4. Числовая последовательность 

4.1. Понятие числовой последовательности 

Ранее рассматривали примеры функций, областью определе-

ния которых являлись числовые промежутки. Теперь рассмотрим 

функции, заданные на множестве натуральных чисел, то есть функ-

ции вида 𝑦 = 𝑓(𝑛), где 𝑛 = 1, 2, 3, …, которые называются функци-

ями натурального аргумента. 

Например, сумма  𝑆 = 2𝑑(𝑛 − 2) (𝑛 ≥ 3) внутренних углов n-

угольника является функцией натурального аргумента 𝑛 = 3, 4, 5, …  

Функция натурального аргумента 𝑓(𝑛) отличается от функции 

непрерывного аргумента тем, что ее значения можно занумеровать 

и расположить в определенном порядке: 𝑥1 , 𝑥2 , …, 𝑥𝑛 , …, где  

𝑥1 = 𝑓(1), 𝑥2 = 𝑓(2), …, 𝑥𝑛 = 𝑓(𝑛), … 

Определение 4.1. Последовательностью называется функция 

натурального аргумента. 

Определение 4.2. Если каждому натуральному числу 𝑛 постав-

лено в соответствие по определенному закону единственное дей-

ствительное число 𝑥𝑛, то это соответствие называется числовой по-

следовательностью. Обозначение: {𝑥𝑛}. 

Число 𝑥1 называется первым членом последовательности, 𝑥2 – 

вторым членом последовательности, …, 𝑥𝑛 – n-ым членом после-

довательности или общим членом последовательности. 

Последовательность имеет бесконечное множество членов. 

Зная общий член последовательности, можно найти любой член по-

следовательности. 
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Пример 4.1. 

Пусть общий член последовательности имеет вид 𝑥𝑛 =
𝑛

𝑛+1
. Тогда  

𝑥1 =
1

1+1
=
1

2
,     𝑥2 =

2

2+1
=
2

3
,     𝑥3 =

3

3+1
=
3

4
,     …,    𝑥𝑛 =

𝑛

𝑛+1
,    ….  

Таким образом, последовательность имеет вид: 

 
1

2
,   
2

3
,   
3

4
,   …,   

𝑛

𝑛+1
,   …   ∎ 

С геометрической точки зрения члены числовой последова-

тельности можно изображать точками на числовой прямой. 

Члены последовательности {
𝑛

𝑛+1
} , рассмотренной в примере 

4.1, изображены на рис. 4.1. 

 

Рис. 4.1. Последовательность {
n

n+1
} 

Пример 4.2. 

Рассмотрим последовательность {
(−1)𝑛

𝑛
}. Она имеет вид: 

−1,   
1

2
,   −

1

3
,   
1

4
,   …,   

(−1)𝑛

𝑛
,   … 

Члены последовательности изображены на рис. 4.2. 

 

Рис. 4.2. Последовательность {
(−1)n

n
} 

4.2. Предел последовательности 

Некоторые последовательности могут обладать особым свой-

ством: их члены приближаются к определенному числу. В примере 

4.1 видно, что члены последовательности {
𝑛

𝑛+1
} с ростом номера все 

ближе подходят к единице. А в примере 4.2 члены последователь-

ности {
(−1)𝑛

𝑛
} с ростом номера все ближе подходят к нулю. 
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На рис. 4.1 видно, что расстояние от точек последовательности 

{
𝑛

𝑛+1
} до точки 1 уменьшается с возрастанием номера. Но мало того, 

что это расстояние уменьшается. Важно то, как оно уменьшается, – 

с ростом номера члена последовательности данное расстояние ста-

новится меньше некоторого наперед заданного положительного 

числа. 

Данный факт формулируется в виде следующего определения. 

Определение 4.3. Число 𝑏 называется пределом числовой по-

следовательности {𝑥𝑛}, если каково бы ни было заданное положи-

тельное число 𝜀, найдется натуральное число 𝑁(𝜀), такое, что для 

всех натуральных 𝑛 > 𝑁 члены последовательности 𝑥𝑛 удовлетво-

ряют неравенству 

|𝑥𝑛 − 𝑏| < 𝜀.                                           (4.1) 

Обозначение: lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏. 

Последовательности, имеющие конечный предел, называются 

сходящимися. 

Геометрический смысл предела последовательности 

Неравенство (4.1) равносильно следующему неравенству 

𝑏 − 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑏 + 𝜀,     𝑛 > 𝑁, 

которое означает, что члены последовательности {𝑥𝑛} с номерами 

𝑛 > 𝑁 попадают в 𝜀-окрестность точки 𝑏. 

Определение 4.4. Число 𝑏 называется пределом числовой последо-

вательности {𝑥𝑛}, если каково бы ни была 𝜀 -окрестность точки 𝑏 , 

найдется натуральное число 𝑁(𝜀), такое, что все члены последова-

тельности с номерами 𝑛 > 𝑁 попадают в эту окрестность. 

При этом вне 𝜀-окрестности точки 𝑏 может находиться либо 

конечное число членов последовательности {𝑥𝑛}, либо ни одного 

члена последовательности {𝑥𝑛}. 
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Например, рассмотрим последовательность {
(−1)𝑛

𝑛
} из примера 

4.2. На рис. 4.3 в 𝜀-окрестности точки 0 содержатся все члены, начи-

ная с четвертого номера. Следовательно, для данного 𝜀 можно взять 

𝑁 = 3, так как все члены последовательности {
(−1)𝑛

𝑛
} с номерами 

𝑛 > 3 попадают в 𝜀-окрестность точки 0. 

 

Рис. 4.3. Геометрическое определение предела последовательности 

Замечание 4.1. Выбор числа 𝑁 зависит от 𝜀. Для различных 𝜀 

числа 𝑁, вообще говоря, различны, причем с уменьшением 𝜀 число 

𝑁, вообще говоря, увеличивается. 

Замечание 4.2. Если неравенство (4.1) выполняется для 𝑛 > 𝑁, 

то для 𝑛 > 𝑁1, где 𝑁1 > 𝑁, неравенство (4.1) тем более будет вы-

полняться, то есть для заданной величины 𝜀 номер 𝑁 можно указы-

вать неоднозначно. На рис. 4.3, наряду с номером 𝑁 = 3  можно 

было выбрать 𝑁1 = 5, так как все члены последовательности {
(−1)𝑛

𝑛
} 

с номерами 𝑛 > 5  также попадают в 𝜀 -окрестность точки 0.  

Только 𝑁 = 3, в отличие от 𝑁1 = 5, это наименьший возможный 

номер. Таким образом, в определении предела последовательности 

не требуется находить 𝑁 как наименьший возможный номер, доста-

точно показать, что существует хотя бы один номер 𝑁 такой, что 

для любых натуральных 𝑛 > 𝑁  выполнялось неравенство |𝑥𝑛 −

𝑏| < 𝜀. 

Замечание 4.3 (о неравенствах). Неравенства 𝑥 > 𝑎 и 𝑥 > [𝑎] 

равносильны на множестве натуральных числе, но не равносильны 

на множестве действительных чисел. 
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Доказательство некоторых пределов последовательности 

Пример 4.3. 

Доказать, что lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛+1
= 1. 

Решение. Возьмем любое 𝜀 > 0 и докажем, что найдется нату-

ральное число 𝑁(𝜀) такое, что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 бу-

дет выполняться неравенство 

|
𝑛

𝑛 + 1
− 1| < 𝜀.                                       (4.2) 

Выполняя равносильные преобразования на множестве нату-

ральных чисел, получим, что  

|
𝑛

𝑛 + 1
− 1| < 𝜀    ⟺    |

−1

𝑛 + 1
| < 𝜀    ⟺    

1

𝑛 + 1
< 𝜀    ⟺ 

⟺      𝑛 + 1 >
1

𝜀
    ⟺     𝑛 >

1 − 𝜀

𝜀
. 

Тогда неравенство (4.2) равносильно неравенству 

𝑛 >
1 − 𝜀

𝜀
.                                           (4.3) 

Выполнение определения предела последовательности доста-

точно показать для малых 𝜀 > 0, так как для больших значений 𝜀 

определение тем более будет выполняться. Поэтому будем считать, 

что 𝜀 столь мало, что 
1−𝜀

𝜀
≥ 1. Тогда [

1−𝜀

𝜀
] ∈ ℕ. 

Выберем 𝑁 = [
1−𝜀

𝜀
]. Покажем, что для любого 

𝑛 > 𝑁 = [
1 − 𝜀

𝜀
]                                      (4.4) 

выполняется неравенство (4.2). 

Согласно замечанию 4.3 на множестве натуральных чисел не-

равенства (4.3) и (4.4) равносильны, то есть из выполнения неравен-

ства (4.4) следует выполнение неравенства (4.3). В силу равносиль-

ности неравенств (4.2) и (4.3) получаем, что из выполнения нера-

венства (4.3) следует выполнение неравенства (4.2). Таким образом, 
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по свойству транзитивности из выполнения неравенства (4.4) сле-

дует выполнение неравенства (4.2). 

Итак, для любого 𝜀 > 0 нашлось натуральное число 𝑁 такое, 

что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство (4.2). 

Тогда по определению предела последовательности  

lim
𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 1
= 1.       ∎ 

Пример 4.4. 

Доказать, что lim
𝑛→∞

(−1)𝑛

𝑛
= 0. 

Решение. Возьмем любое 𝜀 > 0 и докажем, что найдется нату-

ральное число 𝑁(𝜀) такое, что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 бу-

дет выполняться неравенство 

|
(−1)𝑛

𝑛
− 0| < 𝜀.                                      (4.5) 

Выполняя равносильные преобразования на множестве нату-

ральных чисел, получим, что  

|
(−1)𝑛

𝑛
− 0| < 𝜀    ⇔     |

(−1)𝑛

𝑛
| < 𝜀    ⇔    

1

𝑛
< 𝜀    ⇔     𝑛 >

1

𝜀
. 

Тогда неравенство (4.5) равносильно неравенству 

𝑛 >
1

𝜀
.                                               (4.6) 

Будем считать, что 𝜀 столь мало, что 
1

𝜀
≥ 1. Тогда [

1

𝜀
] ∈ ℕ. Вы-

берем 𝑁 = [
1

𝜀
]. Покажем, что для любого 

𝑛 > 𝑁 = [
1

𝜀
]                                         (4.7) 

выполняется неравенство (4.5). 

Согласно замечанию 4.3 на множестве натуральных чисел не-

равенства (4.6) и (4.7) равносильны, то есть из выполнения неравен-

ства (4.7) следует выполнение неравенства (4.6). В силу равносиль-
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ности неравенств (4.5) и (4.6), получаем, что из выполнения нера-

венства (4.6) следует выполнение неравенства (4.5). Таким образом, 

по свойству транзитивности, из выполнения неравенства (4.7) сле-

дует выполнение неравенства (4.5). 

Итак, для любого 𝜀 > 0 нашлось натуральное число 𝑁 такое, 

что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство (4.5). 

Тогда по определению предела последовательности 

lim
𝑛→∞

(−1)𝑛

𝑛
= 0.       ∎ 

Замечание 4.4 (о характере стремления последовательности 

к своему пределу). Последовательность может стремиться к своему 

пределу так, что все члены последовательности остаются меньше сво-

его предела (например, {
𝑛

𝑛+1
}), или больше своего предела (например, 

{
1

𝑛
}), а может быть так, что члены последовательности располагаются 

по разные стороны от предела (например, {
(−1)𝑛

𝑛
}). 

Пример 4.5. 

Доказать, что lim
𝑛→∞

𝑎
1

𝑛 = 1   (𝑎 > 1). 

Решение. Возьмем любое 𝜀 > 0 и докажем, что найдется нату-

ральное число 𝑁(𝜀) такое, что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 бу-

дет выполняться неравенство 

|𝑎
1
𝑛 − 1| < 𝜀.                                           (4.8) 

Так как 𝑎 > 1, то 𝑎
1

𝑛 > 1, то есть 𝑎
1

𝑛 − 1 > 0. Следовательно, нера-

венство (4.8) равносильно неравенству 

𝑎
1
𝑛 − 1 < 𝜀.                                            (4.9) 

Выполняя равносильные преобразования на множестве натураль-

ных чисел, получим, что 

𝑎
1
𝑛 − 1 < 𝜀    ⇔    𝑎

1
𝑛 < 1 + 𝜀    ⇔     𝑎 < (1 + 𝜀)𝑛. 
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Тогда неравенство (4.9) равносильно неравенству 

𝑎 < (1 + 𝜀)𝑛.                                        (4.10) 

Рассмотрим более простое неравенство 

𝑎 < 1 + 𝑛𝜀,                                          (4.11) 

которое не равносильно неравенству (4.10) (так как из неравенства 

(4.10) не следует неравенство (4.11)). Неравенство (4.11) равно-

сильно неравенству 

𝑛 >
𝑎 − 1

𝜀
.                                         (4.12) 

Выберем 𝑁 = [
𝑎−1

𝜀
] и докажем, что это такой номер 𝑁, что для 

любого натурального 

𝑛 > 𝑁 = [
𝑎 − 1

𝜀
]                                    (4.13) 

выполняется неравенство (4.8). 

По замечанию 4.3 неравенство (4.13) на множестве натураль-

ных чисел равносильно неравенству (4.12). Так как неравенства 

(4.11) и (4.12) равносильны, то из неравенства (4.13) следует нера-

венство (4.11). 

Докажем, что из неравенства (4.11) следует неравенство (4.10). 

Учитывая неравенство Бернулли: 

1 + 𝑛𝜀 < (1 + 𝜀)𝑛,   𝑛 ≥ 2,                           (4.14) 

получаем, что для любого 𝑛 ∈ ℕ справедливо неравенство 

1 + 𝑛𝜀 ≤ (1 + 𝜀)𝑛.                                  (4.15) 

По свойству транзитивности из неравенств (4.15) и (4.11) получаем 

неравенство (4.10), то есть из неравенства (4.11) следует неравен-

ство (4.10).  

В силу равносильности неравенств (4.8) – (4.10) из неравенства 

(4.10) следует неравенство (4.8). Таким образом, из выполнения не-

равенства (4.13) следует выполнение неравенства (4.8). 
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Итак, для любого 𝜀 > 0 нашлось натуральное число 𝑁 такое, 

что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство (4.8). 

Тогда по определению предела последовательности 

lim
𝑛→∞

𝑎
1
𝑛 = 1   (𝑎 > 1).   ∎ 

Теорема 4.1. Всякая последовательность может иметь не более 

одного предела. 

Доказательство. Доказательство проведем методом от против-

ного. Предположим, что последовательность {𝑥𝑛} имеет два раз-

личных предела: 

 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏,                                          (4.16) 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑐,   𝑏 ≠ 𝑐.                                   (4.17) 

Равенство (4.16) означает, что для любого заданного положи-

тельного числа 𝜀 , а значит и для 𝜀 = |
𝑏−𝑐

2
|, найдется натуральное 

число 𝑁1(𝜀) такое, что для всех натуральных 𝑛 > 𝑁1 члены после-

довательности {𝑥𝑛} удовлетворяют неравенству 

|𝑥𝑛 − 𝑏| < 𝜀.                                        (4.18) 

Равенство (4.17) означает, что для любого заданного положи-

тельного числа 𝜀 , а значит и для 𝜀 = |
𝑏−𝑐

2
|, найдется натуральное 

число 𝑁2(𝜀) такое, что для всех натуральных 𝑛 > 𝑁2 члены после-

довательности 𝑥𝑛 удовлетворяют неравенству 

|𝑥𝑛 − 𝑐| < 𝜀.                                        (4.19) 

Пусть 𝑁  – наибольшее из чисел 𝑁1  и 𝑁2 , тогда для любого  

𝑛 > 𝑁 одновременно выполняются неравенства (4.18) и (4.19). 

Рассмотрим число |𝑏 − 𝑐|: 

|𝑏 − 𝑐| = |(𝑏 − 𝑥𝑛) + (𝑥𝑛 − 𝑐)| ≤ |𝑏 − 𝑥𝑛| + |𝑥𝑛 − 𝑐| < 𝜀 + 𝜀 = 

= 2𝜀 = 2 |
𝑏 − 𝑐

2
| = |𝑏 − 𝑐|. 
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Итак, |𝑏 − 𝑐| < |𝑏 − 𝑐| . Получили противоречие. Следова-

тельно, наше предположение неверно. Таким образом, если после-

довательность имеет предел, то он единственен. Теорема доказана. 

Свойства сходящихся последовательностей 

1. Если 𝑎𝑛 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ, и lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 𝑏, то последо-

вательность {𝑥𝑛} сходится и lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏. 

2. Если lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏 и 𝑏 < 𝑐 (соответственно 𝑏 > 𝑐), то существует 

такой номер 𝑁, что 𝑥𝑛 < 𝑐 при 𝑛 ≥ 𝑁 (𝑥𝑛 > 𝑐 при 𝑛 ≥ 𝑁). 

3. Если lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏 и 𝑥𝑛 ≥ 𝑐  (соответственно 𝑥𝑛 ≤ 𝑐), 𝑛 ∈ ℕ, то и 

𝑏 ≥ 𝑐 (соответственно 𝑏 ≤ 𝑐). 

4.3. Монотонные и ограниченные 

последовательности 

Определение 4.5. Последовательность {𝑥𝑛} называется возрас-

тающей, если для любого 𝑛 ∈ ℕ  выполняется неравенство  

𝑥𝑛 ≤ 𝑥𝑛+1. Если при этом выполняется неравенство 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1, то 

последовательность называется строго возрастающей. 

Определение 4.6. Последовательность {𝑥𝑛} называется убываю-

щей, если для любого 𝑛 ∈ ℕ  выполняется неравенство 𝑥𝑛 ≥ 𝑥𝑛+1 . 

Если при этом выполняется неравенство 𝑥𝑛 > 𝑥𝑛+1, то последова-

тельность называется строго убывающей. 

Возрастающие и убывающие последовательности называются 

монотонными.  

Пример 4.6. 

Доказать, что последовательность {
1

𝑛
} строго убывающая. 

Решение. Обозначим 𝑥𝑛 =
1

𝑛
. Тогда 𝑥𝑛+1 =

1

𝑛+1
. Так как для лю-

бого 𝑛 ∈ ℕ справедливо:  
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𝑛 < 𝑛 + 1   ⟹   
1

𝑛
>

1

𝑛 + 1
, 

то 𝑥𝑛 > 𝑥𝑛+1. Следовательно, последовательность {
1

𝑛
} строго убы-

вающая по определению.   ■ 

Пример 4.7. 

Доказать, что последовательность {
𝑛

2𝑛+1
}  строго возрастаю-

щая. 

Решение. Обозначим 𝑥𝑛 =
𝑛

2𝑛+1
. Тогда 𝑥𝑛+1 =

𝑛+1

2(𝑛+1)+1
=

𝑛+1

2𝑛+3
. 

Так как для любого 𝑛 ∈ ℕ справедливо: 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1 =
𝑛

2𝑛 + 1
−
𝑛 + 1

2𝑛 + 3
=
2𝑛2 + 3𝑛 − 2𝑛2 − 3𝑛 − 1

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3)
= 

= −
1

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3)
< 0, 

то 𝑥𝑛 < 𝑥𝑛+1 . Тогда последовательность {
𝑛

2𝑛+1
} строго возрастает 

по определению.   ■ 

Определение 4.7. Последовательность {𝑥𝑛} называется ограни-

ченной сверху, если существует число 𝐵 такое, что для всех нату-

ральных 𝑛 имеет место неравенство 𝑥𝑛 ≤ 𝐵. 

Определение 4.8. Последовательность {𝑥𝑛} называется ограни-

ченной снизу, если существует число 𝐴 такое, что для всех натураль-

ных 𝑛 имеет место неравенство 𝑥𝑛 ≥ 𝐴. 

Пример 4.8. 

1. Последовательность {−𝑛} ограничена сверху числом 0, так как 

для любого натурального 𝑛 выполняется неравенство 𝑥𝑛 ≤ 0. 

2. Последовательность {𝑛2} ограничена снизу числом 1, так как для 

любого натурального 𝑛 выполняется неравенство 𝑥𝑛 ≥ 1. ∎ 
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Определение 4.9. Последовательность {𝑥𝑛} называется ограни-

ченной, если она ограничена и сверху, и снизу, то есть если суще-

ствуют два числа 𝐴 и 𝐵 такие, что для всех натуральных 𝑛 имеют 

место неравенства 𝐴 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝐵. 

Определение 4.10. Последовательность{𝑥𝑛} называется огра-

ниченной, если существует положительное число 𝐾 такое, что для 

всех натуральных 𝑛 имеет место неравенство |𝑥𝑛| ≤ 𝐾. 

Пример 4.9. 

1. Последовательность {
𝑛

𝑛+1
} ограничена, так как она ограничена 

снизу числом 0, а сверху – числом 1. 

2. Последовательность {
1

𝑛
} ограничена, так как существует поло-

жительное число 𝐾 = 1 такое, что |
1

𝑛
| ≤ 1 для любого 𝑛 ∈ ℕ. ∎ 

Теорема 4.2 (об ограниченности последовательности, име-

ющей конечный предел). Если последовательность имеет конеч-

ный предел, то она ограничена. 

Доказательство. Пусть последовательность {𝑥𝑛} имеет конеч-

ный предел, то есть lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑏. Докажем, что существуют такие 

числа 𝐴 и 𝐵 такие, что для всех натуральных 𝑛 имеют место нера-

венства 𝐴 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝐵. 

Так как lim
𝑛→+∞

𝑥𝑛 = 𝑏, то для произвольного 𝜀 > 0, а значит и 

для 𝜀 = 1  найдется 𝑁  такой, что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 

выполняется неравенство |𝑥𝑛 − 𝑏| < 𝜀 = 1, то есть 

𝑏 − 1 < 𝑥𝑛 < 𝑏 + 1,   𝑛 > 𝑁.                         (4.20) 

Рассмотрим теперь все члены последовательности {𝑥𝑛}, номера 

которых 𝑛 ≤ 𝑁, то есть члены 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑁. Среди конечного мно-

жества чисел имеются наименьшее и наибольшее числа. Обозначим 

их 𝑚 и 𝑀. Тогда 

𝑚 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑀,   𝑛 ≤ 𝑁.                                 (4.21) 
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Обозначим: 𝐴 = min{𝑚, 𝑏 − 1}, 𝐵 = max{𝑀, 𝑏 + 1}. Тогда из 

неравенств (4.20) и (4.21) с учетом обозначений следует, что 

𝐴 < 𝑥𝑛 < 𝐵,   𝑛 ∈ ℕ. 

Следовательно, по определению, последовательность {𝑥𝑛} ограни-

чена. Теорема доказана. 

Определение 4.11. Точная верхняя (точная нижняя) грань мно-

жества значений элементов последовательности {𝑥𝑛}  называется 

верхней (нижней) гранью последовательности {𝑥𝑛}. Обозначение: 

sup{𝑥𝑛} или sup𝑥𝑛 (соответственно inf{𝑥𝑛} или inf 𝑥𝑛). 

Если точная верхняя (точная нижняя) грань является числом, 

то это определение можно сформулировать следующим образом. 

Определение 4.12. Число 𝑎 называется верхней (нижней) гра-

нью последовательности {𝑥𝑛}, если: 

1) 𝑥𝑛 ≤ 𝑎 (соответственно 𝑥𝑛 ≥ 𝑎) при 𝑛 ∈ ℕ; 

2) для любого 𝜀 > 0 существует такой номер 𝑁(𝜀), что 𝑥𝑁 > 𝑎 − 𝜀 

(соответственно 𝑥𝑁 < 𝑎 + 𝜀). 

Теорема 4.3 (о существовании предела монотонной ограни-

ченной последовательности). Если последовательность {𝑥𝑛} воз-

растает (убывает) и ограничена сверху (снизу), то эта последова-

тельность имеет конечный предел, причем  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = sup{𝑥𝑛},   ( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = inf{𝑥𝑛}). 

Доказательство. Рассмотрим последовательность {𝑥𝑛}, кото-

рая возрастает и ограничена сверху. Так как последовательность 

{𝑥𝑛} ограничена сверху, то она имеет точную верхнюю грань, то 

есть sup{𝑥𝑛} = 𝐴. Покажем, что 𝐴 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛.  

Зафиксируем произвольное число 𝜀 > 0 . Из того, что  

𝐴 = sup{𝑥𝑛}, следует, что 𝑥𝑛 ≤ 𝐴 для всех номеров 𝑛 ∈ ℕ, и суще-

ствует такой номер 𝑛𝜀, что 𝑥𝑛𝜀 > 𝐴 − 𝜀. Тогда в силу монотонности 

последовательности {𝑥𝑛} для всех номеров 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 имеем 
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𝐴 − 𝜀 < 𝑥𝑛𝜀 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝐴 < 𝐴 + 𝜀. 

Поэтому |𝐴 − 𝑥𝑛| < 𝜀  для всех 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , что и означает, что 𝐴 =

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛. 

Аналогично доказывается существование предела для ограни-

ченной снизу монотонно убывающий последовательности. Теорема 

доказана. 

По теореме 4.2, если последовательный сходится, то она огра-

ничена. Следовательно, что если монотонно возрастающая после-

довательность сходится, то она ограничена сверху. С другой сто-

роны, если монотонно возрастающая последовательность ограни-

чена сверху, то она сходится (по теореме 4.3). Таким образом, спра-

ведливо следующее утверждение. 

Следствие. Для того чтобы монотонно возрастающая последо-

вательность сходилась, необходимо и достаточно, чтобы она была 

ограничена сверху. Аналогичные утверждение справедливо и для 

монотонно убывающий последовательности. 

Замечание 4.5. Если [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛] – система стягивающихся отрез-

ков, а 𝜉 – точка, принадлежащая всем отрезкам данной системы, то 

𝜉 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑏𝑛. 

4.4. Предел последовательности {(𝟏 +
𝟏

𝒏
)
𝒏
} 

Докажем, что данная последовательность возрастает и ограни-

чена сверху.  

Покажем, что последовательность строго возрастает, то есть 

для любого 𝑛 ∈ ℕ выполняется неравенство 𝑥𝑛+1 > 𝑥𝑛 или 

(1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛+1

> (1 +
1

𝑛
)
𝑛

. 

Используем неравенство Бернулли (4.14). Обозначим 
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𝛼 =  −
1

(𝑛 + 1)2
. 

Тогда имеет место неравенство:  

(1 −
1

(𝑛 + 1)2
)
𝑛+1

> 1 − (𝑛 + 1) ⋅
1

(𝑛 + 1)2
. 

Отсюда 

(
(𝑛 + 1)2 − 1

(𝑛 + 1)2
)

𝑛+1

> 1 −
1

𝑛 + 1
   ⟺   (

𝑛(𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)2
)

𝑛+1

>
𝑛

𝑛 + 1
   ⟺ 

⟺   (
𝑛

𝑛 + 1
)
𝑛+1

(
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)
𝑛+1

>
𝑛

𝑛 + 1
   ⟺    

⟺   (
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)
𝑛+1

> (
𝑛

𝑛 + 1
)
−𝑛

    ⟺   (
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)
𝑛+1

> (
𝑛 + 1

𝑛
)
𝑛

   ⟺ 

⟺   (
𝑛 + 1 + 1

𝑛 + 1
)
𝑛+1

> (
𝑛 + 1

𝑛
)
𝑛

   ⟺   (1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛+1

> (1 +
1

𝑛
)
𝑛

. 

Таким образом, последовательность {(1 +
1

𝑛
)
𝑛
} строго возрастает. 

Покажем, что последовательность {(1 +
1

𝑛
)
𝑛
}  ограничена 

сверху. Для этого введем в рассмотрение вспомогательную после-

довательность {(1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

} и докажем, что она убывает, то есть  

(1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛+2

< (1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

   ∀ 𝑛 ∈ ℕ. 

Из неравенства Бернулли (4.14) следует, что  

(1 +
1

𝑛2 + 2𝑛
)
𝑛+2

> 1 − (𝑛 + 2) ⋅
−1

𝑛2 + 2𝑛
= 1 +

1

𝑛
. 

Тогда 

(
(𝑛 + 1)2

𝑛(𝑛 + 2)
) >

𝑛 + 1

𝑛
   ⟺   (

𝑛 + 1

𝑛
)
𝑛+2

(
𝑛 + 1

𝑛 + 2
)
𝑛+2

>
𝑛 + 1

𝑛
   ⟺ 

⟺  (
𝑛 + 1

𝑛
)
𝑛+1

(
𝑛 + 1

𝑛 + 2
)
𝑛+2

> 1  ⟺  (
𝑛 + 1

𝑛
)
𝑛+1

> (
𝑛 + 2

𝑛 + 1
)
𝑛+2

 ⟺ 
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⟺   (1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

> (1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛+2

. 

Таким образом, последовательность {(1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

} убывает. 

Из убывания вспомогательной последовательности следует, 

что любой ее член не превосходит первого члена, то есть 

(1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

≤ (1 +
1

1
)
1+1

= 4   ∀ 𝑛 ∈ ℕ. 

Учитывая, что  

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

< (1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

  ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 

по свойству транзитивности получаем 

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

< 4  ∀ 𝑛 ∈ ℕ. 

Это означает, что последовательность {(1 +
1

𝑛
)
𝑛
} ограничена сверху. 

Итак, доказали, что последовательность {(1 +
1

𝑛
)
𝑛
} возрастает 

и ограничена сверху, то есть имеет конечный предел по теореме 4.3 

о существовании предела монотонной ограниченной последова-

тельности. Этот предел обозначают: 

lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

= 𝑒. 

Подсчеты показали, что число 𝑒 = 2,7182818284590… – ир-

рациональное число. 

4.5. Бесконечно малые и бесконечно большие 

последовательности 

Определение 4.13. Пусть заданы последовательности {𝑥𝑛}  и 

{𝑦𝑛}. Тогда суммой, разностью и произведением этих последова-

тельностей называются соответственно последовательности  
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{𝑥𝑛 + 𝑦𝑛}, {𝑥𝑛 − 𝑦𝑛}, {𝑥𝑛𝑦𝑛}. Если 𝑦𝑛 ≠ 0, 𝑛 ∈ ℕ, то частным от де-

ления последовательности {𝑥𝑛} на последовательность {𝑦𝑛} назы-

вается последовательность {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
}. Произведением последовательно-

сти {𝑥𝑛} на число 𝑐 называется последовательность {𝑐𝑥𝑛}. 

Определение 4.14. Последовательность {𝛼𝑛} называется беско-

нечно малый последовательностью, если lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0. 

Определение 4.14 можно сформулировать по-другому, исполь-

зуя определение предела последовательности. 

Определение 4.15. Последовательность {𝛼𝑛} называется беско-

нечно малый последовательностью, если каково бы ни было задан-

ное положительное число 𝜀, найдется натуральное число 𝑁(𝜀), та-

кое, что для всех натуральных 𝑛 > 𝑁 члены последовательности 𝑥𝑛 

удовлетворяют неравенству |𝛼𝑛| < 𝜀. 

Свойства бесконечно малых последовательностей: 

1) алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых по-

следовательностей есть бесконечно малая последовательность; 

2) произведение конечного числа бесконечно малых последова-

тельностей является бесконечно малой последовательностью; 

3) произведение бесконечно малой последовательности на ограни-

ченную последовательность есть бесконечно малая последова-

тельность. 

Определение 4.16. +∞ называется пределом последовательно-

сти {𝑥𝑛}, если каково бы ни было заданное положительное число 𝐸, 

найдется натуральное число 𝑁(𝐸), такое, что для всех натуральных 

𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство 𝑥𝑛 > 𝐸.  

Обозначение: lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = +∞. 

Определение 4.17. −∞ называется пределом последовательно-

сти {𝑥𝑛}, если каково бы ни было заданное положительное число 𝐸, 
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найдется натуральное число 𝑁(𝐸), такое, что для всех натуральных 

𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство 𝑥𝑛 < −𝐸. 

Обозначение: lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = −∞. 

Определение 4.18. Последовательность {𝑥𝑛} называется беско-

нечно большой последовательностью, если lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛| = +∞. 

Замечание 4.6. В определении бесконечного предела последо-

вательности положительное число 𝐸 нужно брать как можно боль-

шим, так как для малых 𝐸 определение всегда выполняется. 

Пример 4.10. 

Доказать, что lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = +∞   (𝑎 > 1). 

Решение. Возьмем любое 𝐸 > 0 и докажем, что найдется нату-

ральное число 𝑁(𝐸) такое, что для любого натурального 𝑛 > 𝑁 бу-

дет выполняться неравенство 

𝑎𝑛 > 𝐸.                                             (4.22) 

Так как 𝑎 > 1, то 𝑎 = 1 + 𝛼 (𝛼 > 0) и неравенство (4.22) имеет вид: 

(1 + 𝛼)𝑛 > 𝐸.                                       (4.23) 

Рассмотрим более простое неравенство: 

1 + 𝑛𝛼 > 𝐸,                                         (4.24) 

которое неравносильно неравенству (4.23). Но равносильно 

𝑛 >
𝐸 − 1

𝛼
.                                        (4.25) 

Будем считать, что 𝐸  столь велико, что 
𝐸−1

𝛼
≥ 1 . Выберем  

𝑁 = [
𝐸−1

𝛼
] и докажем, что для любого натурального 

𝑛 > 𝑁 = [
𝐸 − 1

𝛼
]                                   (4.26) 

выполняется неравенство (4.22). 

По замечанию 4.3 неравенство (4.26) на множестве натураль-

ных чисел равносильно неравенству (4.25). Так как неравенства 
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(4.24) и (4.25) равносильны, то из неравенства (4.26) следует нера-

венство (4.24). 

Докажем, что из неравенства (4.24) следует неравенство (4.23). 

По неравенству Бернулли для любого 𝑛 ∈ ℕ справедливо неравен-

ство 

(1 + 𝛼)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝛼.                                  (4.27) 

По свойству транзитивности из неравенства (4.27) и (4.24) получаем 

неравенство (4.23), то есть из неравенства (4.24) следует неравенство 

(4.23). Так как неравенства (4.23) и (4.22) равны, то из выполнения 

неравенства (4.26) следует выполнение неравенства (4.22). 

Итак, для любого 𝐸 > 0 нашлось натуральное число 𝑁 такое, 

что для любого натурального 𝑛 > 𝑁  выполняется неравенство 

(4.22). Тогда по определению предела последовательности 

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = +∞   (𝑎 > 1).       ∎ 

4.6. Свойства пределов последовательности 

Теорема 4.4. Для того, чтобы число 𝑏 являлось пределом после-

довательности {𝑥𝑛}, необходимо и достаточно, чтобы 𝑥𝑛 = 𝑏 + 𝛼𝑛 , 

𝑛 ∈ ℕ, где {𝛼𝑛} – бесконечно малая последовательность. 

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏. 

Обозначим 𝑥𝑛 = 𝑏 + 𝛼𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ . Отсюда 𝛼𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑏 , 𝑛 ∈ ℕ . Так 

как lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏, то для любого 𝜀 > 0 существует такой номер 𝑁(𝜀), 

что для всех номеров 𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство |𝑥𝑛 − 𝑏| < 𝜀, 

то есть неравенство |𝛼𝑛| < 𝜀 . Тогда по определению 4.15 {𝛼𝑛}  – 

бесконечно малая последовательность. 

Докажем достаточность. Пусть 𝑥𝑛 = 𝑏 + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, где {𝛼𝑛} – 

бесконечно малая последовательность. Тогда по определению 4.15 

для любого 𝜀 > 0 существует такой номер 𝑁(𝜀), что для всех номе-

ров 𝑛 > 𝑁 выполняется неравенство |𝛼𝑛| < 𝜀, то есть неравенство 
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|𝑥𝑛 − 𝑏| < 𝜀. Тогда, по определению 4.3 предела последовательно-

сти, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏. Теорема доказана. 

Теорема 4.5. Если 𝑥𝑛 = 𝑐, 𝑛 ∈ ℕ, то lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑐. 

Доказательство. Рассмотрим последовательность {𝛼𝑛}, где 𝛼𝑛 =

𝑥𝑛 − 𝑐 = 𝑐 − 𝑐 = 0. Тогда {𝛼𝑛} – бесконечно малая последователь-

ность. Следовательно, по теореме 4.4, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑐. Теорема дока-

зана. 

Теорема 4.6. Если последовательности {𝑥𝑛} и {𝑦𝑛} сходятся, то 

последовательности {𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛} также сходятся и  

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ± lim
𝑛→∞

𝑦𝑛, 

то есть предел алгебраической суммы двух сходящихся последова-

тельностей равен той же сумме пределов этих последовательностей. 

Доказательство. Пусть lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑐. Тогда по тео-

реме 4.4 имеем 𝑥𝑛 = 𝑏 + 𝛼𝑛 , 𝑦𝑛 = 𝑐 + 𝛽𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ, где {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} – 

бесконечно малые последовательности. Так как  

𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛 = (𝑏 + 𝛼𝑛) ± (𝑐 + 𝛽𝑛) = (𝑏 ± 𝑐) + (𝛼𝑛 ± 𝛽𝑛), 

а {𝛼𝑛 ± 𝛽𝑛} – бесконечно малая последовательность (по свойству 1 

бесконечно малых последовательностей), то  

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛) = 𝑏 ± 𝑐 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ± lim
𝑛→∞

𝑦𝑛. 

Теорема доказана. 

Следствие. Предел конечной алгебраической суммы сходя-

щихся последовательностей равен той же алгебраической сумме 

пределов этих последовательностей. 

Теорема 4.7. Если последовательности {𝑥𝑛} и {𝑦𝑛} сходятся, то 

последовательности {𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛} также сходится и  

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ⋅ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛, 

то есть предел произведения двух сходящихся последовательностей 

равен произведению пределов этих последовательностей. 
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Доказательство. Пусть lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑐. Тогда по тео-

реме 4.4 имеем 𝑥𝑛 = 𝑏 + 𝛼𝑛 , 𝑦𝑛 = 𝑐 + 𝛽𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ, где {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} – 

бесконечно малые последовательности. Так как  

𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛 = (𝑏 + 𝛼𝑛) ⋅ (𝑐 + 𝛽𝑛) = 𝑏𝑐 + (𝑐𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝛽𝑛), 

а {𝑐𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 + 𝛼𝑛𝛽𝑛} – бесконечно малая последовательность (по 

свойствам бесконечно малых последовательностей), то  

lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 ⋅ 𝑦𝑛) = 𝑏𝑐 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ⋅ lim
𝑛→∞

𝑦𝑛. 

Теорема доказана. 

Следствие 1. Если последовательность {𝑥𝑛} сходится, то по-

следовательность {𝑐𝑥𝑛} также сходится и  

lim
𝑛→∞

(𝑐𝑥𝑛) = 𝑐 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛, 

то есть постоянную можно выносить за знак последовательности. 

Следствие 2. Если последовательность {𝑥𝑛} сходится и число 

𝑘 ∈ ℕ, то последовательность {𝑥𝑛
𝑘} также сходится и  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑘 = ( lim

𝑛→∞
𝑥𝑛)

𝑘
. 

Теорема 4.8. Если последовательности {𝑥𝑛}  и {𝑦𝑛}  сходятся, 

𝑦𝑛 ≠ 0 , 𝑛 ∈ ℕ , и lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 ≠ 0 , то последовательность {
𝑥𝑛

𝑦𝑛
}  также  

сходится и  

lim
𝑛→∞

(
𝑥𝑛
𝑦𝑛
) =

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛
, 

то есть предел частного двух сходящихся последовательностей  

равен частному от пределов этих последовательностей. 

Доказательство. Пусть lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑐. Тогда по тео-

реме 4.4 имеем 𝑥𝑛 = 𝑏 + 𝛼𝑛 , 𝑦𝑛 = 𝑐 + 𝛽𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ, где {𝛼𝑛}, {𝛽𝑛} – 

бесконечно малые последовательности. Тогда 

𝑥𝑛
𝑦𝑛
−
𝑏

𝑐
=
𝑏 + 𝛼𝑛
𝑐 + 𝛽𝑛

−
𝑏

𝑐
=

1

𝑐(𝑐 + 𝛽𝑛)
(𝑐𝛼𝑛 − 𝑏𝛽𝑛).      (4.28) 
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Пусть 𝑐 > 0. Так как lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑐 >
𝑐

2
, то по свойству 2 пределов 

последовательности, существует такой номер 𝑁, что 𝑦𝑛 >
𝑐

2
> 0 для 

всех номеров 𝑛 ≥ 𝑁. Поэтому при 𝑛 ≥ 𝑁 имеем 

0 <
1

𝑐(𝑐 + 𝛽𝑛)
=

1

𝑐𝑦𝑛
<
2

𝑐2
. 

Отсюда следует, что последовательность {
1

𝑐(𝑐+𝛽𝑛)
} ограничена. 

Последовательность {𝑐𝛼𝑛 − 𝑏𝛽𝑛}  является бесконечно малой 

(по свойствам бесконечно малых последовательностей). Тогда и по-

следовательность {
1

𝑐(𝑐+𝛽𝑛)
(𝑐𝛼𝑛 − 𝑏𝛽𝑛)}  является бесконечно ма-

лой. Следовательно, из (4.28) получаем, что 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
𝑦𝑛
=
𝑏

𝑐
=
lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛
. 

Аналогично доказывается случай, когда 𝑐 < 0. Теорема доказана. 

Замечание 4.7. В случае последовательностей, имеющих бес-

конечные пределы, утверждения теорем 4.6–4.8, вообще говоря, не 

имеют места. 

4.7. Пример последовательности, 

не имеющей предела 

Рассмотрим последовательность 

{𝑥𝑛} = {
(−1)𝑛 + 1

2
} = 0,   1,   0,   1,   …,   

(−1)𝑛 + 1

2
,   … 

Докажем, что никакое действительное число 𝑏 не является преде-

лом этой последовательности.  

Для этого достаточно показать, что у каждого числа 𝑏 найдется 

такая 𝜀 -окрестность, что нельзя указать натуральное число 𝑁  та-

кого, чтобы все члены последовательности с номерами 𝑛 > 𝑁 попа-

дали в эту окрестность точки 𝑏. 
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1. Докажем, что число 𝑏 = 0 не является пределом последова-

тельности. Для этого рассмотрим окрестность точки 0 радиуса 
1

2
.  

В этой окрестности не содержатся члены с четными номерами. Зна-

чит нельзя указать натуральное число 𝑁 такое, чтобы в окрестности 

точки 0 попадали все члены последовательности, начиная с этого  

номера (для любого 𝑁 всегда будут находиться члены с нечетными 

номерами, большими 𝑁, не содержащиеся в этой окрестности). 

2. Аналогично доказывается, что точка 𝑏 = 1 не может быть 

пределом этой последовательности. 

3. Пусть 𝑏  – любое число, не равное 0 и 1. Тогда найдется 

окрестность точки 𝑏, которая не содержит чисел 0 и 1, а значит не 

содержит ни одного члена последовательности. Значит, такое число 

тоже не может быть пределом. 

4. Покажем, что предел этой последовательности не может 

быть равным +∞. 

Действительно, если взять 𝐸 = 2, то не найдется числа 𝑁 та-

кого, что 𝑥𝑛 > 𝐸  для любого натурального 𝑛 > 𝑁, ибо все члены 

последовательности меньше 2 (это 0 или 1). 

5. Предел последовательности {𝑥𝑛} не может быть равным −∞, 

так как при 𝐸 > 0 ни один член последовательности не может быть 

меньше (−𝐸). 

Итак, последовательность {𝑥𝑛} = {
(−1)𝑛+1

2
} не имеет предела. 

Замечание 4.8. Для числовой последовательности возможны 

следующие случаи: 

1) последовательность имеет конечный предел, 

2) последовательность имеет бесконечный предел, 

3) последовательность не имеет предела. 
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4.8. Числовая подпоследовательность. 

Частичный предел 

Определение 4.19. Последовательность {𝑦𝑘} , 𝑘 ∈ ℕ , называ-

ется подпоследовательностью последовательности {𝑥𝑛}, если для 

любого 𝑘 существует такое натуральное 𝑛𝑘 , что 𝑦𝑘 = 𝑥𝑛𝑘 , причем 

𝑛𝑘1 < 𝑛𝑘2, тогда и только тогда, когда 𝑘1 < 𝑘2. Последовательность 

{𝑦𝑘} обозначается в этом случае {𝑥𝑛𝑘}, 𝑘 ∈ ℕ. 

Иначе говоря, если дана какая-либо последовательность и из 

некоторого подмножество ее элементов образована новая последо-

вательность, то она называется подпоследовательностью исходной 

последовательности, если порядок следования в ней элементов та-

кой же, как и в заданной последовательности. 

Например, последовательность 1, 3, 5, …, 2𝑛 + 1, … является 

подпоследовательностью натурального ряда чисел 1, 2, …, 𝑛, …; а 

последовательность 2, 1, 3, 4, …, 𝑛, … нет. В обоих случаях эле-

менты последовательностей образуют подмножество множества 

натуральных чисел, но в первом случае члены последовательности 

расположены в том же порядке, как и в натуральном ряде чисел, а 

во втором случае этот порядок нарушен. 

Теорема 4.9 (Больцано-Вейерштрасса). Из любой ограничен-

ной последовательности можно выделить сходящуюся подпоследо-

вательность. 

Доказательство. Пусть последовательность {𝑥𝑛} ограничена, то 

есть существует такой отрезок [𝑎;  𝑏], что 𝑎 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑏 для всех 𝑛 ∈ ℕ.  

Разделим отрезок [𝑎;  𝑏]  на два равных отрезка. По крайней 

мере один из получившихся отрезков содержит бесконечно много 

элементов последовательности {𝑥𝑛}. Обозначим его через [𝑎1;  𝑏1]. 

Пусть 𝑥𝑛1 – какой-либо из членов последовательности {𝑥𝑛}, лежа-

щий на отрезке [𝑎1;  𝑏1]. 
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Теперь разделим отрезок [𝑎1;  𝑏1] на два равных отрезка. Снова 

хоть один из получившихся двух отрезков содержит бесконечно 

много членов последовательности {𝑥𝑛} . Обозначим его через 

[𝑎2;  𝑏2]. В силу того, что на отрезке [𝑎2;  𝑏2] бесконечно много чле-

нов последовательности {𝑥𝑛} , найдется такой член 𝑥𝑛2 , что  

𝑥𝑛2 ∈ [𝑎2;  𝑏2], 𝑛2 > 𝑛1. 

Продолжая процесс, получим последовательность отрезков 

[𝑎𝑛;  𝑏𝑛] и последовательность точек 𝑥𝑛𝑘 ∈ [𝑎𝑘;  𝑏𝑘], 𝑘 ∈ ℕ. В силу 

построения последовательность {𝑥𝑛𝑘} является подпоследователь-

ностью последовательности {𝑥𝑛}. Покажем, что эта подпоследова-

тельность сходящаяся. 

Последовательность отрезков {[𝑎𝑘; 𝑏𝑘]}  является стягиваю-

щейся. Согласно лемме Кантора, существует единственная точка 𝜉, 

принадлежащая всем этим отрезкам. Тогда, по замечанию 4.5,  

𝜉 = lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = lim
𝑘→∞

𝑏𝑘 . А учитывая, что 𝑎𝑘 ≤ 𝑥𝑛𝑘 ≤ 𝑏𝑘 , 𝑘 ∈ ℕ , по 

свойству 1) сходящихся последовательностей получаем, что после-

довательность {𝑥𝑛𝑘} тоже сходится и lim
𝑘→∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝜉. Таким образом, 

теорема доказана. 

Определение 4.20. Предел любой сходящейся подпоследова-

тельности данной последовательности называется ее частичным 

пределом. 

Теорема Больцано-Вейерштрасса утверждает, что всякая огра-

ниченная последовательность имеет хотя бы один частичный пре-

дел. 

Определение 4.21. Говорят, что последовательность {𝑥𝑛} удо-

влетворяет условию Коши, если для любого 𝜀 > 0 существует та-

кой номер 𝑁(𝜀), что для всех номеров 𝑛 > 𝑁 и 𝑚 > 𝑁 выполняется 

неравенство |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀. 

Определение 4.21 можно сформулировать по-другому. 
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Определение 4.22. Говорят, что последовательность {𝑥𝑛} удо-

влетворяет условию Коши, если для любого 𝜀 > 0 существует та-

кой номер 𝑁(𝜀), что для всех номеров 𝑛 > 𝑁 и всех целых положи-

тельных чисел 𝑝 выполняется неравенство |𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛| < 𝜀. 

Теорема 4.10 (критерий Коши). Для того чтобы последова-

тельность {𝑥𝑛} сходилась, необходимо и достаточно, чтобы для лю-

бого 𝜀 > 0 существовал такой номер 𝑁(𝜀), что для всех номеров 

𝑛 > 𝑁 и для всех целых положительных чисел 𝑝 выполнялось нера-

венство |𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛| < 𝜀. 

Кратко: для того, чтобы последовательность {𝑥𝑛}  сходилась, 

необходимо и достаточно, чтобы она удовлетворяла условию Коши. 

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть последова-

тельность {𝑥𝑛} сходится и lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑏. Тогда, по определению пре-

дела последовательности, для любого 𝜀 > 0, а значит и для 
𝜀

2
, суще-

ствует номер 𝑁(𝜀), такой, что для любых натуральных 𝑛 > 𝑁 вы-

полняется неравенство |𝑥𝑛 − 𝑏| <
𝜀

2
. 

Оценим |𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛|: 

|𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛| = |(𝑥𝑛+𝑝 − 𝑏) − (𝑥𝑛 − 𝑏)| ≤ 

≤ |𝑥𝑛+𝑝 − 𝑏| + |𝑥𝑛 − 𝑏| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀. 

Докажем достаточность. Пусть последовательность {𝑥𝑛} удо-

влетворяет условию Коши, то есть для любого 𝜀 > 0 существует та-

кой номер 𝑁(𝜀), что для всех номеров 𝑛 > 𝑁 и 𝑚 > 𝑁 выполняется 

неравенство |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀. 

Возьмем 𝜀 = 1. Тогда существует такой номер 𝑁1 , что |𝑥𝑛 −

𝑥𝑚| < 1 при 𝑛 > 𝑁1 и 𝑚 > 𝑁1. В частности, если 𝑛 > 𝑁1 и 𝑚 = 𝑁1, 

то |𝑥𝑛 − 𝑥𝑁1| < 1 , то есть 𝑥𝑁1 − 1 < 𝑥𝑛 < 𝑥𝑁1 + 1  при  

𝑛 > 𝑁1 . Следовательно, последовательность {𝑥𝑛}  ограничена при 
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𝑛 > 𝑁1. Значит, по теореме 4.9 существует ее сходящаяся подпосле-

довательность {𝑥𝑛𝑘}. 

Пусть lim
𝑛→−∞

𝑥𝑛𝑘 = 𝑎. Покажем, что вся данная последователь-

ность {𝑥𝑛} также сходится и имеем пределом число 𝑎.  

Зададим некоторое 𝜀 > 0. Тогда по определению предела по-

следовательности существует номер 𝐾(𝜀), такой, что для любых 

натуральных 𝑘 > 𝐾(𝜀) выполняется неравенство 

|𝑥𝑛𝑘 − 𝑎| <
𝜀

2
.                                     (4.29) 

Причем, согласно определению 4.19 подпоследовательности, нера-

венство (4.29) выполняется для всех 𝑛𝑘 > 𝑛𝐾(𝜀). 

Так как последовательность {𝑥𝑛}  удовлетворяет условию 

Коши, то по определению 4.21 существует такой номер 𝑁(𝜀), что 

для всех номеров 𝑛 > 𝑁  и 𝑚 > 𝑁  выполняется неравенство  

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| <
𝜀

2
. 

Положим 𝑀 = max{𝐾(𝜀), 𝑁(𝜀)} и зафиксируем некоторый но-

мер 𝑛𝑘 > 𝑀. Тогда для всех 𝑛 > 𝑀 получим 

|𝑥𝑛 − 𝑎| = |(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛𝑘) + (𝑥𝑛𝑘 − 𝑎)| ≤ 

≤ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑛𝑘| + |𝑥𝑛𝑘 − 𝑎| <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀. 

А это и доказывает, что lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎. Теорема доказана.  
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Тема 5. Предел функции 

5.1. Понятие предела функции 

Пусть функция 𝑓(𝑥) определена в окрестности точки 𝑎. 

Определение 5.1. Число 𝑏 называется пределом функции 𝑓(𝑥) 

при 𝑥, стремящемся к 𝑎, если каково бы ни было положительное 

число 𝜀, существует такое положительное число 𝛿, зависящее от 𝜀, 

что для всех 𝑥, удовлетворяющих неравенствам 

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿,   𝑥 ≠ 𝑎,                                     (5.1) 

справедливо неравенство: 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀.                                         (5.2) 

Обозначение: lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Определение 5.1 называется определением предела функции по 

Коши. 

Дадим определение предела функции геометрически. Неравен-

ства (5.1) равносильны неравенствам 𝑎 − 𝛿 < 𝑥 < 𝑎 + 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, ко-

торые означают, что 𝑥 находится в проколотой окрестности точки 

𝑎 радиуса 𝛿 , то есть 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎. Неравенство (5.2) равно-

сильно неравенствам 𝑏 − 𝜀 < 𝑓(𝑥) < 𝑏 + 𝜀, которые означают, что 

значение функции 𝑓(𝑥) находится в окрестности точки 𝑏 радиуса 𝜀, 

то есть 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈(𝑏, 𝜀). 

Тогда определение 5.1 предела функции можно сформулиро-

вать следующим образом. 

Определение 5.2. Число 𝑏  называется пределом функции 𝑓(𝑥) 

при 𝑥, стремящемся к 𝑎, если какова бы ни была окрестность точки 

𝑏  радиуса 𝜀 , найдется окрестность точки 𝑎  радиуса 𝛿  такая,  

что для всех 𝑥 из проколотой окрестности точки 𝑎 радиуса 𝛿, соот-

ветствующие значения функции попадают в окрестность точки 𝑏 ра-

диуса 𝜀. 
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Покажем графически, как по заданному 𝜀  находить 𝛿  (рис. 5.1). 

На оси 𝑂𝑦 задаем произвольную окрестность точки 𝑏 радиуса 𝜀. Про-

водим прямые 𝑦 = 𝑏 − 𝜀 и 𝑦 = 𝑏 + 𝜀, параллельные оси 𝑂𝑥, до пере-

сечения с графиком функции 𝑓(𝑥). Отмечаем абсциссы найденных то-

чек и расстояние ближайшей из этих точек до точки 𝑎 обозначим через 

𝛿. Тогда для всех 𝑥 из проколотой 𝛿-окрестности точки 𝑎 соответству-

ющее значение функции попадает в 𝜀-окрестность точки 𝑏. 

 

Рис. 5.1. Геометрическое изображение предела функции 

Геометрически lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 означает, что как бы ни была узка 

полоса между прямыми 𝑦 = 𝑏 ± 𝜀 , найдется 𝛿 -окрестность точки 𝑎 

такая, что все точки графика функции, абсциссы которых содержатся 

в проколотой 𝛿-окрестности точки 𝑎, попадают внутрь этой полосы. 

Замечание 5.1. Если 𝜀 уменьшать, то соответствующее значе-

ние 𝛿 также будет уменьшаться. 

Замечание 5.2. В определении предела функции не требуется, 

чтобы неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀 выполнялось и в самой точке 𝑎. 

Это рассчитано на тот случай, когда в точке 𝑎  функция 𝑓(𝑥)  не 

определена, или же определена, но значение 𝑓(𝑎) ≠ 𝑏 и не попадает 

в 𝜀-окрестность точки 𝑏. 

Теорема 5.1 (об ограниченности функции, имеющей конеч-

ный предел). Если функция имеет конечный предел при 𝑥 → 𝑎, то 
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существует проколотая окрестность точки 𝑎 , в которой функция 

ограничена.  

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. Тогда, по определению, 

для любого 𝜀 > 0, а значит и для 𝜀 = 1, найдется 𝛿(𝜀) > 0 такое, 

что для всех |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎 , выполняется неравенство  

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀 = 1.  

Так как |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎 , то 𝑎 − 𝑏 < 𝑥 < 𝑎 + 𝑏 , 𝑥 ≠ 𝑎 , то 

есть нашлась проколотая окрестность точки 𝑎 радиуса 𝛿. Так как 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 1 , то 𝑏 − 1 < 𝑓(𝑥) < 𝑏 + 1 . Обозначим 𝐴 = 𝑏 − 1 ,  

𝐵 = 𝑏 + 1. Тогда 𝐴 < 𝑓(𝑥) < 𝐵. 

Итак, нашлась проколотая окрестность точки 𝑎 радиуса 𝛿, в ко-

торой для любого 𝑥  выполняется неравенство 𝐴 < 𝑓(𝑥) < 𝐵 , то 

есть функция ограничена. Теорема доказана. 

Теорема 5.2 (о единственности предела функции). Функция 

𝑓(𝑥) не может иметь более одного предела при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 . Предположим, что 

также lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑐 ≠ 𝑏. 

Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, то по определению предела функции для 

произвольного 𝜀 > 0, а значит и для 𝜀 =
|𝑏−𝑐|

4
, найдется 𝛿1 > 0, та-

кое, что для любого 𝑥, такого, что |𝑥 − 𝑎| < 𝛿1, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется 

неравенство 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| <
|𝑏 − 𝑐|

4
.                                  (5.3) 

Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑐, то по определению предела функции для 

того же 𝜀 =
|𝑏−𝑐|

4
 найдется 𝛿2 > 0, такое, что для любого 𝑥, такого, 

что |𝑥 − 𝑎| < 𝛿2, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство  

|𝑓(𝑥) − 𝑐| <
|𝑏 − 𝑐|

4
.                                  (5.4) 
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Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2} . Тогда для любого 𝑥 , такого, что 

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, одновременно выполняются неравенства (5.3) и 

(5.4). Рассмотрим |𝑏 − 𝑐|: 

|𝑏 − 𝑐| = |(𝑏 − 𝑓(𝑥)) + (𝑓(𝑥) − 𝑐)| ≤ |𝑏 − 𝑓(𝑥)| + |𝑓(𝑥) − 𝑐| = 

= |𝑓(𝑥) − 𝑏| + |𝑓(𝑥) − 𝑐| <
|𝑏 − 𝑐|

4
+
|𝑏 − 𝑐|

4
=
|𝑏 − 𝑐|

2
. 

Получили |𝑏 − 𝑐| <
|𝑏−𝑐|

2
, что является противоречием. Следо-

вательно, предположение неверно. Таким образом, функция имеет 

не более одного предела. Теорема доказана. 

5.2. Пределы некоторых элементарных  

функций 

Пример 5.1. 

Для функции 𝑦 = 𝑥𝑛 доказать, что lim
𝑥→0

𝑥𝑛 = 0. 

Решение. Возьмем произвольное 𝜀 > 0. Надо найти 𝛿(𝜀) > 0, 

такое, чтобы из неравенства |𝑥| < 𝛿 и 𝑥 ≠ 0 следовало неравенство 

|𝑥𝑛| < 𝜀. Очевидно, что можно взять 𝛿 = √𝜀
𝑛

.  

Действительно, если теперь |𝑥| < 𝛿 = √𝜀
𝑛

, то |𝑥|𝑛 < 𝜀. Но так 

как |𝑥|𝑛 = |𝑥𝑛|, то |𝑥𝑛| < 𝜀. 

Итак, для произвольного 𝜀 > 0 нашлось 𝛿 = √𝜀
𝑛

 такое, что как 

только |𝑥| < 𝛿, так |𝑥𝑛| < 𝜀. Это и означает, по определению пре-

дела функции, что lim
𝑥→0

𝑥𝑛 = 0.   ∎ 

Пример 5.2.  

Для функции 𝑦 = 𝐶 = const доказать, что lim
𝑥→𝑎

𝐶 = 𝐶, где 𝑎 ∈ ℝ. 

Решение. Возьмем 𝜀 > 0. Найдем 𝛿(𝜀) > 0 такое, чтобы из не-

равенства |𝑥 − 𝑎| < 𝛿  следовало неравенство |𝑓(𝑥) − 𝐶| < 𝜀 . Но 

𝑓(𝑥) = 𝐶  при любых 𝑥 . Следовательно, |𝑓(𝑥) − 𝐶| = |𝐶 − 𝐶| = 0 

для всех 𝑥, а следовательно, |𝑓(𝑥) − 𝐶| = 0 < 𝜀 для любых 𝑥. А зна-

чит в качестве 𝛿 можно брать любое число больше нуля.   ∎ 
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Пример 5.3.  

Для функции 𝑦 = sin𝑥 доказать, что lim
𝑥→𝑎

sin 𝑥 = sin𝑎, 𝑎 ∈ ℝ. 

Решение. Известно неравенство, справедливое для любых 𝛼 : 

|sin𝛼| ≤ |𝛼|.  

Действительно, если |𝛼| ≥
𝜋

2
, то |sin 𝛼| ≤ 1 <

𝜋

2
≤ |𝛼| . Пусть 

теперь |𝛼| <
𝜋

2
. Тогда (см. рис. 5.2) 

|sin𝛼| = 𝐴𝐶 < 𝐴𝐵 = 𝜋 ⋅ 𝑂𝐴 ⋅
𝛼

𝜋
= 1 ⋅ 𝛼 = 𝛼, 

то есть |sin𝛼| < |𝛼|. Также отметим, что |cos 𝛼| ≤ 1 для всех 𝛼. 

 

Рис. 5.2. Геометрическое представление функции sin 𝛼 

Сначала докажем одно вспомогательное неравенство  

|sin 𝑥 − sin𝑎| = |2 sin
𝑥 − 𝑎

2
cos

𝑥 + 𝑎

2
| = 

= 2 |sin
𝑥 − 𝑎

2
| ⋅ |cos

𝑥 + 𝑎

2
| ≤ 2 ⋅ |

𝑥 − 𝑎

2
| ⋅ 1 = |𝑥 − 𝑎|, 

то есть |sin 𝑥 − sin𝑎| ≤ |𝑥 − 𝑎| для всех 𝑥 ∈ ℝ. 

Возьмем произвольное 𝜀 > 0 и подберем 𝛿(𝜀) > 0 так, чтобы 

из неравенства |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎,  следовало |sin 𝑥 − sin 𝑎| < 𝜀 . 

Очевидно, что в качестве 𝛿  можно взять любое положительное 

число, меньшее или равное 𝜀.  

Действительно, если 𝛿 =
𝜀

2
, то 

|sin 𝑥 − sin𝑎| ≤ |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 =
𝜀

2
≤ 𝜀, 
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то есть из |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 следует |sin 𝑥 − sin𝑎| < 𝜀, что и требовалось 

доказать.   ∎ 

Пример 5.4.  

Для функции 𝑦 = cos 𝑥 доказать, что lim
𝑥→𝑎

cos 𝑥 = cos𝑎, 𝑎 ∈ ℝ. 

Решение аналогично примеру 5.3. 

5.3. Определение предела по Гейне 

Ранее данное определение через 𝜀 и 𝛿 – это определение пре-

дела функции по Коши. Дадим определение предела функции по 

Гейне. 

Пусть функция 𝑦 = 𝑓(𝑥) определена в некоторой проколотой 

окрестности точки 𝑎, которую обозначим через 𝑋. 

Определение 5.3. Число 𝑏 называется пределом функции 𝑓(𝑥) при 

𝑥 → 𝑎, если какова бы ни была последовательность {𝑥𝑛} значений ар-

гумента функции, сходящаяся к 𝑎, соответствующая последователь-

ность {𝑓(𝑥𝑛)} значений функции всегда сходится к числу 𝑏. 

Иначе определение по Гейне означает, что если для последова-

тельности {𝑥𝑛} имеем lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎, то обязательно должно выпол-

няться lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑏. Следовательно, lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Определения по Коши и по Гейне эквиваленты, то есть если 

число 𝑏 является пределом функции 𝑓(𝑥) при 𝑥 → 𝑎 по Гейне, то 

это же число 𝑏  является пределом функции 𝑓(𝑥)  при 𝑥 → 𝑎  по 

Коши. И наоборот. 

Определение предела функции по Гейне удобно использовать, 

если необходимо доказать, что предел функции 𝑓(𝑥) при 𝑥 → 𝑎 не 

существует. Для этого достаточно найти хотя бы две последова-

тельности значений аргумента, сходящиеся к 𝑎, такие, чтобы после-

довательности соответствующих значений функции сходились к 

разным значениям. 
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Пример 5.5. 

Доказать, что lim
𝑥→0

sin
1

𝑥
 не существует. 

Решение. Рассмотрим последовательность значений аргумента 

{𝑥𝑛
1}: 𝑥𝑛

1 =
1

𝜋𝑛
. Здесь  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
1 = lim

𝑛→∞

1

𝜋𝑛
= 0. 

Тогда соответствующая последовательность значений функции 

{𝑓(𝑥𝑛
1)}:  

𝑓(𝑥𝑛
1) = sin

1

𝑥𝑛
1 = sin𝜋𝑛 = 0  ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 

при этом lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛
1) = lim

𝑛→∞
0 = 0. 

Теперь рассмотрим последовательность значений аргумента 

{𝑥𝑛
2}: 𝑥𝑛

2 =
1

𝜋

2
+2𝜋𝑛

. Здесь  

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
2 = lim

𝑛→∞

1
𝜋
2
+ 2𝜋𝑛

= 0. 

Тогда соответствующая последовательность значений функции 

{𝑓(𝑥𝑛
2)}:  

𝑓(𝑥𝑛
2) = sin

1

𝑥𝑛
2 = sin (

𝜋

2
+ 2𝜋𝑛) = 1  ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 

при этом lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛
2) = lim

𝑛→∞
1 = 1. 

Итак, выбрав две последовательности значений аргумента {𝑥𝑛
1} 

и {𝑥𝑛
2}, сходящиеся к 0, получили, что соответствующие последова-

тельности значений функции {𝑓(𝑥𝑛
1)} и {𝑓(𝑥𝑛

2)} сходятся к разным 

числам. Следовательно, определение предела по Гейне не выполня-

ется. Тогда lim
𝑥→0

sin
1

𝑥
 не существует.   ∎ 
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5.4. Бесконечно малые функции 

Определение 5.4. Функция 𝛼(𝑥) называется бесконечно малой 

функцией при 𝑥 → 𝑎, если lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥) = 0.  

Это значит, по определению предела, что для произвольного 

𝜀 > 0, найдется 𝛿 > 0, такое, что для всех 𝑥, таких, что |х− а| < 𝛿 

и 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство |𝛼(𝑥)| < 𝜀. 

Пример 5.6. 

1. 𝑦 = sin 𝑥  – бесконечно малая функция при 𝑥 → 0, так как 

lim
𝑥→0

sin 𝑥 = 0. 

2. 𝑦 = cos 𝑥  – бесконечно малая функция при 𝑥 →
𝜋

2
, так как 

lim
𝑥→

𝜋

2

cos 𝑥 = 0.   ∎ 

Бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎, иногда называется бес-

конечно малыми величинами при 𝑥 → 𝑎. 

Теоремы о бесконечно малых функциях 

Теорема 5.3. Сумма конечного числа бесконечно малых функ-

ций при 𝑥 → 𝑎 есть функция бесконечно малая при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть 

𝛼(𝑥) = 𝛼1(𝑥) + 𝛼2(𝑥)+. . . +𝛼𝑘(𝑥), 

где 𝛼1(𝑥), 𝛼2(𝑥), …, 𝛼𝑘(𝑥) – бесконечно малые при 𝑥 → 𝑎. 

Возьмем 𝜀 > 0  и рассмотрим 𝜀1 =
𝜀

𝑘
. Так как 𝛼1(𝑥)  – беско-

нечно малая при 𝑥 → 𝑎, то для 𝜀1 =
𝜀

𝑘
> 0, найдется 𝛿1 > 0 такое, что 

для всех 𝑥, таких, что |х− а| < 𝛿1, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

|𝛼1(𝑥)| <
𝜀

𝑘
.                                         (5.5) 

Так как 𝛼2(𝑥)  – бесконечно малая при 𝑥 → 𝑎 , то для 𝜀1 =
𝜀

𝑘
> 0 , 

найдется 𝛿2 > 0 такое, что для всех 𝑥, таких, что |х− а| < 𝛿2, 𝑥 ≠ 𝑎, 

выполняется неравенство 
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|𝛼2(𝑥)| <
𝜀

𝑘
.                                         (5.6) 

И так далее. Так как 𝛼𝑘(𝑥) – бесконечно малая при 𝑥 → 𝑎, то для 

𝜀1 =
𝜀

𝑘
 найдется 𝛿𝑘 > 0 такое, что для всех 𝑥, таких, что |х− а| < 𝛿𝑘, 

𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

|𝛼𝑘(𝑥)| <
𝜀

𝑘
.                                        (5.7) 

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2, … 𝛿𝑘}. Тогда для всех 𝑥, удовлетворя-

ющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняются одновременно 

неравенства (5.5) – (5.7). Значит 

|𝛼(𝑥)| = |𝛼1(𝑥) + 𝛼2(𝑥) + ⋯+ 𝛼𝑘(𝑥)| ≤ 

≤ |𝛼1(𝑥)| + |𝛼2(𝑥)|+. . . +|𝛼𝑘(𝑥)| <
𝜀

𝑘
+
𝜀

𝑘
+. . . +

𝜀

𝑘⏟        
𝑘  раз

= 𝜀. 

Итак, для произвольного 𝜀 > 0 нашлось 𝛿 > 0 такое, что как 

только |х− а| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, так |𝛼(𝑥)| < 𝜀. Это означает, что 𝛼(𝑥) – 

бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Теорема 5.4. Произведение бесконечно малой функции при 

𝑥 → 𝑎, на функцию, ограниченную в проколотой окрестности точки 

𝑎, есть бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥)  ограничена в проколотой  

𝛿1-окрестности точки 𝑎. Тогда существует число 𝐾 > 0 такое, что 

для любого 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿1), 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝐾.                                           (5.8) 

Пусть 𝛼(𝑥) – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. Возьмем 

произвольное число 𝜀 > 0 . Тогда для 𝜀1 =
𝜀

𝐾
 найдется  

𝛿2-окрестность точки 𝑎, такая, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2), 𝑥 ≠ 𝑎, вы-

полняется неравенство 

|𝛼(𝑥)| <
𝜀

𝐾
.                                          (5.9) 
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Пусть 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Тогда для 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎, одновре-

менно выполняются неравенства (5.8) и (5.9). Перемножим эти не-

равенства для 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎. Получим 

|𝛼(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥)| = |𝛼(𝑥)| ⋅ |𝑓(𝑥)| <
𝜀

𝐾
⋅ 𝐾 = 𝜀. 

Итак, для 𝜀 > 0 нашлось 𝛿 > 0 такое, что для любого 𝑥, удо-

влетворяющего неравенствам |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется не-

равенство |𝛼(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥)| < 𝜀, то есть 𝛼(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥) – бесконечно малая 

функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Следствие 1. Произведение функции, имеющей конечный пре-

дел при 𝑥 → 𝑎, на бесконечно малую функцию при 𝑥 → 𝑎 есть бес-

конечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Следствие вытекает из теоремы потому, что функция, имею-

щая конечный предел, является по доказанной ранее теореме, огра-

ниченной в некоторой проколотой окрестности точки 𝑎. 

Следствие 2. Произведение двух бесконечно малых функций 

при 𝑥 → 𝑎 есть бесконечно малая функция при х → а. 

Следствие 3. Произведение постоянного числа на бесконечно ма-

лую функцию при 𝑥 → 𝑎 есть бесконечно малая функция при х → а. 

Теоремы о связи между функцией и ее пределом 

Теорема 5.5. Если lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, то разность между функцией 

𝑓(𝑥) и ее пределом 𝑏 есть бесконечно малая функция при х → а. 

Доказательство. Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 тогда для любого 𝜀 > 0, 

найдется 𝛿 > 0  такое, что для любого 𝑥 , такого, что |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ,  

𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. 

Если обозначить 𝛼(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑏, то мы получим, что для 𝜀 >

0 нашлась 𝛿 > 0 такое, что для любого 𝑥, такого, что |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 

𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство |𝛼(𝑥)| < 𝜀, то есть 𝛼(𝑥) – есть бес-

конечно малая функция при х → а. Теорема доказана. 
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Теорема 5.6. Если разность между функцией 𝑓(𝑥) и постоян-

ным числом 𝑏 есть бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎, то число 

𝑏 есть предел функции 𝑓(𝑥) при х → а. 

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) − 𝑏 = 𝛼(𝑥) есть бесконечно малая 

функция при х → а. Тогда для любого 𝜀 > 0 найдется 𝛿 > 0 такое, 

что |𝛼(𝑥)| < 𝜀 , если |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎 . Но это и означает, что 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀 , если для |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎 , то есть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 . 

Теорема доказана. 

5.5. Теоремы о конечных пределах 

Теорема 5.7 (о пределе суммы). Предел алгебраической суммы 

конечного числа функции при 𝑥 → 𝑎, каждая из которых имеет ко-

нечный предел при 𝑥 → 𝑎, равен той же алгебраической сумме пре-

делов этих функций при х → а. 

Доказательство. Докажем для суммы двух функций. Пусть 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏,      lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐. 

Докажем, что 

lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑏 + 𝑐.     (5.10) 

Обозначим 

𝑓(𝑥) − 𝑏 = 𝛼(𝑥),     𝑔(𝑥) − 𝑐 = 𝛽(𝑥).                  (5.11) 

Тогда, по теореме 5.5 о связи между функцией и ее пределом, функ-

ции 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) – бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎. 

Из равенств (5.11) выразим 

𝑓(𝑥) = 𝛼(𝑥) + 𝑏,      𝑔(𝑥) = 𝛽(𝑥) + 𝑐. 

Рассмотрим сумму функций: 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (𝛼(𝑥) + 𝑏) + (𝛽(𝑥) + 𝑐) = (𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥)) + (𝑏 + 𝑐). 

Тогда 

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) − (𝑏 + 𝑐) =  𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥). 

Так как 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) – бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎 , то 

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎 по теореме 5.3 о 
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сумме конечного числа бесконечно малых функций. Следовательно, 

по теореме 5.6 о связи между функцией и ее пределом, получаем 

lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝑏 + 𝑐, 

то есть равенство (5.10) выполняется. Теорема доказана. 

Теорема 5.8 (о пределе произведения). Предел произведения 

конечного числа функций при 𝑥 → 𝑎, каждая из которых имеет ко-

нечный предел при 𝑥 → 𝑎 , равен произведению пределов этих 

функций при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Докажем для суммы двух функций. Пусть 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏,      lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐. 

Докажем, что 

lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑏𝑐.          (5.12) 

Обозначим 

𝑓(𝑥) − 𝑏 = 𝛼(𝑥),     𝑔(𝑥) − 𝑐 = 𝛽(𝑥).                  (5.13) 

Тогда, по теореме 5.5 о связи между функцией и ее пределом, функ-

ции 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) – бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎. 

Из равенств (5.13) выразим 

𝑓(𝑥) = 𝛼(𝑥) + 𝑏,      𝑔(𝑥) = 𝛽(𝑥) + 𝑐. 

Рассмотрим произведение функций: 

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) = (𝛼(𝑥) + 𝑏) ⋅ (𝛽(𝑥) + 𝑐) = 

= 𝛼(𝑥) ⋅ 𝛽(𝑥) + 𝑐 ⋅ 𝛼(𝑥) + 𝑏 ⋅ 𝛽(𝑥) + 𝑏𝑐. 

Тогда 

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) − 𝑏𝑐 =  𝛼(𝑥) ⋅ 𝛽(𝑥) + 𝑐 ⋅ 𝛼(𝑥) + 𝑏 ⋅ 𝛽(𝑥). 

Так как 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) – бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎, то, 

− функции 𝑐 ⋅ 𝛼(𝑥)  и 𝑏 ⋅ 𝛽(𝑥)  – бесконечно малые функции при 

𝑥 → 𝑎 по следствию 3 к теореме 5.4 о произведении бесконечно 

малых функций на постоянную, 

− функция 𝛼(𝑥) ⋅ 𝛽(𝑥) – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎 по 

теореме 5.4 о произведении бесконечно малых функций. 



87 

Тогда функция (𝛼(𝑥) ⋅ 𝛽(𝑥) + 𝑐 ⋅ 𝛼(𝑥) + 𝑏 ⋅ 𝛽(𝑥)) – бесконечно ма-

лая функция при 𝑥 → 𝑎 по теореме 5.3 о сумме конечного числа бес-

конечно малых функций. 

Итак, (𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑏𝑐 ) – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Следовательно, по теореме 5.6 о связи между функцией и ее преде-

лом, получаем 

lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)) = 𝑏𝑐, 

то есть равенство (5.12) выполняется. Теорема доказана. 

Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за знак 

конечного предела, то есть 

lim
𝑥→𝑎

(𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥)) = 𝑐 ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥), 

если lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) конечен. 

Следствие 2. Предел степени функции 𝑓(𝑥) с натуральным пока-

зателем при 𝑥 → 𝑎 равен той же степени предела основания при 𝑥 →

𝑎, если предел основания конечен, то есть если lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) конечен, то 

lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥))
𝑛
= (lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥))

𝑛
. 

Теорема 5.9. Если функция 𝑓(𝑥) имеет конечный предел при 

𝑥 → 𝑎, отличный от нуля, то функция 
1

𝑓(𝑥)
 ограничена в некоторой 

проколотой окрестности точки 𝑎. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 ≠ 0. Тогда, по определе-

нию предела функции, для произвольного 𝜀 > 0 , а значит и для  

𝜀 =
|𝑏|

2
> 0  найдется 𝛿 -окрестности точки 𝑎 , такая, что для всех  

𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎 выполняется неравенство  

|𝑓(𝑥) − 𝑏| <
|𝑏|

2
. 

По свойствам модуля для всех 𝑥 ∈ ℝ , а значит и для  

𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎 имеем 
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|𝑓(𝑥) − 𝑏| ≥ |𝑏| − |𝑓(𝑥)|. 

Из двух последних неравенств получаем, что для 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) ,  

𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

|𝑏| − |𝑓(𝑥)| <
|𝑏|

2
    или    |𝑓(𝑥)| >

|𝑏|

2
. 

Тогда: 

1

|𝑓(𝑥)|
<
2

|𝑏|
   или   |

1

𝑓(𝑥)
| <

2

|𝑏|
,     𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿, 𝑎 + 𝛿),   𝑥 ≠ 𝑎. 

Это означает, что нашлась проколотая 𝛿-окрестность точки 𝑎, в ко-

торой функция 
1

𝑓(𝑥)
 ограничена. Теорема доказана. 

Теорема 5.10 (о пределе частного). Предел частного двух функ-

ций при 𝑥 → 𝑎, каждая из которых имеет конечный предел при 𝑥 →

𝑎, равен отношению предела числителя к пределу знаменателя при 

𝑥 → 𝑎, если предел знаменателя при 𝑥 → 𝑎 отличен от нуля. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐 ≠ 0. Дока-

жем, что  

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
=
𝑏

𝑐
.                          (5.14) 

Рассмотрим разность функций 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
−
𝑏

𝑐
=
𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥) − 𝑏 ⋅ 𝑔(𝑥)

𝑐 ⋅ 𝑔(𝑥)
=

1

𝑐 ⋅ 𝑔(𝑥)
⋅ (𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥) − 𝑏 ⋅ 𝑔(𝑥)). 

Рассмотрим функцию 
1

𝑐⋅𝑔(𝑥)
. Так как 

lim
𝑥→𝑎

𝑐 ⋅ 𝑔(𝑥) = [по следствию 1 к теореме 5.8] = 

= 𝑐 ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐 ⋅ 𝑐 = 𝑐2 ≠ 0, 

то по теореме 5.9 функция 𝑐 ⋅ 𝑔(𝑥) – ограничена в некоторой проко-

лотой окрестности точки 𝑎. 

Рассмотрим функцию 𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥) − 𝑏 ⋅ 𝑔(𝑥) . Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)  и 

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) конечны, то 
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lim
𝑥→𝑎

(𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥) − 𝑏 ⋅ 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

(𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥)) − lim
𝑥→𝑎

(𝑏 ⋅ 𝑔(𝑥)) = 

= 𝑐 ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − 𝑏 ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑐𝑏 − 𝑏𝑐 = 0. 

Следовательно, функция (𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥) − 𝑏 ⋅ 𝑔(𝑥)) – бесконечно малая 

функция при 𝑥 → 𝑎. 

Тогда по теореме 5.4 (о произведении ограниченной и беско-

нечно малой функции) функция 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
−
𝑏

𝑐
 – бесконечно малая функ-

ция при 𝑥 → 𝑎. Следовательно, по теореме 5.6 о связи между функ-

цией и ее пределом, получаем 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
𝑏

𝑐
, 

то есть равенство (5.14) выполняется. Теорема доказана. 

Теорема 5.11 (о сохранении функцией знака своего предела). 

Если функция 𝑓(𝑥) при 𝑥 → 𝑎 имеет конечный предел, отличный от 

нуля, то существует проколотая окрестность точки 𝑎 , в которой 

знак функции совпадает со знаком её предела. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 ≠ 0 . По определению 

предела функции для произвольного 𝜀 > 0, а значит и для 𝜀 = |𝑏|, 

найдется 𝛿-окрестность точки 𝑎, такая, что для любого 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 

𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < |𝑏| или 

𝑏 − |𝑏| < 𝑓(𝑥) < 𝑏 + |𝑏|.                             (5.15) 

Пусть 𝑏 > 0, тогда |𝑏| = 𝑏 и неравенство (5.15) примет вид: 

0 < 𝑓(𝑥) < 2𝑏,   𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿),   𝑥 ≠ 𝑎. 

Следовательно, функция 𝑓(𝑥) положительна в проколотой окрест-

ности точки 𝑎 и ее знак совпадает со знаком предела. 

Пусть 𝑏 < 0, тогда |𝑏| = −𝑏 и неравенство (5.15) примет вид:  

2𝑏 < 𝑓(𝑥) < 0,   𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿),   𝑥 ≠ 𝑎. 

Следовательно, опять знак функции совпадает со знаком ее предела 

в проколотой окрестности точки 𝑎. Теорема доказана. 
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Теорема 5.12 (о переходе к пределу в неравенстве). Если 

𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥) в некоторой проколотой окрестности точки 𝑎, и если 

каждая из этих функций имеет конечный предел при 𝑥 → 𝑎 , то 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ≥ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥). 

Доказательство. Пусть  

𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥),    𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿1),   𝑥 ≠ 𝑎.                   (5.16) 

Докажем, что lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ≥ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) . Предположим, что 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) < lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥). Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥), lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) конечны, то по тео-

реме 5.7 о пределе суммы имеем 

lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) − lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) < 0. 

По теореме 5.11 о сохранении функцией знака своего предела полу-

чаем, что 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) < 0 для 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2),𝑥 ≠ 𝑎, то есть 

𝑓(𝑥) < 𝑔(𝑥),   𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2),   𝑥 ≠ 𝑎.                   (5.17) 

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Тогда для 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎, одно-

временно выполняются неравенства (5.16) и (5.17), что не может 

быть. Противоречие доказывает теорему. 

Теорема 5.13 (о пределе промежуточной функции). Если в 

некоторой проколотой окрестности точки 𝑎 выполняется неравен-

ство 𝑓(𝑥) < 𝜑(𝑥) < 𝑔(𝑥) , причём пределы функций 𝑓(𝑥)  и 𝑔(𝑥) 

при 𝑥 → 𝑎 конечны и равны между собой, то предел функции 𝜑(𝑥) 

при 𝑥 → 𝑎  существует и равен пределу функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) при 

𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть  

𝑓(𝑥) < 𝜑(𝑥) < 𝑔(𝑥),   𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿1),   𝑥 ≠ 𝑎,           (5.18) 

при этом lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑏. Докажем, что lim
𝑥→𝑎

𝜑(𝑥) = 𝑏.  

Возьмем произвольное 𝜀 > 0. Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, то для этого 

𝜀 > 0 найдется 𝛿2 > 0, такое, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2), 𝑥 ≠ 𝑎, вы-

полняется неравенство 

𝑏 − 𝜀 < 𝑓(𝑥) < 𝑏 + 𝜀.                                (5.19) 
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Так как lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑏, то для этого же 𝜀 > 0 найдется 𝛿3 > 0 

такое, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿3), 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

𝑏 − 𝜀 < 𝑔(𝑥) < 𝑏 + 𝜀.                                (5.20) 

Пусть 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2, 𝛿3} . Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥 ≠ 𝑎 , 

выполняются все три неравенства (5.18) – (5.20). Отсюда получаем 

𝑏 − 𝜀 < 𝑓(𝑥) < 𝜑(𝑥) < 𝑔(𝑥) < 𝑏 + 𝜀 

или 𝑏 − 𝜀 < 𝜑(𝑥) < 𝑏 + 𝜀. Тогда |𝜑(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. 

Таким образом, для любого 𝜀 > 0 нашлось 𝛿 > 0, такое, что для 

всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥 ≠ 𝑎 , выполняется неравенство |𝜑(𝑥) − 𝑏| < 𝜀 . 

Следовательно, lim
𝑥→𝑎

𝜑(𝑥) = 𝑏. Теорема доказана. 

Теорема 5.14 (о замене переменной в пределе функции). Если 

существуют lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 , 𝑓(𝑥) ≠ 𝑏  при 𝑥 ≠ 𝑎 , и lim
𝑦→𝑏

𝐹(𝑦) , тогда 

при 𝑥 → 𝑎 существует предел сложной функции 𝐹(𝑓(𝑥)) и 

lim
𝑥→𝑎

𝐹(𝑓(𝑥)) = lim
𝑦→𝑏

𝐹(𝑦). 

Доказательство. Из определения предела функции следует, что 

функции 𝑓(𝑥) и 𝐹(𝑦) определены в некоторых окрестностях точек 𝑎 

и 𝑏 соответственно, кроме, может быть, самих этих точек. Покажем, 

что существует такая проколотая 𝛿-окрестность точки 𝑎, что для лю-

бого 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎, имеет смысл сложная функция 𝐹(𝑓(𝑥)) и 

можно ставить вопрос о существовании ее предела при 𝑥 → 𝑎. 

Пусть функция 𝐹(𝑦)  определена в 𝜀 -окрестности точки 𝑏 , 

кроме, может быть, самой точки 𝑏. Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, то для 

заданного 𝜀 существует такое 𝛿(𝜀) > 0 , что для всех 𝑥 , 

удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿,  𝑥 ≠ 𝑎 , выполняется 

неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀 . Учитывая, что по условию теоремы 

𝑓(𝑥) ≠ 𝑏  при 𝑥 ≠ 𝑎 , получаем, что 𝐹(𝑓(𝑥))  – сложная функция, 

определенная в проколотой 𝛿-окрестность точки 𝑎. 
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Пусть {𝑥𝑛}  – некоторая последовательность, такая, что 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎 , 𝑥𝑛 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥𝑛 ≠ 𝑎 . Обозначим 𝑦𝑛 = 𝑓(𝑥𝑛) . По 

условию теоремы 𝑦𝑛 ≠ 𝑏 и lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑏. Следовательно, 

lim
𝑛→∞

𝐹(𝑓(𝑥𝑛)) = lim
𝑛→∞

𝐹(𝑦𝑛) = lim
𝑦→𝑏

𝐹(𝑦). 

Так как последнее равенство справедливо для любой 

последовательности {𝑥𝑛} , то, согласно определению предела 

функции по Гейне, получаем, что 

lim
𝑥→𝑎

𝐹(𝑓(𝑥)) = lim
𝑛→∞

𝐹(𝑓(𝑥𝑛)) = lim
𝑦→𝑏

𝐹(𝑦). 

Теорема доказана. 

5.6. Другие случаи пределов функции 

Конечный предел функции при 𝒙 → ±∞ 

Определение 5.5. Число 𝑏  называется пределом функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → +∞, если для каково бы ни было число 𝜀 > 0 су-

ществует такое число 𝐷(𝜀), что для всех 𝑥 > 𝐷 выполняется нера-

венство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀.  

Обозначение: lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Геометрически это означает, что какова бы не была 𝜀-окрест-

ность точки 𝑏 найдется число 𝐷 такое, что для всех 𝑥 > 𝐷 график 

функции заключен между прямыми 𝑦 = 𝑏 − 𝜀 и 𝑦 = 𝑏 + 𝜀. С умень-

шением 𝜀 число 𝐷 может возрастать.  

По мере возрастания 𝑥 график функции будет приближаться к 

прямой 𝑦 = 𝑏 , оставаясь или ниже этой прямой (рис. 5.3.1), или 

выше этой прямой (рис. 5.3.2), или же график колеблется около пря-

мой 𝑦 = 𝑏, пересекая ее бесчисленное множество раз, причем ам-

плитуда колебания стремится к нулю (рис. 5.3.3). 
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Рис. 5.3.1. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑏, график  

функции ниже 𝑦 = 𝑏 

 

Рис. 5.3.2. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑏, график 

функции выше 𝑦 = 𝑏 

 

Рис. 5.3.3. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑏, график функции пересекает 𝑦 = 𝑏 

Определение 5.6. Число 𝑏  называется пределом функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → −∞, если каково бы ни было число 𝜀 > 0 суще-

ствует такое число 𝐷(𝜀), что для всех 𝑥 < 𝐷 выполняется неравен-

ство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀.  

Обозначение: lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Геометрически это означает, что какова бы не была 𝜀- окрест-

ность точки 𝑏 найдется число 𝐷 такое, что для всех 𝑥 < 𝐷 график 

функции заключен между прямыми 𝑦 = 𝑏 − 𝜀 и 𝑦 = 𝑏 + 𝜀. С умень-

шением 𝜀 число 𝐷 может возрастать.  

По мере возрастания 𝑥 график функции будет приближаться к 

прямой 𝑦 = 𝑏, оставаясь или ниже этой прямой (рис. 5.4), или выше 
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этой прямой, или же график колеблется около прямой 𝑦 = 𝑏, пере-

секая ее бесчисленное множество раз, причем амплитуда колебания 

стремится к нулю. 

 

Рис. 5.4. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑏, график функции ниже 𝑦 = 𝑏 

Пример 5.7. Доказать, что lim
𝑥→−∞

1

𝑥
= 0. 

Решение. Возьмем любое 𝜀 > 0 и покажем, что существует 𝐷(𝜀), 

такое, что для любого 𝑥 < 𝐷 выполняется неравенство |
1

𝑥
| < 𝜀 . Вы-

полняя эквивалентные преобразования, получаем 

|
1

𝑥
| < 𝜀    ⟺   

1

|𝑥|
< 𝜀    ⟺    |𝑥| >

1

𝜀
    ⟺     𝑥 >

1

𝜀
   или   𝑥 < −

1

𝜀
. 

Учитывая, что 𝑥 → −∞, будем считать, что 𝑥 столь мало, что 

выполняется неравенство 𝑥 < −
1

𝜀
. Выберем 𝐷 = −

1

𝜀
. 

Теперь покажем, что для любого 𝑥 < 𝐷 = −
1

𝜀
выполняется не-

равенство |
1

𝑥
| < 𝜀. Действительно, если 𝑥 < −

1

𝜀
< 0, то 0 >

1

𝑥
> −𝜀. 

Это означает, что |
1

𝑥
| < 𝜀. 

Итак, для любого 𝜀 > 0 существует 𝐷 = −
1

𝜀
, такое, что для лю-

бого 𝑥 < 𝐷  выполняется неравенство |
1

𝑥
| < 𝜀 . Следовательно, по 

определению 5.5 lim
𝑥→+∞

1

𝑥
= 0. 
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График функции 𝑦 =
1

𝑥
 при 𝑥 → −∞  приближается к прямой 

𝑦 = 0 снизу (рис. 5.5).    ∎ 

 

Рис. 5.5. График функции 𝑦 =
1

𝑥
 

Бесконечные пределы функции при 𝒙 → 𝒂 

Определение 5.7. +∞ называется пределом функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

при 𝑥 → 𝑎, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, существует такое 

число 𝛿(𝐸) > 0, что для всех 𝑥 , удовлетворяющих неравенствам 

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 𝑓(𝑥) > 𝐸. 

Обозначение: lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞. 

Геометрически это означает, что каково бы ни было 𝐸 > 0 , 

найдется 𝛿-окрестность точки 𝑎 такая, что для всех 𝑥 из проколо-

той окрестности точки 𝑎  график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥)  лежит выше 

прямой 𝑦 = 𝐸 (рис. 5.6). 

Определение 5.8. −∞ называется пределом функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

при 𝑥 → 𝑎, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, существует такое 

число 𝛿(𝐸) > 0, что для всех 𝑥 , удовлетворяющих неравенствам 

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 𝑓(𝑥) < −𝐸. 

Обозначение: lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞. 
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Геометрически это означает, что каково бы ни было 𝐸 > 0 , 

найдется 𝛿-окрестность точки 𝑎 такая, что для всех 𝑥 из проколо-

той окрестности точки 𝑎  график функции 𝑦 = 𝑓(𝑥)  лежит ниже 

прямой 𝑦 = −𝐸 (рис. 5.7). 

 

Рис. 5.6. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

Рис. 5.7. lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞ 

Пример 5.8. Доказать, что lim
𝑥→0

1

𝑥2
= +∞. 

Решение. Возьмем любое 𝐸 > 0  и покажем, что существует 

𝛿(𝐸) > 0 , такое, что для любого 𝑥 , удовлетворяющего неравен-

ствам |𝑥| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 0, выполняется неравенство 
1

𝑥2
> 𝐸 . Выполняя 

эквивалентные преобразования, получаем 

1

𝑥2
> 𝐸 > 0    ⟺   𝑥2 <

1

𝐸
    ⟺    |𝑥| <

1

√𝐸
.       (5.21) 

Выберем 𝛿 =
1

√𝐸
. Теперь покажем, что для любого |𝑥| < 𝛿 =

1

√𝐸
 вы-

полняется неравенство 
1

𝑥2
> 𝐸. Это справедливо из-за эквивалент-

ности преобразований (5.21). 

Итак, для любого 𝐸 > 0 существует 𝛿 =
1

√𝐸
> 0, такое, что для 

любого |𝑥| < 𝛿, 𝑥 ≠ 0, выполняется неравенство 
1

𝑥2
> 𝐸. Следова-

тельно, по определению 5.6 lim
𝑥→0

1

𝑥2
= +∞. 
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График функции 𝑦 =
1

𝑥2
 при 𝑥 → 0 изображен на рис. 5.8.    ∎ 

 

Рис. 5.8. График функции 𝑦 =
1

𝑥2
 

Бесконечные пределы функции при 𝒙 → ±∞ 

Определение 5.9. +∞ называется пределом функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

при 𝑥 → +∞, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, существует та-

кое число 𝐷(𝐸) , что для всех 𝑥 > 𝐷  выполняется неравенство 

𝑓(𝑥) > 𝐸. 

Обозначение: lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞.  

Замечание 5.3. С увеличением 𝐸 увеличивается 𝐷. 

Геометрически это означает, что для любого числа 𝐸 > 0 

найдется такое число 𝐷 , что для всех 𝑥 > 𝐷  график функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) лежит выше прямой 𝑦 = 𝐸 (рис. 5.9). 

Определение 5.10. −∞ называется пределом функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

при 𝑥 → +∞, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, существует та-

кое число 𝐷(𝐸) , что для всех 𝑥 > 𝐷  выполняется неравенство 

𝑓(𝑥) < −𝐸. 

Обозначение: lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞.  

Геометрически это означает, что для любого числа 𝐸 > 0 

найдется такое число 𝐷 , что для всех 𝑥 > 𝐷  график функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) лежит ниже прямой 𝑦 = −𝐸 (рис. 5.10). 
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Рис. 5.9. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

Рис. 5.10. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

Определение 5.11. +∞  называется пределом функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → −∞, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, суще-

ствует такое число 𝐷(𝐸), что для всех 𝑥 < 𝐷 выполняется неравен-

ство 𝑓(𝑥) > 𝐸. 

Обозначение: lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞.  

Геометрически это означает, что для любого числа 𝐸 > 0 

найдется такое число 𝐷 , что для всех 𝑥 < 𝐷  график функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) лежит выше прямой 𝑦 = 𝐸 (рис. 5.11). 

 

Рис. 5.11. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ 

 

Рис. 5.12. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

Определение 5.12. −∞  называется пределом функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → −∞, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, суще-

ствует такое число 𝐷(𝐸), что для всех 𝑥 < 𝐷 выполняется неравен-

ство 𝑓(𝑥) < −𝐸. 

Обозначение: lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞.  

Геометрически это означает, что для любого числа 𝐸 > 0 

найдется такое число 𝐷 , что для всех 𝑥 < 𝐷  график функции  

𝑦 = 𝑓(𝑥) лежит ниже прямой 𝑦 = −𝐸 (рис. 5.12). 
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Пример 5.9. Доказать, что lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞. 

Решение. Возьмем любое 𝐸 > 0  и покажем, что существует 

𝐷(𝐸) , такое, что для любого 𝑥 > 𝐷 , выполняется неравенство  

𝑥2 > 𝐸. Выполняя эквивалентные преобразования, получаем 

𝑥2 > 𝐸 > 0    ⟺   |𝑥| > √𝐸     ⟺    [
𝑥 > √𝐸,     

𝑥 < −√𝐸.
 

Учитывая, что 𝑥 → +∞, будем считать, что 𝑥 столь мало, что 

выполняется неравенство 𝑥 > √𝐸. Выберем 𝐷 = √𝐸.  

Теперь покажем, что для любого 𝑥 > 𝐷 = √𝐸 выполняется не-

равенство 𝑥2 > 𝐸. Действительно, если 𝑥 > √𝐸 > 0, то 𝑥2 > 𝐸. 

Итак, для любого 𝐸 > 0  су-

ществует 𝐷 = √𝐸 , такое, что для 

любого 𝑥 > 𝐷  выполняется нера-

венство 𝑥 > 𝐸. Следовательно, по 

определению 5.9 lim
𝑥→+∞

𝑥2 = +∞. 

График функции 𝑦 = 𝑥2 

изображен на рис. 5.13.    ∎ 

 

 

Рис. 5.13. График функции 𝑦 = 𝑥2 

5.7. Бесконечно большие функции 

Определение 5.13. Функция 𝑓(𝑥) называется бесконечно боль-

шой функцией при 𝑥 → 𝑎, если lim
𝑥→𝑎

|𝑓(𝑥)| = +∞. 

Применяя определение 5.6 бесконечного предела функции при 

𝑥 → 𝑎, получаем другое определение. 

Определение 5.14. Функция 𝑓(𝑥) называется бесконечно боль-

шой функцией при 𝑥 → 𝑎, если каково бы ни было число 𝐸 > 0, су-

ществует такое число 𝛿(𝐸) > 0, что для всех 𝑥, удовлетворяющих 
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неравенствам |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎 , выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥)| > 𝐸. 

Можно говорить о бесконечно больших функциях при  

𝑥 → ±∞. 

Среди бесконечно больших функций выделяются положитель-

ные и отрицательные бесконечно большие функции. 

Определение 5.15. Функция 𝑓(𝑥) называется положительной 

бесконечно большой функцией при 𝑥 → 𝑎 , если lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞ . 

Функция 𝑓(𝑥)  называется отрицательной бесконечно большой 

функцией при 𝑥 → 𝑎, если lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞.  

Замечание 5.4. Функция может быть бесконечно большой при 

𝑥 → 𝑎, но не быть ни положительной, ни отрицательной бесконечно 

большой функцией. 

Пример 5.10. 

1) 𝑦 =
1

𝑥2
 – положительная бесконечно большая функция при  

𝑥 → 0, так как lim
𝑥→0

1

𝑥2
= +∞; 

2) 𝑦 = −
1

𝑥4
 – отрицательная бесконечно большая функция при  

𝑥 → 0, так как lim
𝑥→0

(−
1

𝑥4
) = −∞; 

3) 𝑦 =
1

𝑥
 – бесконечно большая функция при 𝑥 → 0 , так как 

lim
𝑥→0

|
1

𝑥
| = +∞, но не является ни положительной, ни отрицатель-

ной бесконечно большой функцией, так как в проколотой 

окрестности точки 𝑥 = 0 принимает как положительные, так и 

отрицательные значения (см. рис. 5.5).     ∎ 
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Теоремы о связи между бесконечно большими 

и бесконечно малыми функциями 

Теорема 5.15. Если 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция при 

𝑥 → 𝑎, то 
1

𝑓(𝑥)
 – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Возьмем произвольное число 𝜀 > 0. Так как 

𝑓(𝑥)  – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎 , то для любого  

𝐸 > 0, а значит и для 𝐸 =
1

𝜀
, найдется такое число 𝛿 > 0, что для 

всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполня-

ется неравенство |𝑓(𝑥)| > 𝐸 =
1

𝜀
. Выполняя эквивалентные преоб-

разования, получим 

|𝑓(𝑥)| >
1

𝜀
> 0    ⟺   

1

|𝑓(𝑥)|
< 𝜀    ⟺    |

1

𝑓(𝑥)
| < 𝜀. 

Итак, для любого 𝜀 > 0 существует такое число 𝛿 > 0, что для 

для всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, вы-

полняется неравенство |
1

𝑓(𝑥)
| < 𝜀. Следовательно, по определению 

1

𝑓(𝑥)
 – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Теорема 5.16. Если 𝛼(𝑥)  – бесконечно малая функция при  

𝑥 → 𝑎 , причем 𝛼(𝑥) ≠ 0  в некоторой проколотой окрестности 

точки 𝑎, то 
1

𝛼(𝑥)
 – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть по условию теоремы для всех  

𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿1), 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

𝛼(𝑥) ≠ 0.                                            (5.22) 

Возьмем число 𝐸 > 0. Так как 𝛼(𝑥) – бесконечно малая функция 

при 𝑥 → 𝑎, то для любого 𝜀 > 0, а значит и для 𝜀 =
1

𝐸
, найдется та-

кое число 𝛿2 > 0, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2), 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется не-

равенство 

|𝛼(𝑥)| < 𝜀 =
1

𝐸
.                                    (5.23) 



102 

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2} . Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥 ≠ 𝑎 , 

одновременно выполняются неравенства (5.22) и (5.23). Следова-

тельно, дробь 
1

|𝛼(𝑥)|
 имеет смысл в этой окрестности точки 𝑎, при-

чем из неравенства (5.23) следует, что 
1

|𝛼(𝑥)|
> 𝐸 или |

1

𝛼(𝑥)
| > 𝐸. 

Итак, любого 𝐸 > 0 существует такое число 𝛿 > 0, что для для 

всех 𝑥 , удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 , 𝑥 ≠ 𝑎, выполня-

ется неравенство |
1

𝛼(𝑥)
| > 𝐸 . Следовательно, по определению, 

1

𝛼(𝑥)
 – 

бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Теоремы о бесконечно больших функциях 

Теорема 5.17. Сумма двух бесконечно больших функций од-

ного знака при 𝑥 → 𝑎  есть бесконечно большая функция того же 

знака при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Докажем теорему для суммы 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – 

положительных бесконечно больших функций при 𝑥 → 𝑎. 

Возьмем произвольное число 𝐸 > 0. Так как 𝑓(𝑥) – положи-

тельная бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎 , то для любого  

𝐸 > 0, а значит и для 𝐸1 =
𝐸

2
, найдется такое число 𝛿1 > 0, что для 

всех 𝑥, удовлетворяющих неравенствам |𝑥 − 𝑎| < 𝛿1, 𝑥 ≠ 𝑎, выпол-

няется неравенство 

𝑓(𝑥) > 𝐸1 =
𝐸

2
.                                    (5.24) 

Так как 𝑔(𝑥) – положительная бесконечно большая функция 

при 𝑥 → 𝑎, то для любого 𝐸 > 0, а значит и для 𝐸1 =
𝐸

2
, найдется та-

кое число 𝛿2 > 0, что для всех 𝑥, удовлетворяющих неравенствам 

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿2, 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

𝑔(𝑥) > 𝐸1 =
𝐸

2
.                                   (5.25) 
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Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2} . Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥 ≠ 𝑎 , 

одновременно выполняются неравенства (5.24) и (5.25). Сложим не-

равенства (5.24) и (5.25): 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) > 2𝐸1 = 𝐸. 

Итак, любого 𝐸 > 0 существует такое число 𝛿 > 0, что для для 

всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполня-

ется неравенство 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) > 𝐸. Следовательно, по определению 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)  – положительная бесконечно большая функция при 

𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Теорема 5.18. Произведение двух бесконечно больших функ-

ций при 𝑥 → 𝑎 есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥)  и 𝑔(𝑥)  – бесконечно большие 

функции при 𝑥 → 𝑎. Возьмем произвольное число 𝐸 > 0. Тогда для 

числа 𝐸1 = √𝐸 найдутся такие числа 𝛿1 > 0 и 𝛿2 > 0, что  

|𝑓(𝑥)| > 𝐸1 = √𝐸,     𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿1),   𝑥 ≠ 𝑎,              (5.26) 

|𝑔(𝑥)| > 𝐸1 = √𝐸,     𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2),   𝑥 ≠ 𝑎.             (5.27) 

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2} . Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥 ≠ 𝑎 , 

одновременно выполняются неравенства (5.26) и (5.27). Перемно-

жим неравенства (5.26) и (5.27): 

|𝑓(𝑥)| ⋅ |𝑔(𝑥)| > 𝐸1
2 = 𝐸, 

|𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)| > 𝐸. 

Итак, любого 𝐸 > 0 существует такое число 𝛿 > 0, что для для 

всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполня-

ется неравенство |𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)| > 𝐸 . Следовательно, по определе-

нию 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)  – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎 . Тео-

рема доказана. 

Теорема 5.19. Алгебраическая сумма бесконечно большой функ-

ции при 𝑥 → 𝑎  и функции, ограниченной в некоторой проколотой 

окрестности точки 𝑎, есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 
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Доказательство. Пусть 𝑔(𝑥) – ограниченная функция в некото-

рой проколотой окрестности точки 𝑎. Тогда существует такое число 

𝐾 > 0, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿1), 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется неравенство 

|𝑔(𝑥)| < 𝐾.                                         (5.28) 

Пусть 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. Тогда 

для любого числа 𝐸 > 0, а значит и для 𝐸1 = 𝐸 + 𝐾, существует та-

кое число 𝛿2 > 0, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿2), 𝑥 ≠ 𝑎, выполняется  

|𝑓(𝑥)| > 𝐸1 = 𝐸 + 𝐾.                                (5.29) 

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2} . Тогда для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿) , 𝑥 ≠ 𝑎 , 

одновременно выполняются неравенства (5.28) и (5.29). Рассмот-

рим |𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)|: 

|𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)| ≥ |𝑓(𝑥)| − |𝑔(𝑥)| > 𝐸 + 𝐾 − 𝐾 = 𝐸. 

Итак, любого 𝐸 > 0 существует такое число 𝛿 > 0, что для 

для всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, вы-

полняется неравенство |𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)| > 𝐸 . Следовательно, по 

определению 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) – бесконечно большая функция при 𝑥 →

𝑎. Теорема доказана. 

Так как частным случаем ограниченной функции являются по-

стоянная и функция, имеющая конечный предел, то имеют место 

следствия. 

Следствие 1. Сумма бесконечно большой функции при 𝑥 → 𝑎 

и функции, имеющей конечный предел при 𝑥 → 𝑎, есть бесконечно 

большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Следствие 2. Сумма функции бесконечно большой при 𝑥 → 𝑎 

и постоянной есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Пример 5.11.  

Функция 𝑦 = 𝑥2 + sin𝑥  – бесконечно большая функция при 

𝑥 → +∞, так как 𝑥2  – бесконечно большая функция при 𝑥 → +∞ 

(доказано в примере 5.7), а sin 𝑥 – ограниченная функция. ∎ 
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Теорема 5.20. Произведение бесконечно большой функции при 

𝑥 → 𝑎 на функцию, имеющую конечный предел при 𝑥 → 𝑎, отлич-

ный от нуля, есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция 

при 𝑥 → 𝑎, а lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝑏 ≠ 0. Рассмотрим функцию 

1

𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)
=

1

𝑓(𝑥)
⋅
1

𝑔(𝑥)
. 

Так как 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎, то 
1

𝑓(𝑥)
 – 

бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎 по теореме 5.15 о связи бес-

конечно больших и бесконечно малых функций. Так как lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) =

= 𝑏 ≠ 0, то lim
𝑥→𝑎

1

𝑔(𝑥)
=
1

𝑏
≠ 0 по теореме 5.10 о пределе частного, то 

есть функция 
1

𝑔(𝑥)
 имеет конечный предел при 𝑥 → 𝑎 . Значит, по 

следствию 1 к теореме 5.4 о бесконечно малых функциях, функция 
1

𝑓(𝑥)⋅𝑔(𝑥)
 является бесконечно малой при 𝑥 → 𝑎  (как произведение 

бесконечно малой , при этом 
1

𝑓(𝑥)⋅𝑔(𝑥)
≠ 0 в некоторой проколотой 

окрестности точки 𝑎. 

Тогда по теореме 5.16 о связи бесконечно больших и беско-

нечно малых функций получаем, что 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) – бесконечно боль-

шая функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Следствие. Произведение бесконечно большой функции при 

𝑥 → 𝑎 на постоянную, отличную от нуля, есть функция бесконечно 

большая при 𝑥 → 𝑎. 

Теорема 5.21. Частное от деления ограниченной функции в 

проколотой окрестности точки 𝑎 на бесконечно большую функцию 

при 𝑥 → 𝑎 есть бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. 
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Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция 

при 𝑥 → 𝑎 , а функция 𝑔(𝑥)  ограничена в некоторой проколотой 

окрестности точки 𝑎. Рассмотрим функцию  

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
= 𝑔(𝑥) ⋅

1

𝑓(𝑥)
. 

Так как 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎, то 
1

𝑓(𝑥)
 –

бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎 по теореме 5.15 о связи бес-

конечно больших и бесконечно малых функций. А учитывая, что 

𝑔(𝑥) ограничена в некоторой проколотой окрестности точки 𝑎, по 

теореме 5.4 о бесконечно малых функция получаем, что функция 

𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
 – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎 (как произведение бес-

конечно малой и ограниченной функций). Теорема доказана. 

Следствие 1. Частное от деления функции, имеющей конеч-

ный предел при 𝑥 → 𝑎 , на бесконечно большую функцию при  

𝑥 → 𝑎 есть бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Следствие 2. Частное от деления постоянного числа на беско-

нечно большую функцию при 𝑥 → 𝑎 есть бесконечно малая функ-

ция при 𝑥 → 𝑎. 

Теорема 5.22. Частное от деления бесконечно большой функ-

ции при 𝑥 → 𝑎 на функцию, ограниченную в некоторой проколотой 

окрестности точки 𝑎, причем отличную от нуля в этой окрестности, 

есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть 𝑓(𝑥) – бесконечно большая функция 

при 𝑥 → 𝑎, а функция 𝑔(𝑥) ≠ 0 ограничена в проколотой окрестно-

сти точки 𝑎 . Рассмотрим функцию 
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥)
, которая является беско-

нечно малой функций при 𝑥 → 𝑎 по теореме 5.21, причем отличной 

от нуля в проколотой окрестности точки 𝑎. Тогда по теореме 5.16 о 

связи бесконечно больших и бесконечно малых функций получаем, 
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что 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 – бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема дока-

зана. 

Следствие 1. Частное от деления бесконечно большой функ-

ции при 𝑥 → 𝑎 на постоянную, отличную от нуля, есть бесконечно 

большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Следствие 2. Частное от деления бесконечно большой функ-

ции при 𝑥 → 𝑎 на функцию, имеющую конечный предел при 𝑥 → 𝑎, 

причем отличную от нуля в некоторой проколотой окрестности 

точки 𝑎, есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Теорема 5.23. Частное от деления функции, имеющей конечный 

предел при 𝑥 → 𝑎, отличный от нуля, на бесконечно малую функцию 

при 𝑥 → 𝑎, отличную от нуля в некоторой проколотой окрестности 

точки 𝑎, есть бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏 ≠ 0, а 𝛼(𝑥) – бесконечно 

малая функция при 𝑥 → 𝑎, отличная от нуля в некоторой проколо-

той окрестности точки 𝑎. Тогда по теореме 5.16 о связи бесконечно 

больших и бесконечно малых функций 
1

𝛼(𝑥)
 – бесконечно большая 

функция при 𝑥 → 𝑎. Тогда по теореме 5.20 о произведении беско-

нечно большой функции на функцию, имеющую конечный предел, 

отличный от нуля, получаем, что 𝑓(𝑥) ⋅
1

𝛼(𝑥)
 – бесконечно большая 

функция при 𝑥 → 𝑎. Теорема доказана. 

Следствие. Частное от деления постоянного числа, отличного 

от нуля, на бесконечно малую функцию при 𝑥 → 𝑎, отличную от 

нуля в некоторой проколотой окрестности точки 𝑎, есть бесконечно 

большая функция при 𝑥 → 𝑎. 
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5.8. Неопределенности 

1°. Рассмотрим отношение двух функций 
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
, где 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) – 

бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎. Здесь можно столкнуться с 

особым обстоятельством: известны пределы функций 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥), 

но о пределе их частного общего утверждения сделать нельзя. Этот 

предел, в зависимости от частного закона изменения обеих функ-

ций, может иметь различные значения или вовсе не существовать.  

Пример 5.12. 

1. 𝛼(𝑥) = 𝑥2 , 𝛽(𝑥) = 𝑥  – бесконечно малые функции при 𝑥 → 0 . 

Здесь 
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
=
𝑥2

𝑥
= 𝑥 – бесконечно малая функция при 𝑥 → 0. 

2. 𝛼(𝑥) = 𝑥2, 𝛽(𝑥) = 𝑥4 – бесконечно малые функции при 𝑥 → 0. 

Здесь 
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
=
𝑥2

𝑥4
=

1

𝑥2
 – бесконечно большая функция при 𝑥 → 0. 

3. 𝛼(𝑥) = 2𝑥, 𝛽(𝑥) = 3𝑥 – бесконечно малые функции при 𝑥 → 0. 

Здесь 
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
=
2𝑥

3𝑥
=
2

3
 – постоянная функция.    ∎ 

Таким образом, в случае отношения двух бесконечно малых 

функций при 𝑥 → 𝑎 говорят, что имеется неопределенность вида 

[
0

0
]. При этом процесс вычисления lim

𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
 в каждом конкретном 

случае называется раскрытием неопределенности. 

2°. Рассмотрим отношение двух функций 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
, где 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) – 

бесконечно большие функции при 𝑥 → 𝑎, при этом их знак не ва-

жен. В этом случае имеется неопределенность вида [
∞

∞
] .  

Этот предел, в зависимости от частного закона изменения обеих 

функций, может иметь различные значения или вовсе не существо-

вать.  
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Пример 5.13. 

1. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 , 𝑔(𝑥) = 𝑥  – бесконечно большие функции при  

𝑥 → +∞. Здесь 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
𝑥2

𝑥
= 𝑥 – бесконечно большая функция при 

𝑥 → +∞. 

2. 𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑔(𝑥) = 𝑥3  – бесконечно большие функции при  

𝑥 → +∞. Здесь 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
𝑥2

𝑥3
=
1

𝑥
 – бесконечно малая функция при 

𝑥 → +∞. 

3. 𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑔(𝑥) = 3𝑥  – бесконечно большие функции при  

𝑥 → +∞. Здесь 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑥

3𝑥
=
1

3
 – постоянная функция.    ∎ 

3°. Рассмотрим произведение двух функций 𝛼(𝑥) ⋅ 𝑓(𝑥) , где 

𝛼(𝑥) – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝑎 , 𝑓(𝑥) – бесконечно 

большая функция при 𝑥 → 𝑎, при этом их знак не важен. В этом слу-

чае имеется неопределенность вида [0 ⋅ ∞]. Этот предел, в зависи-

мости от частного закона изменения обеих функций, может иметь 

различные значения или вовсе не существовать.  

Пример 5.14. 

1. 𝛼(𝑥) =
1

𝑥2
 – бесконечно малая функция при 𝑥 → +∞, 𝑓(𝑥) = 𝑥 – 

бесконечно большая функция при 𝑥 → +∞. Тогда 𝛼(𝑥)𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 

– бесконечно малая функция при 𝑥 → +∞. 

2. 𝛼(𝑥) =
1

𝑥2
 – бесконечно малая функция при 𝑥 → +∞, 𝑓(𝑥) = 𝑥3 – 

бесконечно большая функция при 𝑥 → +∞. Тогда 𝛼(𝑥)𝑓(𝑥) = 𝑥 – 

бесконечно большая функция при 𝑥 → +∞. 

3. 𝛼(𝑥) =
1

2𝑥
  – бесконечно малая функция при 𝑥 → +∞, 𝑓(𝑥) = 3𝑥 – 

бесконечно большая функция при 𝑥 → +∞. Тогда 𝛼(𝑥)𝑓(𝑥) =
3

2
 – 

постоянная функция.    ∎ 
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4°. Рассмотрим сумму двух функций 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) , где 𝑓(𝑥) , 

𝑔(𝑥) – бесконечно большие функции при 𝑥 → 𝑎 разных знаков. В 

этом случае имеется неопределенность вида [∞ −∞]. Этот предел, 

в зависимости от частного закона изменения обеих функций, может 

иметь различные значения или вовсе не существовать. 

Пример 5.15. 

1. 𝛼(𝑥) = 2𝑥 , 𝑔(𝑥) = −𝑥  – бесконечно большие функции при  

𝑥 → +∞ . Здесь 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑥  – положительная бесконечно 

большая функция при 𝑥 → +∞. 

2. 𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑔(𝑥) = −𝑥  – бесконечно большие функции при  

𝑥 → +∞ . Здесь 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 0  –бесконечно малая функция 

при 𝑥 → +∞. 

3. 𝑓(𝑥) = 𝑥 , 𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥  – бесконечно большие функции при  

𝑥 → +∞. Здесь 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 1 – постоянная функция, предел 

которой при 𝑥 → +∞ равен 1    ∎ 

5.9. Вычисление предела 

целой рациональной функции 

Целая рациональная функция – это функция вида 

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎0, 

где 𝑛 ∈ ℕ, 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 0, 𝑛̅̅ ̅̅̅, 𝑎0 ≠ 0. 

Вычисление предела при 𝒙 → 𝒂, 𝒂 = 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭 

Используя теоремы 5.7 о пределе суммы и 5.8 о пределе произ-

ведения, получаем 

lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑎). 

Пример 5.16. 

Вычислить предел lim
𝑥→−1

(2𝑥2 − 3𝑥 + 1). 

lim
𝑥→−1

(2𝑥2 − 3𝑥 + 1) = 2 ⋅ (−1)2 − 3 ⋅ (−1) + 1 = 6.     ∎ 
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Вычисление предела при 𝒙 → ±∞ 

Рассмотрим 

lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥) = lim
𝑥→±∞

(𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛). 

Так как 𝑥 → ±∞, то 𝑥 – бесконечно большая функция при 𝑥 → ±∞, 

причем она может быть как положительной, так и отрицательной, в 

зависимости от знака. Следовательно, 𝑥𝑛−𝑖 , 𝑖 = 0, 𝑛 − 1, – беско-

нечно большие функции при 𝑥 → ±∞ по теореме 5.18 о произведе-

нии бесконечно больших функций. Тогда 𝑎𝑖𝑥
𝑛−𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛 − 1, – бес-

конечно большие функции при 𝑥 → ±∞ по следствию к теореме 

5.20 о произведении бесконечно большой функции и постоянной. 

Таким образом, получаем алгебраическую сумму бесконечно боль-

ших функций, а значит, и неопределенность вида [∞ −∞]. 

Для раскрытия неопределенности вынесем за скобки старший 

член многочлена: 

lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥) = 

= lim
𝑥→±∞

𝑎0𝑥
𝑛 (1 +

𝑎1
𝑎0
⋅
1

𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1

𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1

𝑥𝑛
), 

где 𝑎0𝑥
𝑛 – бесконечно большая функция при 𝑥 → ±∞. 

Рассмотрим 

lim
𝑥→±∞

(1 +
𝑎1
𝑎0
⋅
1

𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1

𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1

𝑥𝑛
). 

Так как 𝑥𝑛−𝑖, 𝑖 = 0, 𝑛 − 1, – бесконечно большие функции при 

𝑥 → ±∞ , то 
1

𝑥𝑛−𝑖
, 𝑖 = 0, 𝑛 − 1 , – бесконечно малые функции при  

𝑥 → ±∞ по теореме 5.15 о связи бесконечно больших и бесконечно 

малых функций. Значит, 
𝑎𝑖

𝑎0
⋅
1

𝑥𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑛, – бесконечно малые функ-

ции при 𝑥 → ±∞ по следствию 3 к теореме 5.4 о произведении бес-

конечно малой и ограниченной функций. Тогда по теореме 5.7 о 

пределе суммы получаем 
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lim
𝑥→±∞

(1 +
𝑎1
𝑎0
⋅
1

𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1

𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1

𝑥𝑛
) = 

= 1 + 0 + 0 +⋯+ 0 + 0 = 1 ≠ 0. 

Таким образом, по теореме 5.20 о произведении бесконечно большой 

функции и функции, имеющей конечный предел, отличный от нуля, 

получаем, что 𝑃𝑛(𝑥) – бесконечно большая функция при 𝑥 → ±∞ и ее 

пределе равен ±∞ в зависимости от старшего члена. 

Правило вычисления 𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝑷𝒏(𝒙). Предел целой рациональной 

функции при 𝑥 → ±∞  всегда равен ∞ , знак которой зависит от 

старшего члена многочлена 𝑃𝑛(𝑥). 

Пример 5.17. 

         𝟏) lim
𝑥→+∞

(3𝑥2 − 2𝑥 + 1) = lim
𝑥→+∞

3𝑥2 (1 −
2

3𝑥
+

1

3𝑥2
) = 

[ lim
𝑥→+∞

3𝑥2 = [
𝑥 → +∞
𝑥2 → +∞
3𝑥2 → +∞

] = +∞,       lim
𝑥→+∞

(1 −
2

3𝑥⏟
бмф

+
1

3𝑥2⏟
бмф

) = 1] 

= +∞. 

         𝟐) lim
𝑥→−∞

(2𝑥3 + 𝑥 − 5) = lim
𝑥→−∞

2𝑥3 (1 +
1

2𝑥2
−

5

2𝑥3
) = 

[ lim
𝑥→−∞

2𝑥3 = [
𝑥 → −∞
𝑥3 → −∞
2𝑥3 → −∞

] = −∞,       lim
𝑥→−∞

(1 +
1

2𝑥2⏟
бмф

−
5

2𝑥3⏟
бмф

) = 1] 

= −∞. 

         𝟑) lim
𝑥→−∞

(3𝑥2 − 2) = lim
𝑥→−∞

3𝑥2 (1 −
2

3𝑥2
) = 

[ lim
𝑥→−∞

3𝑥2 = [
𝑥 → −∞
𝑥2 → +∞
3𝑥2 → +∞

] = +∞,      lim
𝑥→−∞

(1 −
2

3𝑥2⏟
бмф

) = 1] 

= +∞.   ∎ 
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5.10. Вычисление предела 

дробно-рациональной функции 

Дробно-рациональная функция – это функция вида 

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
=
𝑎0𝑥

𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛

𝑏0𝑥
𝑚 + 𝑏1𝑥

𝑚−1 +⋯+ 𝑏𝑚−1𝑥 + 𝑏𝑚
, 

где 𝑃𝑛(𝑥), 𝑄𝑚(𝑥) – многочлены степеней 𝑛 и 𝑚 соответственно. 

Вычисление предела при 𝒙 → 𝒂, 𝒂 = 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭 

Согласно пункту о вычислении предела целой рациональной 

функции 

lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑎),     lim
𝑥→𝑎

𝑄𝑚(𝑥) = 𝑄𝑚(𝑎). 

1. Пусть 𝑃𝑛(𝑎) – любое число, 𝑄𝑚(𝑎) ≠ 0. Тогда по теореме 

5.10 о пределе частного 

lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
=
lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑄𝑚(𝑥)
=
𝑃𝑛(𝑎)

𝑄𝑚(𝑎)
. 

2. Пусть 𝑃𝑛(𝑎) ≠ 0, 𝑄𝑚(𝑎) = 0. Тогда по следствию 1 к теореме 

5.23 об отношении функции, имеющей конечный предел (кп), не 

равный нулю, к бесконечно малой функции (бмф), получаем беско-

нечно большую функцию при 𝑥 → 𝑎. 

lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= [
кп ≠ 0

бмф
= ббф] = ∞. 

3. Пусть 𝑃𝑛(𝑎) = 𝑄𝑚(𝑎) = 0. В этом случае имеем неопреде-

ленность вида [
0

0
]. Для ее раскрытия необходимо разложить числи-

тель и знаменатель на множители, один из которых (𝑥 − 𝑎), а вто-

рой – многочлен, степени на единицу меньше, чем изначальный. 

lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= [
0

0
] = lim

𝑥→𝑎

(𝑥 − 𝑎)𝑃𝑛−1
1 (𝑥)

(𝑥 − 𝑎)𝑄𝑚−1
1 (𝑥)

= lim
𝑥→𝑎

𝑃𝑛−1
1 (𝑥)

𝑄𝑚−1
1 (𝑥)

 

Далее опять находим пределы числителя и знаменателя и проверяем 

получившийся случай. 
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Пример 5.18. 

         𝟏) lim
𝑥→1

𝑥2 + 𝑥

𝑥3 − 2𝑥 + 2
= 

= [
lim
𝑥→1

(𝑥2 + 𝑥) = 11 + 1 = 2,

lim
𝑥→1

(𝑥3 − 2𝑥 + 2) = 13 − 2 ⋅ 1 + 2 = 1 ≠ 0,
] =

2

1
= 2. 

         𝟐) lim
𝑥→−1

𝑥2 + 𝑥

𝑥3 − 2𝑥
= 

= [
lim
𝑥→−1

(𝑥2 + 𝑥) = (−1)2 + (−1) = 0,

lim
𝑥→−1

(𝑥3 − 2𝑥) = (−1)3 − 2 ⋅ (−1) = 1 ≠ 0,
] =

0

3
= 0. 

         𝟑) lim
𝑥→2

3𝑥3 − 1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
= 

= [
lim
𝑥→2

(3𝑥3 − 1) = 3 ⋅ 23 − 1 = 23 ≠ 0,

lim
𝑥→2

(𝑥2 − 5𝑥 + 6) = 22 − 5 ⋅ 2 + 6 = 0
  ⇒  

кп ≠ 0

бмф
= ббф] = ∞. 

         𝟒) lim
𝑥→2

𝑥2 − 3𝑥 + 2

𝑥3 − 8
= 

= [
lim
𝑥→2

(𝑥2 − 3𝑥 + 2) = 22 − 3 ⋅ 2 + 2 = 0,

lim
𝑥→2

(𝑥3 − 8) = 23 − 8 = 0
] = [

0

0
] =

= lim
𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)

(𝑥 − 2)(𝑥2 + 𝑥 + 1)
= lim
𝑥→2

𝑥 − 1

𝑥2 + 𝑥 + 1
= 

= [
lim
𝑥→2

(𝑥 − 1) = 2 − 1 = 1,

lim
𝑥→2

(𝑥2 + 𝑥 + 1) = 22 + 2 + 1 = 7 ≠ 0,
] =

1

7
.    ∎ 

Вычисление предела при 𝒙 → ±∞ 

Рассмотрим 

lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= lim
𝑥→±∞

𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛
𝑏0𝑥

𝑚 + 𝑏1𝑥
𝑚−1 +⋯+ 𝑏𝑚−1𝑥 + 𝑏𝑚

. 

Так 𝑥 → ±∞, то, согласно вычислению предела целой рациональ-

ной функции, 𝑃𝑛(𝑥) и 𝑄𝑚(𝑥) – бесконечно большие функции при 
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𝑥 → ±∞ . Тогда при вычислении lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
 имеем неопределен-

ность вида [
∞

∞
]. Для ее раскрытия в числителе и знаменателе выне-

сем за скобки старший член. 

lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= 

= lim
𝑥→±∞

𝑎0𝑥
𝑛 (1 +

𝑎1
𝑎0
⋅
1
𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1
𝑥𝑛
)

𝑏0𝑥
𝑚 (1 +

𝑏1
𝑏0
⋅
1
𝑥
+
𝑏2
𝑏0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑏𝑚−1
𝑏0

⋅
1

𝑥𝑚−1
+
𝑏𝑚
𝑏0
⋅
1
𝑥𝑚
)
= 

= lim
𝑥→±∞

𝑎0
𝑏0
𝑥𝑛−𝑚

1 +
𝑎1
𝑎0
⋅
1
𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1
𝑥𝑛

1 +
𝑏1
𝑏0
⋅
1
𝑥
+
𝑏2
𝑏0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑏𝑚−1
𝑏0

⋅
1

𝑥𝑚−1
+
𝑏𝑚
𝑏0
⋅
1
𝑥𝑚

. 

Ранее было доказано, что  

lim
𝑥→±∞

(1 +
𝑎1
𝑎0
⋅
1

𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1

𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1

𝑥𝑛
) = 1. 

Аналогично доказывается, что  

lim
𝑥→±∞

(1 +
𝑏1
𝑏0
⋅
1

𝑥
+
𝑏2
𝑏0
⋅
1

𝑥2
+⋯+

𝑏𝑚−1
𝑏0

⋅
1

𝑥𝑚−1
+
𝑏𝑚
𝑏0
⋅
1

𝑥𝑚
) = 1. 

Следовательно, по теореме 5.10 о пределе частного, получаем  

lim
𝑥→±∞

1 +
𝑎1
𝑎0
⋅
1
𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1
𝑥𝑛

1 +
𝑏1
𝑏0
⋅
1
𝑥
+
𝑏2
𝑏0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑏𝑚−1
𝑏0

⋅
1

𝑥𝑚−1
+
𝑏𝑚
𝑏0
⋅
1
𝑥𝑚

=
1

1
= 1. 

Рассмотрим 
𝑎0

𝑏0
𝑥𝑛−𝑚. 

1. Пусть 𝑛 > 𝑚. Тогда 𝑛 −𝑚 > 0. В этом случае по теореме 5.18 о 

произведении бесконечно больших функций имеем, что 𝑥𝑛−𝑚 – 

бесконечно большая функция при 𝑥 → ±∞. Тогда 
𝑎0

𝑏0
𝑥𝑛−𝑚 – бес-

конечно большая функция при 𝑥 → ±∞ по следствию к теореме 

5.20 о произведении бесконечно большой функции и постоян-

ной. Следовательно, по теореме 5.20 о произведении бесконечно 
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большой функции и функции, имеющей конечный предел, от-

личный от нуля, 
𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
 – бесконечно большая функция при 𝑥 →

±∞, знак которой зависит от старших членов многочленов 𝑃𝑛(𝑥) 

и 𝑄𝑚(𝑥), и ее предел равен +∞ или −∞. 

2. Пусть 𝑛 = 𝑚 . Тогда 𝑛 −𝑚 = 0, а значит, 𝑥𝑛−𝑚 = 1. Тогда по 

теореме 5.8 о пределе произведения 

lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= 

= lim
𝑥→±∞

𝑎0
𝑏0
 
1 +

𝑎1
𝑎0
⋅
1
𝑥 +

𝑎2
𝑎0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1
𝑥𝑛

1 +
𝑏1
𝑏0
⋅
1
𝑥 +

𝑏2
𝑏0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑏𝑚−1
𝑏0

⋅
1

𝑥𝑚−1
+
𝑏𝑚
𝑏0
⋅
1
𝑥𝑚

= 

=
𝑎0
𝑏0
⋅ 1 =

𝑎0
𝑏0
. 

3. Пусть 𝑛 < 𝑚. Тогда 𝑛 −𝑚 < 0, а значит 𝑚 − 𝑛 > 0. В этом слу-

чае 𝑥𝑛−𝑚 =
1

𝑥𝑚−𝑛
. Так как 𝑥𝑚−𝑛 – бесконечно большая функция 

при 𝑥 → ±∞ (см. пункт 1), то 𝑥𝑛−𝑚 – бесконечно малая функция 

при 𝑥 → ±∞ по теореме 5.15 о связи бесконечно большой и бес-

конечно малой функций. Тогда по теореме 5.8 о пределе произ-

ведения 

lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= 

= lim
𝑥→±∞

𝑎0
𝑏0
𝑥𝑛−𝑚

1 +
𝑎1
𝑎0
⋅
1
𝑥
+
𝑎2
𝑎0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑎𝑛−1
𝑎0

⋅
1

𝑥𝑛−1
+
𝑎𝑛
𝑎0
⋅
1
𝑥𝑛

1 +
𝑏1
𝑏0
⋅
1
𝑥 +

𝑏2
𝑏0
⋅
1
𝑥2
+⋯+

𝑏𝑚−1
𝑏0

⋅
1

𝑥𝑚−1
+
𝑏𝑚
𝑏0
⋅
1
𝑥𝑚

= 

=
𝑎0
𝑏0
⋅ 0 ⋅ 1 = 0. 

Правило вычисления 𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝑷𝒏(𝒙)

𝑸𝒎(𝒙)
. Предел дробно-рациональной 

функции при 𝑥 → ±∞ равен 
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lim
𝑥→±∞

𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
= {

∞,    если   𝑛 > 𝑚,
𝑎0
𝑏0
,   если   𝑛 = 𝑚,

0,     если   𝑛 < 𝑚.

 

Пример 5.19. 

        𝟏) lim
𝑥→−∞

3𝑥3 − 2𝑥 + 1

1 − 2𝑥
= [
∞

∞
] = lim

𝑥→−∞

3𝑥3 (1 −
2
3𝑥2

+
1
3𝑥3

)

−2𝑥 (−
1
2𝑥
+ 1)

= 

 = lim
𝑥→−∞

(−
3

2
𝑥2
1 −

2
3𝑥2

+
1
3𝑥3

−
1
2𝑥
+ 1

) = 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
lim
𝑥→−∞

−
3

2
𝑥2 = [

𝑥 → −∞
𝑥2 → +∞

−
3

2
𝑥2 → −∞

] = −∞,

lim
𝑥→−∞

1 −
2
3𝑥2

+
1
3𝑥3

−
1
2𝑥
+ 1

=
1

1
= 1                

⇒ ббф ⋅ кп⏟
≠0

= ббф

]
 
 
 
 
 
 
 

= −∞ 

        𝟐) lim
𝑥→+∞

5𝑥2 − 2𝑥 + 1

2𝑥2 − 2
= [
∞

∞
] = lim

𝑥→+∞

5𝑥2 (1 −
2
5𝑥
+

1
5𝑥2

)

2𝑥2 (1 −
1
𝑥2
)

= 

= lim
𝑥→+∞

5

2

1 −
2
5𝑥
+

1
5𝑥2

1 −
1
𝑥2

=

[
 
 
 
 
 lim

𝑥→+∞

5

2
=
5

2
,

lim
𝑥→+∞

1 −
2
5𝑥
+

1
5𝑥2

1 −
1
𝑥2

=
1

1
= 1

]
 
 
 
 
 

=
5

2
⋅ 1 =

5

2
 

        𝟑) lim
𝑥→−∞

𝑥 + 1

3𝑥2 − 4𝑥
= [
∞

∞
] = lim

𝑥→−∞

𝑥 (1 +
1
𝑥)

3𝑥2 (1 −
4
3𝑥)

= 
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= lim
𝑥→−∞

1

3𝑥

1 +
1
𝑥

1 −
4
3𝑥

=

[
 
 
 
 
 lim

𝑥→−∞

1

3𝑥
= 0,

lim
𝑥→−∞

1 +
1
𝑥

1 −
4
3𝑥

=
1

1
= 1

]
 
 
 
 
 

= 0 ⋅ 1 = 0  ∎ 

5.11. Вычисление пределов иррациональных 

функций 

Рассмотрим lim
𝑥→𝐴

√𝑓(𝑥)
𝑛

, где 𝑛 ∈ ℕ, а 𝐴 может быть как посто-

янной величиной, так и ±∞. 

1. Если lim
𝑥→𝐴

𝑓(𝑥) = 𝑏 ≥ 0, где 𝑏 = const, то 

lim
𝑥→𝐴

√𝑓(𝑥)
𝑛

= √lim
𝑥→𝐴

𝑓(𝑥)𝑛 = √𝑏
𝑛
. 

2. Если lim
𝑥→𝐴

𝑓(𝑥) = 𝑏 < 0, где 𝑏 = const, то  

lim
𝑥→𝐴

√𝑓(𝑥)
𝑛

= {√
lim
𝑥→𝐴

𝑓(𝑥)𝑛 = √𝑏
𝑛
,   если  𝑛 − нечетное,

не существует,      если  𝑛 − четное.    
 

3. Если lim
𝑥→𝐴

𝑓(𝑥) = +∞, то 

lim
𝑥→𝐴

√𝑓(𝑥)
𝑛

= +∞. 

4. Если lim
𝑥→𝐴

𝑓(𝑥) = −∞, то 

lim
𝑥→𝐴

√𝑓(𝑥)
𝑛

= {
−∞,    если  𝑛 − нечетное,                
не существует,   если  𝑛 − четное. 

Если под знаком предела стоит алгебраическая комбинация ир-

рациональных функций, то возможно появление неопределенно-

стей вида [∞ −∞], [
0

0
]. Для их раскрытия необходимо выражение, 

которое дает неопределенность, умножить и разделить на много-

член, позволяющие применить формулу сокращенного умножения: 

(𝑎 − 𝑏)(𝑎 + 𝑏) = 𝑎2 − 𝑏2, 

(𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) = 𝑎3 − 𝑏3, 
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(𝑎 − 𝑏)(𝑎3 + 𝑎2𝑏 + 𝑎𝑏2 + 𝑏3) = 𝑎4 − 𝑏4 

и так далее. Формула выбирается в зависимости от степени корня. 

Для раскрытия неопределенности вида [
∞

∞
], так же, как и для 

дробно-рациональной функции, в числителе и знаменателе надо вы-

нести за скобки слагаемое с наибольшей степенью. 

Пример 5.20. 

        𝟏) lim
𝑥→1

√𝑥2 − 3𝑥 + 6 = 

= [lim
𝑥→1

(𝑥2 − 3𝑥 + 6) = 12 − 3 ⋅ 1 + 6 = 4 > 0] = √4 = 2. 

        𝟐) lim
𝑥→−∞

√
1 − 2𝑥2

2𝑥2 + 3𝑥 − 5

3

= 

= 

[
 
 
 
 
 
 
 
lim
𝑥→−∞

1 − 2𝑥2

2𝑥2 + 3𝑥 − 5
= lim
𝑥→−∞

−2𝑥2 (1 −
1
2𝑥2

)

2𝑥2 (1 +
3
2𝑥 −

5
2𝑥2

)
=

= lim
𝑥→−∞

(−
1 −

1
2𝑥2

1 +
3
2𝑥
−

5
2𝑥2

) = −
1

1
= −1 < 0,

𝑛 = 3 − нечетное ]
 
 
 
 
 
 
 

= 

= √−1
3

= −1. 

        𝟑) lim
𝑥→0

√
1

𝑥2

5

= [lim
𝑥→0

1

𝑥2
= [

lim
𝑥→0

1 = 1,

lim
𝑥→0

𝑥2 = 0
] = +∞] = +∞. 

        𝟒) lim
𝑥→+∞

√
1 − 𝑥2

2 + 𝑥
 

Так как 

lim
𝑥→+∞

1 − 𝑥2

2 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

−𝑥2 (1 −
1
𝑥2
)

𝑥 (1 +
2
𝑥)

= lim
𝑥→+∞

(−
1 −

1
𝑥2

1 +
2
𝑥

) = −1 < 0 
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и 𝑛 = 2 – четное, то искомый предел не существует. 

        𝟓) lim
𝑥→1

√2𝑥 − 1 − 1

√𝑥 + 1 − √3 − 𝑥
= 

= [
lim
𝑥→1

(√2𝑥 − 1 − 1) = √2 ⋅ 1 − 1 − 1 = 0,

lim
𝑥→1

(√𝑥 + 1 − √3 − 𝑥) = √1 + 1 − √3 − 1 = 0
] = [

0

0
] = 

= lim
𝑥→1

(√2𝑥 − 1 − 1)(√2𝑥 − 1 + 1)(√𝑥 + 1 + √3 − 𝑥)

(√𝑥 + 1 − √3 − 𝑥)(√𝑥 + 1 + √3 − 𝑥)(√2𝑥 − 1 + 1)
= 

= lim
𝑥→1

(2𝑥 − 2)(√𝑥 + 1 + √3 − 𝑥)

(2𝑥 − 2)(√2𝑥 − 1 + 1)
= lim
𝑥→1

√𝑥 + 1 + √3 − 𝑥

√2𝑥 − 1 + 1
= 

= [

lim
𝑥→1

(√𝑥 + 1 + √3 − 𝑥) = √1 + 1 + √3 − 1 = 2√2,

lim
𝑥→1

(√2𝑥 − 1 + 1) = √2 ⋅ 1 − 1 + 1 = 2 ≠ 0,

теорема о пределе частного

] =
2√2

2
= √2. 

        𝟔) lim
𝑥→+∞

(√𝑥 − 1
3

− √𝑥2 + 1
3

) = 

= [
lim
𝑥→+∞

√𝑥 − 1
3

= [ lim
𝑥→+∞

(𝑥 − 1) = +∞] = +∞,

lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 1
3

= [ lim
𝑥→+∞

(𝑥2 + 1) = +∞] = +∞
] = [∞ −∞] = 

      

= lim
𝑥→+∞

(√𝑥 − 1
3

− √𝑥2 + 1
3

) (√(𝑥 − 1)2
3

+ √𝑥 − 1
3

√𝑥2 + 1
3

+ √(𝑥2 + 1)2
3

)

√(𝑥 − 1)2
3

+ √𝑥 − 1
3

√𝑥2 + 1
3

+ √(𝑥2 + 1)2
3

 

= lim
𝑥→+∞

√(𝑥 − 1)3
3

− √(𝑥2 + 1)3
3

√(𝑥 − 1)2
3

+ √𝑥 − 1
3

√𝑥2 + 1
3

+ √(𝑥2 + 1)2
3

= 

= lim
𝑥→+∞

𝑥 − 𝑥2 − 2

√(𝑥 − 1)2
3

+ √(𝑥 − 1)(𝑥2 + 1)
3

+ √(𝑥2 + 1)2
3

= [
∞

∞
] = 

= lim
𝑥→+∞

−𝑥2 (1 −
1
𝑥 +

2
𝑥2
)

√𝑥2 (1 −
1
𝑥)
23

+ √𝑥3 (1 −
1
𝑥) (1 +

1
𝑥2
)

3

+ √𝑥4 (1 +
1
𝑥2
)
23

= 
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= lim
𝑥→+∞

−𝑥2 (1 −
1
𝑥
+
2
𝑥2
)

√𝑥4
3

(√
1
𝑥2
(1 −

1
𝑥)

23

+ √
1
𝑥 (1 −

1
𝑥) (1 +

1
𝑥2
)

3

+ √(1 +
1
𝑥2
)
23

)

= 

= lim
𝑥→+∞

(

 
 
−𝑥

2
3  

1 −
1
𝑥
+
2
𝑥2

√ 1
𝑥2
(1 −

1
𝑥
)
23

+ √
1
𝑥
(1 −

1
𝑥
) (1 +

1
𝑥2
)

3
+ √(1 +

1
𝑥2
)
23

)

 
 
= 

[
 
 
 
 
 
 lim

𝑥→+∞
(−𝑥

2
3 ) = lim

𝑥→+∞
(−√𝑥2

3
) = [ lim

𝑥→+∞
𝑥2 = +∞] = −∞,

lim
𝑥→+∞

1 −
1
𝑥 +

2
𝑥2

√ 1
𝑥2
(1 −

1
𝑥)
23

+ √
1
𝑥 (1 −

1
𝑥) (1 +

1
𝑥2
)

3
+ √(1 +

1
𝑥2
)
23

=
1

1
= 1

]
 
 
 
 
 
 

 

= −∞.     ∎ 

5.12. Вычисление пределов 

тригонометрических функций 

Пусть 𝑥 → 𝑎, 𝑎 = const. Ранее было доказано: 

lim
𝑥→𝑎

sin 𝑥 = sin𝑎, 

lim
𝑥→𝑎

cos 𝑥 = cos 𝑎. 

По теореме 5.10 о пределе частного 

lim
𝑥→𝑎

tg 𝑥 = tg 𝑎 ,   если   𝑎 ≠
𝜋

2
+ 𝜋𝑘,   𝑘 ∈ ℤ, 

lim
𝑥→𝑎

ctg 𝑥 = ctg 𝑎 ,   если   𝑎 ≠ 𝜋𝑘,   𝑘 ∈ ℤ. 

Пусть 𝑥 → ±∞. Тогда пределы элементарных тригонометриче-

ских функций не существуют. Но функции sin 𝑥 и cos 𝑥 являются 

ограниченными функциями на всей числовой прямой. Следова-

тельно, возможно их взаимодействие с бесконечно большими и бес-

конечно малыми функциями, используя теоремы: 
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− 5.4 о произведении бесконечно малой и ограниченной функций 

(получаем бесконечно малую функцию), 

− 5.19 об алгебраической сумме бесконечно большой и ограничен-

ной функций (получаем бесконечно большую функцию), 

− 5.21 об отношении ограниченной и бесконечно большой функ-

ций (получаем бесконечно малую функцию), 

− 5.22 об отношении бесконечно большой и ограниченной функ-

ций (получаем бесконечно большую функцию). 

В качестве иллюстрации теоремы 5.19 можно привести пример 

5.11. 

Пример 5.21. 

lim
𝑥→0

𝑥2 sin
1

𝑥
 

Функция 𝑥2 – бесконечно малая при 𝑥 → 0, так как lim
𝑥→0

𝑥2 = 0. Так 

как lim
𝑥→0

1

𝑥
= ∞, то lim

𝑥→0
sin

1

𝑥
 не существует. Однако sin

1

𝑥
 – ограничен-

ная функция. Тогда по теореме 5.4 о произведении бесконечно ма-

лой и ограниченной функций получаем, что 𝑥2 sin
1

𝑥
 – бесконечно 

малая функция при 𝑥 → 0. Следовательно, lim
𝑥→0

𝑥2 sin
1

𝑥
= 0.     ∎ 

Первый замечательный пределα 

Теорема 5.24 (первый замечательный предел). Функция 
sin𝑥

𝑥
 

стремится к единице при 𝑥, стремящемся к нулю, то есть 

lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1.                                       (5.30) 

Доказательство. Из тригонометрического единичного круга 

(рис. 5.14) ясно, что 

sin 𝑥 < 𝑥 < tg 𝑥 ,   𝑥 ∈ (0; 
𝜋

2
). 
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Рис. 5.14. Тригонометрический единичный круг 

Разделим все части этих неравенств на sin 𝑥 , учитывая, что 

sin 𝑥 > 0: 

1 <
𝑥

sin𝑥
<

1

cos 𝑥
. 

Отсюда 

cos 𝑥 <
sin𝑥

𝑥
< 1,   𝑥 ∈ (0; 

𝜋

2
).                      (5.31) 

Докажем, что неравенства (5.31) выполняются и для  

𝑥 ∈ (−
𝜋

2
;  0) . Так как −

𝜋

2
< 𝑥 < 0 , то 0 < −𝑥 <

𝜋

2
. Тогда можно 

применить неравенства (5.31): 

cos(−𝑥) <
sin(−𝑥)

−𝑥
< 1,   𝑥 ∈ (−

𝜋

2
;  0). 

Учитывая свойство четности для функции cos 𝑥 и нечетности для 

функции sin𝑥, получаем 

cos 𝑥 <
sin𝑥

𝑥
< 1,   𝑥 ∈ (−

𝜋

2
;  0). 

Таким образом, неравенства (5.31) выполняются для 𝑥 ∈ (−
𝜋

2
;  
𝜋

2
), 

𝑥 ≠ 0. 
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Так как lim
𝑥→0

cos 𝑥 = lim
𝑥→0

1 = 1, то по теореме 5.13 о пределе про-

межуточной функции, получаем, что lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1. Теорема доказана. 

Следствие 1. lim
𝑥→0

𝑥

sin𝑥
= 1. 

Доказательство. 

lim
𝑥→0

𝑥

sin 𝑥
= lim
𝑥→0

1

sin 𝑥
𝑥

= 

= [

lim
𝑥→0

1 = 1,

lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1 ≠ 0   по 1 замечательному пределу

] =
1

1
= 1. 

Следствие 2. lim
𝑥→0

tg𝑥

𝑥
= 1. 

Доказательство. 

lim
𝑥→0

tg 𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥 cos 𝑥
= lim
𝑥→0

(
sin𝑥

𝑥
⋅
1

cos 𝑥
) = 

=

[
 
 
 
 lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
= 1    по 1 замечательному пределу,

lim
𝑥→0

1

cos 𝑥
= [

lim
𝑥→0

1 = 1

lim
𝑥→0

cos𝑥 = cos 0 = 1 ≠ 0
] =

1

1
= 1

]
 
 
 
 

=
1

1
= 1. 

Следствие 3. lim
𝑥→0

𝑥

tg𝑥
= 1. 

Доказательство. 

lim
𝑥→0

𝑥

tg 𝑥
= lim
𝑥→0

1
tg 𝑥
𝑥

= [

lim
𝑥→0

1 = 1,

lim
𝑥→0

tg 𝑥

𝑥
= 1 ≠ 0  по следствию 2

] =
1

1
= 1. 
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Замечание 5.5 Если 𝛼(𝑥) – бесконечно малая функция при 𝑥 → 𝐴, 

где 𝐴 может быть как постоянной, так и ±∞, то 

lim
𝑥→𝐴

sin𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥)
= 1. 

Да, если lim
𝑥→𝐴

𝛼(𝑥) = 0, то выполнив замену 𝛼(𝑥) = 𝑡  и применив 

теорему 5.14 о замене переменной в пределе функции, получим 

lim
𝑥→𝐴

sin𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥)
= lim
𝛼(𝑥)→0

sin 𝛼(𝑥)

𝛼(𝑥)
= lim
𝑡→0

sin 𝑡

𝑡
= 1. 

Пример 5.22. 

lim
𝑥→0

sin 2𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0

(2
sin 2𝑥

2𝑥
) = 

= [

lim
𝑥→0

2 = 2,

lim
𝑥→0

sin 2𝑥

2𝑥
= [𝑡 = 2𝑥 → 0] = lim

𝑡→0

sin 𝑡

𝑡
= 1

] = 2 ⋅ 1 = 2.   ∎ 

5.13. Вычисление пределов показательной 

и логарифмической функций 

Показательная функция 

Рассмотрим показательную функцию 𝑦 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1). Ее 

область определения 𝑋 = (−∞; +∞). 

Последующие примеры носят теоретический характер. 

Пример 5.23.  

Доказать, что lim
𝑥→0

𝑎𝑥 = 1 при 𝑎 > 1. 

Доказательство. Возьмем любое 𝜀 > 0. В примере 4.5 было 

доказано, что lim
𝑛→∞

𝑎
1

𝑛 = 1. Отсюда следует, что 

lim
𝑛→∞

𝑎−
1
𝑛 = lim

𝑛→∞

1

𝑎
1
𝑛

=
1

1
= 1. 

Очевидно, что для любого 𝑛 ∈ ℕ из неравенства −
1

𝑛
<
1

𝑛
 в силу воз-

растания функции 𝑦 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 1) получаем, что 
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𝑎−
1
𝑛 < 𝑎

1
𝑛.                                           (5.32) 

Так как lim
𝑛→∞

𝑎
1

𝑛 = 1, то по определению 4.3 предела последова-

тельности для любого 𝜀 > 0 существует такой номер 𝑁1(𝜀), что для 

любого 𝑛 > 𝑁1, 𝑛 ∈ ℕ, выполняется неравенство |𝑎
1

𝑛 − 1| < 𝜀, кото-

рое равносильно неравенствам  

1 − 𝜀 < 𝑎
1
𝑛 < 1 + 𝜀.                                  (5.33) 

Так как lim
𝑛→∞

𝑎−
1

𝑛 = 1, то для того же 𝜀 > 0 существует такой 

номер 𝑁2(𝜀), что для любого 𝑛 > 𝑁2, 𝑛 ∈ ℕ, выполняется  

1 − 𝜀 < 𝑎−
1
𝑛 < 1 + 𝜀.                                 (5.34) 

Выберем такой номер 𝑁0 , что 𝑁0 > 𝑁1  и 𝑁0 > 𝑁2 . Тогда для 

𝑛 = 𝑁0  одновременно выполняются неравенства (5.32) – (5.34). 

Следовательно, 

1 − 𝜀 < 𝑎−
1
𝑛 < 𝑎

1
𝑛 < 1 + 𝜀.                           (5.35) 

Рассмотрим 𝑥 ∈ (−
1

𝑛
;  
1

𝑛
). Так как −

1

𝑛
< 𝑥 <

1

𝑛
, то, учитывая, 

что функция 𝑦 = 𝑎𝑥 (𝑎 > 1) возрастает, получаем 

𝑎−
1
𝑛 < 𝑎𝑥 < 𝑎

1
𝑛.                                      (5.36) 

Тогда из неравенств (5.35) и (5.36) получаем 1 − 𝜀 < 𝑎𝑥 < 1 + 𝜀 

или |𝑎𝑥 − 1| < 𝜀. 

Итак, для любого 𝜀 > 0 существует такое число 𝛿 =
1

𝑁0
, что для 

любого 𝑥, удовлетворяющего неравенству |𝑥| < 𝛿, выполняется не-

равенство |𝑎𝑥 − 1| < 𝜀 . Следовательно, по определению 5.1 пре-

дела функции, lim
𝑥→0

𝑎𝑥 = 1.     ∎ 
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Пример 5.24.  

Доказать, что lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = {
+∞,   если   𝑎 > 1,   
0,   если   0 < 𝑎 < 1.

 

Доказательство. Пусть 𝑎 > 1. Возьмем любое 𝐸 > 0. В при-

мере 4.10 было доказано, что lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = +∞. По определению 4.16 

бесконечного предела последовательности для любого 𝐸 > 0 суще-

ствует такой номер 𝑁(𝐸), что для любого 𝑛 > 𝑁, 𝑛 ∈ ℕ, выполня-

ется неравенство 𝑎𝑛 > 𝐸. Зафиксируем 𝑛 = 𝑁0.Тогда 

𝑎𝑁0 > 𝐸.                                            (5.37) 

Рассмотрим 𝑥 > 𝑁0 . Так как функция 𝑦 = 𝑎𝑥  (𝑎 > 1) возрас-

тает, то 

𝑎𝑥 > 𝑎𝑁0 .                                           (5.38) 

Тогда из неравенств (5.37) и (5.38) получаем 𝑎𝑥 > 𝐸. 

Итак, для любого 𝐸 > 0 существует такое число 𝐷 = 𝑎𝑁0, что 

для любого 𝑥, удовлетворяющего неравенству 𝑥 > 𝐷, выполняется 

неравенство 𝑎𝑥 > 𝐸. Следовательно, по определению 5.9 бесконеч-

ного предела функции, lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = +∞, 𝑎 > 1.  

Пусть 0 < 𝑎 < 1. Определим 𝑎 =
1

𝑏
, где 𝑏 > 1. Тогда 𝑎𝑥 =

1

𝑏𝑥
 

Так как выше доказано, что lim
𝑥→+∞

𝑏𝑥 = +∞, то 𝑏𝑥, 𝑏 > 1, – беско-

нечно большая функция при 𝑥 → +∞. Тогда по теореме 5.15 о связи 

бесконечно больших и бесконечно малых функций получаем, что 

𝑎𝑥 , 0 < 𝑎 < 1, – бесконечно малая функция при 𝑥 → +∞. Значит 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = 0, 0 < 𝑎 < 1.    ∎ 

Пример 5.25.  

Доказать, что lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥 = {
0,       если   𝑎 > 1,        
+∞,   если   0 < 𝑎 < 1.

 

Доказательство. Пусть 𝑎 > 1. Выполним замену переменной 

𝑡 = −𝑥. Тогда при 𝑥 → −∞ имеем 𝑡 → +∞. В этом случае по тео-

реме 5.14 о замене переменной в пределе функции  
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lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥 = lim
𝑡→+∞

𝑎−𝑡 = lim
𝑡→+∞

1

𝑎𝑡
. 

В примере 5.14 доказано, что lim
𝑡→+∞

𝑎𝑡 = +∞, 𝑎 > 1. Тогда 𝑎𝑡 – 

бесконечно большая функция при 𝑡 → +∞. Тогда по теореме 5.15 о 

связи бесконечно больших и бесконечно малых функций получаем, 

что 
1

𝑎𝑡
, 𝑎 > 1 , – бесконечно малая функция при 𝑡 → +∞ . Значит 

lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥 = 0, 𝑎 > 1. 

Пусть 0 < 𝑎 < 1. Обозначим 𝑎 =
1

𝑏
, где 𝑏 > 1. Тогда 𝑎𝑥 =

1

𝑏𝑥
 

Так как выше доказано, что lim
𝑥→−∞

𝑏𝑥 = 0, то 𝑏𝑥, 𝑏 > 1, – бесконечно 

малая функция при 𝑥 → −∞. Тогда по теореме 5.16 о связи беско-

нечно больших и бесконечно малых функций получаем, что 𝑎𝑥, 0 <

𝑎 < 1 , – бесконечно большая функция при 𝑥 → −∞ . Значит 

lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥 = +∞, 0 < 𝑎 < 1.     ∎ 

Логарифмическая функция 

Рассмотрим логарифмическую функцию 𝑦 = log 𝑎 𝑥  ( 𝑎 > 0 , 

𝑎 ≠ 1). Ее область определения 𝑋 = (0; +∞). 

Пример 5.26.  

Доказать, что lim
𝑥→+∞

log𝑎 𝑥 = {
+∞,   если   𝑎 > 1,        
−∞,   если   0 < 𝑎 < 1.

 

Доказательство. Пусть 𝑎 > 1. Возьмем любое число 𝐸 > 0 и 

покажем, что существует такое число 𝐷(𝐸), что для любого 𝑥 > 𝐷 

выполняется неравенство log𝑎 𝑥 > 𝐸. 

Так как функция 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑎 > 1, возрастает, то 𝑎log𝑎 𝑥 > 𝑎𝐸. От-

сюда 𝑥 > 𝑎𝐸 . Выберем 𝐷 = 𝑎𝐸 . Теперь покажем, что для любого 

𝑥 > 𝐷 = 𝑎𝐸  выполняется неравенство log𝑎 𝑥 > 𝐸 . Это следует в 

силу возрастания функции 𝑦 = log𝑎 𝑥 , 𝑎 > 1 : так как 𝑥 > 𝑎𝐸 , то 

log𝑎 𝑥 > log𝑎 𝑎
𝐸 = 𝐸 . Таким образом, по определению 5.9 полу-

чаем, что lim
𝑥→+∞

log𝑎 𝑥 = +∞ при 𝑎 > 1. 
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Пусть 0 < 𝑎 < 1. Обозначим 𝑎 =
1

𝑏
, где 𝑏 > 1. Тогда 

log 𝑎 𝑥 = log1
𝑏

𝑥 = − log𝑏 𝑥. 

Так как при 𝑏 > 1 доказано, что lim
𝑥→+∞

log𝑏 𝑥 = +∞, то 

lim
𝑥→+∞

log𝑎 𝑥 = lim
𝑥→+∞

(− log𝑏 𝑥) = − lim
𝑥→+∞

log𝑏 𝑥 = −∞.     ∎ 

5.14. Вычисление пределов 

показательно-степенной функции 

Ранее были рассмотрены функции: 

1) 𝑦 = 𝑥𝛼, 𝛼 ∈ ℝ, – степенная функция,  

2) 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1, – показательная функция. 

Определение 5.16. Показательно-степенная функция – это 

функция вида 𝑦 = [𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥), где функции 𝑢(𝑥) > 0 и 𝑣(𝑥) опреде-

лены на одном и том же множестве. 

Рассмотрим lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) , где 𝐴 может быть как постоянной 

величиной, так и ±∞. 

1. Пусть функции 𝑢(𝑥)и 𝑣(𝑥) имеют конечные пределы при 

𝑥 → 𝑎, при этом lim
𝑥→𝑎

𝑢(𝑥) > 0. Тогда 

lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) = [lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥)]
lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥)
. 

2. Пусть lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = 𝑏 > 0, 𝑏 ≠ 1, lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = ±∞. Тогда полу-

чаем аналоги примерам 5.24 и 5.25: 

lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) =

{
 
 

 
 
+∞,   если   𝑏 > 1,   lim

𝑥→𝐴
𝑣(𝑥) = +∞,          

0,       если   𝑏 > 1,   lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = −∞,         

0,       если   0 < 𝑏 < 1,   lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = +∞,

+∞,   если   0 < 𝑏 < 1,   lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = −∞.

 

3. Пусть lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = +∞, lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = ±∞. Тогда 
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lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) = {
+∞,   если   lim

𝑥→𝐴
𝑣(𝑥) = +∞,

0,       если   lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = −∞.
 

Доказательство случаев 1–3 можно провести, используя ос-

новное логарифмическое тождество. Пусть, например, 

lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = 𝑏 > 1,        lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = +∞. 

Тогда 

lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) = lim
𝑥→𝐴

𝑒[𝑢(𝑥)]
𝑣(𝑥)

= lim
𝑥→𝐴

𝑒𝑣(𝑥) ln𝑢(𝑥). 

Так как lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = 𝑏 > 1, то lim
𝑥→𝐴

ln 𝑢(𝑥) = ln 𝑏 > 0, при этом 

ln 𝑢(𝑥) – функция, имеющая конечный предел при 𝑥 → 𝐴. Так как 

lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = +∞ , то 𝑣(𝑥)  – положительная бесконечно большая 

функция при 𝑥 → 𝐴. Следовательно, по теореме 5.20 о произведе-

нии бесконечно большой функции на функцию, имеющую конеч-

ный предел, получаем, что 𝑣(𝑥) ln 𝑢(𝑥)  – положительная беско-

нечно большая функция при 𝑥 → 𝐴. Учитывая, что 𝑒 > 1, согласно 

примеру 5.24, получаем, что lim
𝑥→𝐴

𝑒𝑣(𝑥) ln𝑢(𝑥) = +∞. Таким образом, 

lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) = +∞. 

Пример 5.27. 

        𝟏)  lim
𝑥→𝜋

(1 − cos𝑥)1−sin𝑥 = 

= [
lim
𝑥→𝜋

(1 − cos 𝑥) = 1 − cos𝜋 = 2 > 0,

lim
𝑥→𝜋

(1 − sin𝑥) = 1 − sin𝜋 = 1
] = 21 = 2. 

        𝟐)  lim
𝑥→+∞

(
1 + 2𝑥

𝑥 + 1
)
3𝑥

= [
lim
𝑥→+∞

1 + 2𝑥

𝑥 + 1
= 2 > 0,

lim
𝑥→+∞

3𝑥 = +∞
] = +∞. 

        𝟑)  lim
𝑥→−∞

(1 − 2𝑥3)𝑥+1 = 
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=

[
 
 
 lim
𝑥→−∞

(1 − 2𝑥3) = [

𝑥 → −∞,

𝑥3 → −∞,

−2𝑥3 → +∞
] = +∞,

lim
𝑥→−∞

(𝑥 + 1) = −∞ ]
 
 
 
= 0.     ∎ 

Неопределенности. Второй замечательный предел 

При нахождении предела показательно-степенной функции 

возможно возникновение неопределенностей вида:  

[1∞], если lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = 1, lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = ±∞, 

[00], если lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = 0, 

[∞0], если lim
𝑥→𝐴

𝑢(𝑥) = +∞, lim
𝑥→𝐴

𝑣(𝑥) = 0. 

Для раскрытия неопределенностей вида [00]  и [∞0]  необхо-

димо использовать основное логарифмическое тождество 

lim
𝑥→𝐴

[𝑢(𝑥)]𝑣(𝑥) = lim
𝑥→𝐴

𝑒ln[𝑢(𝑥)]
𝑣(𝑥)

= lim
𝑥→𝐴

𝑒𝑣(𝑥) ln𝑢(𝑥) 

и вычислить lim
𝑥→𝐴

𝑒𝑣(𝑥) ln𝑢(𝑥). 

Для раскрытия неопределенности вида [1∞]  необходимо ис-

пользовать теорему. 

Теорема 5.25 (второй замечательный предел). Показательно-

степенная функция (1 +
1

𝑥
)
𝑥
 стремится к иррациональному числу 𝑒 

при 𝑥, стремящемся к бесконечности, то есть 

lim
𝑥→∞

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

= 𝑒.                                  (5.39) 

Доказательство. В теме 4 было доказано, что lim
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛
= 𝑒, 

где 𝑛 ∈ ℕ. Пусть теперь 𝑥 → ∞, принимая как дробные, так и отри-

цательные значения.  

Пусть 𝑥 → +∞. Каждое его значение заключено между двумя 

натуральными числами: 𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1 . При этом будут выпол-

няться неравенства 
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1

𝑛
≥
1

𝑥
>

1

𝑛 + 1
      ⟺     1 +

1

𝑛
≥ 1 +

1

𝑥
> 1 +

1

𝑛 + 1
    ⟺ 

⟺    (1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

≥ (1 +
1

𝑥
)
𝑥

> (1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛

. 

Если 𝑥 → +∞, то и 𝑛 → +∞. Так как lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛
= 𝑒, то 

lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛+1

= lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

(1 +
1

𝑛
) = 

= lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
)
𝑛

⋅ lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛
) = 𝑒 ⋅ 1 = 𝑒, 

lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛

=
lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛 + 1
)
𝑛+1

lim
𝑛→+∞

(1 +
1

𝑛 + 1)
=
𝑒

1
= 𝑒. 

Тогда по теореме 5.13 о пределе промежуточной функции, полу-

чаем, что lim
𝑥→+∞

(1 +
1

𝑥
)
𝑥
= 𝑒. 

Пусть 𝑥 → −∞ . Введем новую переменную 𝑡 = −(𝑥 + 1) →

+∞ при 𝑥 → −∞. Тогда 

lim
𝑥→−∞

(1 +
1

𝑥
)
𝑥

= lim
𝑡→+∞

(1 −
1

𝑡 + 1
)
−𝑡−1

= lim
𝑡→+∞

(
𝑡

𝑡 + 1
)
−𝑡−1

= 

= lim
𝑡→+∞

(
𝑡 + 1

𝑡
)
𝑡+1

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
𝑡+1

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
𝑡

(1 +
1

𝑡
) = 

= [ lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
𝑡

= 𝑒,      lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
) = 1] = 𝑒 ⋅ 1 = 𝑒. 

Теорема доказана. 

График функции 𝑦 = (1 +
1

𝑥
)
𝑥
 приведен на рис. 5.15. 

Замечание 5.6. Если выполнить замену 𝛼 =
1

𝑥
, то при 𝑥 → ∞ 

имеем 𝛼 → 0, 𝛼 ≠ 0. Тогда формула 5.39 примет эквивалентный вид: 

lim
𝛼→0

(1 + 𝛼)
1
𝛼 = 𝑒. 
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Рис. 5.15. График функции 𝑦 = (1 +
1

𝑥
)
𝑥
 

Замечание 5.7. Второй замечательный предел применяется 

только для раскрытия неопределенности [1∞], то есть, когда предел 

основания показательно-степенной функции равен единице. Если 

предел основания отличен от единицы, то второй замечательный 

предел не применяется. 

Следствие 1. lim
𝑥→0

ln(1+𝑥)

𝑥
= 1. 

Доказательство. 

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→0

(
1

𝑥
 ln(1 + 𝑥)) = lim

𝑥→0
ln(1 + 𝑥)

1
𝑥 = 

= [lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1
𝑥 = 𝑒 > 0] = ln 𝑒 = 1. 

Следствие 2. lim
𝑥→0

𝑎𝑥−1

𝑥 ln𝑎
= 1 при 𝑎 > 0, 𝑎 ≠ 1. 

Доказательство. 

lim
𝑥→0

𝑎𝑥 − 1

𝑥 ln 𝑎
= lim
𝑥→0

𝑎𝑥 − 1

ln𝑎𝑥
= [

𝑡 = 𝑎𝑥 − 1,

lim
𝑥→0

𝑡 = lim
𝑥→0

(𝑎𝑥 − 1) = 𝑎0 − 1 = 0] = 

= lim
𝑡→0

𝑡

ln(𝑡 + 1)
= lim
𝑡→0

1

ln(𝑡 + 1)
𝑡

=
1

1
= 1. 

Следствие 3. lim
𝑥→0

(1+𝑥)𝛼−1

𝛼𝑥
= 1. 

Доказательство. 
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lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)𝛼 − 1

𝛼𝑥
= lim
𝑥→0

𝑒ln(1+𝑥)
𝛼
− 1

𝛼𝑥
= lim
𝑥→0

𝑒𝛼 ln(1+𝑥) − 1

𝛼𝑥
= 

= lim
𝑥→0

(
𝑒𝛼 ln(1+𝑥) − 1

𝛼 ln(1 + 𝑥)
⋅
𝛼 ln(1 + 𝑥)

𝛼𝑥
) 

Так как 

lim
𝑥→0

𝑒𝛼 ln(1+𝑥) − 1

𝛼 ln(1 + 𝑥)
= [

𝑡 = 𝛼 ln(1 + 𝑥) ,
lim
𝑥→0

𝑡 = lim
𝑥→0

𝛼 ln(1 + 𝑥) = 𝛼 ln 1 = 0] = 

= lim
𝑡→0

𝑒𝑡 − 1

𝑡
= 1, 

lim
𝑥→0

𝛼 ln(1 + 𝑥)

𝛼𝑥
= lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

𝑥
= 1, 

то по теореме о пределе произведения 

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)𝛼 − 1

𝛼𝑥
= 1 ⋅ 1 = 1. 

Пример 5.28. 

lim
𝑥→+∞

(
2𝑥 − 1

2𝑥 + 1
)
1+3𝑥

= [
lim
𝑥→+∞

2𝑥 − 1

2𝑥 + 1
= 1,

lim
𝑥→+∞

(1 + 3𝑥) = +∞
    ⇒     [1∞]] = 

= lim
𝑥→+∞

(1 +
−2

2𝑥 + 1
)
1+3𝑥

= lim
𝑥→+∞

((1 +
−2

2𝑥 + 1
)

2𝑥+1
−2
)

−2(1+3𝑥)
2𝑥+1

⋅

 

Так как 

lim
𝑥→+∞

(1 +
−2

2𝑥 + 1
)

2𝑥+1
−2

= [
𝛼 =

−2

2𝑥 + 1
,

lim
𝑥→+∞

𝛼 = lim
𝑥→+∞

−2

2𝑥 + 1
= 0

] = 

= lim
𝛼→0

(1 + 𝛼)
1
𝛼 = 𝑒, 

lim
𝑥→+∞

−2(1 + 3𝑥)

2𝑥 + 1
= −3, 

то  
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lim
𝑥→+∞

(
2𝑥 − 1

2𝑥 + 1
)
1+3𝑥

= 𝑒3.    ∎ 

5.15. Односторонние пределы функции 

Рассмотрим lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. Согласно определению 5.2 это озна-

чает, что какова бы ни была 𝜀-окрестность точки 𝑏, найдется такая 

𝛿-окрестность точки 𝑎, что для всех 𝑥 из проколотой окрестности 

точки 𝑎 радиуса 𝛿 выполняется неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. 

Однако данное неравенство может выполняться не во всей про-

колотой окрестности точки 𝑎, а только для левой или только для 

правой половины окрестности. В этом случае число 𝑏 называется 

односторонним пределом функции. 

Определение 5.17. Число 𝑏 называется левым пределом функ-

ции 𝑓(𝑥) при 𝑥, стремящемся к 𝑎, если каково бы ни было положи-

тельное число 𝜀, существует такое положительное число 𝛿, завися-

щее от 𝜀 , что для всех 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿;  𝑎)  выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. В этом случае 𝑥 → 𝑎, оставаясь меньшим 𝑎. 

Обозначение: lim
𝑥→𝑎−0

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Геометрическая иллюстрация левого предела функции приве-

дена на рис. 5.16. 

Определение 5.18. Число 𝑏 называется правым пределом функ-

ции 𝑓(𝑥) при 𝑥, стремящемся к 𝑎, если каково бы ни было положи-

тельное число 𝜀, существует такое положительное число 𝛿, завися-

щее от 𝜀 , что для всех 𝑥 ∈ (𝑎;  𝑎 + 𝛿)  выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀. В этом случае 𝑥 → 𝑎, оставаясь большим 𝑎. 

Обозначение: lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Иногда правый и левый пределы функции 𝑓(𝑥) обозначают со-

ответственно 𝑓(𝑎 + 0) и 𝑓(𝑎 − 0). 
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Геометрическая иллюстрация правого предела функции приве-

дена на рис. 5.17. 

 

Рис. 5.16. Левый предел функции 

 

Рис. 5.17. Правый предел функции 

Связь между односторонними пределами пределом функции 

Теорема 5.26. Если односторонние пределы функции при 𝑥 → 𝑎 

равны между собой и равны 𝑏 , то при 𝑥 → 𝑎  существует предел 

функции, так же равный 𝑏. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎−0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥) = 𝑏 . Пока-

жем, что существует lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. 

Возьмем любое 𝜀 > 0. По определению 5.17 левого предела 

функции найдется такое число 𝛿1(𝜀) > 0 , что для любых  

𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿1;  𝑎) выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀.                                      (5.40) 

Так как число 𝑏 является и правым пределом функции 𝑓(𝑥), то 

для того же числа 𝜀 найдется такое число 𝛿2(𝜀) > 0, что для всех 

𝑥 ∈ (𝑎;   𝑎 + 𝛿2) выполняется неравенство (5.40). 

Выберем 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Тогда неравенство (5.40) выполня-

ется для всех 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿; 𝑎 + 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎. А это по определению 5.1 

предела функции означает, что существует lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. Теорема 

доказана. 
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Теорема 5.27. Если существует lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, то существуют 

оба односторонних предела при 𝑥 → 𝑎 и они равны 𝑏. 

Доказательство. Так как lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏, то по определению 5.1 

предела функции для любого чиcла 𝜀 > 0  найдется такое число 

𝛿(𝜀) > 0, что для всех 𝑥 ∈ 𝑈(𝑎, 𝛿), 𝑥 ≠ 𝑎, выполянется неравенство 

|𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜀 . Следовательно, это неравенство выполняется как 

для 𝑥 ∈ (𝑎 − 𝛿; 𝑎), так и для 𝑥 ∈ (𝑎; 𝑎 + 𝛿). А это по определениям 

5.17 и 5.18 говорит о существовании односторонних пределов функ-

ции, при этом lim
𝑥→𝑎−0

𝑓(𝑥) = 𝑏 и lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥) = 𝑏. Теорема доказана. 

Следствие. Если при 𝑥 → 𝑎 существуют оба односторонних 

предела функции, но они не равны между собой, то предел функции 

при 𝑥 → 𝑎 не существует. 

Доказательство проведем методом от противного. Пусть 

lim
𝑥→𝑎−0

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥) . Предположим, что существует 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑏. Тогда по теореме 5.27 существуют оба односторон-

них предела при 𝑥 → 𝑎 и они равны 𝑏. А это противоречит условию 

теоремы. Следовательно, предположение неверно и lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) не су-

ществует. Что и требовалось доказать. 

Пример 5.29.  

Рассмотрим односторонние пределы функции 

𝑓(𝑥) =
1

1 + 21/𝑥
 

при 𝑥 → 0. Найдем левый предел при 𝑥 → 0 − 0. Так как 

lim
𝑥→0−0

1

𝑥
= [

1

−бмф
= −ббф] = −∞, 

то 

lim
𝑥→0−0

21/𝑥 = 0. 

Значит 
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lim
𝑥→0−0

1

1 + 21/𝑥
= [

lim
𝑥→0−0

1 = 1,

lim
𝑥→0−0

(1 + 21/𝑥) = 1 + 0 = 1
] =

1

1
= 1. 

Найдем правый предел при 𝑥 → 0 + 0. Так как  

lim
𝑥→0+0

1

𝑥
= [

1

+бмф
= +ббф] = +∞, 

 то 

lim
𝑥→0+0

21/𝑥 = +∞. 

Значит 

lim
𝑥→0−0

1

1 + 21/𝑥
= [

lim
𝑥→0−0

1 = 1,

lim
𝑥→0−0

(1 + 21/𝑥) = +∞
       ⇒     

1

ббф
= бмф] = 0. 

Так как односторонние пределы существуют, но не равны 

между собой, то lim
𝑥→0

1

1+21/𝑥
 не существует.   ∎ 

5.16. Сравнение бесконечно малых функций 

Определение 5.19. Функция 𝑓(𝑥) называется ограниченной по 

сравнению с функцией 𝑔(𝑥) в окрестности точки 𝑎 , если суще-

ствуют такие постоянные 𝑐 > 0 и 𝛿 > 0, то для всех 𝑥, удовлетво-

ряющих неравенствам |𝑥 − 𝑎| < 𝛿, 𝑥 ≠ 𝑎, выполянется неравенство 

|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑐|𝑔(𝑥)|. 

Обозначение: 𝑓(𝑥) = 𝑂(𝑔(𝑥)) при 𝑥 → 𝑎. 

Замечание 5.8. Значок 𝑥 → 𝑎 здесь имеет отличный от обыч-

ного смысл: он указывает на то, что рассматриваемое свойство 

имеет место лишь в некоторой окрестности точки 𝑎, ни о каком пре-

деле здесь речи нет. 

Например, 
1

𝑥
= 𝑂 (

1

𝑥2
) при 𝑥 → 0, так как |

1

𝑥
| ≤

1

𝑥2
 при |𝑥| ≤ 1. 

Замечание 5.9. Запись 𝑓(𝑥) = 𝑂(1)  при 𝑥 → 𝑎  означает, что 

функция 𝑓(𝑥) ограничена в некоторой окрестности точки 𝑎. 
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Пусть 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) являются бесконечно малыми функциями 

при 𝑥 → 𝑎, при этом 𝛽(𝑥) ≠ 0 в проколотой окрестности точки 𝑎. 

Определение 5.20. 𝛼(𝑥)  называется бесконечно малой функ-

цией высшего порядка по сравнению с 𝛽(𝑥)  при 𝑥 → 𝑎 , если 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 0.  

Обозначение: 𝛼(𝑥) = 𝑜(𝛽(𝑥)). 

Пример 5.30. 

𝛼(𝑥) = 𝑥2 и 𝛽(𝑥) = sin 𝑥 – бесконечно малые функции при 𝑥 → 0. 

Так как 

lim
𝑥→0

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→0

𝑥2

sin 𝑥
= lim
𝑥→0

(
𝑥

sin 𝑥
⋅ 𝑥) = 1 ⋅ 0 = 0, 

то 𝛼(𝑥) = 𝑥2  является бесконечно малой функцией высшего по-

рядка по сравнению с 𝛽(𝑥) = sin 𝑥 при 𝑥 → 0. Или же можно запи-

сать 𝑥2 = 𝑜(sin 𝑥). 

Замечание 5.10. Запись 𝛼(𝑥) = 𝑜(1) при 𝑥 → 𝑎  означает, что 

функция 𝛼(𝑥) является бесконечно малой функцией при 𝑥 → 𝑎. 

Определение 5.21. 𝛼(𝑥)  называется бесконечно малой функ-

цией низшего порядка по сравнению с 𝛽(𝑥)  при 𝑥 → 𝑎 , если 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= ∞. 

Пример 5.31. 

𝛼(𝑥) = tg 𝑥  и 𝛽(𝑥) = 𝑥3  – бесконечно малые функции при 𝑥 → 0. 

Так как 

lim
𝑥→0

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→0

tg 𝑥

𝑥3
= lim
𝑥→0

(
tg 𝑥

𝑥
⋅
1

𝑥2
) = [1 ⋅ ббф = ббф] = +∞, 

то 𝛼(𝑥) = tg 𝑥  является бесконечно малой функцией низшего по-

рядка по сравнению с 𝛽(𝑥) = 𝑥3 при 𝑥 → 0. 
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Определение 5.22. 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) называется бесконечно малыми 

функциями одного порядка при 𝑥 → 𝑎, если lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
 конечен и от-

личен от нуля. 

Пример 5.32. 

𝛼(𝑥) = sin𝑥  и 𝛽(𝑥) = 2𝑥  – бесконечно малые функции при  

𝑥 → 0. Так как  

lim
𝑥→0

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→0

sin 𝑥

2𝑥
=
1

2
lim
𝑥→0

sin 𝑥

𝑥
=
1

2
⋅ 1 =

1

2
≠ 0, 

то 𝛼(𝑥) = sin 𝑥 и 𝛽(𝑥) = 𝑥 являются бесконечно малыми функци-

ями одного порядка при 𝑥 → 0. 

Замечание 5.10. Если 𝛼(𝑥)  и 𝛽(𝑥)  являются бесконечно ма-

лыми функциями при 𝑥 → 𝑎, но lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
 не существует, то говорят, 

то бесконечно малые функции не сравнимы между собой. 

Например, 𝛼(𝑥) = 𝑥  и 𝛽(𝑥) = 𝑥 sin
1

𝑥
 – бесконечно малые 

функции при 𝑥 → 0 (вопрос: почему 𝛽(𝑥) – бесконечно малая функ-

ция при 𝑥 → 0?1) 

Эквивалентные функции 

Определение 5.23. Две бесконечно малые функции 𝛼(𝑥)  и 

𝛽(𝑥), отличные от нуля в проколотой окрестности точки 𝑎, называ-

ются эквивалентными функциями при 𝑥 → 𝑎, если lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 1. 

Обозначение: 𝛼(𝑥)~𝛽(𝑥) при 𝑥 → 𝑎. 

Например, sin 𝑥 ~𝑥 при 𝑥 → 0, так как lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1. 

Теорема 5.28. Для того, чтобы две бесконечно малые функции 

𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥), 𝛼(𝑥) ≠ 0, 𝛽(𝑥) ≠ 0 при 𝑥 ≠ 𝑎, были эквивалентными 

                                                 
1 𝛽(𝑥) = 𝑥 sin

1

𝑥
 – бесконечно малая функция при 𝑥 → 0 по теореме 5.4 о 

произведении бесконечно малой и ограниченной функций 
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при 𝑥 → 𝑎, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из 

условий 

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥) = 𝑜(𝛼(𝑥)),                               (5.41) 

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥) = 𝑜(𝛽(𝑥)).                              (5.42) 

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) 

– бесконечно малые функции при 𝑥 → 𝑎, при этом 𝛼(𝑥) ≠ 0, 𝛽(𝑥) ≠

0 при 𝑥 ≠ 𝑎. И пусть 𝛼(𝑥)~𝛽(𝑥). Покажем, что выполняются усло-

вия (5.41) и (5.42). 

Так как 𝛼(𝑥)~𝛽(𝑥) при 𝑥 → 𝑎, то по определению 5.23 имеем 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 1. Тогда по теореме 5.5 о связи между функцией и ее пре-

делом получаем, что (
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
− 1) – бесконечно малая функция при 

𝑥 → 𝑎 . Отсюда lim
𝑥→𝑎

(
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
− 1) = 0  или lim

𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)−𝛽(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 0 . Следова-

тельно, по определению 5.20 получаем, что 𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥) – беско-

нечно малая функция высшего порядка по сравнению с 𝛽(𝑥), то 

есть выполняется равенство (5.41). Аналогично из условия 

lim
𝑥→𝑎

𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)
= 1 получаем равенство (5.42). 

Докажем достаточность. Пусть выполняется равенство (5.41). 

Тогда по определению 5.20 имеем, что lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)−𝛽(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 0. Отсюда 

lim
𝑥→𝑎

(
𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
− 1) = 0, то есть функция (

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
− 1) является бесконечно 

малой при 𝑥 → 𝑎. Тогда по теореме 5.6 о связи между функцией и 

ее пределом получаем, что lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 1. Следовательно, по теореме 

5.23 имеем 𝛼(𝑥)~𝛽(𝑥) при 𝑥 → 𝑎. Для равенства (5.42) доказатель-

ство аналогично. Теорема доказана. 

Следствие. Если lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 𝑐 ≠ 0 , где 𝑐 = const , то 

𝛼(𝑥)~𝑐𝛽(𝑥) и 𝛼(𝑥) = 𝑐𝛽(𝑥) + 𝑜(𝛽(𝑥)) при 𝑥 → 𝑎. 
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Теорема 5.29. Пусть 𝛼(𝑥)~𝛼1(𝑥) и 𝛽(𝑥)~𝛽1(𝑥) при 𝑥 → 𝑎. То-

гда если существует lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
, то существует и lim

𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
, причем 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
. 

Доказательство. Пусть lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
 конечен. Тогда 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

(
𝛼(𝑥)

𝛼1(𝑥)
⋅
𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
⋅
𝛽1(𝑥)

𝛽(𝑥)
). 

Так как (𝑥)~𝛼1(𝑥) и 𝛽(𝑥)~𝛽1(𝑥) при 𝑥 → 𝑎 , то lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛼1(𝑥)
= 1, 

lim
𝑥→𝑎

𝛽1(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 1. Учитывая, что lim

𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
 конечен, по теореме 5.8 о пре-

деле произведения получаем 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛼1(𝑥)
⋅ lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
⋅ lim
𝑥→𝑎

𝛽1(𝑥)

𝛽(𝑥)
= 

= 1 ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
⋅ 1 = lim

𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
. 

Пусть lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
= ∞. В этом случае теорему о пределе произве-

дения применить нельзя. Но учитывая, что 
𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
 – бесконечно боль-

шая функция при 𝑥 → 𝑎 , а lim
𝑥→𝑎

(
𝛼(𝑥)

𝛼1(𝑥)
⋅
𝛽1(𝑥)

𝛽(𝑥)
) = 1 ≠ 0 , по теореме 

5.20 о произведении бесконечно большой функции и функции, име-

ющей ненулевой конечный предел, получаем, что 
𝛼(𝑥)

𝛼1(𝑥)
⋅
𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
⋅
𝛽1(𝑥)

𝛽(𝑥)
 

– бесконечно большая функция при 𝑥 → 𝑎 того же знака, что и 
𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
. 

Следовательно, 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥)

𝛽(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝛼1(𝑥)

𝛽1(𝑥)
= ∞. 

Теорема доказана. 
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Теорема 5.30. Если в конечной сумме бесконечно малых функ-

ций при 𝑥 → 𝑎  одно слагаемое является бесконечно малой функ-

цией низшего порядка по сравнению с остальными слагаемыми при 

𝑥 → 𝑎, то вся сумма эквивалентна этому слагаемому. 

Доказательство. Пусть 𝛼(𝑥), 𝛽(𝑥) и 𝛾(𝑥) – бесконечно малые 

функции при 𝑥 → 𝑎 , при этом 𝛼(𝑥) – бесконечно малая функция 

низшего порядка по сравнению с 𝛽(𝑥) и 𝛾(𝑥) при 𝑥 → 𝑎. Докажем, 

что 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)~𝛼(𝑥). Для этого вычислим предел 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

(1 +
𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)
+
𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)
). 

Так как 𝛼(𝑥) – бесконечно малая функция низшего порядка по 

сравнению с 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥) при 𝑥 → 𝑎, то 𝛽(𝑥), 𝛾(𝑥) – бесконечно ма-

лые функции высшего порядка по сравнению с 𝛼(𝑥) при 𝑥 → 𝑎. То-

гда lim
𝑥→𝑎

𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)
= 0. Следовательно, 

lim
𝑥→𝑎

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

(1 +
𝛽(𝑥)

𝛼(𝑥)
+
𝛾(𝑥)

𝛼(𝑥)
) = 1 + 0 + 0 = 1. 

Значит по определению 5.23 эквивалентных функций получаем, что 

𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥) + 𝛾(𝑥)~𝛼(𝑥). Теорема доказана. 

Таблица эквивалентных функций при 𝒙 → 𝟎 

1)  sin 𝑥 ~𝑥, 

2)  1 − cos 𝑥 ~
𝑥2

2
, 

3)  tg 𝑥 ~𝑥, 

4)  arcsin 𝑥 ~𝑥, 

5)  arctg 𝑥 ~𝑥, 

6)   𝑒𝑥 − 1~𝑥, 

7)  ln(1 + 𝑥)~𝑥, 

8)   (1 + 𝑥)𝑚 − 1~𝑚𝑥, 

9)   𝑎𝑥 − 1~𝑥 ln 𝑎. 
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Пример 5.30. 

Вычислить lim
𝑥→0

1−cos2𝑥

arcsin3𝑥
. 

Так как 

lim
𝑥→0

(1 − cos 2𝑥) = 1 − cos0 = 1 − 1 = 0, 

lim
𝑥→0

arcsin 3𝑥 = arcsin 0 = 0, 

то имеем неопределенность [
0

0
]. Перейдем к эквивалентным функ-

циям.  

Рассмотрим 1 − cos 2𝑥 . Выполним замену 2𝑥 = 𝑡 , при этом 

lim
𝑥→0

𝑡 = lim
𝑥→0

2𝑥 = 0. Тогда 1 − cos 𝑡 ~
𝑡2

2
 при 𝑡 → 0. Следовательно, 

1 − cos 2𝑥~
(2𝑥)2

2
= 2𝑥2 при 𝑥 → 0. 

Рассмотрим arcsin 3𝑥 . Выполним замену 3𝑥 = 𝑧 , при этом 

lim
𝑥→0

𝑧 = lim
𝑥→0

3𝑥 = 0 . Тогда arcsin 𝑧 ~𝑧  при 𝑧 → 0 . Следовательно, 

arcsin3𝑥 ~3𝑥 при 𝑥 → 0. 

Тогда, учитывая, что 

lim
𝑥→0

2𝑥2

3𝑥
= lim
𝑥→0

2𝑥

3
=
2 ⋅ 0

3
= 0, 

получаем  

lim
𝑥→0

1 − cos 2𝑥

arcsin3𝑥
= lim
𝑥→0

2𝑥2

3𝑥
= 0.     ∎ 
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Тема 6. Непрерывность функции 

6.1. Непрерывность функции в точке 

Определение 6.1. Разность Δ𝑥 = 𝑥1 − 𝑥0 называется прираще-

нием аргумента в точке 𝑥0, где 𝑥1 – любая точка, отличная от дан-

ной точки 𝑥0. 

При рассмотрении приращения аргумента 

Δ𝑥 = 𝑥1 − 𝑥0.                                           (6.1) 

Возможны два случая, когда Δ𝑥 > 0 и когда Δ𝑥 < 0. 

Пусть функция 𝑓(𝑥) определена в точках 𝑥0 и 𝑥1. 

Определение 6.2. Приращением функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0 назы-

вается разность 

Δ𝑦 = 𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥0),                                    (6.2) 

при этом может быть Δ𝑦 < 0, Δ𝑦 = 0, Δ𝑦 > 0. 

Если из формулы (6.1) выразить 𝑥1 = 𝑥0 + Δ𝑥 и подставить в 

формулу (6.2), то приращение функции 𝑓(𝑥) в точке 𝑥0 можно за-

писать в виде: 

Δ𝑦 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0).                              (6.3) 

На рис. 6.1 покажем приращение аргумента и приращение 

функции геометрически. 

 
Рис. 6.1. Приращения аргумента и функции 

На рис. 6.1 Δ𝑥 > 0, Δ𝑦 < 0. 

Определение 6.3. Функция 𝑓(𝑥)  называется непрерывной в 

точке 𝑥0, если 

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).                                     (6.4) 
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Пример 6.1. 

1. Функция 𝑦 = sin𝑥  является непрерывной в любой точке  

𝑥0 ∈ ℝ, так как lim
𝑥→𝑥0

sin 𝑥 = sin 𝑥0 (доказано в примере 5.3). 

2. Рассмотрим функцию 𝑦 = {
sin𝑥

𝑥
,   𝑥 ≠ 0,

1,        𝑥 = 0.
 Выясним, будет ли 

эта функция непрерывна в точке 𝑥 = 0. Так как 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1,     𝑓(0) = 1,  

то lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0). Следовательно, функция является непрерывной 

в точке 𝑥 = 0.    ∎ 

Если к равенству (6.4) применить определение конечного пре-

дела функции при 𝑥 → 𝑥0, то получим другое определение. 

Определение 6.4. Функция 𝑓(𝑥)  называется непрерывной в 

точке 𝑥0, если каково бы ни было положительное число 𝜀, суще-

ствует такое положительное число 𝛿, зависящее от 𝜀, что для всех 

𝑥 , удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿  справедливо нера-

венство |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀. 

Замечание 6.1. В определении 6.4 не пишем 𝑥 ≠ 𝑥0, так как не-

равенство |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀  выполняется и в самой точке 𝑥 = 𝑥0 , 

так как 𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥0) = 0 < 𝜀. 

Получим еще одно определение непрерывной функции в точке. 

Обозначим Δ𝑥 = 𝑥 − 𝑥0 , Δ𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0). Если 𝑥 → 𝑥0 , то Δ𝑥 →

0. Из равенства (6.4) с учетом теоремы о связи между функцией и 

ее пределом получаем, что 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) – бесконечно малая функ-

ция при 𝑥 → 𝑥0 . Следовательно, Δ𝑦 → 0 при 𝑥 → 𝑥0 . Таким обра-

зом, если 𝑥 → 𝑥0, то Δ𝑥 → 0 и Δ𝑦 → 0. 

Определение 6.5. Функция 𝑓(𝑥)  называется непрерывной в 

точке 𝑥0, если бесконечно малому приращению аргумента Δ𝑥 соот-

ветствует бесконечно малое приращение функции Δ𝑦. 
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Свойства функции, непрерывной в точке 

Теорема 6.1. Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥0, то она 

ограничена в некоторой окрестности этой точки. 

Доказательство. Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥0. 

Тогда по определению 6.4 для любого числа 𝜀 > 0, а значит и для 

𝜀 = 1, найдется такое положительное число 𝛿, зависящее от 𝜀, что 

для всех 𝑥 , удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 , справед-

ливо неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀 = 1. Следовательно, для лю-

бой точки 𝑥 ∈ 𝑈(𝑥0, 𝛿) выполняется неравенство 

𝑓(𝑥0) − 1 < 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) + 1. 

Значит функция 𝑓(𝑥) ограничена в 𝑈(𝑥0, 𝛿). Теорема доказана. 

Теорема 6.2. Если функция 𝑓(𝑥)  непрерывна в точке 𝑥0  и 

𝑓(𝑥0) ≠ 0, то найдется окрестность точки 𝑥0, в которой функция 

имеет такой же знак, что и в самой точке 𝑥0. 

Доказательство. Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥0 и 

при этом 𝑓(𝑥0) > 0. Тогда lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) > 0. По теореме о со-

хранении функцией знака своего предела получаем, что существует 

проколотая окрестность точки 𝑥0, в которой знак функции совпадает 

со знаком её предела. А учитывая, что 𝑓(𝑥0) > 0 , получаем, что 

𝑓(𝑥) > 0 для любой точки 𝑥 из окрестности точки 𝑥0. Аналогично 

доказывается и для случая, когда 𝑓(𝑥0) < 0. Теорема доказана. 

6.2. Непрерывность функции на множестве 

Определение 6.6. Функция называется непрерывной на множе-

стве 𝑋, если она непрерывна в каждой точке этого множества. 

Теорема 6.3 (о непрерывности суммы, произведения и част-

ного). Если функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) непрерывны на множестве 𝑋, то 

функции 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) также непрерывны на этом мно-

жестве. А при дополнительном условии, что 𝑔(𝑥) ≠ 0 на множестве 
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𝑋, функция 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 непрерывна на множестве 𝑋. 

Доказательство. Докажем для суммы двух функций. Пусть 

функции 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) непрерывны на множестве 𝑋. Тогда они не-

прерывны в любой точке множества 𝑋. Произвольно выберем точку 

𝑥0 ∈ 𝑋. Тогда 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥0, то есть по определению 

6.3 имеем lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). Аналогично, так как 𝑔(𝑥) непрерывна 

в точке 𝑥0, то lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥0).  

Рассмотрим функцию 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥). По теореме о пре-

деле суммы, учитывая, что lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) и lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) существуют и ко-

нечны, получаем  

lim
𝑥→𝑥0

𝜑(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑥0) + 𝑔(𝑥0) = 𝜑(𝑥0). 

Тогда по определению 6.3 функция 𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)  непре-

рывна в точке 𝑥0 . В силу произвольности выбора точки 𝑥0  полу-

чаем, что функция 𝜑(𝑥) непрерывна в любой точке множества 𝑋, а 

значит функция 𝜑(𝑥) непрерывна на множестве 𝑋. 

Доказательство для произведения двух функций аналогично. 

Докажем для частного двух функций. Пусть функции 𝑓(𝑥) и 

𝑔(𝑥) непрерывны на множестве 𝑋, при этом 𝑔(𝑥) ≠ 0 для любой 

точки 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда они непрерывны в любой точке множества 𝑋. 

Произвольно выберем точку 𝑥0 ∈ 𝑋 . Тогда функции 𝑓(𝑥)  и 𝑔(𝑥) 

непрерывны в точке 𝑥0 , то есть справедливо lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) , 

lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥0) ≠ 0. 

Рассмотрим функцию 𝜓(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
. По теореме о пределе част-

ного, учитывая, что lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)  и lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) ≠ 0  существуют и ко-

нечны, получаем 

lim
𝑥→𝑥0

𝜓(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
𝑓(𝑥0)

𝑔(𝑥0)
= 𝜓(𝑥0). 
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Тогда по определению 6.3 функция 𝜓(𝑥) =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 непрерывна в точке 

𝑥0. В силу произвольности выбора точки 𝑥0, получаем, что функция 

𝜓(𝑥) непрерывна в любой точке множества 𝑋, а значит функция 

𝜓(𝑥) непрерывна на множестве 𝑋. Теорема доказана. 

Непрерывность основных элементарных функций 

1. Постоянная функция 𝑓(𝑥) = 𝐶  непрерывна на множестве 

𝑋 = ℝ. 

Доказательство. Возьмём произвольную точку 𝑥0 ∈ ℝ . Для 

любой последовательности {𝑥𝑛}, такой что 𝑥𝑛 ∈ ℝ и lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 , 

имеем 

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝐶 = 𝐶. 

Тогда по определению Гейне lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐶 . А так как 𝑓(𝑥0) = 

= 𝐶 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), то по определению 6.3 функция 𝑓(𝑥) = 𝐶 непре-

рывна в точке 𝑥0 . В силу произвольности выбора точки 𝑥0  полу-

чаем, что функция 𝑓(𝑥) = 𝐶 непрерывна в любой точке множества 

ℝ, а значит непрерывна на всем множестве ℝ. Что и требовалось 

доказать. 

2. Степенная функция с натуральным аргументом 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛, 

𝑛 ∈ ℕ, непрерывна на множестве 𝑋 = ℝ. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥) = 𝑥 . Покажем, 

что она непрерывна на множестве ℝ. Возьмём произвольную точку 

𝑥0 ∈ ℝ. Для любой последовательности {𝑥𝑛}, такой что 𝑥𝑛 ∈ ℝ и 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0, имеем 

lim
𝑛→∞

𝑔(𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0. 

Тогда по определению Гейне lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) = 𝑥0 . А так как 𝑔(𝑥0) =

= 𝑥0 = lim
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥), то по определению 6.3 функция 𝑔(𝑥) = 𝑥 непре-
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рывна в точке 𝑥0 . В силу произвольности выбора точки 𝑥0  полу-

чаем, что функция 𝑔(𝑥) = 𝑥 непрерывна в любой точке множества 

ℝ, а значит непрерывна на всем множестве ℝ. 

Тогда функция 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 = 𝑔(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥) ⋅ … ⋅ 𝑔(𝑥)⏟              
𝑛 множителей

 непрерывна 

на множестве ℝ по теореме о непрерывности произведения функ-

ций. Что и требовалось доказать. 

3. Целая рациональная функция  

𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 

непрерывна на множестве 𝑋 = ℝ. 

Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑔𝑖(𝑥) = 𝑎𝑖𝑥
𝑛−𝑖 ,  

𝑖 = 0, 𝑛. Каждая из этих функций непрерывна на множестве ℝ по 

теореме 6.3 о непрерывности произведения двух функций, одна из 

которых постоянная, а вторая – степенная. Тогда функция 𝑓(𝑥) =

𝑃𝑛(𝑥) непрерывна на множестве ℝ по теореме 6.3 о непрерывности 

суммы функций. Что и требовалось доказать. 

4. Дробно-рациональная функция 𝑓(𝑥) =
𝑃𝑛(𝑥)

𝑄𝑚(𝑥)
 как отношение 

двух целых рациональных функций непрерывна на множестве  

𝑋 = ℝ\{𝑥:   𝑄𝑚(𝑥) = 0} по теореме 6.3 о непрерывности частного 

двух функций. 

5. Тригонометрические функции. 

𝑓(𝑥) = sin𝑥, 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 непрерывны на множестве 𝑋 = ℝ. 

𝑓(𝑥) = tg 𝑥 непрерывна на множестве 𝑋 = ℝ\ {𝑥: 𝑥 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ}. 

𝑓(𝑥) = ctg 𝑥 непрерывна на множестве 𝑋 = ℝ\{𝑥:  𝑥 = 𝜋𝑘,   𝑘 ∈ ℤ}. 
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Непрерывность сложной функции 

Определение 6.7. Если функция 𝑦 = 𝑓(𝑢) определена на мно-

жестве 𝑈, функция 𝑢 = 𝜑(𝑥) определена на множестве 𝑋, при этом 

функция 𝜑 отображает множество 𝑋 во множество 𝑈, то на множе-

стве 𝑋 определена сложная функция 𝑦 = 𝑓(𝜑(𝑥)). 

Теорема 6.4 (о непрерывности сложной функции). Если 

функция 𝑦 = 𝑓(𝑢)  непрерывна на множестве 𝑈 , а функция  

𝑢 = 𝜑(𝑥) непрерывна на множестве 𝑋, при этом функция 𝜑 отобра-

жает множество 𝑋  во множество 𝑈 , то сложная функция  

𝑦 = 𝑓(𝜑(𝑥)) непрерывна на множестве 𝑋. 

Доказательство. Чтобы доказать, что функция 𝑦 = 𝑓(𝜑(𝑥)) не-

прерывна на множестве 𝑋 достаточно доказать ее непрерывность в 

произвольной точке 𝑥0 ∈ 𝑋. Для этого используем определение 6.4 

функции, непрерывной в точке. Возьмем любое 𝜀 > 0 и покажем, что 

существует такое число 𝛿(𝜀) > 0, что для любых 𝑥, удовлетворяю-

щих неравенству |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, выполняется неравенство 

|𝑓(𝜑(𝑥)) − 𝑓(𝜑(𝑥0))| < 𝜀.                             (6.5) 

Обозначим 𝑢0 = 𝜑(𝑥0). Так как функция 𝜑 отображает множе-

ство 𝑋 во множество 𝑈, то 𝑢0 ∈ 𝑈. Так как функция 𝑦 = 𝑓(𝑢) не-

прерывна на множестве 𝑈, то она непрерывна и в точке 𝑢0. Следо-

вательно, по определению 6.4 функции, непрерывной в точке, 

имеем, что для любого 𝜀 > 0 существует такое число 𝛿1(𝜀) > 0, что 

для любых 𝑢, удовлетворяющих неравенству  

|𝑢 − 𝑢0| < 𝛿1,                                          (6.6) 

выполняется неравенство 

|𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑢0)| < 𝜀.                                    (6.7) 

Так как функция 𝑢 = 𝜑(𝑥) непрерывна на множестве 𝑋, то она 

непрерывна и в точке 𝑥0. По определению 6.4 функции, непрерыв-

ной в точке, имеем, что для любого 𝜀 > 0, а значит и для 𝜀 = 𝛿1  
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существует такое число 𝛿2(𝜀) > 0, что для любых 𝑥, удовлетворяю-

щих неравенству  

|𝑥 − 𝑥0| < 𝛿2,                                          (6.8) 

выполняется неравенство 

|𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥0)| < 𝜀 = 𝛿1.                                (6.9) 

Покажем, что из неравенства (6.8) следует неравенство (6.5). 

Так как из неравенства (6.8) следует выполнимость неравенства 

(6.9), то с учетом обозначения 𝑢0 = 𝜑(𝑥0) и того, что 𝑢 = 𝜑(𝑥), по-

лучаем, что из неравенства (6.8) следует выполнимость неравенства 

|𝑢 − 𝑢0| < 𝛿1, которое является неравенством (6.6). Так как из нера-

венства (6.6) следует выполнимость неравенства (6.7), то по свой-

ству транзитивности из неравенства (6.8) следует неравенство (6.7). 

Заменяя 𝑢 = 𝜑(𝑥), 𝑢0 = 𝜑(𝑥0), вместо неравенства (6.7) получаем 

неравенство (6.5). Таким образом, из неравенства (6.8) следует вы-

полнимость неравенства (6.5). 

Итак, для любого 𝜀 > 0  существует такое 𝛿(𝜀) > 0 , что для 

всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству (6.8), выполняется неравен-

ство (6.5). Что и требовалось доказать. 

Свойства функции, непрерывной на отрезке 

Теорема 6.5 (первая теорема Вейерштрасса – о связи непре-

рывности с ограниченностью). Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна на 

отрезке [𝑎;  𝑏], то она ограничена на этом отрезке. 

Доказательство. Докажем теорему методом от противного. До-

пустим, что функция 𝑓(𝑥) неограничена на отрезке [𝑎;  𝑏]. Разделим 

отрезок [𝑎;  𝑏] пополам. Получим два отрезка. Причем хотя бы на од-

ном из них функция неограниченна, так как в противном случае функ-

ция оказалась бы ограниченна на всем отрезке [𝑎;  𝑏]. Выберем из этих 

двух отрезков один, на котором функция 𝑓(𝑥) неограничена и обозна-

чим его [𝑎1;  𝑏1], при этом его длина 𝑑1 = 𝑏1 − 𝑎1 =
𝑑

2
, где 𝑑 –длина 

отрезка [𝑎; 𝑏]. Разделим [𝑎1;  𝑏1] пополам и из двух отрезков выбе-

рем тот, на котором функция 𝑓(𝑥) неограниченна. Обозначим его 
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[𝑎2;  𝑏2], при этом 𝑑2 =
𝑑

22
. Продолжая этот процесс неограниченное 

число раз, получим последовательность отрезков [𝑎1;  𝑏1], [𝑎2;  𝑏2], 

…, [𝑎𝑛;  𝑏𝑛], …, которая обладает свойствами: 

1) каждый последующий отрезок содержится в предыдущем, 

2) длина 𝑛-го отрезка 𝑑𝑛 =
𝑑

2𝑛
→ 0 при 𝑛 → ∞, 

3) на каждом отрезке функция 𝑓(𝑥) неограниченна. 

Из свойств 1) и 2) следует, что записанная последовательность 

отрезков является стягивающейся. Тогда по аксиоме Кантора суще-

ствует единственная точка 𝑥0, принадлежащая всем отрезкам этой 

последовательности. Так как каждый из этих отрезков принадлежит 

отрезку [𝑎;  𝑏] то 𝑥0 ∈ [𝑎;  𝑏].  

Функция 𝑓(𝑥) непрерывна на отрезке [𝑎;  𝑏] по условию тео-

ремы. Тогда функция 𝑓(𝑥) непрерывна и в точке 𝑥0. По свойству 

функции, непрерывной в точке (теорема 6.1), найдется 𝑈(𝑥0, 𝛿), в 

которой функция 𝑓(𝑥) является ограниченной. 

Так как по свойству 2) отрезков 𝑑 → 0 при 𝑛 → ∞, то среди 

этих отрезков найдется хотя бы один, длина которого меньше 𝛿 . 

Обозначим его [𝑎𝑘;  𝑏𝑘]. А так как к тому же этот отрезок содержит 

в себе точку 𝑥0, то [𝑎𝑘;  𝑏𝑘] ⊂ 𝑈(𝑥0, 𝛿). Так как функция ограничена 

во всей окрестности 𝑈(𝑥0, 𝛿), то она ограничена и на части этой 

окрестности, то есть на [𝑎𝑘;  𝑏𝑘]. А это противоречит свойству от-

резков 3). Следовательно, наша допущение, что функции неограни-

чена на отрезке [𝑎;  𝑏] неверно. Тогда функция 𝑓(𝑥) ограничена на 

отрезке [𝑎;  𝑏]. Теорема доказана. 

Замечание 6.2. Требование непрерывности функции именно на 

отрезке важно, так как функция может быть непрерывна на интер-

вале, но при этом быть неограниченной на этом интервале. Напри-

мер, функция 𝑦 =
1

𝑥
 непрерывна на (0;  1), но является неограни-

ченной на (0;  1). 



154 

Теорема 6.6 (вторая теорема Вейерштрасса – о наибольшем и 

наименьшем значениях). Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна на [𝑎;  𝑏], 

то она имеет на этом отрезке наименьшее и наибольшее значения. 

Доказательство. Пусть 𝑌 – это множество значений функции 

𝑓(𝑥) на [𝑎;  𝑏]. По теореме 6.5 функция 𝑓(𝑥) ограничена на отрезки 

[𝑎;  𝑏]. Это означает, что множество 𝑌 ограниченно. То есть для лю-

бого 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏]  выполняется неравенство 𝐴 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝐵 . То есть 

множество 𝑌 ограничено и сверху, и снизу. По теореме о существо-

вании точных граней множества получаем, что множество 𝑌 имеет 

точную верхнюю и точную нижнюю грань, которые обозначим  

𝑀 = sup𝑌, 𝑚 = inf 𝑌. Тогда 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 для любого 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏]. 

Чтобы доказать, что функция имеет на отрезке [𝑎;  𝑏] наибольшее и 

наименьшее значение, достаточно доказать, что хотя бы в одной 

точке 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏] функция примет значение 𝑀  и в какой-то другой 

точке – значение 𝑚. 

Докажем, что функции может достигать на отрезке [𝑎;  𝑏] точ-

ной верхней грани 𝑀. Доказательство проведем методом от против-

ного. Допустим, что для любого 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏] выполняется неравен-

ство 𝑓(𝑥) < 𝑀 . Тогда справедливо 𝑀− 𝑓(𝑥) > 0  для любого  

𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏]. Причем функция 𝑀− 𝑓(𝑥) непрерывна на [𝑎;  𝑏]. А то-

гда по теореме 6.3 о непрерывности частного функция  

𝜑(𝑥) =
1

𝑀−𝑓(𝑥)
 непрерывна на [𝑎;  𝑏]. Следовательно, по теореме 6.5 

о связи непрерывности с ограниченностью функция 𝜑(𝑥) ограни-

чена на [𝑎;  𝑏]. Это означает, что существует число 𝐾 > 0 такое, что 

для любого 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] выполняется неравенство |𝜑(𝑥)| ≤ 𝐾. А это 

равносильно тому, что 
1

𝑀−𝑓(𝑥)
≤ 𝐾. Отсюда 𝑀 − 𝑓(𝑥) ≥

1

𝐾
 и, соот-

ветственно 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 −
1

𝐾
. А это противоречит тому, что 𝑀 – точная 

верхняя грань для значений функции 𝑓(𝑥). Таким образом, наше до-

пущение, что 𝑓(𝑥) ни при каких 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏] не может достигать зна-
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чения 𝑀, неверно. Значит, хотя бы при одном 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏] имеет ме-

сто, что 𝑓(𝑥) = 𝑀. А это означает, что функция 𝑓(𝑥) принимает на 

[𝑎;  𝑏] наибольшее значение 𝑀.  

Доказательство для наименьшего значения аналогично. Тео-

рема доказана. 

Теорема 6.7 (первая теорема Больцано-Коши). Если функция 

𝑓(𝑥) непрерывна на [𝑎;  𝑏] и принимает на концах этого отрезка зна-

чение разных знаков, то внутри [𝑎;  𝑏] найдется хотя бы одна точка 𝑥0, 

в которой значение функции равно нулю, то есть 𝑓(𝑥0) = 0. 

Доказательство. Доказательство проведем методом от против-

ного. Допустим, что 𝑓(𝑥) ≠ 0 для любого 𝑥 ∈ [𝑎;  𝑏]. Применим ме-

тод пополамного деления. Делим [𝑎;  𝑏]  пополам точкой 𝑐 

(рис. 6.2). Так как по допущению 𝑓(𝑐) ≠ 0, то на концах либо [𝑎;  𝑐], 

либо [𝑐;  𝑏] функция будет принимать значение разных знаков. Вы-

берем такой отрезок, на концах которого функция принимает зна-

чение разных знаков, и обозначим его [𝑎1;  𝑏1]. При этом длина от-

резка [𝑎1;  𝑏1] будет равна 𝑑1 =
𝑑

2
, где 𝑑 – длина [𝑎;  𝑏].  

 
Рис. 6.2. Метод пополамного деления 

 

Делим отрезок [𝑎1;  𝑏1] пополам и из двух новых отрезков вы-

бираем тот, на концах которого функция принимает значение раз-

ных знаков. Обозначим его [𝑎2;  𝑏2]. При этом его длина 𝑑2 =
𝑑

22
. 
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Продолжая этот процесс неограниченно, получим последователь-

ность отрезков [𝑎1;  𝑏1],   [𝑎2;  𝑏2],   …,   [𝑎𝑛;  𝑏𝑛],   …, которая обла-

дает свойствами: 

1) каждый последующий отрезок содержится в предыдущем, 

2) длина 𝑛-го отрезка 𝑑𝑛 =
𝑑

2𝑛
→ 0 при 𝑛 → ∞, 

3) на концах каждого из этих отрезков функция 𝑓(𝑥) принимает 

значения разных знаков. 

Из свойств 1) и 2) следует, что записанная последовательность 

отрезков является стягивающейся. Тогда по аксиоме Кантора суще-

ствует единственная точка 𝑥0 , принадлежащая всем отрезкам  

этой последовательности. Так как каждый из этих отрезков принад-

лежит отрезку [𝑎;  𝑏] то 𝑥0 ∈ [𝑎;  𝑏]. А так как по условию теоремы 

функция 𝑓(𝑥)  непрерывна на [𝑎;  𝑏] , то она непрерывна и  

в точке 𝑥0. 

По допущению 𝑓(𝑥0) ≠ 0 . Тогда по теореме 6.2 о свойстве 

функции, непрерывной в точке, получаем, что существует  

𝛿-окрестность точки 𝑥0, в которой знак функции совпадает с 𝑓(𝑥0), 

то есть в 𝑈(𝑥0, 𝛿) функция сохраняет постоянный знак.  

Так как по свойству 2) 𝑑 → 0 при 𝑛 → ∞, то среди последова-

тельности отрезков найдется хотя бы один, длина которого меньше 

𝛿. Обозначим [𝑎𝑘;  𝑏𝑘]. Так как этот отрезок содержит к тому же 

точку 𝑥0, то [𝑎𝑘; 𝑏𝑘] ⊂ 𝑈(𝑥0, 𝛿). Учитывая, что в этой окрестности 

функция 𝑓(𝑥) сохраняет свой знак, то и на отрезке [𝑎𝑘;  𝑏𝑘] функ-

ция 𝑓(𝑥) сохраняет свой знак. Поэтому и на концах отрезка [𝑎𝑘;  𝑏𝑘] 

функция 𝑓(𝑥) имеет один и тот же знак. А это противоречит свой-

ству 3) последовательности отрезков. Полученное противоречие 

означает, что допущение о том, что что 𝑓(𝑥) ≠ 0 для любого 𝑥 ∈

[𝑎;  𝑏], неверно. Поэтому хотя бы в одной точке из отрезка [𝑎;  𝑏] 

функция обратится в ноль. Теорема доказана. 
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Теорема 6.8 (вторая теорема Больцано-Коши). Если функ-

ция 𝑓(𝑥), непрерывная на отрезке [𝑎;  𝑏], принимает на концах от-

резка два различных значения, то она принимает любое промежу-

точное значение между ними. 

Доказательство. Пусть функция 𝑓(𝑥)  непрерывна на [𝑎; 𝑏] , 

при этом 𝑓(𝑎) = 𝐴 , 𝑓(𝑏) = 𝐵 , 𝐴 < 𝐵 . Докажем, что существует 

число 𝐶 ∈ (𝐴;  𝐵)  такое, что найдется хотя бы одна точка 𝑥0 ∈

(𝑎;  𝑏) такая, что𝑓(𝑥0) = 𝐶. 

Рассмотрим функцию 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝐶. Так как функция 𝑓(𝑥) 

непрерывна на [𝑎;  𝑏]  по условию, а постоянная функция непре-

рывна на (−∞; +∞), а значит и на [𝑎;  𝑏], то функция 𝑔(𝑥) непре-

рывна на [𝑎;  𝑏] как разность двух непрерывных функций. Найдем 

значение функции 𝑔(𝑥) на концах [𝑎;  𝑏]. 

𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎) − 𝐶 = 𝐴 − 𝐶 < 0,            𝑔(𝑏) = 𝑓(𝑏) − 𝐶 = 𝐵 − 𝐶 > 0. 

Итак, непрерывная на [𝑎;  𝑏] функция 𝑔(𝑥) принимает на кон-

цах этого отрезка значения разных знаков. Тогда по теореме 6.7 о ну-

левом значении непрерывной функции внутри отрезка получаем, что 

внутри [𝑎;  𝑏] найдется хотя бы одна точка 𝑥0, в которой 𝑔(𝑥0) = 0. 

Следовательно, 𝑓(𝑥0) − 𝐶 = 0, то есть 𝑓(𝑥0) = 𝐶. Теорема доказана. 

Равномерная непрерывность функции на множестве 

Пусть функция 𝑓(𝑥) непрерывна на множестве 𝑋. Тогда она не-

прерывна в каждой точке этого множества. Пусть точки 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, 𝑖 ∈ ℕ. 

Применим определение непрерывности функции в каждой из этих 

точек. 

Так как функция 𝑓(𝑥)  непрерывна в точке 𝑥1 , то  

lim
𝑥→𝑥1

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥1) . Или для любого числа 𝜀 > 0  найдется такое 

число 𝛿1(𝜀) > 0 , что для всех 𝑥 , удовлетворяющих неравенству 

|𝑥 − 𝑥1| < 𝛿1, выполняется неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥1)| < 𝜀.  

Так как функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥2, то для того же 

числа 𝜀 > 0 найдется, вообще говоря, другое число 𝛿2(𝜀) > 0, что 
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для всех 𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑥2| < 𝛿2, выполня-

ется неравенство |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀.  

Так как функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥2, то для того же 

числа 𝜀 > 0 найдется такое число 𝛿3(𝜀) > 0, что для всех 𝑥, удовле-

творяющих неравенству |𝑥 − 𝑥3| < 𝛿3 , выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥3)| < 𝜀.  

И так далее. Таким образом, выбор 𝛿 для одного и того же 𝜀 за-

висит не только от 𝜀, но и от той точки, в которой функция непре-

рывна. Иногда бывают такие функции, у которых для разных точек в 

области непрерывности можно указать общее 𝛿 . В таком случае 

функцию называют равномерно непрерывной на множестве 𝑋. 

Определение 6.8. Функция 𝑓(𝑥) называется равномерно непре-

рывной на множестве 𝑋, если для любого наперед заданного числа 

𝜀 > 0  найдется такое число 𝛿(𝜀) > 0, что для любых точек 𝑥1 и 𝑥2 

из множества 𝑋, таких, что |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿, выполняется неравенство 

|𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| < 𝜀. 

Покажем, что если функция равномерно непрерывна на множе-

стве 𝑋, то она и непрерывна в каждой точке этого множества. Дей-

ствительно, полагая в приведенном определении, что 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 =

𝑥0, где 𝑥0 ∈ 𝑋 – произвольная фиксированная точка, получаем, что 

для любого числа 𝜀 > 0 найдется такое число 𝛿(𝜀) > 0, что для всех 

𝑥, удовлетворяющих неравенству |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, выполняется нера-

венство |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)| < 𝜀 . Следовательно, по определению 6.4, 

функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 𝑥0. 

Итак, из равномерной непрерывности функции на множестве 

следует непрерывность функции на этом множестве. 

Однако из непрерывности функции на множестве 𝑋 не следует 

равномерная непрерывность на этом множестве. Но при более жест-

ких условиях, когда множество 𝑋 является отрезком, имеет место 

теорема. 
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Теорема 6.9 (Кантора). Если функция 𝑓(𝑥)  непрерывна на 

[𝑎;  𝑏], то она равномерно непрерывна на этом отрезке. 

Доказательство. Доказательство проведем методом от против-

ного. Предположим, что для некоторого определенного числа 𝜀 > 0 

какое бы число 𝛿(𝜀) > 0 не выбрать, найдутся две точки 𝑥1 и 𝑥2 из 

[𝑎;  𝑏], таких, что |𝑥1 − 𝑥2| < 𝛿, для которых выполняется неравен-

ство |𝑓(𝑥1) − 𝑓(𝑥2)| ≥ 𝜀. 

Теперь рассмотрим такую последовательность {𝛿𝑛}  положи-

тельных чисел, что 𝛿𝑛 → 0. Для каждого 𝛿𝑛 найдутся в [𝑎;  𝑏] такие 

значения 𝑥𝑛  и 𝑥0𝑛 , что |𝑥𝑛 − 𝑥0𝑛| < 𝛿 , для которых выполняется 

неравенство |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0𝑛)| ≥ 𝜀, 𝑛 ∈ ℕ. 

По теореме Больцано-Вейерштрасса из любой ограниченной 

последовательности {𝑥𝑛} можно выделить частичную подпоследо-

вательность, сходящуюся к некоторой точке 𝑥0 ∈ [𝑎;  𝑏]. 

Так как |𝑥𝑛 − 𝑥0𝑛| < 𝛿, а 𝛿𝑛 → 0, то 𝑥𝑛 − 𝑥0𝑛 → 0. Учитывая, 

что {𝑥𝑛} → 𝑥0, получаем, что и {𝑥0𝑛} → 𝑥0.  

Так как функция 𝑓(𝑥) непрерывна на [𝑎;  𝑏], то 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥0) 

и 𝑓(𝑥0𝑛) → 𝑓(𝑥0). Следовательно, 𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0𝑛) → 0. А это про-

тиворечит тому, что |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥0𝑛)| ≥ 𝜀. Полученное противоре-

чие и доказывает теорему. Терема доказана. 

6.3. Точки разрыва функции 

Когда ранее говорили, что функция 𝑓(𝑥) непрерывна в точке 

𝑥0, то предполагали, что функция 𝑓(𝑥) определена в окрестности 

точки 𝑥0 и при этом lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). То есть для непрерывности 

в точке, а должны выполняться следующие условия: 

1) функция 𝑓(𝑥) определена в точке 𝑥 = 𝑥0 и существует 𝑓(𝑥0); 

2) должен существовать lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), а значит, должны существовать 
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оба односторонних предела lim
𝑥→𝑥0±0

𝑓(𝑥)  и они должны быть 

равны между собой; 

3) должно выполняться равенство lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0). 

Определение 6.9. Есть ли функция 𝑓(𝑥) не является непрерыв-

ной в точке 𝑥0, то она называется точкой разрыва функции 𝑓(𝑥). 

Таким образом, для того чтобы точка 𝑥0 была точкой разрыва, до-

статочно нарушения хотя бы одного из трех условий. 

Классификация точек разрыва 

Определение 6.10. Точка разрыва 𝑥0  называется точкой раз-

рыва первого рода, если односторонние пределы функции при  

𝑥 → 𝑥0 ± 0 существуют и конечны. При этом точка 𝑥0 называется 

точкой разрыва с конечным скачком, если lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥) ≠

lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥) . Точка 𝑥0  называется точкой устранимого разрыва, 

если lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥), но либо односторонние производ-

ные не равны 𝑓(𝑥0), либо в точке 𝑥0 функция не определена. 

Пример 6.2.  

Рассмотрим функцию 𝑦 =
1

1+2
1
𝑥

. Она непрерывна на множестве 

𝑋 = (−∞;  0) ∪ (0; +∞) . Точка 𝑥 = 0  является точкой разрыва. 

Определим ее тип. Так как 

lim
𝑥→0−0

1

1 + 2
1
𝑥

= 

[

lim
𝑥→0−0

1 = 1,

lim
𝑥→0−0

(1 + 2
1
𝑥) = [ lim

𝑥→0−0
2
1
𝑥 = [ lim

𝑥→0−0

1

𝑥
= −∞] = 0] = 1 + 0 = 1

] 

=
1

1
= 1, 
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lim
𝑥→0+0

1

1 + 2
1
𝑥

= 

[

lim
𝑥→0∓0

1 = 1,

lim
𝑥→0+0

(1 + 2
1
𝑥) = [ lim

𝑥→0+0
2
1
𝑥 = [ lim

𝑥→0+0

1

𝑥
= +∞] = +∞] = +∞

] 

= 0, 

то есть односторонние пределы существуют и конечны, то 𝑥 = 0 – 

точка разрыва первого рода. Так как lim
𝑥→0−0

𝑦 ≠ lim
𝑥→0+0

𝑦, то 𝑥 = 0 – 

точка разрыва с конечным скачком, что видно на рис. 6.3.  ∎ 

 

Рис. 6.3. Точка разрыва с конечным скачком 

Пример 6.3.  

Рассмотрим функцию 𝑦 =
sin𝑥

𝑥
. Она непрерывна на множестве 

𝑋 = (−∞;  0) ∪ (0; +∞) . Точка 𝑥 = 0  является точкой разрыва. 

Определим ее тип. Так как lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
= 1 по первому замечательному 

пределу, то lim
𝑥→0−0

sin𝑥

𝑥
= lim
𝑥→0+0

sin𝑥

𝑥
= 1. Следовательно, односторон-

ние пределы существуют и конечны, а 𝑥 = 0 – точка разрыва первого 

рода. Так как при этом функция 𝑦 =
sin𝑥

𝑥
 не определена в точке 𝑥 = 0, 

то 𝑥 = 0 – точка устранимого разрыва, что видно на рис. 6.4. 
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Рис. 6.4. Точка устранимого разрыва 

Если дополнить функцию 𝑦 =
sin𝑥

𝑥
 значением в точке 𝑥 = 0, рав-

ным 1, то получим непрерывную функцию из примера 6.1(2).   ∎ 

Определение 6.11. Точка разрыва 𝑥0  называется точкой раз-

рыва второго рода, если хотя бы один из односторонних пределов 

функции при 𝑥 → 𝑥0 ± 0 равен бесконечности или не существует. 

Пример 6.4. 

Для функции 𝑦 =
1

𝑥
 точка 𝑥 = 0 является точкой разрыва второго 

рода, так как lim
𝑥→0−0

1

𝑥
= −∞, lim

𝑥→0+0

1

𝑥
= +∞, что видно на рис. 6.5. 

 
Рис. 6.5. Точка разрыва второго рода 

6.4. Обратная функция и ее непрерывность 

Известно, что признаком функции является то, что каждому 

значению аргумента из некоторого множества должно соответство-

вать единственное значение функции. 
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Пусть для функции 𝑦 = 𝑓(𝑥)  множество 𝑋  является областью 

определения, а множество 𝑌  – множеством значений функции. Это 

означает, что для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 с помощью функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) ста-

вится в соответствие единственное значение 𝑦 ∈ 𝑌 . При этом  

каждому 𝑦 ∈ 𝑌 соответствует хотя бы одно 𝑥 ∈ 𝑋, такое, что 𝑓(𝑥) =

𝑦. Таким образом, обратное соответствие не всегда является однознач-

ным. 

Определение 6.12. Если функция 𝑦 = 𝑓(𝑥) с областью опреде-

ления 𝑋 и множеством значений 𝑌 такова, что каждому значению 

𝑦 ∈ 𝑌  соответствует единственное значение 𝑥 ∈ 𝑋 , такое, что 

𝑓(𝑥) = 𝑦, то такое соответствие определяет на множестве 𝑌 функ-

цию от 𝑦, которая обозначается 𝑥 = 𝑓−1(𝑦) и называется обратной 

функцией по отношению к заданной. 

Из определения следует, что если 𝑓−1(𝑦0) = 𝑥0 , то  

𝑓(𝑥0) = 𝑦0. Подставляя одно в другое, получаем 

𝑓(𝑓−1(𝑦0)) = 𝑦0,              𝑓
−1(𝑓(𝑥0)) = 𝑥0, 

то есть взаимообратные функции, действуя друг на друга, «пога-

шают» себя и остается только аргумент. 

График обратной функции 

Если функция 𝑥 = 𝑓−1(𝑦)  – обратная функция для функции 

𝑦 = 𝑓(𝑥) , то в такой записи графики этих функций совпадают, 

только область определения функции 𝑓(𝑥) изображается на оси 𝑂𝑥, 

а область определения обратной функции 𝑓−1(𝑦) изображается на 

оси 𝑂𝑦 и совпадает с множеством значений функции 𝑓(𝑥). 

Если же у обратной функции аргумент 𝑦 обозначить через 𝑥, а 

значение функции через 𝑦, то есть 𝑦 = 𝑓−1(𝑥), то в такой записи 

график обратной функции будет симметричен с графиком заданной 

функции относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.6). 
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Рис. 6.6. График обратной функции 

Действительно, если точка 𝑀(𝑎; 𝑏) принадлежит графику функ-

ции 𝑦 = 𝑓(𝑥) , то 𝑏 = 𝑓(𝑎) . Тогда по определению 6.12 обратной 

функции имеем, что 𝑎 = 𝑓−1(𝑏). А это означает, что точка 𝑀1(𝑏; 𝑎) 

принадлежит графику функции 𝑥 = 𝑓−1(𝑦). При этом точки 𝑀(𝑎; 𝑏) 

и 𝑀1(𝑏; 𝑎) симметричны относительно прямой 𝑦 = 𝑥. 

Существование обратной функции на отрезке 

Теорема 6.10. Если функция 𝑦 = 𝑓(𝑥) непрерывна и строго воз-

растает (убывает) на [𝑎; 𝑏], то на [𝑐; 𝑑] (на [𝑑;  𝑐]), где 𝑐 = 𝑓(𝑎), 𝑑 =

𝑓(𝑏), существует функция 𝑥 = 𝑓−1(𝑦), обратная к данной, которая 

также непрерывна и строго возрастает (убывает) на [𝑐;  𝑑] (на [𝑑;  𝑐]). 

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝒙 

Рассмотрим функцию 𝒚 = 𝐬𝐢𝐧𝒙. Она непрерывна на всей обла-

сти существования 𝐷(𝑦) = (−∞; +∞) . Но на множестве 𝐷(𝑦) 

функция 𝑦 = sin 𝑥 не является обратной, так как для каждого значе-

ния 𝑦0 из множества значений функции 𝑦 = sin𝑥 ставится в соот-

ветствие не единственное значение 𝑥0 ∈ 𝐷(𝑦), такое, что sin 𝑥0 =

𝑦0. Например, значению 𝑦0 = 0 соответствуют 𝑥0 = 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ, при 

этом sin 𝑥0 = sin𝜋𝑘 = 0 = 𝑦0. 
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Рассмотрим функцию 𝑦 = sin 𝑥  на множестве 𝑋 = [−
𝜋

2
;  
𝜋

2
] ⊂

𝐷(𝑦). На этом отрезке функция непрерывна и строго возрастает. То-

гда, учитывая, что sin (−
𝜋

2
) = −1, sin

𝜋

2
= 1, по теореме 6.10 о су-

ществовании обратной функции на отрезке получаем, что на 

[−1;  1] существует функция, обратная данной функции, которую 

обозначим 𝒙 = 𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝒚 . При этом функция 𝑥 = arcsin 𝑦  непре-

рывна и строго возрастает на [−1;  1]. Перейдем к привычному обо-

значению аргумента и запишем полученную функцию в виде 𝒚 =

𝐚𝐫𝐜𝐬𝐢𝐧𝒙. Эта функция обладает свойствами: 

1) функция определена на [−1;  1]; 

2) функция непрерывна на [−1;  1]; 

3) функция строго возрастает на [−1;  1]; 

4) множество значений 𝑌 = [−
𝜋

2
;  
𝜋

2
]; 

5) график функции 𝑦 = arcsin 𝑥  симметричен графику функции 

𝑦 = sin 𝑥 относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.7); 

6) lim
𝑥→𝑥0

arcsin 𝑥 = arcsin 𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ [−1;  1]. 

 
Рис. 6.7. График функции 𝑦 = arcsin 𝑥 
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𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬𝒙 

Рассмотрим функцию 𝒚 = 𝐜𝐨𝐬𝒙. Она непрерывна на всей обла-

сти существования 𝐷(𝑦) = (−∞; +∞). Но на множестве 𝐷(𝑦) функ-

ция 𝑦 = cos 𝑥 не является обратной, так как для каждого значения 𝑦0 

из множества значений функции 𝑦 = cos𝑥 ставится в соответствие 

не единственное значение 𝑥0 ∈ 𝐷(𝑦), такое, что cos 𝑥0 = 𝑦0. Напри-

мер, значению 𝑦0 = 0 соответствуют 𝑥0 =
𝜋

2
+ 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ ℤ, при этом 

cos 𝑥0 = cos (
𝜋

2
+ 𝜋𝑘) = 0 = 𝑦0. 

Рассмотрим функцию 𝑦 = cos 𝑥  на множестве 𝑋 = [0;  𝜋] ⊂

𝐷(𝑦). На этом отрезке функция непрерывна (так как она непре-

рывна на (−∞; +∞) ) и строго убывает. Тогда, учитывая, что 

cos(0) = 1, cos 𝜋 = −1, по теореме 6.10 о существовании обратной 

функции на отрезке получаем, что на [−1;  1] существует функция, 

обратная данной функции, которую обозначим 𝒙 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬𝒚. При 

этом функция 𝑥 = arccos 𝑦  непрерывна и строго возрастает на 

[−1;  1].  

Перейдем к привычному обозначению аргумента и запишем 

полученную функцию в виде 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐨𝐬𝒙. Эта функция обладает 

свойствами: 

1) функция определена на [−1;  1]; 

2) функция непрерывна на [−1;  1]; 

3) функция строго убывает на [−1;  1]; 

4) множество значений 𝑌 = [0;  𝜋]; 

5) график функции 𝑦 = arccos 𝑥  симметричен графику функции 

𝑦 = cos𝑥 относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.8); 

6) lim
𝑥→𝑥0

arccos 𝑥 = arccos 𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ [−1;  1]. 



167 

 

Рис. 6.8. График функции 𝑦 = arccos 𝑥 

Существование обратной функции на интервале 

Теорема 6.11. Если функция 𝑓(𝑥) непрерывна и строго возрас-

тает (строго убывает) на (𝑎;  𝑏) , при этом существуют пределы 

lim
𝑥→𝑎+0

𝑓(𝑥) = 𝑐  и lim
𝑥→𝑏−0

𝑓(𝑥) = 𝑑 , то на (𝑐;  𝑑)  (на (𝑑;  𝑐) ) суще-

ствует функция 𝑥 = 𝑓−1(𝑦), обратная к данной, которая также не-

прерывна и строго возрастает (убывает) на (𝑐;  𝑑) (на (𝑑;  𝑐)). 

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠𝒙 

Рассмотрим функцию 𝒚 = 𝐭𝐠 𝒙 на множестве 𝑋 = (−
𝜋

2
;  
𝜋

2
). На 

этом интервале функция непрерывна и строго возрастает. Тогда, 

учитывая, что lim
𝑥→−

𝜋

2
+0
tg 𝑥 = −∞, lim

𝑥→
𝜋

2
−0
tg 𝑥 = +∞, по теореме 6.11 

о существовании обратной функции на интервале получаем, что на 

(−∞; +∞) существует функция, обратная данной функции, кото-

рую обозначим 𝒙 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠𝒚. При этом функция 𝑥 = arctg 𝑦 непре-

рывна и строго возрастает на (−∞; +∞). 
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Рис. 6.9. График функции 𝑦 = arctg 𝑥 

Перейдем к привычному обозначению аргумента и запишем 

полученную функцию в виде 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐭𝐠𝒙. Эта функция обладает 

свойствами: 

1) функция определена на (−∞; +∞); 

2) функция непрерывна на (−∞; +∞); 

3) функция строго возрастает на (−∞; +∞); 

4) множество значений 𝑌 = (−
𝜋

2
;  
𝜋

2
); 

5) график функции 𝑦 = arctg 𝑥  симметричен графику функции  

𝑦 = tg 𝑥 относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.9); 

6) lim
𝑥→𝑥0

arctg 𝑥 = arctg 𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ (−∞; +∞); 

7) lim
𝑥→−∞

arctg 𝑥 = −
𝜋

2
, lim
𝑥→+∞

arctg 𝑥 =
𝜋

2
. 

𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐭𝐠 𝒙 

Рассмотрим функцию 𝒚 = 𝐜𝐭𝐠 𝒙 на множестве 𝑋 = (0;  𝜋). На 

этом интервале функция непрерывна и строго убывает. Тогда,  

учитывая, что lim
𝑥→0+0

ctg 𝑥 = +∞, lim
𝑥→𝜋−0

ctg 𝑥 = −∞, по теореме 6.11 
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о существовании обратной функции на интервале получаем, что на 

(−∞; +∞) существует функция, обратная данной функции, кото-

рую обозначим 𝒙 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐭𝐠𝒚. При этом функция 𝑥 = arcctg 𝑦  не-

прерывна и строго убывает на (−∞; +∞). 

Перейдем к привычному обозначению аргумента и запишем 

полученную функцию в виде 𝒚 = 𝐚𝐫𝐜𝐜𝐭𝐠𝒙. Эта функция обладает 

свойствами: 

1) функция определена на (−∞; +∞); 

2) функция непрерывна на (−∞; +∞); 

3) функция строго убывает на (−∞; +∞); 

4) множество значений 𝑌 = (0;  𝜋); 

5) график функции 𝑦 = arcctg 𝑥  симметричен графику функции 

𝑦 = ctg 𝑥 относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.10); 

6) lim
𝑥→𝑥0

arcctg 𝑥 = arcctg 𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ (−∞; +∞); 

7) lim
𝑥→−∞

arcctg 𝑥 = 𝜋, lim
𝑥→+∞

arcctg 𝑥 = 0. 

 
Рис. 6.10. График функции 𝑦 = arcctg 𝑥 
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𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙 

Для введения логарифмической функции найдем множество 

непрерывности показательной функции 𝑦 = 𝑎𝑥. Покажем, что это 

множество 𝑋 = (−∞; +∞). Для этого докажем непрерывность этой 

функции в каждой точке 𝑥0 ∈ (−∞; +∞). 

При рассмотрении темы предел функции было доказано, что 

lim
𝑥→0

𝑎𝑥 = 1 = 𝑎0. Это означает, что функция 𝑦 = 𝑎𝑥  непрерывна в 

точке 𝑥 = 0. Рассмотрим точку 𝑥0 ≠ 0.  

lim
𝑥→𝑥0

𝑎𝑥 = lim
𝑥→𝑥0

(𝑎𝑥0 ⋅ 𝑎𝑥−𝑥0) = 

= [
lim
𝑥→𝑥0

𝑎𝑥0 = 𝑎𝑥0 = const,

lim
𝑥→𝑥0

𝑎𝑥−𝑥0 = [𝑡 = 𝑥 − 𝑥0 → 0] = lim
𝑡→0

𝑎𝑡 = 1
] = 𝑎𝑥0 ⋅ 1 = 𝑎𝑥0 , 

Тогда lim
𝑥→𝑥0

𝑎𝑥 = 𝑎𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ (−∞; +∞). Следовательно, 

функция 𝑦 = 𝑎𝑥 непрерывна на 𝑋 = (−∞; +∞). 

Рассмотрим функцию 𝒚 = 𝒂𝒙 , 𝒂 > 𝟏 , на множестве 𝑋 =

(−∞; +∞). На этом интервале функция непрерывна и строго воз-

растает. Тогда, учитывая, что lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥 = 0, lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = +∞, по тео-

реме 6.11 о существовании обратной функции на интервале полу-

чаем, что на (0; +∞) существует функция, обратная данной функ-

ции, которую обозначим 𝒙 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒚. При этом функция 𝑥 = log𝑎 𝑦 

непрерывна и строго возрастает на (0; +∞). 

Перейдем к привычному обозначению аргумента и запишем 

полученную функцию в виде 𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙 . Эта функция обладает 

свойствами: 

1) функция определена на (0; +∞); 

2) функция непрерывна на (0; +∞); 

3) функция строго возрастает на (0; +∞); 

4) множество значений 𝑌 = (−∞; +∞); 
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5) график функции 𝑦 = log𝑎 𝑥  симметричен графику функции  

𝑦 = 𝑎𝑥 относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.11); 

6) lim
𝑥→𝑥0

log𝑎 𝑥 = log𝑎 𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ (0; +∞); 

7) lim
𝑥→0+0

log𝑎 𝑥 = −∞, lim
𝑥→+∞

log𝑎 𝑥 = +∞. 

 

Рис. 6.11. График функции 𝑦 = log𝑎 𝑥, 𝑎 > 1 

Рассмотрим функцию 𝒚 = 𝒂𝒙 , 𝟎 < 𝒂 < 𝟏 , на множестве  

𝑋 = (−∞; +∞). На этом интервале функция непрерывна и строго 

убывает. Тогда, учитывая, что lim
𝑥→−∞

𝑎𝑥 = +∞, lim
𝑥→+∞

𝑎𝑥 = 0, по тео-

реме 6.11 о существовании обратной функции на интервале полу-

чаем, что на (0; +∞) существует функция, обратная данной функ-

ции, которую обозначим 𝒙 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒚. При этом функция 𝑥 = log𝑎 𝑦 

непрерывна и строго убывает на (0; +∞). 

Перейдем к привычному обозначению аргумента и запишем 

полученную функцию в виде 𝒚 = 𝐥𝐨𝐠𝒂 𝒙 . Эта функция обладает 

свойствами: 

1) функция определена на (0; +∞); 

2) функция непрерывна на (0; +∞); 

3) функция строго убывает на (0; +∞); 

4) множество значений 𝑌 = (−∞; +∞); 



172 

5) график функции 𝑦 = log𝑎 𝑥  симметричен графику функции  

𝑦 = 𝑎𝑥 относительно прямой 𝑦 = 𝑥 (рис. 6.12); 

6) lim
𝑥→𝑥0

log𝑎 𝑥 = log𝑎 𝑥0 для любого 𝑥0 ∈ (0; +∞); 

7) lim
𝑥→0+0

log𝑎 𝑥 = +∞, lim
𝑥→+∞

log𝑎 𝑥 = −∞. 

 

Рис. 6.12. График функции 𝑦 = log𝑎 𝑥, 0 < 𝑎 < 1  
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