
ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ  
ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ  

«САМАРСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ  
УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ АКАДЕМИКА С.П. КОРОЛЕВА» 

(САМАРСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ) 
 
 
 
 
 
 
 
 

А.В. ДОРОШИН, М.М. КРИКУНОВ 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ ДВИЖЕНИЯ 
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА 

ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

САМАРА 2022 



МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ
ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ

«САМАРСКИЙ НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ
УНИВЕРСИТЕТ ИМЕНИ АКАДЕМИКА С.П. КОРОЛЕВА»

(САМАРСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ)

А.В. ДОРОШИН, М.М. КРИКУНОВ

ВВЕДЕНИЕ В ДИНАМИКУ ДВИЖЕНИЯ
КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА

Рекомендовано редакционно-издательским советом федерального
государственного автономного образовательного учреждения
высшего образования «Самарский национальный исследователь-
ский университет имени академика С.П. Королева» в качестве
учебного пособия для обучающихся по основным образователь-
ным программам высшего образования по направлениям под-
готовки 01.04.03 Механика и математическое моделирование,
24.04.02 Системы управления движением и навигация

С А М А Р А
Издательство Самарского университета

2022



УДК 629.78(075)
ББК 39.6я7

Д696

Рецензенты: д-р техн. наук, проф. Ю. М. З а б о л о т н о в,
канд. техн. наук М. В. Б о р и с о в

Дорошин, Антон Владимиович

Д696 Введение в динамику движения космического аппара-

та переменного состава: учебное пособие / А.В. Дорошин,

М.М. Крикунов. — Самара: Издательство Самарского универ-

ситета, 2022. — 109 с.

ISBN 978-5-7883-1804-2

Рассматриваются вопросы динамики движения космических ап-
паратов переменной массы, изложены основные аспекты углового и
траекторного движения на активных участках траекторий.

Пособие предназначено для научно-методического сопровожде-
ния курсов «Динамика движения космических аппаратов перемен-
ного состава», «Задачи и методы классической механики», читаемых
обучающимся Самарского университета по направлениям подготовки
24.04.02 Системы управления движением и навигация, 01.04.03 Меха-
ника и математическое моделирование соответственно, и может быть
использовано при выполнении выпускных работ магистров соответ-
ствующих специальностей.

Разработано на кафедре динамики полёта и систем управления

Самарского университета.

УДК 629.78(075)
ББК 39.6я7

ISBN 978-5-7883-1804-2 © Самарский университет, 2022



Содержание

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Глава 1. Основные теоремы динамики
тела переменной массы . . . . . . . . . . . . 6

1.1. Введение и постановка задачи . . . . . . . . . . . . 6
1.2. Теорема об изменении количества движения . . . 10
1.3. Теорема о движении центра масс . . . . . . . . . . 14
1.4. Кинетический момент тела переменной массы . . 20
1.5. Теорема об изменении кинетического момента . . 26
1.6. Теорема об изменении кинетического момента

относительно поступательно движущихся осей . . 34
1.7. Теорема об изменении кинетической энергии

тела переменной массы . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Глава 2. Модель движения космического аппарата
в канонических переменных . . . . . . . . . 45

2.1. Уравнения движения тела переменной массы
в обобщенных координатах . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2. Канонические уравнения для тела
переменной массы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.3. Общий вид канонических уравнений
при наличии реактивных сил . . . . . . . . . . . . 54



2.3.1. Случай линейного изменения скорости . . . 55
2.3.2. Общий случай . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.3.3. Отбрасывание частиц в одном направлении 64

2.4. Канонические уравнения в переменных Депри . . 67

Глава 3. Моделирование пространственного
движения соосных КА переменной массы 76

3.1. Инерционно-массовая модель
реактивного двигателя твердого топлива . . . . . . 76

3.2. Влияние пространственного движения КА
на траекторное движение его центра масс . . . . . 82

3.3. Уравнения движения соосных тел
переменной массы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106



Введение

Современные тенденции развития ракетно-космической тех-
ники предполагают использование технических устройств, соче-
тающих в себе многостепенные исполняющие механизмы, дви-
гательные установки и управляющие элементы. Для моделиро-
вания движения технические объекты и устройства могут быть
представлены разнообразными системами твердых тел постоян-
ного и переменного состава (массы) со взаимосвязями.

Одним из распространенных видов аппаратов являются КА
с двойным вращением, выполненные по схеме соосных тел, где
одно из тел представляет собой основное тело-корпус аппарата,
а второе тело — вращающийся ротор-стабилизатор.

В пособии рассматриваются вопросы, связанные с модели-
рованием пространственного (углового) движения соосного КА
переменного состава, включая динамические и инерционно-мас-
совые модели КА с реактивными двигателями твердого топли-
ва. Теоретическая часть, изложенная в первой главе, основана
на классических работах [1, 6, 8, 9, 12].

Изложенные математические модели могут применяться для
описания случаев движения КА переменной массы, как порож-
дающие опорные модели для анализа движения при наличии
разнообразных внешних возмущений, асимметрии в системе и
эксцентриситетов тяги.
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Глава 1

Основные теоремы динамики
тела переменной массы

1.1. Введение и постановка задачи

Построение общей теории движения тел переменной массы
в настоящем пособии будем осуществлять на основе классиче-
ского труда Космодемьянского А.А. [6]. Это построение мож-
но выполнить при помощи основных теорем механики: теоремы
об изменении кинетического момента и теоремы об изменении
кинетический энергии. Такой путь изучения движения тел пе-
ременной массы является наиболее простым и естественным. К
формулировкам основных теорем механики для тел, масса ко-
торых изменяется с течением времени, можно идти различными
путями. Мы будем следовать методу, широко применяемому в
механике тел постоянной массы, рассматривая тело переменной
массы как совокупность точек переменной массы, движение ко-
торых определяется уравнением Мещерского. Зная уравнения
движения точки переменной массы и рассматривая тело как
совокупность точек, можно получить простые формулы, выра-
жающие основные теоремы динамики тела переменной массы.
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Ограничимся в этой главе рассмотрением таких тел переменной
массы, для которых излучение (отбрасывание) частиц происхо-
дит с некоторой части поверхности тела, причем частицы, не
имеющие относительной скорости по отношению к системе осей
координат, связанной с телом, считаются принадлежащими те-
лу, а частицы, имеющие относительную скорость, телу не при-
надлежат и никакого влияния на его движение не оказывают.
Реактивные силы и моменты принимаются во всем дальнейшем
как результат контактного взаимодействия отбрасываемых ча-
стиц и тела в момент их отделения от основного тела. Основ-
ные кинетические величины: количество движения 𝑄⃗, кинети-
ческий момент 𝐾⃗ и кинетическую энергию 𝑇 — будем опреде-
лять по формулам динамики системы точек постоянной массы,
распространяя суммирование только на те точки тел, которые
не имеют относительной скорости. Предположение о том, что
взаимодействие отделяющихся частиц с основным телом про-
исходит только в момент отделения (приобретение какой либо
частицей относительной скорости эквивалентно приложению к
основному телу местной импульсивной силы), позволяет полу-
чить закономерности, не зависящие от процесса излучения ча-
стиц, предшествующего моменту отделения, т.е. не зависящие
от «истории» движения струи отброшенных частиц до рассмат-
риваемого момента времени 𝑡. В рамках принимаемой гипотезы
частицы струи воздействуют на тело по поверхности контакта,
отделяющей в данный момент частицы струи от частиц основ-
ного тела. Если массы частиц, принадлежащих телу в данный
момент времени, т.е. не имеющих относительных скоростей по
отношению к основному телу переменной массы, движение ко-
торого мы изучаем, обозначить через 𝑚𝜈 , а их скорости относи-

7



тельно некоторой неподвижной системы через 𝑣𝜈 , то по опреде-
лению основные кинетические величины можно записать в виде:

𝑄⃗ =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈 , (1.1)

𝐾⃗ =

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑟⃗𝜈 ×𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈), (1.2)

𝑇 =
1

2

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈 . (1.3)

Радиус-вектор центра масс тела будем определять по фор-
муле:

𝑟⃗0 =

𝑛∑︀
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈

𝑀
, (1.4)

где 𝑀 — масса тела в рассматриваемый момент времени.

Рис. 1.1.

Так как в процессе излучения (отбрасывания) частиц по-
ложение центра масс остающихся частицы тела изменяется, то
для всех дальнейших рассуждений удобно выбрать систему осей
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координат, связанную с движущимся телом, и поместить на-
чало этих осей в некоторой точке этого тела. Пусть (рис. 1.1)
радиус-вектор какой-либо точки относительно неподвижной си-
стемы 𝑂1𝜉𝜂𝜁 равен 𝑟⃗𝜈 , а радиус-вектор той же точки относитель-
но подвижной системы 𝑂𝑥𝑦𝑧, неизменно связанной с основным
телом, равен 𝜌⃗𝜈 . Тогда, если положение подвижного начала ко-
ординат определяется радиус-вектором 𝑟⃗0, мы будем иметь оче-
видное геометрическое соотношение:

𝑟⃗𝜈 = 𝑟⃗0 + 𝜌⃗𝜈 . (1.5)

Дифференцируя равенство (1.5) один раз по времени, будем
иметь:

𝑣⃗𝜈 = 𝑣⃗0 + (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) . (1.6)

Вектор 𝑣⃗0 характеризует движение основной точки (начала
подвижной системы осей координат); векторное произведение
𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 даёт составляющую скорости точки 𝑚𝜈 , обусловленную
вращением. Дифференцируя (1.6) по времени получим:

𝑤⃗𝜈 = 𝑤⃗0 + 𝜀⃗× 𝜌⃗𝜈 + 𝜔⃗ × (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) , (1.7)

где 𝜀⃗ — вектор мгновенного углового ускорения тела (системы
𝑂𝑥𝑦𝑧). Хорошо известно, что

𝜔⃗ × (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) = −𝜔2ℎ⃗𝜈 ,

где ℎ𝜈 — расстояние от линии действия вектора мгновенной уг-
ловой скорости 𝜔⃗ до рассматриваемой точки 𝑚𝜈 . Таким образом,

𝑤⃗𝜈 = 𝑤⃗0 + 𝜀⃗× 𝜌⃗𝜈 − 𝜔2ℎ⃗𝜈 . (1.8)
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Если абсолютную скорость отбрасываемой частицы обозна-
чить через 𝑢⃗𝜈 , то очевидно, что

𝑢⃗𝜈 = 𝑣⃗𝜈 + 𝑉⃗𝑟𝜈 ,

где 𝑉⃗𝑟𝜈 — относительная скорость отбрасываемой частицы. Ско-
рость точки тела (подвижного пространства), с которой в дан-
ный момент совпадает центр масс, равна:

𝑣⃗(𝑒)𝑐 = 𝑣⃗0 + (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) .

Если скорость центра масс относительно системы 𝑂𝑥𝑦𝑧 обо-
значить через 𝑞⃗𝑐, то абсолютная скорость центра масс будет рав-
на:

𝑣⃗(𝑒)𝑐 = 𝑣⃗𝑐 − 𝑞⃗𝑐.

Для тел постоянной массы 𝑞⃗𝑐 = 0. Относительное смеще-
ние центра масс для тел переменной массы обусловлено тем об-
стоятельством, что вследствие процесса отбрасывания частиц в
конфигурации остающихся масс положение центра масс отно-
сительно системы 𝑂𝑥𝑦𝑧 изменяется. В дальнейшем мы будем
называть 𝑣⃗(𝑒)𝑐 переносной скоростью центра масс, а 𝑞⃗𝑐 — относи-
тельной скоростью центра масс.

1.2. Теорема об изменении количества движения

Укажем прежде всего способ вычисления вектора количе-
ства движения для тела переменной массы. По определению
имеем, что
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𝑄⃗ =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈 .

Так как
𝑣⃗𝜈 = 𝑣⃗0 + (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) ,

то

𝑄⃗ =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 [𝑣⃗0 + (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)] = 𝑣⃗0

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 + 𝜔⃗ ×
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 .

Из основных определений следует, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 = 𝑀,

где 𝑀 — масса тела в данный момент времени, а

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 = 𝑀𝜌⃗𝑐,

где 𝜌⃗𝑐 — радиус-вектор центра масс тела в данный момент вре-
мени относительно системы осей 𝑂𝑥𝑦𝑧.

Таким образом, окончательно имеем:

𝑄⃗ = 𝑀𝑣⃗0 + 𝜔⃗ ×𝑀𝜌⃗𝑐 = 𝑀 (𝑣⃗0 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) = 𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 . (1.9)

Следовательно, количество движения тела переменной мас-
сы равняется массе тела в данный момент времени, умножен-
ной на скорость той точки подвижного пространства, с кото-
рой в данный момент совпадает центр масс тела.

Так как
𝑣⃗(𝑒)𝑐 = 𝑣⃗𝑐 − 𝑞⃗𝑐,
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то
𝑄⃗ = 𝑀𝑣⃗𝑐 −𝑀𝑞⃗𝑐, (1.10)

т.е. количество движения тела переменной массы равно массе
тела в данный момент времени, умноженной на абсолютную
скорость центра масс минус произведение массы тела на от-
носительную скорость центра масс.

Если, например, излучающее тело закреплено, то 𝑄⃗ = 0 и,
следовательно, 𝑣⃗𝑐 = 𝑞⃗𝑐, т.е. в этом частном случае абсолютная
скорость центра масс равна его относительной скорости.

Для того чтобы получить теорему об изменении количества
движения, напишем уравнения Мещерского для каждой точки
тела. Будем иметь тогда:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚1𝑣⃗1) = 𝐹

(𝑒)
1 + 𝐹

(𝑖)
1 +

𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑢⃗1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚2𝑣⃗2) = 𝐹

(𝑒)
2 + 𝐹

(𝑖)
2 +

𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑢⃗2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑛𝑣⃗𝑛) = 𝐹 (𝑒)

𝑛 + 𝐹 (𝑖)
𝑛 +

𝑑𝑚𝑛

𝑑𝑡
𝑢⃗𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (1.11)

В уравнениях (1.11) 𝐹 (𝑖)
𝜈 есть равнодействующая всех внут-

ренних сил, приложенных к точке 𝑚𝜈 , 𝐹 (𝑒)
𝜈 — равнодействующая

всех внешних сил, приложенных к той же точке, 𝑢⃗𝜈 — абсолют-
ная скорость частиц, излучаемых точкой 𝑚𝜈 . Складывая урав-
нения (1.11) получим:

𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 . (1.12)
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Мы знаем, что на основании третьего закона Ньютона

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 = 0,

и, следовательно, (1.12) можно записать в виде:

𝑑𝑄⃗

𝑑𝑡
= 𝑅⃗(𝑒) +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 , (1.13)

где 𝑅⃗(𝑒) — результирующая всех внешних сил.
Соотношение (1.13) показывает нам, что производная по вре-

мени от количества движения тела переменной массы равна
результирующей всех действующих на тело внешних сил плюс
абсолютное количество движения частиц, отбрасываемых с
поверхности тела в единицу времени.

Соотношению (1.13) можно придать другую форму, если
вспомнить, что

𝑢⃗𝜈 = 𝑣⃗𝜈 + 𝑉⃗𝑟𝜈

и
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑉⃗𝑟𝜈 = Φ⃗𝑟,

где Φ⃗𝑟 есть результирующая всех реактивных сил. Заменяя 𝑢⃗𝜈

в (1.13) суммой 𝑣⃗𝜈 + 𝑉⃗𝑟𝜈 получим:

𝑑𝑄⃗

𝑑𝑡
= 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 . (1.14)
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Легко видеть, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 =

−→
Π 𝑘

есть количество движения отбрасываемых в единицу времени
частиц в их переносном движении. Таким образом, из (1.14)
следует, что производная по времени от количества движения
тела переменной массы равна результирующей всех действую-
щих на тело внешних и реактивных сил плюс количество дви-
жения частиц, отбрасываемых телом в единицу времени, в их
переносном движении.

Если абсолютная скорость излучаемых частиц равна нулю,
то из соотношения (1.13) будем иметь:

𝑑𝑄⃗

𝑑𝑡
= 𝑅⃗(𝑒), (1.15)

т.е. в этом частном случае теорема об изменении количества дви-
жения тела переменной массы формулируется так же, как и для
тела постоянной массы.

1.3. Теорема о движении центра масс

Напишем уравнения Мещерского для каждой точки тела
переменной массы. Будем иметь:

𝑚1𝑤⃗1 = 𝐹
(𝑒)
1 + 𝐹

(𝑖)
1 + Φ⃗1𝑟,

𝑚2𝑤⃗2 = 𝐹
(𝑒)
2 + 𝐹

(𝑖)
2 + Φ⃗2𝑟,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑚𝑛𝑤⃗𝑛 = 𝐹 (𝑒)
𝑛 + 𝐹 (𝑖)

𝑛 + Φ⃗𝑛𝑟.
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Сложим написанные уравнения почленно. Зная, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈 = 𝑅⃗(𝑒),

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 = 0,

𝑛∑︁
𝜈=1

Φ⃗𝜈𝑟 = Φ⃗𝑟,

где 𝑅⃗(𝑒) — результирующая всех внешних действующих на тело
сил, а Φ⃗𝑟 — результирующая реактивных сил, мы получим:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑤⃗𝜈 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟. (1.16)

В уравнении (1.16) 𝑤⃗𝜈 обозначает ускорение точки 𝑚𝜈 те-
ла переменной массы в данный момент времени. Как известно
из (1.8),

𝑤⃗𝜈 = 𝑤⃗0 + 𝜀⃗× 𝜌⃗𝜈 − 𝜔2ℎ⃗𝜈

и, следовательно,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑤⃗𝜈 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈

(︁
𝑤⃗0 + 𝜀⃗× 𝜌⃗𝜈 − 𝜔2ℎ⃗𝜈

)︁
=

= 𝑤⃗0

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 + 𝜀⃗×
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 − 𝜔2
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 ℎ⃗𝜈 .

Так как по основным определениям

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 = 𝑀,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 = 𝑀𝜌⃗𝑐,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 ℎ⃗𝜈 = 𝑀ℎ⃗𝑐,

то
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈𝑤⃗𝜈 = 𝑀
(︁
𝑤⃗0 + 𝜀⃗× 𝜌⃗𝑐 − 𝜔2ℎ⃗𝑐

)︁
.
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Ускорение
𝑤⃗0 + 𝜀⃗× 𝜌⃗𝑐 − 𝜔2ℎ⃗𝑐 = 𝑤⃗(𝑒)

𝑐

есть ускорение той точки подвижного пространства, с которой
в данный момент времени совпадает центр масс рассматривае-
мого тела переменной массы. Таким образом:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑤⃗𝜈 = 𝑀𝑤⃗(𝑒)
𝑐 .

Подставляя вычисленное значение суммы в уравнение (1.16),
можно написать его в виде:

𝑀𝑤⃗(𝑒)
𝑐 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗(𝑟). (1.17)

Уравнение (1.17) выражает закон движения центра масс для те-
ла переменной массы, и мы можем сформулировать его в следу-
ющем виде: произведение массы тела на ускорение той точки
подвижного пространства, с которой в данный момент вре-
мени совпадает центр масс тела, равно результирующей всех
внешний и реактивных сил, действующих на тело переменной
массы. Или, иначе говоря, произведение массы тела на пере-
носное ускорение его центра масс равно результирующей всех
внешних и реактивных сил, действующих на тело переменной
массы.

Уравнению (1.17), которое характеризует переносное дви-
жение центра масс, можно придать более удобную форму*.

*В уравнении (1.17) 𝑤⃗(𝑒)
𝑐 есть ускорение той точки подвижного простран-

ства, с которой совпаает центр масс тела в данный момент времени. При
отбрасывании частиц центр масс меняет своё положение относительно тех
точек, которые принадлежат телу в течение всего движения.
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Сосредоточим своё внимание на изучении движения какой-
либо характерной точки тела, например на изучении движения
подвижного начала координат (точки ). Тогда, зная связь 𝑤⃗(𝑒)

𝑐

с 𝑤⃗0, мы получим из (1.17):

𝑀𝑤⃗0 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟 − 𝜀⃗×𝑀𝜌⃗𝑐 +𝑀𝜔2ℎ⃗𝑐. (1.18)

Если тело движется поступательно, то 𝜔⃗ = 0 и 𝜀⃗ = 0 и соотно-
шение (1.18) дает следующее простое уравнение:

𝑀𝑤⃗0 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟 (1.19)

т.е. при поступательном движении тела переменной массы про-
изведение массы тела на ускорение какой-либо точки, принад-
лежащей телу в течение всего процесса движения, равно ре-
зультирующей всех действующих на тело внешних и реактив-
ных сил.

Если в процессе отбрасывания частиц положение центра
масс тела (центра масс остающихся частиц) не изменяется, то
переносное ускорение центра масс равно его абсолютному уско-
рению по отношению к выбранной неподвижной системе осей. В
этом частном случае уравнение (1.17) переходит в следующее:

𝑀𝑤⃗𝑐 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟. (1.20)

Таким образом, если в процессе изменения массы тела центр
масс остающихся частиц не имеет движения относительно си-
стемы подвижных осей 𝑂𝑥𝑦𝑧, то уравнение движения центра
масс тела имеет такой же вид, что и уравнение движения точ-
ки переменной массы. В этом частном случае полностью имеет
место формальная аналогия между соотношениями классиче-
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ской механики твердого тела постоянной массы и соотношени-
ями механики тела переменной массы. В общем случае вслед-
ствие процесса отбрасывания частиц центр масс имеет движе-
ния относительно системы осей, неизменно связанной с телом
переменной массы (относительно системы 𝑂𝑥𝑦𝑧). Это движение
не обусловлено действующими внешними или реактивными си-
лами, а целиком определяется геометрической конфигурацией
частиц, которые мы считаем принадлежащими телу в данный
момент времени. Чтобы пояснить это утверждение, рассмотрим
один простейший случай.

Пусть тело, имеющее форму цилиндра, лежит на горизон-
тальной плоскости (рис. 1.2). Пусть отделение частиц происхо-
дит непрерывно бесконечно тонкими круглыми пластинками с
относительной скоростью, равной нулю. Пусть перемещение гра-
ницы 𝑎𝑎1, отделяющей частицы, принадлежащие телу в данный
момент времени, от частиц, уже «отброшенных», происходит со
скоростью 𝑣. Легко показать, что скорость центра масс отно-
сительно системы 𝑂𝑥𝑦𝑧 будет в этом частном случае равна

𝑣

2
;

однако эта скорость зависит только от того, какие частицы на-
шей механической системы точек мы считаем в данный момент
времени принадлежащими телу переменной массы и какие ча-
стицы считаем уже отделившимися.

Относительное смещение центра масс, обусловленное отбра-
сыванием частиц, является принципиально новым процессом в
задачах механики тела переменной массы. Этот новый специфи-
ческий процесс движения обусловлен гипотезой близкодействия
(контактного взаимодействия), которая принимается в первой
главе [6].
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Рис. 1.2.

Уравнение движения центра масс в общем случае мы полу-
чим, если примем во внимание, что:

𝑤⃗(𝑎)
𝑐 = 𝑤⃗(𝑒)

𝑐 + 𝑤⃗(𝑟)
𝑐 + 2𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐,

где 𝑤⃗(𝑎)
𝑐 — абсолютное ускорение центра масс, а 𝑤⃗(𝑟)

𝑐 — относи-
тельное ускорение центра масс, откуда имеем:

𝑤⃗(𝑒)
𝑐 = 𝑤⃗(𝑎)

𝑐 − 𝑤⃗(𝑟)
𝑐 − 2 (𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐) .

Подставляя значение переносного ускорения центра масс в
формулу (1.17), будем иметь:

𝑀𝑤⃗(𝑎)
𝑐 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟 +𝑀𝑤⃗(𝑟)

𝑐 + 2𝑀 (𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐) . (1.21)

Таким образом, центра масс тела движется как точка,
масса которой равна массе всего тела в данный момент време-
ни, к которой приложены результирующая всех внешних дей-
ствующих на тело сил, результирующая всех реактивных сил
и силы, обусловленные относительным и кориолисовым ускоре-
нием центра масс.
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Если тело переменной массы движется поступательно, то
𝜔⃗ = 0 и уравнение (1.21) принимает более простой вид:

𝑀𝑤⃗(𝑎)
𝑐 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟 +𝑀𝑤⃗(𝑟)

𝑐 . (1.22)

В большинстве практических задач относительное ускоре-
ние и ускорение Кориолиса центра масс движущихся объектов
малы по сравнению с абсолютным ускорением. В этих случаях
целесообразно уравнение центра масс тела переменной массы
писать так же, как и уравнение движения точки переменной
массы.

1.4. Кинетический момент тела переменной массы

Укажем прежде всего способ вычисления кинетического мо-
мента тела относительно неподвижных осей координат и уста-
новим его связь с кинетическим моментом тела относительно
подвижных осей, начало которых совпадает с точкой 𝑂 и кото-
рые движутся параллельно осям неподвижной системы 𝑂1𝜉𝜂𝜁

(рис. 1.3).
Определим кинетический момент тела переменной массы

относительно системы 𝑂1𝜉𝜂𝜁 (неподвижного центра 𝑂1) как век-
торную сумму кинетических моментов точек, составляющих те-
ло в данный момент времени, т.е.

𝐾⃗ =

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑟⃗𝜈 ×𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈), (1.23)

где 𝑟⃗𝜈 — радиус-вектор точки 𝑚𝜈 относительно неподвижной
системы координат 𝑂1𝜉𝜂𝜁, а 𝑣⃗𝜈 — скорость той же точки.
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Рис. 1.3.

Для общности выводов будем предполагать, что начало по-
движной системы координат 𝑂1𝜉𝜂𝜁 не совпадает с центром масс
тела. Из треугольника 𝑂1𝑂𝑚𝜈 (рис. 1.3) имеем:

𝑟⃗𝜈 = 𝑟⃗0 + 𝜌⃗𝜈 .

Дифференцируя это соотношение по времени, получим:

𝑣⃗𝜈 = 𝑣⃗0 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 .

Подставляя значения 𝑟⃗𝜈 и 𝑣⃗𝜈 в формулу (1.23), будем иметь:

𝐾⃗ =

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑟⃗𝜈 ×𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) =

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑟⃗0 + 𝜌⃗𝜈)×𝑚𝜈 [𝑣⃗0 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 ] =
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=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑟⃗0 ×𝑚𝜈 𝑣⃗0 +
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×𝑚𝜈 𝑣⃗0 +
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑟⃗0 ×𝑚𝜈 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)+

+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×𝑚𝜈 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) .

Полагая, как и ранее, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 = 𝑀𝜌⃗𝑐 и
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 = 𝑀,

мы можем преобразовать полученные суммы к виду:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗0 ×𝑚𝜈 𝑣⃗0 = 𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗0,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×𝑚𝜈 𝑣⃗0 = 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗0,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗0 ×𝑚𝜈 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) = 𝑟⃗0 × 𝜔⃗ ×𝑀𝜌⃗𝑐,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×𝑚𝜈 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) = 𝐾⃗0,

где 𝐾⃗0 есть кинетический момент тела переменной массы отно-
сительно оси точки системы 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1. Таким образом, кинетиче-
ский момент тела относительно точки 𝑂1 неподвижной системы
𝑂1𝜉𝜂𝜁 можно представить в виде:

𝐾⃗ = 𝐾⃗0 + 𝑟⃗0 × 𝜔⃗ ×𝑀𝜌⃗𝑐 + 𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗0 + 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗0. (1.24)

Формулу (1.24) для дальнейшего запишем в несколько иной
форме. Мы знаем, что переносная скорость центра масс равна:
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𝑣⃗(𝑒)𝑐 = 𝑣⃗0 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐,

а, следовательно,

𝑟⃗0 × (𝜔⃗ ×𝑀𝜌⃗𝑐) + 𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗0 = 𝑟⃗0 ×𝑀 (𝑣⃗0 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) = 𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 ,

𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗0 = 𝜌⃗𝑐 × [𝑣⃗0 + (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐)− (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐)]𝑀 =

= 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 − 𝜌⃗𝑐 ×𝑀 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) .

Легко видеть, что

𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 + 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 − 𝜌⃗𝑐 ×𝑀 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) =

= 𝑟⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 − 𝜌⃗𝑐 ×𝑀 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) .

Таким образом,

𝐾⃗ = 𝐾⃗0 + 𝑟⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 − 𝜌⃗𝑐 ×𝑀 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) . (1.25)

Формула (1.25) показывает, что кинетический момент тела пе-
ременной массы относительно неподвижных осей координат ра-
вен кинетическому моменту тела в его движении относительно
поступательно перемещающихся осей 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1 плюс кинетиче-
ский момент центра масс в его переносном движении (в пред-
положении, что в нем сосредоточена масса всего тела), минус
кинетический момент центра масс в его переносном движении
относительно системы 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1.

В частном случае, когда начало подвижной системы совпа-
дает с центром масс, 𝜌⃗𝑐 = 0 и

𝐾⃗ = 𝐾⃗0 + 𝑟⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗(𝑒)𝑐 , (1.26)
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т. е. если начало подвижной системы координат совпадает с
центром масс тела, то кинетический момент тела относи-
тельно неподвижного центра равен кинетическому моменту
центра масс тела плюс кинетический момент центра масс в
его переносном движении при условии, что в нем сосредоточе-
на масса всего тела.

В частном случае, когда тело переменной массы вращается
около неподвижной оси 𝑂𝑧1 с угловой скоростью 𝜔, легко найти
проекцию вектора кинетического момента 𝐾⃗ на эту ось.

Из формулы (1.23) имеем:

𝐾⃗𝑧 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 (𝑥𝜈 𝑦̇𝜈 − 𝑦𝜈 𝑥̇𝜈) .

Полагая 𝑥𝜈 = ℎ𝜈 cos𝜙, 𝑦𝜈 = ℎ𝜈 sin𝜙, где ℎ𝜈 — расстояние
точки 𝑚𝜈 от оси 𝑂𝑧1, получим:

𝑥𝜈 𝑦̇𝜈 − 𝑦𝜈 𝑥̇𝜈 = ℎ2𝜈𝜔

и

𝐾⃗𝑧 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈ℎ
2
𝜈𝜔 = 𝜔

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈ℎ
2
𝜈 = 𝐼𝑧𝑧𝜔, (1.27)

где 𝐼𝑧𝑧 есть момент инерции тела в данный момент времени от-
носительно оси 𝑂𝑧1.

Если твердое тело переменной массы движется так, что точ-
ка 𝑂 тела остается во все время движения неподвижной, то,
следуя методу Эйлера, можно найти проекции вектора кине-
тического момента на подвижные оси 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧, неизменно
связанные с твердым телом.

24



Так как при движении твердого тела, имеющего одну непо-
движную точку, для вычисления распределения скоростей мож-
но пользоваться формулой Эйлера, согласно которой:

𝑣⃗𝜈 = 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 ,

то выражение для вектора кинетического момента (1.23) можно
записать в виде:

𝐾⃗0 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×𝑚𝜈 (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) .

Раскрывая двойное векторное произведение, получим:

𝐾⃗0 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈𝜔𝜌⃗
2
𝜈 −

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 (𝜔⃗𝜌⃗𝜈) .

Обозначая проекции вектора мгновенной угловой скорости
на подвижные оси 𝑂𝑥𝑦𝑧 через 𝑝, 𝑞, 𝑟 и имея в виду, что осевые
и центробежные моменты инерции тела определяются форму-
лами:

𝐼𝑥𝑥 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈

(︀
𝑦2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
, 𝐼𝑦𝑦 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈

(︀
𝑧2𝜈 + 𝑥2𝜈

)︀
,

𝐼𝑧𝑧 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈

(︀
𝑥2𝜈 + 𝑦2𝜈

)︀
,

𝐼𝑦𝑧 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑦𝜈𝑧𝜈 , 𝐼𝑧𝑥 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑧𝜈𝑥𝜈 , 𝐼𝑥𝑦 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 ,

можно написать выражения для проекций вектора кинетическо-
го момента на оси 𝑂𝑥,𝑂𝑦, 𝑂𝑧 в следующем виде:
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𝐾𝑂𝑥 = 𝐼𝑥𝑥𝑝 −𝐼𝑥𝑦𝑞 −𝐼𝑥𝑧𝑟

𝐾𝑂𝑦 = −𝐼𝑥𝑦𝑝 +𝐼𝑦𝑦𝑞 −𝐼𝑦𝑧𝑟

𝐾𝑂𝑧 = −𝐼𝑥𝑧𝑝 −𝐼𝑦𝑧𝑞 +𝐼𝑧𝑧𝑟

⎫⎪⎬⎪⎭ . (1.28)

В формулах (1.28) осевые и центробежные моменты в общем
случае являются функциями времени.

1.5. Теорема об изменении кинетического момента

Напишем уравнение движения какой-либо точки массы 𝑚𝜈

в следующей форме

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) = 𝐹 (𝑒)

𝜈 + 𝐹 (𝑖)
𝜈 +

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 , (1.29)

где 𝑢⃗𝜈 — абсолютная скорость частиц, отбрасываемых точкой
𝑚𝜈 , 𝐹 (𝑒)

𝜈 — равнодействующая всех внешних сил, приложенных
к точке 𝑚𝜈 , 𝐹 (𝑖)

𝜈 — равнодействующая всех внутренних сил, при-
ложенных к этой же точке. Умножим уравнение (1.29) векторно
слева на 𝑟⃗𝜈 и просуммируем по индексу 𝜈 от 1 до 𝑛, где 𝑛 — число
точек тела. Будем иметь:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) =

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 × 𝐹 (𝑒)
𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 × 𝐹 (𝑖)
𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 . (1.30)

На основании третьего закона Ньютона

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 × 𝐹 (𝑖)
𝜈 = 0.
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Кроме того, очевидно, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) =

𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑟⃗𝜈 ×𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) ,

а
𝑛∑︁

𝜈=1

(︁
𝑟⃗𝜈 × 𝐹 (𝑒)

𝜈

)︁
=

𝑛∑︁
𝜈=1

momO1𝐹
(𝑒)
𝜈 =

−→
M(𝑒)

представляет собой результирующий момент всех внешних дей-
ствующих на тело сил. Таким образом, соотношение (1.30) мож-
но записать в следующем виде:

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

𝑛∑︁
𝜈=1

momO1𝐹
(𝑒)
𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 . (1.31)

Соотношение (1.31) выражает теорему об изменении кине-
тического момента тела в его движении относительно неподвиж-
ных осей. Эту теорему можно сформулировать так: производная
по времени от кинетического момента тела переменной мас-
сы равна сумме моментов всех внешних действующих на тело
сил плюс сумма моментов абсолютных количеств движения
частиц, отбрасываемых телом в единицу времени.

Соотношению (1.31) можно придать другой вид, если вспом-
нить, что

𝑢⃗𝜈 = 𝑣⃗𝜈 + 𝑉⃗𝑟𝜈

и
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑉⃗𝑟𝜈 =

−→
M(𝑟)
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есть результирующий момент реактивных сил относительно непо-
движного начала координат. Очевидно, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 =

−→
M(𝑟) +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 ,

и, следовательно, (1.31) можно записать в виде:

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

−→
M(𝑒) +

−→
M(𝑟) +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 , (1.32)

т.е. производная по времени от кинетического момента тела
переменной массы равна сумме моментов всех внешних и реак-
тивных действующих на тело сил плюс сумма моментов ко-
личеств движения частиц, отброшенных в единицу времени,
в их переносном движении.

Если абсолютные скорости отбрасываемых частиц равны
нулю, то (1.31) принимает наиболее простую форму:

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

−→
M(𝑒). (1.33)

Таким образом, если абсолютные скорости отбрасываемых
телом частиц равны нулю, то производная по времени от кинети-
ческого момента тела равняется сумме моментов внешних дей-
ствующих сил. Следовательно, при выполнении гипотезы 𝑢⃗𝜈 = 0

(𝜈 = 1, 2, . . . , 𝑛) теорема об изменении кинетического момента
формулируется так же, как и для тела постоянной массы.

В качестве примера применения уравнения (1.32) рассмот-
рим вращательное движение тела около неподвижной оси 𝑂𝑧1

с угловой скоростью 𝜔. В этом частном случае 𝑣⃗𝜈 = 𝜔 × 𝜌⃗𝜈 .
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Проектируя обе части уравнения (1.32) на ось 𝑂𝑧1, получим:

𝑑𝐾𝑧

𝑑𝑡
= M(𝑒)

𝑧 +M(𝑟)
𝑧 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜔ℎ2𝜈 , (1.34)

где (рис. 1.4) ℎ𝜈 — расстояние точки массы 𝑚𝜈 от оси вращения.

Рис. 1.4.

Так как по формуле (1.27):

𝐾⃗𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔,

а
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜔ℎ2𝜈 = 𝜔

𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈ℎ
2
𝜈 = 𝜔

𝑑𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑡

,
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то соотношение (1.34) можно написать в виде:

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝑧𝑧𝜔) = M(𝑒)

𝑧 +M(𝑟)
𝑧 + 𝜔

𝑑𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑡

,

или
𝐼𝑧𝑧

𝑑𝜔

𝑑𝑡
= M(𝑒)

𝑧 +M(𝑟)
𝑧 . (1.35)

Таким образом, произведение момента инерции тела, вра-
щающегося около неподвижной оси, на его угловое ускорение
равно сумме моментов всех действующих на тело внешних и
реактивных сил относительно оси вращения.

Если относительная скорость отбрасываемых телом частиц
равна нулю (частицы отделяются от вращающегося тела без уда-
ров), то M(𝑟)

𝑧 = 0 и уравнение (1.35) примет вид:

𝐼𝑧𝑧
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= M(𝑒)

𝑧 . (1.36)

Таким образом, важные для техники случаи вращения ва-
лов, веретен и т.п., когда отделяющиеся от тела частицы имеют
скорости соответствующих точек тела, характеризуются урав-
нением вращения (1.36), которое формально ничем не отлича-
ется от хорошо известного уравнения вращения тела постоянной
массы. Следует только иметь в виду, что 𝐼𝑧𝑧 = 𝐼𝑧𝑧 (𝑡).

Если абсолютная скорость излучаемых частиц равна нулю,
то из уравнения (1.33) в проекции на ось 𝑂𝑧1 получаем:

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝑧𝑧𝜔) = M(𝑒)

𝑧 . (1.37)

Таким образом, если выполняется гипотеза 𝑢⃗𝜈 = 0, то в
уравнение вращения момент инерции тела входит под знаком
производной.
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В целом ряде задач динамики механизмов и машин при-
ходится иметь дело с уравнением вращения, в котором момент
инерции является величиной переменной, хотя механическая си-
стема представляет собой систему тел постоянной массы. Для
составления уравнения вращения в этом случае выбирают у ма-
шины или механизма одно какое-либо ведущее звено и отмечают
на нем центр приведения. Зная движущие силы и силы сопро-
тивления, можно методами динамики привести их к выбранно-
му центру приведения и найти результирующую приведенную
силу и результирующий приведенный момент, равных разности
момента движущих сил и момента сил сопротивления. Приво-
дя к ведущему звену все массы звеньев, мы можем определить
приведенный момент инерции механизма 𝐼прив

𝑧𝑧 . Для большого
класса задач динамики механизмов и машин приведенный мо-
мент инерции 𝐼прив

𝑧𝑧 , который мы в дальнейшем будем обозначать
просто 𝐼, является функцией угла поворота ведущего звена ма-
шины, т.е.

𝐼 = 𝐼 (𝜙) .

Для такого типа задач с переменным моментом инерции
можно составить уравнение вращения при помощи уравнений
Лагранжа в обобщенных координатах. Для механической систе-
мы точек с одной степенью свободы и постоянной массой урав-
нение Лагранжа имеет вид:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝜙̇
− 𝜕𝑇

𝜕𝜙
= 𝑄𝜙,

где 𝑇 — приведенная кинетическая энергия ведущего звена, рав-

ная
1

2
𝐼𝜙̇2, а 𝑄𝜙 = M𝑧 есть разность моментов движущих сил и

сил сопротивления на звене приведения.
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Заметив, что
𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝜔) =

𝑑

𝑑𝜙
(𝐼𝜔)𝜔,

и подставляя 𝑇 и 𝑄𝜙 в уравнение Лагранжа, мы получим:

𝜔2 𝑑𝐼

𝑑𝜙
+ 𝐼𝜔

𝑑𝜔

𝑑𝜙
− 1

2
𝜔2 𝑑𝐼

𝑑𝜙
= M𝑧,

или
𝐼
𝑑𝜔

𝑑𝑡
+

1

2
𝜔2 𝑑𝐼

𝑑𝜙
= M𝑧. (1.38)

На основании теоремы об изменении кинетического момента
в форме (1.38) можно получить динамические уравнения движе-
ния для тела переменной массы, имеющего одну неподвижную
точку. Эти уравнения будут естественным обобщением уравне-
ний Эйлера, хорошо известных в динамике твердого тела посто-
янной массы. Если твердое тело имеет одну закрепленную точ-
ку, то 𝑣⃗𝜈 = 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 . Производная по времени относительно непо-
движных осей, имеющих начало в неподвижной точке, связана
с производной относительно осей 𝑂𝑥𝑦𝑧 простым соотношением.

Для производной
𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
будем иметь:

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

𝑑*𝐾⃗

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗ × 𝐾⃗, (1.39)

где
𝑑*

𝑑𝑡
есть знак производной относительно подвижных осей.

Теорема об изменении кинетического момента относительно
осей 𝑂𝑥𝑦𝑧 будет иметь вид:

𝑑*𝐾⃗0

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗ × 𝐾⃗0 =

−→
M

(𝑒)
0 +

−→
M

(𝑟)
0 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜌⃗𝜈 × (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) , (1.40)
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где

𝐾⃗0 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 × (𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) .

Обозначим проекции мгновенной угловой скорости 𝜔⃗ на по-
движные оси 𝑂𝑥𝑦𝑧 через 𝑝, 𝑞, 𝑟, а осевые и центробежные момен-
ты инерции тела — через 𝐼𝑥𝑥, 𝐼𝑦𝑦, 𝐼𝑧𝑧, 𝐼𝑦𝑧, 𝐼𝑧𝑥, 𝐼𝑥𝑦. Спроектиру-
ем (1.40) на подвижные оси, неизменно связанные с телом, то-
гда, приняв во внимание уравнения (1.28), получим:

𝑑

𝑑𝑡
[𝐼𝑥𝑥𝑝− 𝐼𝑥𝑦𝑞 − 𝐼𝑥𝑧𝑟] + (𝑞𝐾𝑂𝑧 − 𝑟𝐾𝑂𝑦) =

M
(𝑒)
𝑂𝑥 +M

(𝑟)
𝑂𝑥 +

(︂
𝑝
𝑑𝐼𝑥𝑥
𝑑𝑡

− 𝑞
𝑑𝐼𝑥𝑦
𝑑𝑡

− 𝑟
𝑑𝐼𝑥𝑧
𝑑𝑡

)︂
, (1.41)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

или

𝐼𝑥𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑡
− 𝐼𝑥𝑦

𝑑𝑞

𝑑𝑡
− 𝐼𝑥𝑧

𝑑𝑟

𝑑𝑡
+

+ [𝑞 (−𝐼𝑥𝑧𝑝− 𝐼𝑦𝑧𝑞 + 𝐼𝑧𝑧𝑟)− 𝑟 (−𝐼𝑥𝑦𝑝+ 𝐼𝑦𝑦𝑞 − 𝐼𝑦𝑧𝑟)] =

= M
(𝑒)
𝑂𝑥 +M

(𝑟)
𝑂𝑥. (1.42)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Если в процессе отбрасывания частиц оси 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, 𝑂𝑧 оста-
ются главными осями инерции, то из (1.42) мы получим дина-
мические уравнения в очень простой (эйлеровской) форме:
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𝐼𝑥𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ (𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑦𝑦) 𝑞𝑟 = M

(𝑒)
𝑂𝑥 +M

(𝑟)
𝑂𝑥

𝐼𝑦𝑦
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ (𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝑧𝑧) 𝑟𝑝 = M

(𝑒)
𝑂𝑦 +M

(𝑟)
𝑂𝑦

𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑟

𝑑𝑡
+ (𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝑥𝑥) 𝑝𝑞 = M

(𝑒)
𝑂𝑧 +M

(𝑟)
𝑂𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (1.43)

Таким образом, если твердое тело переменной массы име-
ет одну закрепленную точку и оси 𝑂𝑥𝑦𝑧 все время движения
остаются главными осями инерции тела, то движение это-
го тела будет описываться такими же дифференциальными
уравнениями, как и для тела постоянной массы, только в пра-
вых частях динамических уравнений, кроме моментов внешних
сил, нужно прибавить еще моменты сил реактивных. Осевые
моменты инерции тела будут функциями времени.

1.6. Теорема об изменении кинетического момента
относительно поступательно движущихся осей

Рассмотрим теорему об изменении кинетического момента
относительно подвижных осей, имеющих начало в произвольной
точке тела 𝑂, причем направление осей 𝑂𝑥1, 𝑂𝑦1, 𝑂𝑧1 выбрано
так, что они коллинеарны осям основной, неподвижной системы
𝑁𝜉𝜂𝜁 (рис. 1.5).

В дальнейших преобразованиях будем пользоваться следу-
ющими соотношениями:
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Рис. 1.5.

𝑟⃗𝜈 = 𝑟⃗0 + 𝜌⃗𝜈 ,

𝑣⃗𝜈 = 𝑣⃗0 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 ,

𝑑𝑣⃗
(𝑒)
𝑐

𝑑𝑡
= 𝑤⃗ (𝑒)

𝑐 + 𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐,

𝑑𝜌⃗𝑐
𝑑𝑡

= 𝑞⃗𝑐 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) = 𝜔⃗ ×

[︂
𝑀𝑞⃗𝑐 +

𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝜌⃗𝑐

]︂
.

Как известно, кинетический момент тела переменной массы
относительно неподвижных осей (неподвижного центра) имеет
вид:

𝐾⃗ = 𝐾⃗0 + 𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗ (𝑒)
𝑐 + 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗0. (1.44)

Для того чтобы получить теорему об изменении кинетиче-
ского момента относительно поступательно движущихся осей,
мы воспользуемся ранее полученной теоремой (1.32). Рассчита-
ем правую и левую части соотношения (1.32).
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Дифференцируя (44) по времени, получим:

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
+𝑣⃗0×𝑀𝑣⃗ (𝑒)

𝑐 +𝑟⃗0×
𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝑣⃗ (𝑒)
𝑐 +𝑟⃗0×𝑀

(︁
𝑤⃗ (𝑒)
𝑐 + 𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐

)︁
+

+ (𝑞⃗𝑐 + 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐)×𝑀𝑣⃗0 + 𝜌⃗𝑐 ×
𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝑣⃗0 + 𝜌⃗𝑐 ×𝑀

𝑑𝑣⃗0
𝑑𝑡

=

=
𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
+ 𝑟⃗0 ×

𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝑣⃗ (𝑒)
𝑐 + 𝑟⃗0 ×𝑀

(︁
𝑤⃗ (𝑒)
𝑐 + 𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐

)︁
+

+ 𝑞⃗𝑐 ×𝑀𝑣⃗0 + 𝜌⃗𝑐 ×
𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝑣⃗0 + 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑤⃗0. (1.45)

Преобразуем теперь правую часть уравнения (1.32). Будем
иметь:

−→
M(𝑒) = 𝑟⃗0 × 𝑅⃗(𝑒) +

−→
M

(𝑒)
0 ,

−→
M(𝑟) = 𝑟⃗0 × Φ⃗(𝑟) +

−→
M

(𝑟)
0 ,

𝑛∑︁
𝜈=1

(︂
𝑟⃗𝜈 ×

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

)︂
= 𝑟⃗0 ×𝑀𝑣⃗0 + 𝑟⃗0 ×𝑀 (𝜔⃗ × 𝑞⃗𝑐)+

+𝑟⃗0 ×
𝑑𝑀

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝑐) +

[︂
𝑀𝑞⃗𝑐 +

𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝜌⃗𝑐

]︂
× 𝑣⃗0+

+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) . (1.46)

Подставляя вычисленные значения производной от кине-
тического момента и преобразованную согласно (1.46) правую
часть в соотношение (1.32), будем иметь после очевидных со-
кращений:

𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
+ 𝑟⃗0 ×𝑀𝑤⃗ (𝑒)

𝑐 + 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑤⃗0 =

= 𝑟⃗0 × 𝑅⃗(𝑒) + 𝑟⃗0 × Φ⃗𝑟 +
−→
M

(𝑒)
0 +

−→
M

(𝑟)
0 +

+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) . (1.47)
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Так как на основании теоремы о движении центра масс мы
можем написать следующее равенство:

𝑎⃗×𝑀𝑤⃗ (𝑒)
𝑐 = 𝑎⃗×

(︁
𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗𝑟

)︁
,

где 𝑎⃗ - любой вектор, то очевидно, что

𝑟⃗0 ×𝑀𝑤⃗ (𝑒)
𝑐 = 𝑟⃗0 × 𝑅⃗(𝑒) + 𝑟⃗0 × Φ⃗𝑟. (1.48)

Принимая во внимание соотношение (1.48), теорему об из-
менении кинетического момента относительно системы осей 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1

можно записать в виде:

𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
=

−→
M

(𝑒)
0 +

−→
M

(𝑟)
0 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)− 𝜌⃗𝑐 ×𝑀𝑤⃗0. (1.49)

Если начало поступательно движущихся осей координат сов-
падает с центром масс тела, то 𝜌⃗𝑐 = 0 и выражение теоре-
мы (1.49) принимает более простую форму:

𝑑𝐾⃗𝑐

𝑑𝑡
=

−→
M(𝑒)

𝑐 +
−→
M(𝑟)

𝑐 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) , (1.50)

где 𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈 = 𝑣⃗ ′
𝜈 есть скорость точки 𝑚𝜈 относительно поступа-

тельно движущихся осей.
Таким образом, производная по времени от кинетическо-

го момента, вычисленного относительно центра масс, равна
сумме моментов всех внешних и реактивных сил плюс сумма
моментов количеств движения частиц, отброшенных телом в
единицу времени, в их движении относительно поступатель-
но перемещающихся осей.
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Из выражения теоремы (1.50) следует, что при гипотезе кон-
тактного взаимодействия отбрасываемых частиц и тела, соглас-
но которой частицы, получившие относительную скорость, уже
не принадлежат к телу переменной массы и на него никак не
действуют, математическое выражение теоремы для неподвиж-
ных осей и осей, имеющих начало в центре масс и движущихся
поступательно относительно основной системы отсчета, совер-
шенно одинаково.

Если принять гипотезу контактного взаимодействия (или
близкодействия), то для подвижных и неподвижных осей коор-
динат проекций разностей:[︃

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
−

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝑟⃗𝜈 × 𝑣⃗𝜈)

]︃
и

[︃
𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
−

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜌⃗𝜈 × 𝑣⃗𝜈)

]︃

на координатные оси дают в левых частях уравнений слагае-

мые того же вида, какие получаются при проектировании
𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
и

𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
на те же оси при постоянной массе тела. Это утверждение

мы проверили для частных случаев движения тела; его легко
доказать и в общем случае.

Введем в рассмотрение систему осей 𝑂𝑥𝑦𝑧 (рис. 1.3), неиз-
менно связанную с движущимся телом; тогда

𝑑𝐾⃗0

𝑑𝑡
=

𝑑*𝐾⃗0

𝑑𝑡
+ 𝜔⃗ × 𝐾⃗0, (1.51)

где
𝑑*

𝑑𝑡
есть знак производной относительно осей 𝑂𝑥𝑦𝑧.

Пусть подвижные оси координат суть главные оси инерции
тела для точки 𝑂, и пусть для упрощения выкладок точка 𝑂 сов-
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падает с центром масс; тогда проекции вектора кинетического
момента на эти оси будут равны:

𝐾𝑐𝑥 = 𝐼𝑥𝑥𝑝

𝐾𝑐𝑦 = 𝐼𝑦𝑦𝑞

𝐾𝑐𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝑟

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (1.52)

Уравнение (1.32) для подвижных осей примет вид:[︃
𝑑𝐾⃗𝑐

𝑑𝑡
−

𝑛∑︁
𝜈=1

(︂
𝜌⃗𝜈 ×

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗ ′
𝜈

)︂]︃
+ 𝜔⃗ × 𝐾⃗𝑐 =

−→
M(𝑒)

𝑐 +
−→
M(𝑟)

𝑐 . (1.53)

Так как

𝜔⃗ × 𝐾⃗𝑐 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑖⃗ 𝑗⃗ 𝑘⃗

𝑝 𝑞 𝑟

𝐼𝑥𝑥𝑝 𝐼𝑦𝑦𝑞 𝐼𝑧𝑧𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ,

то проекции этого слагаемого в уравнении (1.53) на оси 𝑂𝑥, 𝑂𝑦,
𝑂𝑧 найти очень просто. Найдем проекцию на ось 𝑂𝑥 вектора:

𝐴⃗ =

[︃
𝑑𝐾⃗𝑐

𝑑𝑡
−

𝑛∑︁
𝜈=1

(︂
𝜌⃗𝜈 ×

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗ ′
𝜈

)︂]︃
;

будем иметь при сделанных упрощающих предположениях:

𝐴𝑥 =
𝑑𝐾𝑐𝑥

𝑑𝑡
−

[︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)

]︃
𝑥

=

=
𝑑𝐼𝑥𝑥
𝑑𝑡

𝑝+ 𝐼𝑥𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑡
− 𝑝

𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈

(︀
𝑦2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
= 𝐼𝑥𝑥

𝑑𝑝

𝑑𝑡
.

Аналогично легко найти, что 𝐴𝑦 = 𝐼𝑦𝑦
𝑑𝑞

𝑑𝑡
, 𝐴𝑧 = 𝐼𝑧𝑧

𝑑𝑟

𝑑𝑡
.
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Проектируя (1.51) на подвижные оси, получим:

𝐼𝑥𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑡
+ (𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑦𝑦) 𝑞𝑟 = M(𝑒)

𝑐𝑥 +M(𝑟)
𝑐𝑥

𝐼𝑦𝑦
𝑑𝑞

𝑑𝑡
+ (𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝑧𝑧) 𝑟𝑝 = M(𝑒)

𝑐𝑦 +M(𝑟)
𝑐𝑦

𝐼𝑧𝑧
𝑑𝑟

𝑑𝑡
+ (𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝑥𝑥) 𝑝𝑞 = M(𝑒)

𝑐𝑧 +M(𝑟)
𝑐𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (1.54)

Уравнения (1.54) являются динамическими уравнениями ти-
па Эйлера для тела переменной массы.

Если абсолютные скорости отбрасываемых частиц равны
нулю, то

−→
M(𝑟)

𝑐 +

𝑛∑︁
𝜈=1

(︂
𝜌⃗𝜈 ×

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗ ′
𝜈

)︂
=

=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜌⃗𝜈 ×
[︂
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︁
𝑉𝑟𝜈 + 𝑣⃗ ′

𝜈

)︁]︂
= 𝑣⃗ ×

[︂
𝑀𝑞⃗𝑐 +

𝑑𝑀

𝑑𝑡
𝜌⃗𝑐

]︂
. (1.55)

Предполагая, что начало системы 𝑂𝑥𝑦𝑧 совпадает с цен-
тром масс тела и относительная скорость центра масс 𝑞𝑐 = 0,
мы получим следующее векторное уравнение движения тела пе-
ременной массы около неподвижной точки:

𝑑𝐾⃗𝑐

𝑑𝑡
=

−→
M(𝑒)

𝑐 .

В проекциях на оси, связанные с телом, будем иметь:
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𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝑥𝑥𝑝) + (𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑦𝑦) 𝑞𝑟 = M(𝑒)

𝑐𝑥

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝑦𝑦𝑝) + (𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝑧𝑧) 𝑟𝑝 = M(𝑒)

𝑐𝑦

𝑑

𝑑𝑡
(𝐼𝑧𝑧𝑝) + (𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝑥𝑥) 𝑝𝑞 = M(𝑒)

𝑐𝑧

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (1.56)

1.7. Теорема об изменении кинетической энергии
тела переменной массы

Мы определили кинетическую энергию тела переменной мас-
сы как сумму кинетических энергий точек, принадлежащих те-
лу в данный момент времени, т.е.

𝑇 =
1

2

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈 .

Установим связь между кинетической энергией тела 𝑇 , вы-
численной относительно 𝑁𝜉𝜂𝜁, и его кинетической энергией в
движении относительно системы осей 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1, движущихся по-
ступательно относительно неподвижных осей координат 𝑁𝜉𝜂𝜁.
Так как

𝑣⃗𝜈 = 𝑣⃗0 + 𝑣⃗ ′
𝜈 ,

то

𝑇 =
1

2

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈

(︀
𝑣⃗0 + 𝑣⃗ ′

𝜈

)︀2
+

1

2
𝑀𝑣⃗20 +

1

2

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
′ 2
𝜈 + 𝑣0

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
′
𝜈 .

Легко видеть, что
1

2

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
′ 2
𝜈 = 𝑇0

есть кинетическая энергия тела переменной массы относительно
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системы 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1, а

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
′
𝜈 = 𝜔⃗ ×𝑀𝜌⃗𝑐.

Следовательно,

𝑇 = 𝑇0 +
1

2
𝑀𝑣⃗20 + 𝑣⃗0 (𝜔⃗ ×𝑀𝜌⃗𝑐) . (1.57)

Если начало подвижной системы 𝑂𝑥1𝑦1𝑧1 совпадает с цен-
тром масс тела, то 𝑣⃗0 = 𝑣⃗ (𝑒)

𝑐 , 𝜌⃗𝑐 = 0, тогда

𝑇 = 𝑇𝑐 +
1

2
𝑀
(︁
𝑣⃗ (𝑒)
𝑐

)︁2
, (1.58)

т.е. кинетическая энергия тела переменной массы равна кине-
тической энергии центра масс в его переносном движении и в
предположении, что в нём сосредоточена масса всего тела, плюс
кинетическая энергия тела в его движении относительно осей
постоянного направления, имеющих начало в центре масс.

Соотношение (1.58) будет совпадать с теоремой Кёнига, ес-
ли относительная скорость центра масс 𝑞⃗𝑐 = 0.

Сформулируем теорему об изменении кинетической энергии
относительно неподвижных осей координат. Напишем для этого
уравнение движения какой-либо точки 𝑚𝜈 . Будем иметь:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) = 𝐹 (𝑒)

𝜈 + 𝐹 (𝑖)
𝜈 +

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈 , (1.59)

где 𝐹 (𝑒)
𝜈 — равнодействующая всех внешних сил, приложенных

к точке 𝑚𝜈 , 𝐹 (𝑖)
𝜈 — равнодействующая всех внутренних сил, при-

ложенных к той же точке, 𝑢⃗𝜈 — абсолютная скорость отбрасы-
ваемых частиц.
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Умножим левую часть уравнения (1.59) на 𝑣⃗𝜈𝑑𝑡, а правую
часть на равную величину 𝑑𝑟⃗𝜈 и просуммируем по всем точкам
тела переменной массы, принадлежащим ему в данный момент
времени. Будем иметь:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑣⃗𝜈𝑑 (𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) =

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈 𝑑𝑟⃗𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 𝑑𝑟⃗𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈𝑑𝑟⃗𝜈 . (1.60)

Так как

𝑑

(︂
𝑚𝜈 𝑣⃗

2
𝜈

2

)︂
= 𝑑𝑚𝜈

𝑣⃗2𝜈
2

+𝑚𝜈𝑑

(︂
𝑣⃗2𝜈
2

)︂
,

то
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑣⃗𝜈𝑑 (𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈) = 𝑑
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈

2
+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈

2
.

Кроме того, суммы элементарных работ внешних и внут-
ренних сил запишем сокращенно следующим образом:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈 𝑑𝑟⃗𝜈 = 𝛿𝐴(𝑒),

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 𝑑𝑟⃗𝜈 = 𝛿𝐴(𝑖).

Последнюю сумму в соотношении (1.60) можно записать в
виде

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈𝑑𝑟⃗𝜈 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈 𝑢⃗𝜈 𝑣⃗𝜈 =

𝑛∑︁
𝜈=1

Φ⃗𝑟𝜈𝑑𝑟⃗𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈 .

Очевидно, что
𝑛∑︁

𝜈=1

Φ⃗𝑟𝜈𝑑𝑟⃗𝜈 = 𝛿𝐴(𝑟) есть элементарная работа

реактивных сил.
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Подставляя преобразованные значения отдельных слагае-
мых в соотношение (1.60), получим:

𝑑𝑇 = 𝛿𝐴(𝑒) + 𝛿𝐴(𝑖) + 𝛿𝐴(𝑟) +
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈

2
. (1.61)

Следовательно, дифференциал кинетической энергии тела
переменной массы равен сумме элементарных работ всех внеш-
них, внутренних и реактивных сил, приложенных к данному
телу, плюс кинетическая энергия частиц, отбрасываемых те-
лом за время 𝑑𝑡, обусловленная их переносным движением.

Если абсолютная скорость отбрасываемых частиц равна ну-
лю, то из соотношения (1.60) получаем:

𝑑𝑇 +
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈

2
= 𝛿𝐴(𝑒) + 𝛿𝐴(𝑖), (1.62)

т.е. дифференциал кинетической энергии тела переменной мас-
сы плюс кинетическая энергия частиц, отбрасываемых телом за
время 𝑑𝑡, в их переносном движении равен сумме элементарных
работ всех внешних и внутренних сил, действующих на тело.

Наконец, если тело переменной массы абсолютно твердое и
относительные скорости отбрасываемых частиц равны нулю, то
из (1.61) имеем:

𝑑𝑇 = 𝛿𝐴(𝑒) +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈 𝑣⃗
2
𝜈

2
, (1.63)

т.е. дифференциал кинетической энергии тела переменной мас-
сы равен сумме элементарных работ всех внешних сил плюс ки-
нетическая энергия частиц, отброшенных телом за время 𝑑𝑡, в
их переносном движении.
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Глава 2

Модель движения космического аппарата
в канонических переменных

2.1. Уравнения движения тела переменной массы
в обобщенных координатах

Пусть положение механической системы (тела переменной
массы) определяется 𝑠 независимыми параметрами 𝑞1,, 𝑞2, . . . ,
𝑞𝑠, которые выберем за обобщенные (криволинейные) координа-
ты тела.

Пусть
𝑟⃗𝜈 = 𝑟⃗𝜈 (𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠, 𝑡) . (2.1)

Напишем дифференциальные уравнения Мещерского для
точек тела переменной массы в следующем виде:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚1𝑣⃗1) = 𝐹

(𝑒)
1 + 𝐹

(𝑖)
1 +

𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑢⃗1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚2𝑣⃗2) = 𝐹

(𝑒)
2 + 𝐹

(𝑖)
2 +

𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑢⃗2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑛𝑣⃗𝑛) = 𝐹 (𝑒)

𝑛 + 𝐹 (𝑖)
𝑛 +

𝑑𝑚𝑛

𝑑𝑡
𝑢⃗𝑛

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.2)
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Умножим первое из уравнений (2.2) на 𝛿𝑟⃗1, второе на 𝛿𝑟⃗2 и
т.д., последнее на 𝛿𝑟⃗𝑛 и сложим все полученные таким образом
соотношения. Будем иметь:

𝑛∑︁
𝜈=1

[︂
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈)

]︂
𝛿𝑟⃗𝜈 =

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈 𝛿𝑟⃗𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 𝛿𝑟⃗𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈𝛿𝑟⃗𝜈 . (2.3)

Во всем дальнейшем будем предполагать, что

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑖)
𝜈 𝛿𝑟⃗𝜈 = 0. (2.4)

Соотношение (2.4) вполне согласуется с гипотезой излуче-
ния частиц с поверхности тела и означает, что частицы, которые
принадлежат телу, не смещаются друг относительно друга, а ча-
стицы, получившие относительную скорость 𝑉⃗𝑟𝜈 , считаются не
принадлежащими телу.

Так как

𝛿𝑟⃗𝜈 =
𝑠∑︁

𝜎=1

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

𝛿𝑞𝜎,

то (2.3) можно написать в виде:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈)

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

𝛿𝑞𝜎 =

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

𝛿𝑞𝜎 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

𝛿𝑞𝜎, (2.5)

или
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𝑠∑︁
𝜎=1

[︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈)

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

]︃
𝛿𝑞𝜎 =

=
𝑠∑︁

𝜎=1

[︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

]︃
𝛿𝑞𝜎 +

𝑠∑︁
𝜎=1

[︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

]︃
𝛿𝑞𝜎. (2.6)

Для дальнейших преобразований (2.6) нужно воспользовать-
ся двумя следующими соотношениями:

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

)︂
=

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (2.7)

Известно, что:
𝑛∑︁

𝜈=1

𝐹 (𝑒)
𝜈

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

= 𝑄𝜎

есть обобщенная сила, отнесенная к координате 𝑞𝜎. Кроме того,

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈)

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈
𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

−
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

)︂
=

=
𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈
𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜈

−
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑚𝜈 𝑣⃗𝜈
𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=

=
𝑑

𝑑𝑡

𝜕

𝜕𝑞𝜎

𝑛∑︁
𝜈=1

1

2
𝑚𝜈 𝑣⃗

2
𝜈 −

𝜕

𝜕𝑞𝜎

𝑛∑︁
𝜈=1

1

2
𝑚𝜈 𝑣⃗

2
𝜈 =

=
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
, (2.8)

где 𝑇 — кинетическая энергия системы. При выводе (2.8) мы
предполагали, что 𝑚𝜈 зависит только от времени 𝑡.
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Обозначая

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈

𝜕𝑟⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

= 𝑃𝜎, (2.9)

уравнение (2.6) можно записать в виде:

𝑛∑︁
𝜎=1

[︂
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
−𝑄𝜎 − 𝑃𝜎

]︂
𝛿𝑞𝜎 = 0. (2.10)

Так как по предположению криволинейные координаты неза-
висимы, то из (2.10) следует, что

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞1
= 𝑄1 + 𝑃1

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞2
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞2
= 𝑄2 + 𝑃2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
= 𝑄𝑠 + 𝑃𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.11)

Уравнения (2.11) суть уравнения Лагранжа второго рода для
тела переменной массы. Число этих уравнений равно числу сте-
пеней свободы тела переменной массы и, в наших предположе-
ниях, числу независимых криволинейных координат.

Интересный частный случай уравнений (2.11) будет иметь
место при условии

𝑢⃗𝜈 = 𝜆𝜈 (𝑡) 𝑣⃗𝜈 . (2.12)

В этом случае

𝑃𝜎 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
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=
𝜕

𝜕𝑞𝜎

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

𝑣⃗2𝜈
2
. (2.13)

Введем в рассмотрение функцию:

Π =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

𝑣⃗2𝜈
2
, (2.14)

которая характеризует приток энергии к телу переменной массы
вследствие процесса отбрасывания частиц, тогда

𝑃𝜎 =
𝜕Π

𝜕𝑞𝜎

и уравнения (2.11) можно записать в виде:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞1
= 𝑄1 +

𝜕Π

𝜕𝑞1
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞2
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞2
= 𝑄2 +

𝜕Π

𝜕𝑞2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
= 𝑄𝑠 +

𝜕Π

𝜕𝑞𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.15)

Если абсолютные скорости отбрасываемых частиц равны нулю,
то уравнения (2.11) можно записать так:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞1
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞1
= 𝑄1

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞2
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞2
= 𝑄2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
− 𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠
= 𝑄𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
, (2.16)
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т.е. при выполнении гипотезы 𝑢⃗𝜈 = 0 уравнения Лагранжа 2-го
рода для тела переменной массы имеют точно такую же фор-
му, что и для тела постоянной массы. Следует, однако, от-
метить, что при стационарных связях и консервативных силах
уравнения (2.16) не приводят к классическому интегралу энер-
гии, если рассматривается случай тела переменной массы.

2.2. Канонические уравнения для тела
переменной массы

Приведем систему уравнений Лагранжа (2.11) к канониче-
скому виду. Вместо лагранжевых переменных 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠 и
обобщенных скоростей 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠 введем в рассмотрение но-
вые, так называемые канонические переменные 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠, 𝑝1,
𝑝2, . . . , 𝑝𝑠. Переменные 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑠 называются обобщенными
импульсами и определяются из соотношений вида:

𝑝1 =
𝜕𝑇

𝜕𝑞1

𝑝2 =
𝜕𝑇

𝜕𝑞2

. . . . . . . . . .

𝑝𝑠 =
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑠

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
. (2.17)

Для того чтобы можно было выразить обобщенные скоро-
сти 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠 через обобщенные импульсы из системы ли-
нейных алгебраических уравнений (2.17) *, необходимо, чтобы

*Легко проверить, что кинетическая энергия 𝑇 является квадратичной

формой обобщенных скоростей и, следовательно, частные производные
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
суть линейные функции обобщенных скоростей 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠.
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функциональный определитель:⃦⃦⃦⃦
𝜕2𝑇

𝜕𝑞𝜎𝜕𝑞𝑖

⃦⃦⃦⃦
̸= 0. (2.18)

Так как 𝑇 — положительная квадратичная форма, то для
динамических задач условие (2.18) выполняется. Возьмем вари-
ацию функции 𝑇 , выраженной в переменных 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠, 𝑞1,

𝑞2, . . . , 𝑞𝑠. Будем иметь:

𝛿𝑇 =

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝛿𝑞𝜎 +

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝛿𝑞𝜎 =

=
𝑠∑︁

𝜎=1

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝛿𝑞𝜎 + 𝛿

𝑠∑︁
𝜎=1

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝑞𝜎

)︂
−

𝑠∑︁
𝜎=1

𝑞𝜎𝛿

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎

)︂
,

или

𝛿

[︃
−𝑇 +

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝑞𝜎

]︃
=

𝑠∑︁
𝜎=1

𝑞𝜎𝛿

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎

)︂
−

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝛿𝑞𝜎.

Введем в рассмотрение новую функцию:

𝐻 =

𝑠∑︁
𝜎=1

(︂
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝑞𝜎

)︂
− 𝑇

и выразим ее как функцию канонических переменных. Вариа-
ция этой новой функции равна:

𝛿𝐻 =

𝑠∑︁
𝜎=1

𝑞𝜎𝛿𝑝𝜎 −
𝑠∑︁

𝜎=1

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
𝛿𝑞𝜎,

причем
𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
вычислено в предположении, что
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𝑇 = 𝑇 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑠, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑠, 𝑡) .

Но из уравнений (2.17):

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
=

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝜎
− 𝑃𝜎 −𝑄𝜎 = 𝑝̇𝜎 − 𝑃𝜎 −𝑄𝜎

и, следовательно,

𝛿𝐻 =
𝑠∑︁

𝜎=1

𝑞𝜎𝛿𝑝𝜎 −
𝑠∑︁

𝜎=1

(𝑝̇𝜎 − 𝑃𝜎 −𝑄𝜎) 𝛿𝑞𝜎. (2.19)

Вычислим вариацию функции 𝐻, предполагая, что эта функ-
ция выражена в канонических переменных 𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑠, 𝑝1,

𝑝2, . . . , 𝑝𝑠 и времени 𝑡. Будем иметь:

𝛿𝐻 =
𝑠∑︁

𝜎=1

𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎
𝛿𝑞𝜎 +

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎
𝛿𝑝𝜎. (2.20)

Сравнивая правые части соотношений (2.19) и (2.20), по-
лучим вследствие независимости вариаций переменных следую-
щую систему дифференциальных уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑞𝜎 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎
,

𝑝̇𝜎 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎
+ 𝑃𝜎 +𝑄𝜎.

(2.21)

Если внешние действующие силы имеют потенциал и абсо-
лютная скорость отбрасываемых частиц равна нулю, то функ-
цию 𝐻 можно определить в виде:

𝐻 =

𝑠∑︁
𝜎=1

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝜎
𝑞𝜎 − 𝐿,
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где 𝐿 — функция Лагранжа, равная 𝑇+𝑈 . Потенциальная функ-
ция 𝑈 (𝑞1, . . . , 𝑞𝑠) такова, что

𝑄1 =
𝜕𝑈

𝜕𝑞1
, 𝑄2 =

𝜕𝑈

𝜕𝑞2
, . . . , 𝑄𝑠 =

𝜕𝑈

𝜕𝑞𝑠
.

В рассматриваемом частном случае уравнения Лагранжа
принимают весьма простую форму:

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝜎
− 𝜕𝐿

𝜕𝑞𝜎
= 0,

(𝜎 = 1, 2, . . . , 𝑠)

и соотношение (2.19) будет иметь следующий простой вид:

𝛿𝐻 =

𝑠∑︁
𝜎=1

𝑞𝜎𝛿𝑝𝜎 −
𝑠∑︁

𝜎=1

𝑝̇𝜎𝛿𝑞𝜎,

причем для систем с консервативными внешними силами обоб-
щенные импульсы определяются из соотношений:

𝑝1 =
𝜕𝐿

𝜕𝑞1
, 𝑝2 =

𝜕𝐿

𝜕𝑞2
, . . . , 𝑝𝑠 =

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑠
.

При сделанных предположениях уравнения (2.21) принима-
ют следующий простой вид:

𝑞𝜎 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎

𝑝̇𝜎 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ , (2.22)

(𝜎 = 1, 2, . . . , 𝑠) .
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Таким образом, если внешние силы, действующие на те-
ло переменной массы, имеют потенциал и абсолютные скоро-
сти отбрасываемых телом частиц равны нулю, то канониче-
ские уравнения принимают форму уравнений Гамильтона для
механической системы точек постоянной массы.

Существенно отметить здесь, что функция 𝐻 для случая
стационарных связей является явной функцией времени и по-
этому классические результаты о первых интегралах системы
канонических уравнений имеют в задачах динамики тела пере-
менной массы другой смысл.

2.3. Общий вид канонических уравнений
при наличии реактивных сил

Далее будем рассматривать только движение, когда внеш-
ние силы, действующие на тело переменной массы, отсутствуют,
но абсолютные скорости отбрасываемых частиц не равны нулю.
Следовательно, в уравнениях (2.21):

𝑄𝜎 = 0, 𝑃𝜎 ̸= 0.

Тогда (2.21) примет вид:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞𝜎 =

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎
,

𝑝̇𝜎 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎
+ 𝑃𝜎.

(2.23)

Для получения канонических уравнений для тела перемен-
ного состава в явном виде необходимо выписать правые части
уравнений (2.23).
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2.3.1. Случай линейного изменения скорости

Рассмотрим сначала частный случай, когда скорость отбра-
сываемых частиц есть линейная функция скорости, то есть спра-
ведливо (2.12).

Таким образом, если масса является известной функцией
времени: 𝑚𝜈 = 𝑚𝜈 (𝑡), то задача сводится к отысканию вектора
𝑣⃗𝜈 . Теперь, если рассматривать данный частный случай (2.13),
когда справедливо выражение (2.14), то задача об отыскании ка-
нонических уравнений Гамильтона сводится к отысканию квад-
рата длины вектора 𝑣⃗𝜈 .

Найдем производную в (2.13):

𝑃𝜎 =
𝜕

𝜕𝑞𝜈

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

𝑣⃗2𝜈
2

=

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝜕

𝜕𝑞𝜈

(︂
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

)︂
𝑣⃗2𝜈
2

+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜈

. (2.24)

Так как масса тела не зависит от обобщенных скоростей, то:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝜕

𝜕𝑞𝜈

(︂
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

)︂
𝑣⃗2𝜈
2

= 0. (2.25)

Подставляя (2.25) в (2.24), получим:

𝑃𝜎 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜈

. (2.26)

Вычислим производные
𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

в (2.26), для чего продиффе-

ренцируем (1.6) по обобщенным скоростям, полагая, что
𝜕𝑣⃗0
𝜕𝑞𝜎

= 0 :
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𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝜕

𝜕𝑞𝜎
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) =

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈 + 𝜔⃗ × 𝜕𝜌⃗𝜈

𝜕𝑞𝜎
. (2.27)

В силу того, что радиус-вектор точки явно не зависит от
обобщенной скорости, то

𝜔⃗ × 𝜕𝜌⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

= 0.

Следовательно

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝜕

𝜕𝑞𝜎
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈) =

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈 . (2.28)

Подставим (2.28) в (2.26) и получим:

𝑃𝜎 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
. (2.29)

Подставим в (2.29) выражение для вектора скорости (1.6),

полагая 𝑣⃗0

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
= 0 :

𝑃𝜎 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
=

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
. (2.30)

Запишем вспомогательные преобразования:

(⃗𝑎× 𝑐⃗) ·
(︁
𝑏× 𝑐⃗

)︁
= (⃗𝑎× 𝑐⃗) · 𝑑 = [𝑎, 𝑐, 𝑑] ,

𝑑 = 𝑏× 𝑐.
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Так как в смешанном произведении операции векторного и
скалярного произведения переставимы, то:

(⃗𝑎× 𝑐⃗) ·
(︁
𝑏× 𝑐⃗

)︁
= (⃗𝑎× 𝑐⃗) · 𝑑 =

[︁
𝑎⃗, 𝑐⃗, 𝑑

]︁
=

= 𝑎⃗ ·
(︁
𝑐⃗× 𝑑

)︁
= 𝑎⃗ ·

(︁
𝑐⃗×

(︁
𝑏× 𝑐⃗

)︁)︁
.

Распишем формулу для двойного векторного произведения:

𝑎⃗ ·
(︁
𝑐⃗×

(︁
𝑏× 𝑐⃗

)︁)︁
= 𝑎⃗ ·

(︁
𝑏 · 𝑐⃗ 2 − 𝑐⃗

(︁
𝑐⃗ · 𝑏⃗

)︁)︁
.

Таким образом

(⃗𝑎× 𝑐⃗) ·
(︁
𝑏× 𝑐⃗

)︁
= 𝑎⃗ ·

(︁
𝑏 · 𝑐⃗ 2 − 𝑐⃗

(︁
𝑐⃗ · 𝑏⃗

)︁)︁
. (2.31)

Используя вспомогательные вычисления (2.31), запишем:

(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
= 𝜔⃗ ·

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
· 𝜌⃗ 2

𝜈 − 𝜌⃗𝜈

(︂
𝜌⃗𝜈 ·

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎

)︂)︂
. (2.32)

Подставим (2.32) в (2.30):

𝑃𝜎 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
(𝜔⃗ × 𝜌⃗𝜈)

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
=

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜔⃗ ·
(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
· 𝜌⃗ 2

𝜈 − 𝜌⃗𝜈

(︂
𝜌⃗𝜈 ·

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎

)︂)︂
.

(2.33)

Распишем выражение

𝑎⃗ ·
(︁
𝑏 · 𝑐⃗ 2 − 𝑐⃗

(︁
𝑐⃗ · 𝑏⃗

)︁)︁
= 𝑊̃

по компонентам в предположении, что
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𝑎⃗ =
(︁
𝑎𝑥 𝑎𝑦 𝑎𝑧

)︁T
,

𝑏⃗ =
(︁
𝑏𝑥 𝑏𝑦 𝑏𝑧

)︁T
,

𝑐⃗ =
(︁
𝑐𝑥 𝑐𝑦 𝑐𝑧

)︁T
,

|𝑐⃗ |2 = 𝑐2𝑥 + 𝑐2𝑦 + 𝑐2𝑧,

𝑐⃗ · 𝑏⃗ = 𝑐𝑥𝑏𝑥 + 𝑐𝑦𝑏𝑦 + 𝑐𝑧𝑏𝑧,

𝑎⃗ · 𝑏⃗ = 𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧,

𝑎⃗ · 𝑐⃗ = 𝑎𝑥𝑐𝑥 + 𝑎𝑦𝑐𝑦 + 𝑎𝑧𝑐𝑧.

Тогда

𝑊̃ = 𝑎⃗ ·
(︁
𝑏 · 𝑐⃗ 2 − 𝑐⃗

(︁
𝑐⃗ · 𝑏⃗

)︁)︁
=
(︁
𝑎⃗ · 𝑏⃗

)︁
𝑐⃗ 2 − (⃗𝑎 · 𝑐⃗)

(︁
𝑐⃗ · 𝑏⃗

)︁
=

= (𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧)
(︀
𝑐2𝑥 + 𝑐2𝑦 + 𝑐2𝑧

)︀
−

− (𝑎𝑥𝑐𝑥 + 𝑎𝑦𝑐𝑦 + 𝑎𝑧𝑐𝑧) (𝑐𝑥𝑏𝑥 + 𝑐𝑦𝑏𝑦 + 𝑐𝑧𝑏𝑧) =

= 𝑎𝑥𝑏𝑥𝑐
2
𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦𝑐

2
𝑥 + 𝑎𝑧𝑏𝑧𝑐

2
𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑥𝑐

2
𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑦𝑐

2
𝑦+

+ 𝑎𝑧𝑏𝑧𝑐
2
𝑦 + 𝑎𝑥𝑏𝑥𝑐

2
𝑧 + 𝑎𝑦𝑏𝑦𝑐

2
𝑧 + 𝑎𝑧𝑏𝑧𝑐

2
𝑧−

− 𝑎𝑥𝑏𝑥𝑐
2
𝑥 − 𝑎𝑦𝑏𝑥𝑐𝑥𝑐𝑦 − 𝑎𝑧𝑏𝑥𝑐𝑥𝑐𝑧 − 𝑎𝑥𝑏𝑦𝑐𝑥𝑐𝑦 − 𝑎𝑦𝑏𝑦𝑐

2
𝑦−

− 𝑎𝑧𝑏𝑦𝑐𝑦𝑐𝑧 − 𝑎𝑥𝑏𝑧𝑐𝑥𝑐𝑧 − 𝑎𝑦𝑏𝑧𝑐𝑦𝑐𝑧 − 𝑎𝑧𝑏𝑧𝑐
2
𝑧.

Приведем подобные:

𝑊̃ = (𝑎𝑦𝑏𝑦 + 𝑎𝑧𝑏𝑧) 𝑐
2
𝑥 + (𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑧𝑏𝑧) 𝑐

2
𝑦 + (𝑎𝑥𝑏𝑥 + 𝑎𝑦𝑏𝑦) 𝑐

2
𝑧−

− (𝑎𝑦𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑦) 𝑐𝑥𝑐𝑦 − (𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑧) 𝑐𝑥𝑐𝑧 − (𝑎𝑧𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑧) 𝑐𝑦𝑐𝑧.
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Перегруппируем слагаемые:

𝑊̃ = 𝑎𝑥𝑏𝑥
(︀
𝑐2𝑦 + 𝑐2𝑧

)︀
+ 𝑎𝑦𝑏𝑦

(︀
𝑐2𝑥 + 𝑐2𝑧

)︀
+ 𝑎𝑧𝑏𝑧

(︀
𝑐2𝑥 + 𝑐2𝑦

)︀
−

− (𝑎𝑦𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑦) 𝑐𝑥𝑐𝑦 − (𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑧) 𝑐𝑥𝑐𝑧 − (𝑎𝑧𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑧) 𝑐𝑦𝑐𝑧.

Введем обозначения:

𝑎⃗ → 𝜔⃗ =
(︁
𝑝 𝑞 𝑟

)︁T
, (2.34)

𝑏⃗ → 𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
=

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑞𝜎

𝜕𝑞

𝜕𝑞𝜎

𝜕𝑟

𝜕𝑞𝜎

)︂T

, (2.35)

𝑐⃗ → 𝜌⃗𝜈 =
(︁
𝑥𝜈 𝑦𝜈 𝑧𝜈

)︁T
. (2.36)

Тогда

𝜔⃗ ·
(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
𝜌⃗ 2
𝜈 − 𝜌⃗𝜈

(︂
𝜌⃗𝜈 ·

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎

)︂)︂
=

= 𝑎𝑥𝑏𝑥
(︀
𝑦2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
+ 𝑎𝑦𝑏𝑦

(︀
𝑥2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
+ 𝑎𝑧𝑏𝑧

(︀
𝑧2𝜈 + 𝑦2𝜈

)︀
−

− (𝑎𝑦𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑦)𝑥𝜈𝑦𝜈 − (𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑧)𝑥𝜈𝑧𝜈−

− (𝑎𝑧𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑧) 𝑦𝜈𝑧𝜈 . (2.37)

Подставим (2.37) в (2.33):

𝑃𝜎 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜔⃗ ·
(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
· 𝜌⃗ 2

𝜈 − 𝜌⃗𝜈

(︂
𝜌⃗𝜈 ·

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎

)︂)︂
=

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

[︁
𝑎𝑥𝑏𝑥

(︀
𝑦2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
+𝑎𝑦𝑏𝑦

(︀
𝑥2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
+𝑎𝑧𝑏𝑧

(︀
𝑧2𝜈 + 𝑦2𝜈

)︀
−

− (𝑎𝑦𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑦)𝑥𝜈𝑦𝜈 − (𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑧)𝑥𝜈𝑧𝜈 − (𝑎𝑧𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑧) 𝑦𝜈𝑧𝜈

]︁
=

= 𝑎𝑥𝑏𝑥

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︀
𝑦2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
+
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+ 𝑎𝑦𝑏𝑦

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︀
𝑥2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
+

+ 𝑎𝑧𝑏𝑧

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︀
𝑧2𝜈 + 𝑦2𝜈

)︀
−

− (𝑎𝑦𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑦)
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑥𝜈𝑦𝜈−

− (𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑧)
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑥𝜈𝑧𝜈−

− (𝑎𝑧𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑧)

𝑛∑︁
𝜈=1

𝜆𝜈 (𝑡)
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑦𝜈𝑧𝜈 . (2.38)

Запишем вспомогательные преобразования:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑

𝑑𝑡
(𝜆𝜈𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈) =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈
𝑑 (𝜆𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈)

𝑑𝑡
=

=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝜆𝜈

𝑑𝑡
𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑 (𝑥𝜈𝑦𝜈)

𝑑𝑡
𝑚𝜈𝜆𝜈 . (2.39)

Так как рассматривается только твердое тело, то есть внут-
ренние точки тела никуда не перетекают сами по себе, то

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝜆𝜈
𝑑 (𝑥𝜈𝑦𝜈)

𝑑𝑡
= 0. (2.40)

Поставляя (2.40) в (2.39) и меняя местами операции сумми-
рования и дифференцирования, получим:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 =

𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝜆𝜈𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈)−
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝜆𝜈

𝑑𝑡
𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 . (2.41)
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Пусть
𝜆𝜈 = 𝜆 (𝑡) ∀𝜈 = (1, 2, . . . , 𝑛) , (2.42)

тогда (2.41) будет иметь вид:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 =

𝑑

𝑑𝑡
𝜆

𝑛∑︁
𝜈=1

(𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈)−
𝑑𝜆

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈𝑥𝜈𝑦𝜈 =

=
𝑑

𝑑𝑡
(𝜆𝐼𝑋𝑌 )−

𝑑𝜆

𝑑𝑡
𝐼𝑋𝑌 = 𝜆𝐼𝑋𝑌 . (2.43)

Аналогично (2.43) выпишем другие суммы из (2.38):

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈𝑥𝜈𝑧𝜈 = 𝜆𝐼𝑋𝑍 , (2.44)

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈𝑦𝜈𝑧𝜈 = 𝜆𝐼𝑌 𝑍 , (2.45)

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈

(︀
𝑦2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
= 𝜆𝐼𝑋𝑋 , (2.46)

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈

(︀
𝑥2𝜈 + 𝑧2𝜈

)︀
= 𝜆𝐼𝑌 𝑌 , (2.47)

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜆𝜈

(︀
𝑥2𝜈 + 𝑦2𝜈

)︀
= 𝜆𝐼𝑍𝑍 . (2.48)

Подставляя (2.43)–(2.48) в (2.38), получим:

𝑃𝜎 = 𝑎𝑥𝑏𝑥𝜆𝐼𝑋𝑋 + 𝑎𝑦𝑏𝑦𝜆𝐼𝑌 𝑌 + 𝑎𝑧𝑏𝑧𝜆𝐼𝑍𝑍−

− (𝑎𝑦𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑦)𝜆𝐼𝑋𝑌 − (𝑎𝑧𝑏𝑥 + 𝑎𝑥𝑏𝑧)𝜆𝐼𝑋𝑍−

− (𝑎𝑧𝑏𝑦 + 𝑎𝑦𝑏𝑧)𝜆𝐼𝑌 𝑍 (2.49)
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или в матричной форме:

𝑃𝜎 = 𝜆𝑎⃗T𝐼𝑏⃗. (2.50)

Возвращаясь к введенным обозначениям (2.34) и (2.35), за-
пишем (2.50):

𝑃𝜎 = 𝜆𝑎⃗T𝐼𝑏⃗ = 𝜆𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
. (2.51)

Заметим, что если главные оси инерции остаются неизмен-
ными, то

𝑃𝜎 = 𝑎𝑥𝑏𝑥𝜆𝐼𝑋𝑋 + 𝑎𝑦𝑏𝑦𝜆𝐼𝑌 𝑌 + 𝑎𝑧𝑏𝑧𝜆𝐼𝑍𝑍 .

Подставим (2.51) в (2.23) и получим уравнения движения
для тела переменного состава для случая (2.12):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑞𝜎 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎
,

𝑝̇𝜎 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎
+ 𝜆𝜔⃗T𝐼

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
.

(2.52)

2.3.2. Общий случай

Рассмотрим более общий случай, когда скорость отбрасыва-
емых частиц 𝑢⃗𝜈 в (2.9) не является линейной функцией скорости,
а имеет вид:

𝑢⃗𝜈 = 𝑣⃗𝜈 + 𝑉⃗𝑟𝜈 , (2.53)

где 𝑣⃗𝜈 определяется согласно (1.6), полагая 𝑣⃗0 = 0 , 𝑉⃗𝑟𝜈 — от-
носительная скорость отбрасываемой частицы.

Подставим выражение (2.53) в (2.9) и получим:
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𝑃𝜎 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︁
𝑣⃗𝜈 + 𝑉⃗𝑟𝜈

)︁ 𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

=

=

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑉⃗𝑟𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

, (2.54)

где 𝑉⃗𝑟𝜈 будем считать заданными, поскольку известно, как имен-
но отбрасываются частицы.

Введем обозначения:

𝑃𝜎1 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

, (2.55)

𝑃𝜎2 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑉⃗𝑟𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

. (2.56)

Тогда (2.54) примет вид:

𝑃𝜎 = 𝑃𝜎1 + 𝑃𝜎2. (2.57)

Выражение (2.55) является частным случаем (2.26) при 𝜆 = 1.
Подставим 𝜆 = 1 в (2.51) и получим:

𝑃𝜎1 = 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
. (2.58)

При 𝑉⃗𝑟𝜈 = 𝜆1𝑣⃗𝜈 выражение (2.56) примет вид:

𝑃𝜎2 = 𝜆1

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝑞𝜎

, (2.59)

и тогда уравнения движения будут иметь вид (2.52) при условии,
что 𝜆 = 1 + 𝜆1.
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2.3.3. Отбрасывание частиц в одном направлении

Рассмотрим выражение (2.56). Обозначим компоненты век-
тора относительной скорости отбрасывания частиц 𝑉⃗𝑟𝜈 следую-
щим образом:

𝑉⃗𝑟𝜈 =
(︀
𝑉 1
𝜈 , 𝑉

2
𝜈 , 𝑉

3
𝜈

)︀T
.

Предположим, что все частицы отбрасываются в одном и
том же направлении:

𝑉 = (𝑉1, 𝑉2, 𝑉3)
T. (2.60)

Это допущение впоследствии даст возможность моделировать
движение таких космических аппаратов, на которых установ-
лен реактивный двигатель. Положение сопла такого двигателя
и будет задавать вектор отбрасывания частиц.

Подставим (2.60) в (2.56). Будем иметь:

𝑃𝜎2 =
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑉⃗𝑟𝜈

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
=

= 𝑉⃗

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
. (2.61)

Внесем
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
под векторное произведение, поскольку это про-

сто число:

𝑃𝜎2 = 𝑉⃗

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝜈

)︂
=

= 𝑉⃗

𝑛∑︁
𝜈=1

(︂
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜌⃗𝜈

)︂
=
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= 𝑉⃗ · 𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
×

(︃
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝜌⃗𝜈

)︃
. (2.62)

Заметим, что:

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌𝐶) =

𝑑

𝑑𝑡

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈 =

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈 𝜌⃗𝜈) =

=
𝑛∑︁

𝜈=1

𝜌⃗𝜈
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
+

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈
𝑑𝜌⃗𝜈
𝑑𝑡

⇒

⇒
𝑛∑︁

𝜈=1

(︂
𝜌⃗𝜈

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

)︂
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌𝐶)−

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈
𝑑𝜌⃗𝜈
𝑑𝑡

. (2.63)

Поскольку тело твердое, то положения внутренних точек
тела не зависят явно от времени:

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑚𝜈
𝑑𝜌⃗𝜈
𝑑𝑡

= 0. (2.64)

Допущение (2.64) устанавливает ограничение на тот факт,
что взаимное расположение точек тела остается неизменным,
то есть позволяет говорить о системе материальных точек как
о твердом теле.

Подставляя (2.64) в (2.63), получим:

𝑛∑︁
𝜈=1

(︂
𝜌⃗𝜈

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

)︂
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌𝐶) , (2.65)

где 𝜌𝐶 = (𝑋𝐶 , 𝑌𝐶 , 𝑍𝐶)
T — радиус-вектор центра масс в текущий

момент времени в связанной системе координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍, 𝑀 —
масса тела в текущий момент времени.
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Выражение (2.65) позволяет избавиться от суммирования
в (2.62). Подставляя (2.65) в (2.62), получим:

𝑃𝜎2 = 𝑉⃗ · 𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌⃗𝐶) . (2.66)

Подставляя (2.58) и (2.66) в (2.57), получим:

𝑃𝜎 = 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
+ 𝑉⃗ · 𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌⃗𝐶) . (2.67)

Если центр масс остается неподвижным, то

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌⃗𝐶) = 𝑀̇𝜌⃗𝐶 ,

и тогда (2.67) примет вид:

𝑃𝜎 = 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
+ 𝑀̇ · 𝑉⃗ · 𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
× 𝜌⃗𝐶 =

= 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
+ 𝑀̇

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
, 𝜌⃗𝐶

]︂
, (2.68)

где
[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
, 𝜌⃗𝐶

]︂
— смешанное произведение.

Подставляя (2.67) в (2.23) получим уравнения движения
твердого тела переменного состава, полученные на основе фор-
мализма Гамильтона в общем виде:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑞𝜎 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎
,

𝑝̇𝜎 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎
+ 𝜔⃗T𝐼

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
+

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
,
𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝜌⃗𝐶)

]︂
.

(2.69)

Подставляя (2.68) в (2.23) получим уравнения движения
твердого тела переменного состава, полученные на основе фор-
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мализма Гамильтона для случая, когда центр масс остается непо-
движным в связанно системе координат:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑞𝜎 =

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝜎
,

𝑝̇𝜎 = −𝜕𝐻

𝜕𝑞𝜎
+ 𝜔⃗T𝐼

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
+ 𝑀̇

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑞𝜎
, 𝜌⃗𝐶

]︂
.

(2.70)

2.4. Канонические уравнения в переменных Депри

Канонические переменные Депри, описанные в [1, 18], по-
лучили широкое применение при исследовании движения твёр-
дых тел вследствие того, что выражение для гамильтониана в
этих переменных имеет лишь одну позиционную координату.
Это позволит впоследствии получить аналитические решения
для некоторых уравнений. В зарубежных источниках эти пере-
менные называют также переменными Серре [25] или перемен-
ными Серре-Андуайе [13, 22]. Договоримся для краткости далее
использовать наименование переменных как переменные Депри.

Для записи уравнений движения в переменных Депри необ-
ходимо выразить в этих переменных правые части (2.70). Для
этого возьмём известное выражение для гамильтониана твёрдо-
го тела в переменных Депри [1]:

𝐻 = 𝐻 (𝑙, 𝜙2, 𝜙3, 𝐿, 𝐺, 𝐼3) =

=
𝐺2 − 𝐿2

2

(︂
sin2𝑙

𝐴
+

cos2𝑙

𝐵

)︂
+

𝐿2

2𝐶
, (2.71)

где 𝐴, 𝐵, 𝐶 — главные моменты инерции, 𝑙, 𝜙2, 𝜙3 — углы Депри,
𝐿, 𝐺, 𝐼3 — импульсы, соответствующие углам Депри 𝑙, 𝜙2, 𝜙3.
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Отметим, что переменные Депри при необходимости можно
пересчитать в углы Эйлера или Крылова.

Найдём производные:

𝜕𝐻

𝜕𝐿
= −𝐿

(︂
sin2𝑙

𝐴 (𝑡)
+

cos2𝑙

𝐵 (𝑡)

)︂
+

𝐿

𝐶 (𝑡)
, (2.72)

𝜕𝐻

𝜕𝐺
= 𝐺

(︂
sin2𝑙

𝐴 (𝑡)
+

cos2𝑙

𝐵 (𝑡)

)︂
,

𝜕𝐻

𝜕𝐼3
= 0, (2.73)

𝜕𝐻

𝜕𝑙
=

1

2

(︀
𝐺2 − 𝐿2

)︀(︂ 1

𝐴 (𝑡)
− 1

𝐵 (𝑡)

)︂
sin 2𝑙, (2.74)

𝜕𝐻

𝜕𝜙̇2
= 0,

𝜕𝐻

𝜕𝜙̇3
= 0. (2.75)

Для записи уравнений в явном виде необходимо вычислить
𝑃𝑙 и 𝑃𝜙2 в правых частях уравнений (2.72).

Для записи уравнений движения в переменных Депри в яв-
ном виде найдём производные

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇3
.

Требуется вычислить:

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
=

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑙

𝜕𝑞

𝜕𝑙

𝜕𝑟

𝜕𝑙

)︂T

, (2.76)

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
=

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2

𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2

𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2

)︂T

, (2.77)

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇3
=

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜙̇3

𝜕𝑞

𝜕𝜙̇3

𝜕𝑟

𝜕𝜙̇3

)︂T

. (2.78)

Для этого необходимо, чтобы компоненты вектора угловой ско-
рости были вычислены в переменных Лагранжа.
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Поскольку

𝑝 = 𝑝 (𝑙, 𝐿, 𝐺) = 𝑝
(︁
𝑙, 𝐿

(︁
𝑙, 𝜙̇2

)︁
, 𝐺

(︁
𝑙, 𝜙̇2

)︁)︁
,

то запишем правило дифференцирования сложной функции:

𝜕𝑝

𝜕𝑙
=

𝜕𝑝 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐿
· 𝜕𝐿
𝜕𝑙

+
𝜕𝑝 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐺
· 𝜕𝐺
𝜕𝑙

. (2.79)

В переменных Депри компоненты вектора угловой скорости
имеют вид [1]:

𝑝 =
1

𝐴

√︀
𝐺2 − 𝐿2 sin 𝑙, 𝑞 =

1

𝐵

√︀
𝐺2 − 𝐿2 cos 𝑙, 𝑟 =

𝐿

𝐶
. (2.80)

Выразим 𝐺 и 𝐿 через обобщённые скорости, для чего вос-
пользуемся первыми двумя уравнениями (2.72). Поскольку пре-
образование линейное, то всегда можно выразить обобщённые
скорости через импульсы:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑙 = −𝐿

(︂
sin2𝑙

𝐴 (𝑡)
+

cos2𝑙

𝐵 (𝑡)

)︂
+

𝐿

𝐶 (𝑡)
,

𝜙̇2 = 𝐺

(︂
sin2𝑙

𝐴 (𝑡)
+

cos2𝑙

𝐵 (𝑡)

)︂
,

⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐿 =

1
1

𝐶(𝑡) −
sin2𝑙
𝐴(𝑡) −

cos2𝑙
𝐵(𝑡)

𝑙 =
1

𝛼𝐿 (𝑙, 𝑡)
𝑙,

𝐺 =
1

sin2𝑙
𝐴(𝑡) +

cos2𝑙
𝐵(𝑡)

𝜙̇2 =
1

𝛼𝐺 (𝑙, 𝑡)
𝜙̇2,

(2.81)

𝛼𝐿 (𝑙, 𝑡) =
1

𝐶 (𝑡)
− sin2𝑙

𝐴 (𝑡)
− cos2𝑙

𝐵 (𝑡)
,

𝛼𝐺 (𝑙, 𝑡) =
sin2𝑙

𝐴 (𝑡)
+

cos2𝑙

𝐵 (𝑡)
.

(2.82)
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Выполним дифференцирование, используя (2.80) и (2.81):

𝜕𝑝

𝜕𝑙
= − sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐿

𝛼𝐿
.

Аналогично для других производных:

𝜕𝑞

𝜕𝑙
=
𝜕𝑞 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐿
· 𝜕𝐿
𝜕𝑙

+
𝜕𝑞 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐺
· 𝜕𝐺
𝜕𝑙

=− cos 𝑙

𝐵
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐿

𝛼𝐿
,

𝜕𝑟

𝜕𝑙
=
𝜕𝑟 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐿
· 𝜕𝐿
𝜕𝑙

+
𝜕𝑟 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐺
· 𝜕𝐺
𝜕𝑙

=
1

𝐶𝛼𝐿
,

𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2
=
𝜕𝑝 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐿
· 𝜕𝐿

𝜕𝜙̇2
+
𝜕𝑝 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐺
· 𝜕𝐺

𝜕𝜙̇2
=

sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐺

𝛼𝐺
,

𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2
=
𝜕𝑞 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐿
· 𝜕𝐿

𝜕𝜙̇2
+
𝜕𝑞 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐺
· 𝜕𝐺

𝜕𝜙̇2
=

cos 𝑙

𝐵
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐺

𝛼𝐺
,

𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2
=
𝜕𝑟 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐿
· 𝜕𝐿

𝜕𝜙̇2
+
𝜕𝑟 (𝑙, 𝐿, 𝐺)

𝜕𝐺
· 𝜕𝐺

𝜕𝜙̇2
= 0.

Выпишем получившиеся векторы производных (2.76)–(2.78):

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐿

𝛼𝐿

− sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐿

𝛼𝐿
1

𝐶𝛼𝐿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,
𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐺

𝛼𝐺
cos 𝑙

𝐵
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐺

𝛼𝐺

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇3
=
(︁
0 0 0

)︁T
.

Запишем необходимые скалярные и смешанные произведе-
ния в (2.68), используя компоненты вектора угловой скорости
и (2.80) для 𝑃𝑙:

𝑃𝑙 = 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
+ 𝑀̇

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
, 𝜌⃗𝐶

]︂
= 𝑃𝑙1 + 𝑃𝑙2. (2.83)
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Распишем каждый из компонентов 𝑃𝑙1 и 𝑃𝑙2 в (2.83). Будем
иметь:

𝑃𝑙1 = 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
=

= 𝑝
𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝐼𝑋𝑋 + 𝑞

𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝐼𝑌 𝑌 + 𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝐼𝑍𝑍 =

=
1

𝐴

√︀
𝐺2 − 𝐿2 ·

(︂
− sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐿

𝛼𝐿

)︂
sin 𝑙 · 𝐴̇+

+
1

𝐵

√︀
𝐺2 − 𝐿2 ·

(︂
− sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐿

𝛼𝐿

)︂
cos 𝑙 · 𝐵̇+

+
𝐿

𝐶
· 1

𝐶𝛼𝐿
· 𝐶̇ =

= −𝐿sin2𝑙

𝐴2
· 𝐴̇

𝛼𝐿
− 𝐿cos2𝑙

𝐵2

𝐵̇

𝛼𝐿
+

𝐿

𝐶2
· 𝐶̇

𝛼𝐿
=

=
𝐿

𝛼𝐿

(︂
1

𝐶2
𝐶̇ − sin2𝑙

𝐴2
𝐴̇− cos2𝑙

𝐵2
𝐵̇

)︂
, (2.84)

𝑃𝑙2 = 𝑀̇

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝑙
, 𝜌⃗𝐶

]︂
= 𝑀̇ ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑉1 𝑉2 𝑉3

𝜕𝑝

𝜕𝑙

𝜕𝑞

𝜕𝑙

𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝑋𝐶 𝑌𝐶 𝑍𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝑀̇

(︂
𝑉1

(︂
𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝑍𝐶 − 𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝑌𝐶

)︂
+

+ 𝑉2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝑋𝐶 − 𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝑍𝐶

)︂
+

+𝑉3

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝑌𝐶 − 𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝑋𝐶

)︂)︂
. (2.85)

Запишем необходимые скалярные и смешанные произведе-
ния в (2.68), используя компоненты вектора угловой скорости
и (2.80) для 𝑃𝜙2 :
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𝑃𝜙2 = 𝜔⃗𝑇 𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
+ 𝑀̇

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
, 𝜌⃗𝐶

]︂
= 𝑃𝜙21 + 𝑃𝜙22. (2.86)

Распишем каждый из компонентов 𝑃𝜙21 и 𝑃𝜙22 в (2.86). Бу-
дем иметь:

𝑃𝜙21 = 𝜔⃗T𝐼
𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
=

= 𝑝
𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝐼𝑋𝑋 + 𝑞

𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝐼𝑌 𝑌 + 𝑟

𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝐼𝑍𝑍 =

=
1

𝐴

√︀
𝐺2 − 𝐿2 sin 𝑙 · sin 𝑙

𝐴
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐺

𝛼𝐺
· 𝐴̇+

+
1

𝐵

√︀
𝐺2 − 𝐿2 cos 𝑙 · cos 𝑙

𝐵
√
𝐺2 − 𝐿2

𝐺

𝛼𝐺
· 𝐵̇ +

𝐿

𝐶
· 0 =

=
𝐺sin2𝑙

𝐴2
· 𝐴̇

𝛼𝐺
+

𝐺cos2𝑙

𝐵2
· 𝐵̇

𝛼𝐺
=

=
𝐺

𝛼𝐺

(︂
sin2𝑙

𝐴2
𝐴̇+

cos2𝑙

𝐵2
𝐵̇

)︂
, (2.87)

𝑃𝜙22 = 𝑀̇

[︂
𝑉⃗ ,

𝜕𝜔⃗

𝜕𝜙̇2
, 𝜌⃗𝐶

]︂
= 𝑀̇ ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑉1 𝑉2 𝑉3

𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2

𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2

𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2

𝑋𝐶 𝑌𝐶 𝑍𝐶

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

= 𝑀̇

(︂
𝑉1

(︂
𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2
𝑍𝐶 − 𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2
𝑌𝐶

)︂
+

+ 𝑉2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2
𝑋𝐶 − 𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2
𝑍𝐶

)︂
+

+𝑉3

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2
𝑌𝐶 − 𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2
𝑋𝐶

)︂)︂
, (2.88)

𝑃𝜙3 = 0. (2.89)
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Подставляя (2.72)–(2.75) и (2.84)–(2.89) в (2.70), получим
уравнения движения для тела переменного состава, полученные
на основе формализма Гамильтона в переменных Депри:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑙 = 𝐿

(︂
1

𝐶
− sin2𝑙

𝐴
− cos2𝑙

𝐵

)︂
, 𝜙̇2 = 𝐺

(︂
sin2𝑙

𝐴
+

cos2𝑙

𝐵

)︂
,

𝜙̇3 = 0, 𝐼3 = 0,

𝐿̇ = −1

2

(︀
𝐺2 − 𝐿2

)︀(︂ 1

𝐴
− 1

𝐵

)︂
sin 2𝑙+

+
𝐿

𝛼𝐿

(︃
𝐶̇

𝐶2
− 𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 − 𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
+

+ 𝑀̇

(︂
𝑉1

(︂
𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝑍𝐶 − 𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝑌𝐶

)︂
+

+𝑉2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝑙
𝑋𝐶 − 𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝑍𝐶

)︂
+ 𝑉3

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝑌𝐶 − 𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝑋𝐶

)︂)︂
,

𝐺̇ =
𝐺

𝛼𝐺

(︃
𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 +

𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
+

+ 𝑀̇

(︂
𝑉1

(︂
𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2
𝑍𝐶 − 𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2
𝑌𝐶

)︂
+

+ 𝑉2

(︂
𝜕𝑟

𝜕𝜙̇2
𝑋𝐶 − 𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2
𝑍𝐶

)︂
+ 𝑉3

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2
𝑌𝐶 − 𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2
𝑋𝐶

)︂)︂
.

(2.90)

Из (2.90) видно, что два уравнения интегрируются в квад-
ратурах:

𝜙3 = 𝜙3 (0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐼3 = 𝐼3 (0) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (2.91)

и задача сводится к численному интегрированию только четы-
рёх уравнений, что упрощает её решение.
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Так как уравнения 𝜙̇3 = 0 и 𝐼3 = 0 не представляют инте-
реса для исследования, то исключим в дальнейшем их из рас-
смотрения.

В практических задачах часто имеет место случай, когда
вектор скорости отбрасывания частиц коллинеарен оси аппли-
кат связанной системы координат:

𝑉⃗ =
(︁
0 0 𝑉

)︁T
. (2.92)

Отметим, что отбрасывание частиц по оси 𝑍 означает, что
центр масс не остаётся неподвижным и движется по оси 𝑍, а при
симметричном изменении моментов инерции по другим осям ко-
ординаты 𝑋𝐶 и 𝑌𝐶 центра масс остаются постоянными. Если
совместить начало неподвижной системы координат с положе-
нием центра масс в начальный момент времени, то

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝑋𝐶) = 0,

𝑑

𝑑𝑡
(𝑀𝑌𝐶) = 0.

Подставим (2.92) в (2.90) и получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑙 = 𝐿

(︂
1

𝐶
− sin2𝑙

𝐴
− cos2𝑙

𝐵

)︂
, 𝜙̇2 = 𝐺

(︂
sin2𝑙

𝐴
+

cos2𝑙

𝐵

)︂
,

𝐿̇ = −1

2

(︀
𝐺2 − 𝐿2

)︀(︂ 1

𝐴
− 1

𝐵

)︂
sin 2𝑙+

+
𝐿

𝛼𝐿

(︃
𝐶̇

𝐶2
− 𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 − 𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
+

+ 𝑀̇𝑉

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝑙
𝑌𝐶 − 𝜕𝑞

𝜕𝑙
𝑋𝐶

)︂
,

𝐺̇ =
𝐺

𝛼𝐺

(︃
𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 +

𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
+ 𝑀̇𝑉

(︂
𝜕𝑝

𝜕𝜙̇2
𝑌𝐶 − 𝜕𝑞

𝜕𝜙̇2
𝑋𝐶

)︂
.

(2.93)
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Пусть в начальный момент времени начало связанной си-
стемы координат совпадает с центром масс, то есть

𝑋𝐶 = 0, 𝑌𝐶 = 0, 𝑍𝐶 = 0. (2.94)

Подставляя (2.94) в (2.93), получим:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑙 = 𝐿

(︂
1

𝐶
− sin2𝑙

𝐴
− cos2𝑙

𝐵

)︂
, 𝜙̇2 = 𝐺

(︂
sin2𝑙

𝐴
+

cos2𝑙

𝐵

)︂
,

𝐿̇ = −1

2

(︀
𝐺2 − 𝐿2

)︀(︂ 1

𝐴
− 1

𝐵

)︂
sin 2𝑙+

+
𝐿

𝛼𝐿

(︃
𝐶̇

𝐶2
− 𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 − 𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
,

𝐺̇ =
𝐺

𝛼𝐺

(︃
𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 +

𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
.

(2.95)

С учётом введённых обозначений (2.82) перепишем (2.95) в
более компактном виде:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑙 = 𝐿𝛼𝐿, 𝜙̇2 = 𝐺𝛼𝐺,

𝐿̇ = −1

2

(︀
𝐺2 − 𝐿2

)︀(︂ 1

𝐴
− 1

𝐵

)︂
sin 2𝑙+

+
𝐿

𝛼𝐿

(︃
𝐶̇

𝐶2
− 𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 − 𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
,

𝐺̇ =
𝐺

𝛼𝐺

(︃
𝐴̇

𝐴2
sin2𝑙 +

𝐵̇

𝐵2
cos2𝑙

)︃
.

(2.96)

Уравнения (2.96) есть уравнения движения тела переменно-
го состава в переменных Депри, и могут в дальнейшем исполь-
зоваться для анализа регулярной и хаотической динамики.
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Глава 3

Моделирование пространственного
движения соосных КА переменной массы

3.1. Инерционно-массовая модель
реактивного двигателя твердого топлива

Прежде чем переходить к поиску зависимостей движения
соосных тел с переменной массой от времени, рассмотрим неко-
торые вопросы, связанные с конструкцией и работой реактив-
ных двигателей твердого топлива (РДТТ). РДТТ используются
в качестве тормозных двигательных установок на малых спус-
каемых аппаратах (СА) систем дистанционного зондирования.
Тормозная двигательная установка (ТДУ) является также вра-
щающимся стабилизирующим блоком, поэтому ее инерционно-
массовые характеристики, а также их изменение в процессе ра-
боты требуют отдельного рассмотрения. Для указанных целей
предлагается краткий обзор основ конструкции и особенностей
работы РДТТ подробно описанных, например, в [2, 3, 10].

РДТТ относятся к так называемым химическим или термо-
химическим ракетным двигателям. Все они работают по прин-
ципу превращения потенциальной химической энергии топлива
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в кинетическую энергию истекающих из двигателя газов. РДТТ
состоит из корпуса, топливного заряда, реактивного сопла, вос-
пламенителя и других элементов (рис. 3.1).

Рис. 3.1. Конструктивная схема РДТТ:
1 – воспламенитель, 2 – топливный заряд, 3 – корпус, 4 – сопло

Корпус РДТТ представляет собой прочный сосуд цилиндри-
ческой, сферической или другой формы, изготовленный либо
из металла, либо из пластика. В корпусе содержится прочно
скрепленный с ним заряд твердого топлива: обычно — механиче-
ская смесь кристаллического неорганического окислителя (на-
пример, перхлората аммония) с металлическим горючим (алю-
миний) и полимерным горючим связующим (полибутадиеновый
каучук). Для зажигания топлива используется воспламенитель-
ное устройство, которое может входить непосредственно в кон-
струкцию РДТТ или быть автономным. В простейшем случае
воспламенительное устройство представляет собой быстровос-
пламеняющийся пакет дымного пороха в оболочке из материи
или металла, который поджигается с помощью электрозапала
или пиросвечи с пиропатроном.
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В зависимости от конкретного назначения космические дви-
гатели могут иметь тягу от сотых долей ньютона до нескольких
меганьютонов, а продолжительность работы — от долей секун-
ды до нескольких минут.

При всей простоте функциональной схемы РДТТ расчет его
рабочих характеристик представляет собой сложную задачу. Ре-
шается она при помощи методов внутренней баллистики РДТТ,
обсуждение которых выходит за рамки настоящего пособия и
которые приведены в соответствующей литературе [2, 3, 10]. В
этой связи отметим лишь основные особенности процессов вы-
горания, необходимые для дальнейшего механического модели-
рования движения КА с РДТТ.

Так, в том случае, когда физические условия во всех точ-
ках горящей поверхности заряда одинаковы и топливо однород-
но, оно сгорает равномерно, параллельными слоями, т.е. фронт
горения перемещается от поверхностных слоев в глубь заряда
с одинаковой скоростью во всех точках. Постоянство тяги или
необходимое изменение ее во времени достигается применением
топлив с разными скоростями горения и выбором соответству-
ющей конфигурации топливного заряда.

Далее будем рассматривать КА с постоянной тягой ТДУ.
Согласно гипотезе Циолковского [6] будет иметь место линей-
ный закон изменения массы КА во все время работы РДТТ.
На конце активного участка происходит мгновенное отключе-
ние ТДУ, так называемая «отсечка» тяги путем гашения заряда
при быстром снижении давления в камере сгорания двигателя
(пиротехнический пробой корпуса РДТТ, впрыскивание жидко-
сти в камеру РДТТ и др. способы).

78



В космических РДТТ широко применяются так называе-
мые заряды канального горения (рис. 3.2), сгорающие по по-
верхностям, которые образованы внутренними осевыми канала-
ми круглого, звездообразного или другого поперечного сечения.
Также распространены пакетные шашечные заряды, равномер-
но распределенные по объему камеры сгорания. Чтобы исклю-
чить горение по торцевым поверхностям (как и по части внут-
ренних), на них наносят так называемые бронирующие покры-
тия на основе тех же материалов, что используются для теп-
лозащиты корпуса. Часто применяются заряды более сложных
конфигураций, образованных сочетанием простых форм.

Рис. 3.2. Виды топливных зарядов РДТТ

Из линейного по времени закона расхода массы и анали-
за видов топливных зарядов, в особенности пакетно-шашечных
и со звездообразной рабочей поверхностью, с высокой степе-
нью точности следует линейный по времени закон убывания
продольного и экваториального моментов инерции динамически
симметричной ТДУ.

Проиллюстрируем это на примере выгорания цилиндриче-
ского заряда из цилиндрических шашек и со звездообразной ра-
бочей поверхностью (рис. 3.3).
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Рис. 3.3. Схемы выгорания зарядов

Моменты инерции однородного цилиндра радиуса R и вы-
соты H можно вычислить по формулам:

𝐼𝑧 =
1

2
𝑚𝑅2, 𝐼𝑥 = 𝑚

(︂
𝐻2

3
+

𝑅2

4

)︂
,

где 𝑚 — масса однородного цилиндра.
Из схем выгорания приближенно можно заключить, что гео-

метрическая конфигурация точек топлива почти не меняется
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в процессе выгорания, а топливо остается вполне равномерно
распределенным по всему объему зарядов, и только средняя
плотность топлива в общем объеме заряда равномерно и ли-
нейно убывает. Таким образом, заряд при работе РДТТ прибли-
женно сохраняет топологическую конфигурацию и инерционные
свойства цилиндра, что является справедливым для любой дру-
гой пространственной формы заряда. Так как моменты инерции
сплошного равномерного цилиндра и любой другой равномерно
заполненной материальной пространственной формы пропорци-
ональны массе, которая линейно убывает во времени, то можно
приближенно считать, что и моменты инерции зарядов также
убывают по линейному закону:

𝐼𝑧 (𝑡) ≈ 𝑚 (𝑡)
𝑅2

2
= 𝐼𝑧0 − 𝑎𝑡, 𝐼𝑥 (𝑡) ≈ (𝑡)

(︂
𝐻2

3
+

𝑅2

4

)︂
= 𝐼𝑥0 − 𝑏𝑡.

Для других рабочих поверхностей и форм топливных заря-
дов вполне справедливым будет замечание о гораздо худшем со-
ответствии изменения моментов инерции линейному закону. Од-
нако, и для остальных форм зарядов на начальном этапе можно
принять линейный закон изменения моментов инерции, хотя бы
для проведения самого первого и весьма приближенного анали-
за движения.

Таким образом, приведено обоснование возможности исполь-
зования линейных законов изменения для всех инерционно-мас-
совых характеристик КА с РДТТ при постоянном расходе топ-
лива, включая продольные и экваториальные моменты инер-
ции.

81



3.2. Влияние пространственного движения КА
на траекторное движение его центра масс

Одним из важных этапов движения КА переменного соста-
ва (массы) является его межорбитальный переход. Не ограничи-
вая общности, рассмотрим выполнение межорбитального пере-
хода КА на примере его спуска с орбиты, когда выполняется пе-
реход с рабочей орбиты на орбиту спуска (приводящую ко входу
в атмосферу). Для реализации межорбитального перехода обыч-
но выдается импульс тяги, изменяющий скорость центра масс
КА, а, следовательно, и его орбиту. В случае выполнения спус-
ка КА такой импульс должен обеспечить требуемые начальные
условия входа КА в плотные слои атмосферы [5, 11] — обычно
этот импульс является тормозящим. Посадка КА в штатном ре-
жиме в заданной области с минимальной величиной рассеивания
точек посадки во многом определяется характеристиками аппа-
рата и начальными условиями входа КА в атмосферу (рис. 3.4).

Работа ТДУ, создающей тормозную тягу, может продол-
жаться от нескольких секунд до нескольких десятков секунд.
Для того чтобы сформировать и выдерживать все время работы
ТДУ нужное направление вектора тормозной тяги, необходимо
соответственным образом сориентировать продольную ось КА
и каким-либо способом стабилизировать это направление.

Неэффективная стабилизация направления вектора тяги (про-
дольной оси КА) приводит к возникновению прецессионного дви-
жения, «распыляющего» тягу, что в итоге изменяет его расчет-
ное направление и величину, а также порождают ошибку в ре-
ализации межорбитального перехода (возмущает конечную ор-
биту). При реализации спуска КА это приводит к увеличению
зоны рассеивания точек посадки (рис. 3.4).
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Рис. 3.4. Рассеивание точек посадки:
𝑃 , 𝑉 – тормозной импульс и придаваемая им скорость, 𝑉орб – орбитальная

скорость, 𝑉схода – результирующая скорость входа в атмосферу

Из описанного выше следует, что для выполнения точных
межорбитальных переходов необходимо учитывать пространствен-
ное движение КА переменного состава вокруг центра масс и его
влияние на траекторное движение центра масс КА.

Для этих целей можно использовать гироскопическую ста-
билизацию продольной оси КА, основанную на приведении в
быстрое вращение целиком всего КА, либо его части, выпол-
няющей функции стабилизирующего блока. КА, допускающий
закрутку стабилизирующего блока, можно назвать спускаемым
аппаратом с двойным вращением, а сам способ стабилизации —
стабилизацией частичной закруткой.
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3.3. Уравнения движения соосных тел
переменной массы

Одной из возможных причин, изменяющей расчетный угол
входа в атмосферу, является рассеивание тормозного импуль-
са, уводящего СА с околоземной орбиты. Рассеивание тормоз-
ного импульса происходит из-за отклонений от выбранного на-
правления вектора тормозной тяги вследствие нутационных ко-
лебаний и прецессии. После включения тормозной двигатель-
ной установки происходит расход топлива и, в силу изменения
инерционно-массовых параметров, СА становится системой пе-
ременного состава. В этой связи представляется немаловажной
оценка влияния изменения инерционно-массовых параметров на
пространственное движение аппарата. Особое значение в этом
случае имеет эволюция зависимости от времени угла нутации,
определяющего пространственное отклонение продольной оси
СА от стабилизируемого положения и, следовательно, рассеи-
вание тормозного импульса.

Рассмотрим пространственное движение спускаемого аппа-
рата с двойным вращением на активном участке траектории
спуска. Построим уравнения движения СА относительно вы-
бранного полюса, совпадающего с начальным положением цен-
тра масс аппарата, как системы соосных тел с переменной мас-
сой.

Выгорание топлива приводит к изменению инерционно-мас-
совых параметров двигательной установки, представляющей со-
бой вращающийся стабилизирующий блок. Вследствие выгора-
ния топлива будет изменяться относительное положение центра
масс СА.
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Для моделирования движения спускаемого аппарата с вра-
щающейся включенной ТДУ можно применить механическую
систему соосных тел с переменной массой одного из тел, при
этом по-прежнему первым соосным телом будем считать враща-
ющуюся двигательную установку, а вторым – спускаемый аппа-
рат или капсулу.

Для описания движения тела переменной массы примем ги-
потезу контактного взаимодействия отбрасываемых частиц и те-
ла, так называемую гипотезу «близкодействия» [6], согласно ко-
торой частицы, получившие относительную скорость при отде-
лении от тела, уже не принадлежат телу и никак на него не
действуют.

Для вывода уравнений движения системы соосных тел с пе-
ременной массой воспользуемся теоремой об изменении кинети-
ческого момента. Следует учесть тот факт, что центр масс, как
уже было замечено, движется относительно тел системы вслед-
ствие изменения массы первого соосного тела. Поэтому целесо-
образно записывать уравнения движения в системе координат,
жестко связанной с телами и имеющей начало в точке одного
из тел, совпадающей с начальным положением центра масс.

Введем следующие системы координат (рис. 3.5): 𝐶𝜉𝜂𝜁 —
неподвижная в абсолютном пространстве система координат;
𝑂𝑋𝑌 𝑍 — подвижная система координат с началом в точке си-
стемы 𝑂, оси которой остаются коллинеарными осям неподвиж-
ной системы все время движения; 𝑂𝑥𝑦𝑧 и 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′ — системы
координат, жестко связанные соответственно с телами 2 и 1, вра-
щающиеся относительно системы 𝑂𝑋𝑌 𝑍.

Для построения уравнений движения вычислим кинетиче-
ский момент системы с переменной массой (см. п. 1.4).
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Рис. 3.5. Используемые системы координат

Запишем кинетический момент соосных тел в неподвижной
системе координат как сумму кинетических моментов всех то-
чек, составляющих эти тела. Из рис. 3.5 видно, что

𝑟⃗𝜈 = 𝑟⃗0 + 𝜌⃗𝜈 . (3.1)

Точки, входящие в состав системы, отличаются своей при-
надлежностью к телу 1 или к телу 2. При выводе уравнений
будем различать принадлежность точек телам 1 и 2 индексами
𝜈1 и 𝜈2.

Дифференцируя выражение (3.1) по времени, для скоростей
точек получим:
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𝑣⃗𝜈𝑖 = 𝑣⃗0 + 𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝜈𝑖 , (𝑖 = 1, 2) , (3.2)

где 𝜔⃗1 и 𝜔⃗2 — угловые скорости движения связанных с телами 1
и 2 систем координат 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′ и 𝑂𝑥𝑦𝑧 соответственно.

Тогда кинетический момент системы запишется:

𝐾⃗ =
∑︁
𝜈1

𝑟⃗𝜈1 ×𝑚𝜈1 𝑣⃗𝜈1 +
∑︁
𝜈2

𝑟⃗𝜈2 ×𝑚𝜈2 𝑣⃗𝜈2 . (3.3)

Очевидны следующие соотношения:∑︁
𝜈𝑖

𝑚𝜈𝑖 = 𝑚𝑖,
∑︁
𝜈𝑖

𝜌⃗𝜈𝑖𝑚𝜈𝑖 = 𝜌⃗𝐶𝑖𝑚𝑖,

где индекс 𝑖 указывает на центр масс тела i.
С учетом (3.1) и (3.2), а также последних соотношений, вы-

ражение (3.3) можно переписать в следующем виде:

𝐾⃗ =
∑︁
𝜈1

𝑚𝜈1 𝜌⃗𝜈1 × 𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1+

+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚1𝑣⃗𝑂+

+ 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1𝑣⃗𝑂+

+ 𝑟⃗𝑂 × 𝜔⃗1 ×𝑚1𝜌⃗𝐶1+

+
∑︁
𝜈2

𝑚𝜈2 𝜌⃗𝜈2 × 𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2+

+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚2𝑣⃗𝑂+

+ 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2𝑣⃗𝑂+

+ 𝑟⃗𝑂 × 𝜔⃗2 ×𝑚2𝜌⃗𝐶2 =

= 𝐾⃗1,𝑂 + 𝑟⃗𝑂 ×𝑚1𝑣⃗
(𝑒)
𝐶1

+ 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1𝑣⃗𝑂+

+ 𝐾⃗2,𝑂 + 𝑟⃗𝑂 ×𝑚2𝑣⃗
(𝑒)
𝐶2

+ 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2𝑣⃗𝑂 = 𝐾⃗1 + 𝐾⃗2, (3.4)
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где

𝐾⃗1,𝑂 =
∑︁
𝜈1

𝑚𝜈1 𝜌⃗𝜈1 × 𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1 , 𝐾⃗2,𝑂 =
∑︁
𝜈2

𝑚𝜈2 𝜌⃗𝜈2 × 𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2

есть кинетические моменты тел 1 и 2 относительно точки 𝑂,
вычисленные в системе координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍;

𝑣⃗
(𝑒)
𝐶1

= 𝑣⃗𝑂 + 𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝐶1 , 𝑣⃗
(𝑒)
𝐶2

= 𝑣⃗𝑂 + 𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝐶2

суть переносные скорости центов масс тел 1 и 2;

𝐾⃗1 = 𝐾⃗1,𝑂 +𝑚1𝑟⃗𝑂 × 𝑣⃗
(𝑒)
𝐶1

+ 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1𝑣⃗𝑂,

𝐾⃗2 = 𝐾⃗2,𝑂 +𝑚2𝑟⃗𝑂 × 𝑣⃗
(𝑒)
𝐶2

+ 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2𝑣⃗𝑂
(3.5)

есть кинетические моменты тел 1 и 2, вычисленные отдельно в
неподвижной системе координат 𝐶𝜉𝜂𝜁.

Запишем теорему об изменении кинетического момента си-
стемы переменной массы (см. формулу (1.32) на стр. 28):

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

−→
M(𝑒) +

−→
M(𝑟) +

𝑛∑︁
𝜈=1

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 , (1.32)

где
−→
M(𝑒) — главный момент внешних сил;

−→
M(𝑟) — главный мо-

мент реактивных сил;
𝑛∑︁

𝜈=1

𝑟⃗𝜈 × 𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 — сумма моментов коли-

честв движений частиц, отброшенных в единицу времени в их
переносном движении относительно системы координат 𝐶𝜉𝜂𝜁.

Следуя логике, описанной в п. 1.5, запишем теорему об из-
менении кинетического момента системы соосных тел относи-
тельно поступательно движущихся относительно неподвижного
пространства осей 𝑂𝑋𝑌 𝑍.
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Получим некоторые вспомогательные соотношения. Вычис-
лим скорость изменения радиусов векторов центров масс тел в
системе 𝑂𝑋𝑌 𝑍:

𝑑𝜌⃗𝐶𝑖

𝑑𝑡
= 𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖 + 𝑞⃗𝐶𝑖 , (3.6)

где 𝑞⃗𝐶𝑖 — относительная скорость центра масс 𝐶𝑖, обусловленная
изменением его положения относительно тел в связи с перемен-
ностью их масс.

Принимая во внимание соотношение (3.6), найдем произ-
водную переносной скорости центров масс тел:

𝑑𝑣⃗
(𝑒)
𝐶𝑖

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
[𝑣⃗𝑂 + 𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖 ] =

= 𝑤⃗𝑂 + 𝜀⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖 + 𝜔⃗𝑖 × 𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖 + 𝜔⃗𝑖 × 𝑞⃗𝐶𝑖 =

= 𝑤⃗
(𝑒)
𝐶𝑖

+ 𝜔⃗𝑖 × 𝑞⃗𝐶𝑖 , (3.7)

где
𝑤⃗

(𝑒)
𝐶𝑖

= 𝑤⃗𝑂 + 𝜀⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖 + 𝜔⃗𝑖 × 𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖 . (3.8)

Последнее выражение определяет ускорение той точки по-
движного пространства, с которой в данный момент совпадает
центр масс тела 𝑖, т.е. переносное ускорение центра масс 𝐶𝑖.

Распишем также величину
∑︁
𝜈𝑖

𝑑𝑚𝜈𝑖

𝑑𝑡
(𝜔⃗𝑖 × 𝜌𝜈𝑖), необходимую

для дальнейших преобразований:

∑︁
𝜈𝑖

𝑑𝑚𝜈𝑖

𝑑𝑡
(𝜔𝑖 × 𝜌⃗𝜈𝑖) = 𝜔𝑖 ×

∑︁
𝜈𝑖

𝑑𝑚𝜈𝑖

𝑑𝑡
𝜌⃗𝜈𝑖 =

= 𝜔⃗𝑖 ×

[︃
𝑑

𝑑𝑡

(︃∑︁
𝜈𝑖

𝑚𝜈𝑖 𝜌⃗𝜈𝑖

)︃
−
∑︁
𝜈𝑖

𝑚𝜈𝑖
˙⃗𝜌𝜈𝑖

]︃
=
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= 𝜔⃗𝑖 ×

[︃
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝑖𝜌⃗𝐶𝑖)−

∑︁
𝜈𝑖

𝑚𝜈𝑖 (𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝜈𝑖)

]︃
=

= 𝜔⃗𝑖 ×

[︃
𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
𝜌⃗𝐶𝑖 +𝑚𝑖

˙⃗𝜌𝐶𝑖 − 𝜔⃗𝑖 ×
∑︁
𝜈𝑖

𝑚𝜈𝑖 𝜌⃗𝜈𝑖

]︃
=

= 𝜔⃗𝑖 ×
[︂
𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
𝜌⃗𝐶𝑖 +𝑚𝑖

˙⃗𝜌𝐶𝑖 − 𝜔⃗𝑖 ×𝑚𝑖𝜌⃗𝐶𝑖

]︂
=

= 𝜔⃗𝑖 ×
[︂
𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
𝜌⃗𝐶𝑖 +𝑚𝑖 (𝑞⃗𝐶𝑖 + 𝜔⃗𝑖 × 𝜌⃗𝐶𝑖)− 𝜔⃗𝑖 ×𝑚𝑖𝜌⃗𝐶𝑖

]︂
=

= 𝜔⃗𝑖 ×
[︂
𝑑𝑚𝑖

𝑑𝑡
𝜌⃗𝐶𝑖 +𝑚𝑖𝑞⃗𝐶𝑖

]︂
. (3.9)

Для того, чтобы получить теорему об изменении кинетиче-
ского момента относительно поступательно движущихся осей,
воспользуемся (1.32), преобразовав правую и левую части вы-
ражения (1.32) с учетом соотношений (3.6)–(3.9). Продиффе-
ренцируем по времени выражение для кинетического момента
системы (3.4):

𝑑𝐾⃗

𝑑𝑡
=

𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡
+

+ 𝑣⃗𝑂 ×𝑚1𝑣⃗
(𝑒)
𝐶1

+ 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑣⃗
(𝑒)
𝐶1

+

+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚1

(︁
𝑤⃗

(𝑒)
𝐶1

+ 𝜔⃗1 × 𝑞⃗𝐶1

)︁
+

+ (𝑞⃗𝐶1 + 𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝐶1)×𝑚1𝑣⃗𝑂+

+ 𝜌⃗𝐶1 ×
𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑣⃗𝑂 + 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1

𝑑𝑣⃗𝑂
𝑑𝑡

+

+
𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡
+

+ 𝑣⃗𝑂 ×𝑚2𝑣⃗
(𝑒)
𝐶2

+ 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑣⃗
(𝑒)
𝐶2

+

+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚2

(︁
𝑤⃗

(𝑒)
𝐶2

+ 𝜔⃗2 × 𝑞⃗𝐶2

)︁
+
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+ (𝑞⃗𝐶2 + 𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝐶2)×𝑚2𝑣⃗𝑂+

+ 𝜌⃗𝐶2 ×
𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑣⃗𝑂 + 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2

𝑑𝑣⃗𝑂
𝑑𝑡

=

=
𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡
+

+ 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑣⃗
(𝑒)
𝐶1

+

+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚1

(︁
𝑤⃗

(𝑒)
𝐶1

+ 𝜔⃗1 × 𝑞⃗𝐶1

)︁
+

+ 𝑞⃗𝐶1 ×𝑚1𝑣⃗𝑂+

+ 𝜌⃗𝐶1 ×
𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑣⃗𝑂 + 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1𝑤⃗𝑂+

+
𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡
+

+ 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑣⃗
(𝑒)
𝐶2

+

+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚2

(︁
𝑤⃗

(𝑒)
𝐶2

+ 𝜔⃗2 × 𝑞⃗𝐶2

)︁
+

+ 𝑞⃗𝐶2 ×𝑚2𝑣⃗𝑂+

+ 𝜌⃗𝐶2 ×
𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑣⃗𝑂 + 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2𝑤⃗𝑂. (3.10)

Выражение (3.10) есть аналог выражения (1.45), записан-
ный для двух тел. Преобразуем правую часть выражения (1.32),
но уже для системы двух тел:

−→
M(𝑒) =

−→
M

(𝑒)
1 +

−→
M

(𝑒)
2 =

= 𝑟⃗𝑂 × 𝑅⃗
(𝑒)
1 + 𝑟⃗𝑂 × 𝑅⃗

(𝑒)
2 +

−→
M

(𝑒)
𝑂 = 𝑟⃗𝑂 × 𝑅⃗(𝑒) +

−→
M

(𝑒)
𝑂 ,

−→
M(𝑟) =

−→
M

(𝑟)
1 +

−→
M

(𝑟)
2 =

= 𝑟⃗𝑂 × Φ⃗
(𝑟)
1 + 𝑟⃗𝑂 × Φ⃗

(𝑟)
2 +

−→
M

(𝑟)
𝑂 = 𝑟⃗𝑂 × Φ⃗(𝑟) +

−→
M

(𝑟)
𝑂 ,
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∑︁
𝜈

𝑟⃗𝜈 ×
𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈 =

∑︁
𝜈1

𝑟⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈1 +

∑︁
𝜈2

𝑟⃗𝜈2 ×
𝑑𝑚𝜈2

𝑑𝑡
𝑣⃗𝜈2 =

= 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝑣⃗𝑂 + 𝑟⃗𝑂 ×𝑚1 (𝜔⃗1 × 𝑞⃗𝐶1) + 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝐶1)+

+

[︂
𝑚1𝑞⃗𝐶1 +

𝑑𝑚1

𝑑𝑡
𝜌⃗𝐶1

]︂
× 𝑣⃗𝑂+

+
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1)+

+𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝑣⃗𝑂 + 𝑟⃗𝑂 ×𝑚2 (𝜔⃗2 × 𝑞⃗𝐶2) + 𝑟⃗𝑂 × 𝑑𝑚2

𝑑𝑡
(𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝐶2)+

+

[︂
𝑚2𝑞⃗𝐶2 +

𝑑𝑚2

𝑑𝑡
𝜌⃗𝐶2

]︂
× 𝑣⃗𝑂+

+
∑︁
𝜈2

𝜌⃗𝜈2 ×
𝑑𝑚𝜈2

𝑑𝑡
(𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2) , (3.11)

где 𝑅⃗
(𝑒)
𝑖 , Φ⃗(𝑟)

𝑖 — результирующие всех внешних и всех реактив-
ных сил, приложенных к телу 𝑖;

−→
M

(𝑒)
𝑂 и

−→
M

(𝑟)
𝑂 — главные моменты

внешних и реактивных сил относительно точки 𝑂.
Выражения (3.11) есть аналоги выражений (1.46), записан-

ный для двух соосных тел.
С учетом (3.10) и (3.11) после сокращений выражение для

теоремы об изменении кинетического момента (1.32) запишется:

𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡
+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚1𝑤⃗

(𝑒)
𝐶1

+ 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1𝑤⃗𝑂+

+
𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡
+ 𝑟⃗𝑂 ×𝑚2𝑤⃗

(𝑒)
𝐶2

+ 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2𝑤⃗𝑂 =

= 𝑟⃗𝑂 × 𝑅⃗
(𝑒)
1 + 𝑟⃗𝑂 × Φ⃗

(𝑟)
1 +

+
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1)+
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+ 𝑟⃗𝑂 × 𝑅⃗
(𝑒)
2 + 𝑟⃗𝑂 × Φ⃗

(𝑟)
2 +

+
∑︁
𝜈2

𝜌⃗𝜈2 ×
𝑑𝑚𝜈2

𝑑𝑡
(𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2)+

+
−→
M

(𝑒)
𝑂 +

−→
M

(𝑟)
𝑂 . (3.12)

Запишем теорему о движении центра масс системы пере-
менной массы (см. формулу (1.17) на стр. 16):

𝑚𝑤⃗
(𝑒)
𝐶 = 𝑅⃗(𝑒) + Φ⃗(𝑟). (1.17)

На основании теоремы (1.17) запишем для центров масс тел
следующие уравнения движения, добавив к активным внешним
и реактивным силам силы взаимодействия тел:

𝑚1𝑤⃗
(𝑒)
𝐶1

= 𝑅⃗
(𝑒)
1 + Φ⃗

(𝑟)
1 + 𝑁⃗12,

𝑚2𝑤⃗
(𝑒)
𝐶2

= 𝑅⃗
(𝑒)
2 + Φ⃗

(𝑟)
2 + 𝑁⃗21,

(3.13)

где 𝑁⃗𝑖𝑗 — сила, действующая на тело 𝑖 со стороны тела 𝑗, причем
по закону равенства сил действия и противодействия:

𝑁⃗12 = −𝑁⃗21.

Из последних соотношений следует:

𝑟⃗𝑂 ×𝑚1𝑤⃗
(𝑒)
𝐶1

= 𝑟⃗𝑂 ×
(︁
𝑅⃗

(𝑒)
1 + Φ⃗

(𝑟)
1 + 𝑁⃗12

)︁
,

𝑟⃗𝑂 ×𝑚2𝑤⃗
(𝑒)
𝐶2

= 𝑟⃗𝑂 ×
(︁
𝑅⃗

(𝑒)
2 + Φ⃗

(𝑟)
2 − 𝑁⃗12

)︁
.

(3.14)

Используя определение центра масс можно записать:

𝜌⃗𝐶 ×𝑚𝑤⃗𝑂 =

(︂
𝜌⃗𝐶1𝑚1 + 𝜌⃗𝐶2𝑚2

𝑚

)︂
×𝑚𝑤⃗𝑂 =
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= 𝜌⃗𝐶1 ×𝑚1𝑤⃗𝑂 + 𝜌⃗𝐶2 ×𝑚2𝑤⃗𝑂, (3.15)

где 𝑚 — масса системы двух тел.
С учетом (3.14) и (3.15) теорему об изменении кинетическо-

го момента относительно системы осей 𝑂𝑋𝑌 𝑍 можно записать:

𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡
+

𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡
=

−→
M

(𝑒)
𝑂 +

−→
M

(𝑟)
𝑂 +

+
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1) +

∑︁
𝜈2

𝜌⃗𝜈2 ×
𝑑𝑚𝜈2

𝑑𝑡
(𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2)−

− 𝜌⃗𝐶 ×𝑚𝑤⃗𝑂. (3.16)

Распишем левую часть выражения (3.16) с использованием
понятия локальной производной в связанных с телами системах
координат. При этом локальную производную от кинетического
момента тела 2 будем искать в связанной с телом системе коор-
динат 𝑂𝑥𝑦𝑧, вращающейся относительно 𝑂𝑋𝑌 𝑍 с угловой ско-
ростью 𝜔⃗2, а локальную производную от кинетического момента
тела 1 — в системе 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′, вращающейся со скоростью 𝜔⃗1.

Учитывая последнее обстоятельство, для системы 𝑂𝑋𝑌 𝑍

запишем:(︃
𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥′𝑦′𝑧′

+ 𝜔⃗1 × 𝐾⃗1,𝑂 +

(︃
𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥𝑦𝑧

+ 𝜔⃗2 × 𝐾⃗2,𝑂 =

=
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1) +

∑︁
𝜈2

𝜌⃗𝜈2 ×
𝑑𝑚𝜈2

𝑑𝑡
(𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2)−

− 𝜌⃗𝐶 ×𝑚𝑤⃗𝑂 +
−→
M

(𝑒)
𝑂 +

−→
M

(𝑟)
𝑂 , (3.17)

где за скобками локальных производных в нижнем индексе ука-
заны системы координат, в которых они берутся.
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Перепишем выражение (3.17) в следующем окончательном
виде:⎡⎣(︃𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥′𝑦′𝑧′

−
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1)

⎤⎦+

+

⎡⎣(︃𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥𝑦𝑧

−
∑︁
𝜈2

𝜌⃗𝜈2 ×
𝑑𝑚𝜈2

𝑑𝑡
(𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝜈2)

⎤⎦+

+ 𝜔⃗1 × 𝐾⃗1,𝑂 + 𝜔⃗2 × 𝐾⃗2,𝑂 =

=
−→
M

(𝑒)
𝑂 +

−→
M

(𝑟)
𝑂 − 𝜌⃗𝐶 ×𝑚𝑤⃗𝑂. (3.18)

После приведенных выше общих рассуждений перейдем к
построению уравнений движения спускаемого аппарата с двой-
ным вращением как системы соосных тел, опираясь его на кон-
кретные конструктивные особенности. Переменным по массе при-
мем лишь тело 1, соответствующее тормозной двигательной уста-
новке. Из этого следует, что тело 2, соответствующее спускаемой
капсуле, не создает реактивных сил, а также, в отличие от те-
ла 1, не изменяет своих инерционно-массовых параметров, вы-
численных в связанной с телом системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 (так
как точка не изменяет своего положения относительно тел).

Пусть тела 1 и 2 являются динамически симметричными,
и пусть в процессе изменения массы тела 1 его динамическая
симметрия не нарушается. При этом центр масс системы двух
тел смещается с некоторой скоростью 𝑞𝐶 строго вдоль направ-
ления продольной оси в сторону центра масс тела 2. Выберем за
точку , как уже отмечалось, точку, совпадающую с начальным
положением центра масс системы (рис. 3.6).
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Рис. 3.6. Используемые системы координат
и параметры ориентации

Предположим также, что отброс точек при выработке топ-
лива происходит строго в направлении продольной оси без ли-
нейных и угловых эксцентриситетов тяги, и тогда моменты от
реактивных сил относительно точки будут отсутствовать. Запи-
шем угловые скорости и кинетические моменты тел в проекциях
на оси своих связанных систем координат:

𝜔⃗1 = 𝑝′⃗𝑖′ + 𝑞 ′⃗𝑗′ + 𝑟′𝑘⃗′,

𝜔⃗2 = 𝑝𝑖+ 𝑞𝑗⃗ + 𝑟𝑘⃗,
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𝐾⃗1,𝑂 = 𝐴1(𝑡)𝑝
′⃗𝑖′ +𝐴1(𝑡)𝑞

′⃗𝑗′ + 𝐶1(𝑡)𝑟
′𝑘⃗′,

𝐾⃗2,𝑂 = 𝐴2𝑝𝑖+𝐴2𝑞𝑗⃗ + 𝐶2𝑟𝑘⃗,

где 𝐴𝑖 и 𝐶𝑖 — моменты экваториальный и продольный момен-
ты инерции тела 𝑖, вычисленные в связанной с телом системе
координат (для тела 2 — 𝑂𝑥𝑦𝑧, для тела 1 — 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′),

{︁
𝑖, 𝑗⃗, 𝑘⃗

}︁
,{︁

𝑖⃗′, 𝑗′, 𝑘′
}︁

— орты указанных систем.
Тела системы могут вращаться относительно друг друга

лишь в направлении общей продольной оси, совпадающей с 𝑂𝑧

(а также с 𝑂𝑧′). При этом угол и скорость закручивания тела 1
относительно тела 2 в направлении продольной оси 𝑂𝑧 обозна-
чим, соответственно, как 𝛿 и 𝜎, причем 𝜎 = 𝛿̇. Ориентация со-
осных тел как спускаемого аппарата с двойным вращением и
используемые системы координат указаны на рис. 3.6. Для рас-
сматриваемого вида относительного движения тел будем иметь
следующую связь компонент угловых скоростей тел:

𝑝′ = 𝑝 cos 𝛿 + 𝑞 sin 𝛿, 𝑞′ = 𝑞 cos 𝛿 − 𝑝 sin 𝛿, 𝑟′ = 𝑟 + 𝜎. (3.19)

Рассмотрим свободное движение системы соосных тел пе-
ременной массы при отсутствии внешних сил и моментов. При
выбранных предположениях выражение (3.18), определяющее
теорему об изменении кинетического момента в поступательно
движущихся осях 𝑂𝑋𝑌 𝑍, запишется:⎡⎣(︃𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥′𝑦′𝑧′

−
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1)

⎤⎦+ 𝜔⃗1 × 𝐾⃗1,𝑂+

+

(︃
𝑑𝐾⃗2,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥𝑦𝑧

+ 𝜔⃗2 × 𝐾⃗2,𝑂 = −𝜌⃗𝐶 ×𝑚𝑤⃗𝑂. (3.20)
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Распишем проекцию на ось 𝑂𝑥′ связанной с телом 1 систе-
мы координат 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′ величины, стоящей в квадратных скобках
в выражении (3.20). Опираясь на определение понятий главных
и центробежных моментов инерции тел, а также на предположе-
ние о том, что динамическая симметрия тела 1 не нарушается в
процессе изменения его массы (центробежные моменты инерции
тождественно равны нулю), можно записать:

𝐿⃗
𝑑𝑓
=

(︃
𝑑𝐾⃗1,𝑂

𝑑𝑡

)︃
𝑂𝑥′𝑦′𝑧′

−
∑︁
𝜈1

𝜌⃗𝜈1 ×
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
(𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1) ,

𝐿𝑥′ =
𝑑𝐴1

𝑑𝑡
𝑝′ +𝐴1𝑝̇

′ −
∑︁
𝜈1

[︀
𝜔⃗1𝜌

2
𝜈1 − 𝜌⃗𝜈1 (𝜌⃗𝜈1 · 𝜔⃗1)

]︀
𝑥′ =

=
𝑑𝐴1

𝑑𝑡
𝑝′ +𝐴1𝑝̇

′ − 𝑝′
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡

(︀
𝑦′ 2𝜈1 + 𝑧′ 2𝜈1

)︀
+

+ 𝑞′
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑥′𝜈1𝑦

′
𝜈1 + 𝑟′

∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑥′𝜈1𝑧

′
𝜈1 =

=
𝑑𝐴1

𝑑𝑡
𝑝′ +𝐴1𝑝̇

′ − 𝑝′
𝑑𝐴1

𝑑𝑡
= 𝐴1𝑝̇

′.

Аналогично находятся две другие проекции и поэтому для
введенного вектора 𝐿⃗ можно записать:

𝐿𝑥′ = 𝐴1𝑝̇
′, 𝐿𝑦′ = 𝐴1𝑞

′, 𝐿𝑧′ = 𝐶1𝑟̇
′. (3.21)

Найдем проекции на оси системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 произ-
вольного вектора 𝑎⃗, записанного в проекциях на оси системы
𝑂𝑥′𝑦′𝑧′:

𝑎𝑥 = 𝑎𝑥′ cos 𝛿−𝑎𝑦′ sin 𝛿; 𝑎𝑦 = 𝑎𝑦′ cos 𝛿+𝑎𝑥′ sin 𝛿; 𝑎𝑧 = 𝑎𝑧′ . (3.22)
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Запишем выражение (3.20) в проекциях на оси связанной с
телом 2 системы координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, опираясь на соотношения (3.19)
и выражения (3.21), (3.22):

(𝐴2 +𝐴1(𝑡)) 𝑝̇+ (𝐶2 + 𝐶1(𝑡)−𝐴2 −𝐴1(𝑡)) 𝑞𝑟+

+𝐶1(𝑡)𝑞𝜎 = −[𝑚𝜌⃗𝐶 × 𝑤⃗𝑂]𝑥,

(𝐴2 +𝐴1(𝑡)) 𝑞 + (𝐴2 +𝐴1(𝑡)− 𝐶2 − 𝐶1(𝑡)) 𝑝𝑟−

−𝐶1(𝑡)𝑝𝜎 = −[𝑚𝜌⃗𝐶 × 𝑤⃗𝑂]𝑦,

𝐶2𝑟̇ + 𝐶1(𝑡) (𝑟̇ + 𝜎̇) = −[𝑚𝜌⃗𝐶 × 𝑤⃗𝑂]𝑧.

(3.23)

В силу принятых предположений о характере изменения
массы системы, проекции векторов скорости относительного дви-
жения центра масс и его текущего положения в обеих системах
координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 и 𝑂𝑥′𝑦′𝑧′ запишутся одинаково:

𝑞𝐶𝑥 = 𝑞𝐶𝑥′ = 0; 𝑞𝐶𝑦 = 𝑞𝐶𝑦′ = 0; 𝑞𝐶𝑧 = 𝑞𝐶𝑧′
𝑑𝑓
= −𝑞𝐶 ;

𝜌𝐶𝑥 = 𝜌𝐶𝑥′ = 0; 𝜌𝐶𝑦 = 𝜌𝐶𝑦′ = 0; 𝜌𝐶𝑧 = 𝜌𝐶𝑧′
𝑑𝑓
= 𝜌𝐶 .

(3.24)

Используя выражение (3.8) и уравнения движения центров
масс (3.13) при отсутствии внешних сил и моментов в системе
координат 𝑂𝑥𝑦𝑧 можно записать:

𝑤⃗𝑂 =
1

𝑚

(︁
Φ⃗(𝑟) − 𝜀⃗2 ×𝑚𝜌⃗𝐶 −𝑚𝜔⃗2 × 𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝐶

)︁
. (3.25)

Так как Φ⃗(𝑟) =
(︁
0, 0, Φ(𝑟)

𝑧

)︁
, а 𝜌⃗𝐶 × 𝜔⃗2 × 𝜔⃗2 × 𝜌⃗𝐶 = 0, то,

вычисляя правые части выражений (3.23), в проекциях на оси
𝑂𝑥𝑦𝑧 в матричном виде получим:

[𝑚𝜌⃗𝐶 × 𝑤⃗𝑂] = −𝑚𝜌2𝐶 ·
[︁
𝑝̇ 𝑞 0

]︁T
. (3.26)
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В последнем выражении проекция центра масс системы на
продольную ось изменяется во времени, т.е. 𝜌𝐶 = 𝜌𝐶(𝑡).

С учетом (3.26) уравнения (3.23) запишутся:(︀
𝐴2 +𝐴1(𝑡)−𝑚𝜌2𝐶(𝑡)

)︀
𝑝̇+

+(𝐶2 + 𝐶1(𝑡)−𝐴2 −𝐴1(𝑡)) 𝑞𝑟 + 𝐶1(𝑡)𝑞𝜎 = 0,(︀
𝐴2 +𝐴1(𝑡)−𝑚𝜌2𝐶(𝑡)

)︀
𝑞 +

+(𝐴2 +𝐴1(𝑡)− 𝐶2 − 𝐶1(𝑡)) 𝑝𝑟 − 𝐶1(𝑡)𝑝𝜎 = 0,

𝐶2𝑟̇ + 𝐶1(𝑡) (𝑟̇ + 𝜎̇) = 0.

(3.27)

Будем рассматривать такие системы соосных тел, для кото-
рых характерны малые относительные смещения центра масс в
процессе изменения массы и, следовательно, величины 𝑚𝜌2𝐶(𝑡)

можно исключить из рассмотрения. Например, в практических
задачах дистанционного зондирования земной поверхности ис-
пользуются такие малые СА, для которых величина 𝜌2𝐶 за все
время движения не становится больше 0,03 м. При этом подоб-
ные аппараты имеют следующие примерные диапазоны изме-
нения инерционно-массовых параметров в процессе выработки
топлива:

𝑚 ∼ 65÷ 50 кг,

𝐴1 ∼ 3÷ 1 кгм2, 𝐴2 ∼ 3 кгм2,

𝐶1 ∼ 0, 4÷ 0, 2 кгм2, 𝐶2 ∼ 0, 3 кгм2.

Для таких СА справедливы следующие ограничения, на-
кладываемые на инерционно-массовые параметры:

sup
𝑡

𝑚𝜌2𝐶(𝑡) < 0, 1 кг · м2, 𝐴2 +𝐴1(𝑡) ≫ 𝑚𝜌2𝐶(𝑡),
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поэтому в уравнениях (3.27) можно опустить из рассмотрения
величины 𝑚𝜌2𝐶(𝑡).

С учетом последнего предположения уравнения свободно-
го движения системы соосных тел с переменной массой можно
записать:

(𝐴2 +𝐴1(𝑡)) 𝑝̇+

+(𝐶2 + 𝐶1(𝑡)−𝐴2 −𝐴1(𝑡)) 𝑞𝑟 + 𝐶1(𝑡)𝑞𝜎 = 0,

(𝐴2 +𝐴1(𝑡)) 𝑞 +

+(𝐴2 +𝐴1(𝑡)− 𝐶2 − 𝐶1(𝑡)) 𝑝𝑟 − 𝐶1(𝑡)𝑝𝜎 = 0,

𝐶2𝑟̇ + 𝐶1(𝑡) (𝑟̇ + 𝜎̇) = 0.

(3.28)

Система (3.28) показывает, что уравнения движения соос-
ных тел с переменной массой в случае небольших относитель-
ных смещений центра масс отличаются от уравнений движения
соосных тел постоянной массы лишь тем, что моменты инерции
переменны во времени.

Уравнение для относительного угла закручивания можно
получить с помощью уравнения Лагранжа второго рода, общий
вид которого с учетом переменности массы можно записать (см.
выражение (2.11) на стр. 48):

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝜎
− 𝜕𝑇

𝜕𝛿
= 𝑄𝛿 + 𝑃𝛿.

Вычислим обобщенную реактивную силу. 𝑃𝛿, используя (2.9)
(стр. 48). Будем иметь:

𝑃𝛿 =
∑︁
𝜈

𝑑𝑚𝜈

𝑑𝑡

(︂
𝑢⃗𝜈 ·

𝜕𝑣⃗𝜈
𝜕𝜎

)︂
=
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡

(︂
𝑢⃗𝜈1 ·

𝜕𝑣⃗𝜈1
𝜕𝜎

)︂
=
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=
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈1 ·

𝜕

𝜕𝜎
(𝑣⃗𝑂 + 𝜔⃗1 × 𝜌⃗𝜈1) =

=
∑︁
𝜈1

(︂
𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑢⃗𝜈1 ·

𝜕𝜔⃗1

𝜕𝜎
× 𝜌⃗𝜈1

)︂
=

=
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑢𝑥𝜈1 𝑢𝑦𝜈1 𝑢𝑧𝜈1
0 0 1

𝑥𝜈1 𝑦𝜈1 𝑧𝜈1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =∑︁

𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
[𝑢𝑦𝜈1𝑥𝜈1 − 𝑢𝑥𝜈1𝑦𝜈1 ] .

Так как 𝑢⃗𝜈1 = 𝑣⃗𝑂+ 𝜔⃗1× 𝜌⃗𝜈1 + 𝑉⃗𝑟𝜈1 , а также предполагая, что
реактивная тяга направлена только вдоль продольной оси:

∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑉𝑥𝑟𝜈1 =

∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑉𝑦𝑟𝜈1 = 0,

∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
𝑉𝑧𝑟𝜈1 = Φ(𝑟)

𝑧 ,

запишем последнее выражение в виде:

𝑃𝛿 =
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
[𝑢𝑦𝜈1𝑥𝜈1 − 𝑢𝑥𝜈1𝑦𝜈1 ] =

=
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
[𝑣𝑂𝑦𝑥𝜈1 − 𝑣𝑂𝑥𝑦𝜈1 ] +

∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡

[︀
𝑥2𝜈1 + 𝑦2𝜈1

]︀
· (𝑟 + 𝜎)+

+
∑︁
𝜈1

𝑑𝑚𝜈1

𝑑𝑡
[−𝑝𝑥𝜈1𝑧𝜈1 − 𝑞𝑦𝜈1𝑧𝜈1 ] =

=
∑︁
𝜈1

𝑣𝑂𝑦
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈1𝑥𝜈1)−

∑︁
𝜈1

𝑣𝑂𝑥
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚𝜈1𝑦𝜈1)+

+
𝑑𝐶1(𝑡)

𝑑𝑡
(𝑟 + 𝜎) + 𝑝𝐼1𝑥𝑧 + 𝑞𝐼1𝑦𝑧 =

= 𝑣𝑂𝑦
𝑑

𝑑𝑡
(𝑚1𝑥𝐶1)−𝑣𝑂𝑥

𝑑

𝑑𝑡
(𝑚1𝑦𝐶1)+

𝑑𝐶1(𝑡)

𝑑𝑡
(𝑟 + 𝜎)+𝑝𝐼1𝑥𝑧+𝑞𝐼1𝑦𝑧.
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Считая, что центробежные моменты инерции тела 1 тож-
дественно равны нулю, т.е. происходит симметричное выгора-
ние топлива, а также учитывая то обстоятельство, что центр
масс тела 1 все время движения остается на продольной оси
(𝑥𝐶1 ≡ 𝑦𝐶1 ≡ 0), выражение для обобщенной реактивной силы
𝑃𝛿, можно записать в окончательном виде:

𝑃𝛿 =
𝑑𝐶1(𝑡)

𝑑𝑡
(𝑟 + 𝜎) .

Для кинетической энергии системы и обобщенной силы спра-
ведливы следующие выражения:

𝑇 =
1

2

[︁
𝐴1(𝑡)

(︀
𝑝2 + 𝑞2

)︀
+ 𝐶1(𝑡)(𝑟 + 𝜎)2

]︁
+

1

2

[︀
𝐴2

(︀
𝑝2 + 𝑞2

)︀
+ 𝐶2𝑟

2
]︀
,

𝑄𝛿 = M1,𝑧 +M𝛿,

где M𝛿 — момент внутреннего взаимодействия тел; M1,𝑧 — мо-
мент внешних сил, приложенных к телу 1; 𝐴𝑖, 𝐶𝑖 — главные
моменты инерции тела 𝑖.

Так как выражение для кинетической энергии явно не зави-
сит от угла относительного закручивания, то уравнение Лагран-
жа запишется следующим образом:

𝐶1(𝑡) (𝑟̇ + 𝜎̇) = M1,𝑧 +M𝛿. (3.29)

Отметим, что уравнение относительного закручивания (3.29)
для системы переменного состава отличается от аналогичного
уравнения для соосных тел постоянного состава только лишь
тем, что продольный момент инерции становится функцией вре-
мени.
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С учетом (3.29) при отсутствии моментов внешних сил урав-
нения (3.28) можно записать:

(𝐴2 +𝐴1(𝑡)) 𝑝̇+ (𝐶2 + 𝐶1(𝑡)−𝐴2 −𝐴1(𝑡)) 𝑞𝑟+

+𝐶1(𝑡)𝑞𝜎 = 0,

(𝐴2 +𝐴1(𝑡)) 𝑞 + (𝐴2 +𝐴1(𝑡)− 𝐶2 − 𝐶1(𝑡)) 𝑝𝑟−

−𝐶1(𝑡)𝑝𝜎 = 0,

𝑟̇ = −M𝛿

𝐶2
, 𝜎̇ =

M𝛿 (𝐶1(𝑡) + 𝐶2)

𝐶2𝐶1(𝑡)
.

(3.30)

Уравнения (3.30) представляют собой динамические урав-
нения свободного движения системы соосных тел переменного
состава с учетом внутреннего взаимодействия. Уравнения (3.30)
могут использоваться для описания пространственного движе-
ния СА с двойным вращением на активном участке спуска.

Следует отметить, что из полученных уравнений (3.27), по-
лагая скорость относительной закрутки 𝜎 тождественно равной
нулю, следуют уравнения свободного движения динамически
симметричного твердого тела переменного состава вокруг своего
центра масс при отсутствии реактивных моментов, записанные
А. А. Космодемьянским [6]:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐴(𝑡)𝑝̇+ (𝐶(𝑡)−𝐴(𝑡)) 𝑞𝑟 = 0,

𝐴(𝑡)𝑞 + (𝐴(𝑡)− 𝐶(𝑡)) 𝑝𝑟 = 0;

𝐶(𝑡)𝑟̇ = 0.

(3.31)
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Заключение

В пособии рассмотрена динамика движения КА перемен-
ного состава при реализации активных маневров, связанных с
межорбитальными переходами (на примере перехода на орби-
ту спуска). Проиллюстрировано решение ряда сопутствующих
задач, связанных с анализом пространственного движения КА.

Описанные в пособии подходы позволяют проводить иссле-
дование движения КА с двойным вращением при стабилизации
частичной закруткой, а также осуществлять выбор начальных
условий движения и инерционно-массовых параметров подоб-
ных аппаратов, обеспечивающих реализацию тех или иных ре-
жимов движения.

Пособие предназначено для научно-методического сопровож-
дения курсов «Динамика движения космических аппаратов пе-
ременного состава», «Задачи и методы классической механики»,
читаемых обучающимся Самарского университета по направ-
лениям 24.04.02 Системы управления движением и навигация
и 01.04.03 Механика и математическое моделирование соответ-
ственно. Также пособие будет полезно магистрантам, обучаю-
щимся по смежным техническим и естественнонаучным направ-
лениям подготовки (в рамках УГС 01 «Физико-математические
науки» и 24 «Авиационная и ракетно-космическая техника»).
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