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Введение

С вет -  это электромагнитная волна с частотой примерно равной v  =

6-10 и Г ц (длиной волны Х = — = 0 .5м км ). Поэтому при описании световой 
v

волны, как и любой другой, мы должны говорить о частоте, амплитуде, ф а­
зе (поверхностях равной амплитуды , фазы. .), рассматривать их изменение 
в пространстве и времени. О днако при реш ении подавляющ его числа оп­
тических задач можно забы ть, что свет -  волна, и описывать его распро­
странение с помош ью  понятия светового луча. М ы можем перейти от вол­
нового к лучевому описанию  оптического явления, когда длина волны 
Л —> 0 . Круг явлений, которы е можно описать, пренебрегая конечностью 
длины волны, рассматривается в разделе оптики -  геометрическая оптика 
Геометрическая оптика — это м етод  описания оптических явлений в усло­
виях, когда длина волны намного меньш е характерного масш таба явле­
ния.

Термин геометрическая оптика употребляется в различных значениях. 
Геометрическая оптика в узком  "лучевом" смысле изучает способы по­
строения изображ ений в оптических системах с помощью понятия свето­
вого луча. Геометрическая оптика в широком "волновом” понимании вы­
ступает как м етод  приближенного описания волновы х полей. При волно­
вом толковании лучи образую т как бы геометрический костяк, на который 
"нашивается" волновое поле.
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Л ек ц и я  1 
У равнения геом ет рической опт ики

Рассмотрим распространение световой волны в непроводящей облас­
ти пространства, в которой отсутствую т свободные электрические заряды 
Система уравнений М аксвелла имеет вид:

rotE  - ---------
с d t '

, й  1 дЁ>г о М . - -  ( , , )

divB  = О, 

div  D  = 0.

Здесь Е  и Н  - вектора напряженности электрического и магнитного по­
лей, D  и В  -  вектора электрической и  магнитной индукции, с - скорость 
света.

Система уравнений М аксвелла дополняется материальными уравне­
ниями

В  = juH,

D  = sE, (L2)
где е и р  - диэлектрическая и магнитная проницаемости среды. Для опти­
ческого диапазона длин волн, как правило, р  *= 1.

Будем считать, что в среде распространяются монохроматические 
волны, т.е.

Ё ( г ,  / )  = £ 0(г)ехр(/о) t).

Н ( г , г) = Я 0(/-)ехр(до /). ^

Подставив (1.3) в (1.1) с учетом (1.2), получим 

rotE0 = - i k 0H 0,

« , ■ 0 ,  (1 4 ) 
d ive£0 = 0,

, оз 2п
где кп =  — = — , ш циклическая частота, А0- длина волны в вакууме, г 

радиус-вектор.
В однородной изотропной среде на больших расстояниях от излучате­

ля сущ ествует решение системы уравнений М аксвелла в виде плоских 
волн, комплексная амплитуда которых имеет вид
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ЁЛ ?) = ё exp( - ik r ) ,

H 0(r )  = h  exp ( - ik r ) ,  

i де  к  = кит , - показатель преломления, s -ед и н и ч н ы й  вектор,
определяю щ ий направление распространения волны.

В случае неоднородной среды будем искать решение системы уравне­
ний М аксвелла, представив комплексную амплитуду волны следующим 
образом:

Й 0(л ) =  Л (? )е х р [ - ,В Д 'И .
Ф ункция /.(V) называется функцией эйконала и имеет размерность 

оптической длины. Подставим выражения для Ё д и Н 0 в систему уравне­
ний М аксвелла.

Будем использовать соотнош ения

ro t(a -A )  = a ro l(A )  + [g ra d (a )xA ]  , 

d iv (a -A )  = a  d iv(A ) + (A  ■ g rad  (а ) ) , 

g ra d {a -b ) = a  g ra d (b ) + b grad{a).

Здесь A  - векторная функция, а  и b - скалярны е функции.
Тогда имеем

ro iH n = exp(~ ik0L {r))ro t{h ) -  ik0z x p (- ik 0L (r ) ) [ g r a d (L )x h  J  = 

sxp(~ ik0L (r))^ro l(h ) - ika[g ra d (L )x  h ^ ,

roiE0 = e xp (- ik IJL ( r ) ) ^ r o t ( e ) - ik lJ [ g ra t/( /,)x  e ] | ,  

dtvH a = div(h  ■ exp{ -ikaL{r)) = e xp (- iknL ( r ) ) { d iv { h ) - ik 0^h  g ra f /( / ,) ) j ,  

div?.F.a = exp (-/£0/.(7)) je  • d iv(c) -  ikaz{h  ■ grad{ /,)) + {h ■ g ra d (e ) ) j .

Используя записанные выше соотнош ения, перепишем систему урав­
нений (1.4) следующим образом:

ral(t-) -  ikQ [grad(L) х ё ^  = - ik^ph , 

ra t(h )  + ik„ [grad(L) x  A] = ik(!zc, 

div(h)  -  ikg{h - g ra d (L ) ) = 0, 

e- d iv (e )~  ik0(e  ■ g ra d (L ))s  + (e  g ra d (e ))  = 0.

Разделим правую и левую  части уравнений ( 1.6) на ikn . В правые час­
ти уравнений перенесем слагаемые с  м ножителем 1 / к 0

(1.5)
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[grad{L ) x e \ - \ x - h  = — rot{e), 
ik0

[grac/(Z,)x л ]  + е - е = - ~ rot(h),

, ^  d -7 )

(e ■ g ra d (L ))  = ~ { d i v { e )  + (e  ■ grarf(ln(e)))}-

Нас интересует реш ение, соответствующее условию А0 -»да. Тогда 
слагаемые в правых частях системы уравнений (1.7) можно отбросить 

[,g rad (L )  хй] + е ё  =  0,

[ g m d (L )  x e ] - j iA = 0 ,

(e -g r a d (L ) )~  О,

( h -g m d (L ))  = 0.
Отметим сразу, что полученные уравнения не могут описать, напри­

мер, явления, происходящ ие вблизи фокальной точки линзы. Действитель­
но, ведь в этой области производны е по пространственным координатам от 

компонент векторов ё  и И становятся сравнимы с к0, поэтому слагаемыми 
в правых частях системы уравнений (1 .7) пренебречь нельзя.

Из четырех уравнений системы (1.8) независимыми являю тся первые 
два уравнения. Третье и четвертое уравнения получаю т из первых двух пу­
тем их скалярного умножения на векторную функцию g ra d (L )

Уравнения _________________

\[g rad{L )xh] + ce = О, 

l[g rac /(Z ,)x < ? ]-p )?  = 0
(1 .9 )

называются уравнениями геометрической оптики.
Уравнения (1.9) -  это шесть скалярных уравнений относительно 

шести неизвестных hx, h , Иг и ел,, еу , ег . Эта система имеет нетривиальное 

решение, если определитель системы равен нулю. Выразив h  из второго 
уравнения (1.9) и подставив в первое уравнение, имеем 

[g ra d (L )x [g ra d {L )xe]]  + z\xe = 0.

Воспользуемся правилом [А[ВС)] = В{А С }~  С (АВ) Т огда записанное 
выше уравнение примет вид

grad(L )(grad{L )- ё ) - ё  {grad iL ))1 + е ц ё  = 0.

Учитывая условие (g ra d (L )-e )=  0 , получим
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или в явном виде
\(g r a d (L ) f  (1.10)

■Ш
У равнение (1.10) называется уравнением эйконала. П оверхности рав­

ного эйконала (L (r )=  co n s t)  называются волновы ми или фазовы ми по­
верхностями.
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Л ек ц и я  2
Свет овы е лучи. Закон инт енсивност и. И зм ен ен ие  и н т енсивн о­

ст и по свет овом у луч у

2.1. Свет овы е лучи

Усредненные по времени значения электрической (и* = — £>•£) и
4ят

магнитной (wm = ~ B - Н ) составляющ их объемной плотности энергии
4л-

электромагнитного поля, используя выражение (cos2(o t  -  ф )) =  ̂ -, можно 

записать следующим образом:

(2 .,)

<2 -2>

Подставив значение е" из первого уравнения (1.9) в (2.1) и h из вто­
рого уравнения (1.9) в (2.2), получим

{ » ,)  = j i - ( e - [* 'x g re r r f (A )D . (2.3)

16я
Из (2.3), (2.4) следует, что в приближении геометрической оптики ус­

редненные по времени значения объемной плотности электрической и 
магнитной составляющ их энергии равны =

Рассмотрим усредненное по времени значение вектора Умова- 
Пойнтинга

- R e { [ e x * ’]}. (2.5)

С учетом (1.9) выражение для вектора Умова-Пойнтинга перепишется 
следующим образом:

{ /, )  =  ~ Re { [ e x [ g r a t/ ( L ) x e* ] ] }  =  ^ - Re { ( e ^ ' ) g r a c / ( l ) - ( ^ r a r f ( Z , }  -ё)ё*} = =

с    „ г, 2се ,/7Ч 2 (w£)c  g rad (L )
= - — (е е )g rad (L ) = — - ( e - e  )g rad (L ) = -------------------------

8лц 16ре п п
Или

( ? ) - » < » . ) ? ,  (2 0



где ( ^ )  = M  + { v h) = 2{wr) ,  u  = c /n .
grad  1.

= 1 - единичный вектор (это следу-

Световой луч

Волновая
поверхность

ет из уравнения эйконала (1.10)), направ­
ленный по нормали к волновой поверх­
ности.

Направление усредненного вектора 
Умова-Пойнтинга совпадает с нормалью  к 
волновой поверхности, а абсолю тная вели­
чина равна произведению  средней плотно­
сти энергии на скорость.

Введем понятие световы х лучей. Э то 
к р и в ы е , о р т о го н ал ьн ы е  в  каж д о й  т о ч ке

Рис. 2.1. Определение свето­
вого луча

к  во л н о в ы м  пов ерхн остям  (поверхностям  р авн ого  э й к о н а л а )  (рис.2.1). 
Этим кривым будем приписывать направление. Направление луча совпа­
дает с направлением вектора Умова-Пойнтинга.

Пусть имеется световой луч. П оложение произвольной точки на луче 
можно определить либо с помощью радиус-вектора г , либо, связав с лу­
чом криволинейную  систему координат, с помощью расстояния по свето­
вому лучу s  от этой точки до начала системы координат. Т огда 

d r  _ g ra d (L )  

ds п

g ra d (L ) (2.7)

Уравнение (2.7) называется уравнением луча.
Если посмотреть на уравнение луча (2.7) и уравнения (1.8), получен­

ные при условии * „ -» » ,  то видно, что в каждой точке пространства векто­

ры ё  и h ортогональны вектору J ,  определяющ ему направление распро­
странения светового луча

И спользуя определение производной по направлению, найдем изме­
нение функции эйконала по световому лучу

—  =  grad  L • — = н => d L - n d s .  (2.8)
ds ds

Расстояние между волновыми поверхностями по лучу обратно пропорцио­
нально показателю  преломления.

Введем следую щ им образом понятие оптической длины светового лу­
ча меж ду точками Р ; и Р 2 (оптический путь):

р2
[Р,Р2] = j n d s .
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Из определения оптической длины и (2.8) следует, что оптическая 
длина по световому лучу между точками Р ; и Р; равна разности значений 
функций эйконала в этих точках

/ л Л . а д ь ц / у .  (2.9)

Таким образом, оптическая длина от источника света до  лю бой точ­
ки на волновой поверхности по лучу является постоянной величиной.

Если рассмотреть две произвольные волновые поверхности, то из
(2.9) также следует, что оптическая длина пути м еж ду двумя волновыми  
поверхностями одинакова для лю бого светового луча. Это утверждение на­
зывается п ринц ипом  р авн ого  опти ческого  пути.

2.2. Закон  ин т енсивн ост и
Из электродинамики известно, что в непроводящ ей среде при отсутст­

вии механической работы закон сохранения энергии можно записать сле­
дующим образом: 
в интегральном виде

dW t -
~ — § P d d ,  (2.10)

в дифференциальном виде

~  + = 0  (2.11) 
01

Здесь W = j w  dV  - энергия, содержащаяся в объеме пространства V , огра­

ниченном поверхностью Е .
Усреднив уравнение (2.11), получим

d tv { ? )  = 0 . (2.12)

При выводе выражения (2.12) использовали, что —  — sin(2coi' — ф ), поэтому

По определению интенсивность /  = |( / :’)) = v (w )  - энергия, протекаю­

щая в единицу времени через единицу площади.
Тогда закон сохранения энергии в приближении геометрической оп­

тики примет вид
\div ( ! - s )  = ()\. (2.13)

Для того чтобы понять смысл этого соотношения, рассмотрим узкую 
трубку световых лучей. Она строится следующим образом. Берем две вол­
новые поверхности. Н а первой волновой поверхности берется маленькая
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площадка dZ, (термин "маленькая площадка" означает, что изменением 
интенсивности в пределах площ адки можно пренебречь). Рассматриваются 
лучи, проходящ ие через точки кривой, ограничиваю щ ей эту площадку. 
Эти лучи на второй волновой поверхности вы резаю т площ адку dZ2 

(рис.2.2). Две площ адки и боковая поверхность, образованная лучами, про­
ходящими через кривы е, ограничиваю щ ие площ адки и создаю т замкнутую 
лучевую  трубку.

Проинтегрируем правую  и левую части уравнения (2.13) по объему 
лучевой трубки и, применив теорему Гаусса, перейдем от интеграла по 
объему к интегралу по поверхности, ограничиваю щ ей этот объем

Здесь d c  = р  d <у -  вектор элементарной площ адки, р  -  единичный вектор, 
направленный по нормали к  поверхности элементарной площадки.

Интеграл по поверхности лучевой трубки можно разбить на три инте­
грала: интегралы по поверхностям dZ, и  dZ2 и интеграл по боковой по­
верхности лучевой трубки. В еличина этих интегралов зависит от скалярно­
го произведения

С учетом (2.15) вы ражение (2.14) можно переписать следую щ им обра­
зом:

1 на поверхности  dZ 2,

(s  • р )  =  ■ -1  на поверхност и  d Z p

О на боковой поверхности.

(2.15)

поверхность

первая
волновая

вторая
волновая

поверхность

£ .dZ, d Z 2

Рис. 2.2. Трубка световых лучей
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-  |  /  da '+  j   ̂ d<j = 0.
Л, Л ,

Или

Таким образом, получили, что величина I d L  остается постоянной 
вдоль трубки световых лучей. Это соотнош ение выражает закон интенсив­
ности в геометрической оптике.

2.3. И зм ен ен ие и н т енсивн ост и  по свет овом у луч у  
Используя закон сохранения энергии (2.13), можно найти изменение 

интенсивности по световому лучу (рис. 2.3). Распишем операцию дивер­
генции от /  • s

d i v ( l ■ s )  = d i v ^ I • _  -^ !v (g ra t/(L ))  +  (grad(L)- g r a d ^ - j ) .  (2 .17)

Вспомним, что d iv -g ra d  = V 2 Тогда уравнение (2.17) перепиш ется сле­
дующим образом

- V 2L  + (g ra d (L > g r a d \ - \ )  = 0 .  (2.18)
и \ n j

Введем дифференциальный оператор — =  g ra d (L )‘ g r a d . Тогда вы­
ях

ражение (2.18) примет вид

V ‘ l  =  - — I n -  (2 19)
d r  п

Проинтегрируем правую и левую части уравнения (2.19) по перемен­
ной г

| / , dS , (2.16)

Рис. 2.3. Изменение интенсивности по световому лучу
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-- (g ra d (L )g ra d (L ) )  => 

dh dL  n ds ds
(g ra d (L ))  n 2 n 2 n 

Таким образом в (2.20) d r  можно за­

менить на — . И нтегрирование по "неиз- 
п

вестному" параметру г  это интегрирова­
ние по криволинейной координате от точ­

ности по лучу д ля точечного ки Р / до точки Р2. Выраж ение (2.20) пере- 
источника света пиш ется следующим образом:

(2 .21)

Выраж ение (2.21) описы вает изменение интенсивности по световому 
лучу.

Пусть имеется точечный источник света, располож енны й в однород­
ной изотропной среде. В однородной среде световой луч распространяется 
прямолинейно, а  волновые поверхности -  это сферические поверхности. 
Выберем начало системы координат в месте расположения точечного ис­
точника (рис.2.4). Тогда выражение для функции эйконала можно записать 
следую щ им образом:

L (x , у , z )  = п-^х2 + у 2 + z 2

Найдем V L  

QL _  х  

дх ~ П R
д 2Ь
дх2

, |1 - 2 + у 2 + Z2 I

Здесь R = s jx 2 + у 2 + г '  В (2.21) интегрирование по d s  заменим па интег­

рирование no d R . Для луча, распространяю щ егося от точечного источника 
в однородной среде, вы ражение (2.21) примет вид

\<ж\ => Т  = %  (2 22)77=expi I R

Здесь R, и Л2 - расст ояния от точек / ’/ и Р2 до т очечного источника света.
П олучен хорошо известный результат -  интенсивность света обратно 

пропорциональна квадрату расстояния от источника света до точки на­
блюдения.
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Л ек ц и я  3
Д и ф ф ерен циальное  уравн ение  свет ового луча. З акон  прелом ления. 

И нт егральн ы й  инвариант  Л агранж а. П р и н ц и п  Ф ерма

3 .1. Д и ф ф ерен циальное  уравн ение  свет ового луч а  
Если известно изменение показателя преломления в пространстве, то, 

используя уравнение эйконала, можно найти функцию эйконала, а затем, 
используя уравнение светового луча 

dr
n —  = g r a d L ,  

as
найти направление распространения светового луча.

Продифференцируем правую и левую части уравнения светового луча

Фas

- ( з л )

Распиш ем правую часть уравнения (3.1):

— (gradL) = — grad{grad L) -  ^  ■ grad (grad I )  =
ds ds n о  2 \

1 1— g ra d (g ra d  L )  = — grad(n  ) = grad  n 
2 n 2 n

С учетом (3.2) уравнение (3.1) примет вид

' (3.3)

Уравнение (3.3) называется д и ф ф ерен ц и альн ы м  уравн ением  
светового  л уча.

Пусть среда, в которой распространяется световой луч, однородна, т.е. 
gradn  = 0 . Тогда уравнение (3.3) примет вид

^ ( , Д )  = 0 => 4 - 0 .
ds ds ds

Записанное выше уравнение имеет следующее решение 
г  = а, ■ s  + 6,,

где 5, и by - постоянные, определяемые из граничных условий. Радиус- 
вектор линейно меняется в зависимости от криволинейной координаты, 
т е .  в однородной среде световые лучи распространяются по прямым 
линиям.

Рассмотрим общий случай распространения светового луча в среде с 
произвольно меняю щимся показателем преломления.
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Введем вектор кривизны

К  = (3.4)
ds  р

Здесь v  единичный вектор, направленный по нормали к  световому 
л у ч у ( у ± л ) ,  р  - радиус кривизны.

Распиш ем левую  часть дифф еренциального уравнения светового луча
(3.3)

d  (  d r \  d  / _ ч ds _ dn  -
и —  = — [п s ) — s  —  + n —  = s —  + n K  

ds  v ds J d s  d s  d s  ds
(3.5)

(3.7)

С учетом (3.5) дифференциальное уравнение светового луча можно 
переписать следую щ им образом:

-  _ dn
nK  = g r a d n - s —  (3.6)

ds
Разделив правую  и левую  части уравнения (3.6) на п  и  умножив на 

единичный вектор v , получим

р | _  1 _ ^ %ra d n  * dn

И з определения радиус кривизны всегда положителен. Тогда из (3.7) 
следует, что

(v- g r a d n ) ^ 0 .  (3.8)
Неоднородная Н а рис.3.1 для среды с плавно

срсла увеличиваю щ имся показателем
дё? 3 л преломления приведены две воз­

можные траектории л уча 1 и 2.
Градиент от функции -  это век­

тор, направленный в сторону уве­
личения показателя преломления. 
Из (3.8) следует, что угол между 
векторами v и g ra d (ln n )  должен 

Рис. 3.1. Распространение луча в не- п
однородной среде быть меньше —, а это значит, что

реальный луч будет распространяться в сторону с большим значением 
показателя преломления, т.е. по траектории 1.

Однородная

СРСЛЗ « (л ) .

3.2. Закон  пр ело м лен и я
Рассмотрим поведение лучей, пересекаю щ их поверхность, 

разделяю щ ую  две однородные среды с различными показателями 
преломления.
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Воспользуемся уравнением светового луча. Осущ ествим операцию 
ротор от правой и левой частей уравнения светового луча. У читы вая, что 

rot (grad  f ) s  0 ,  получим
го г (« 5 )= 0 .

^  (3.9)

  Заменим поверхность резкого
раздела двух сред переходным слоем, в

А  пределах которого происходит плавное
изменение показателя преломления от
я, до п2 . Рассмотрим маленькую

Рис.3.2. Преломление л уча   . . л А _v J площадку А1А2А3А л, стороны которой
параллельны и перпендикулярны поверхности раздела сред  (рис.3.2).
Введем три единичных вектора: вектор а ,  направленный по нормали к
границе раздела, вектор Г , направленный вдоль стороны площ адки Л,Л2, и

вектор 6 , направленный по нормали к  этой площадке.
Проинтегрируем правую и левую  части уравнения по площадке и,

используя теорему Стокса, перейдем от интеграла по площади к интегралу
по контуру, ограничиваю щ ему площ адку Л,Л2Л3Л4

|  rot(n ■s ) d d  = • d r  = 0 .  (3.10)

Интеграл по контуру, ограничивающ ему площадку, разбивается на 
четыре интеграла

j n l ' d r =  jn s - d r +  jn s -d F +  jr is -d ? +  J  n s - d r  
Л3Д,

Считаем A2A3 ->  0 и AtAd -> 0 ,  поэтому интегралами по этим отрез­

кам контура пренебрегаем. Площ адка Л,Л2 А3А4 - маленькая, т.е.

|  n s - i f f - n , ! ,  J с / г = ф ,  t ) d !  и J  n s -d r  = - п г(1 г -Т)Ш , (3.11)

где dl = Л,Л2 = А3А4 . С учетом (3.11) выражение (3.10) перепиш ется сле­

дующим образом:
Г*(/7|5, - я 2?2) = 0 .

Или, учитывая, что Т = [Ь х а], получим

[Л х а]  (я,?, -  n2s2) = 0 . (3.12)
Используя свойство векторно-скалярного произведения, перепишем

(3.12) в виде
В [ а х (н } • £ , - п 2 -£,)] = 0 . (3.13)
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П оскольку ориентация площадки, а следовательно, и единичного 
вектора Ь бралась произвольной, то

[ а х ( и , 5 , - п 2?2)]= 0  => и1[ 5 х 5 ,] = л 2[ а х  ?2]. (3 .14)
Из полученного уравнения следует, что тангенциальны е 

составляющ ие вектора ns непрерывны при переходе через границу 
раздела сред, или что вектор n , -  n2s2 перпендикулярен нормали к  этой 
поверхности.

Если ф, и ф2-  углы падения и преломления, то, приравняв значения 
модулей правой и левой частей (3 .14), имеем

я 2 sin <р2 = и, sin ф , . (3.15)
Получили закон  С неллиуса или закон преломления. Заметим, что этот 

закон справедлив, если Я - » О (закон правильного преломления).

3.3. И н т егральн ы й  и н ва р и а н т  Л агранж а
Пусть имеется неоднородная среда с плавно м еняю щ им ся показателем 

преломления. Рассмотрим распространение в ней светового луча. Выделим 
произвольную площ адку I  (рис. 3.3). Как и при рассмотрении закона пре­
ломления проинтегрируем  по площади площ адки правую  и левую части 
выражения (3.9) и, воспользовавш ись теоремой Стокса, получим

j n s - d r - 0 .  (3.16)

На замкнутой кривой , ограничи­
вающей площ адку, возьмем  две произ­
вольные точки Pi и Р2. Тогда вы раже­
ние (3.16) можно переписать следую ­
щим образом;

( 2 )
j n s - d r  = j n s d r .  (3.17)

/1(1) Д(2)
Рис. 3.3. К выводу интегрального Цифры 1 и 2 означаю т, что интег- 

инварианта Л агранж а рирование ведется по первой или вто­
рой кривой.

И н тегр ал  j n s - d r ,  в з я т ы й  между л ю б ы м и  д в у м я  то ч к а м и  среды
я,

Pi и  Р2, не з ав и с и т  о т  п ути  и н тегри рован и я .
Полученное соотнош ение (3.17) называется интегральным 

инвариантом Лагранжа.
р,

(3.18)jn s - d r  ~ const

При выводе интегрального инварианта Л агранж а считали, что показа­
тель преломления среды плавно меняется от точки к  точке. Одйако инте-
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тральный инвариант Лагранжа можно распространить и на случай среды 
со скачкообразным изменением показателя преломления.

3.4. П р и н ц и п  Ф ерма
П р и н ц и п  Ф ерм а (п ринц ип  н аи к р атч ай ш его  расстояния) 

у тверж дает, ч то  о п ти ческая  д ли н а  р еальн ого  лу ч а  меж ду то ч кам и  Р/ и 
Рг к о роче  оп ти ческой  дл и н ы  лю бой д ругой  к р и во й , соединяю щ ей эти 
две то ч к и  и  леж ащ ей  в  р егулярн ой  окрестности  лу ч а . Окрестность 
называется регулярной, если через любую точку пространства (этой 
окрестности) п роходит один и только один луч.

Для доказательства принципа Ф ерма рассмотрим пучок световых лу­
чей. Возьмем произвольный луч и на нем две точки. Соединим точки Р / и

Рг

Рис. 3.4. Доказательство принципа Ферма 

Рассмотрим две произвольные близко расположенные волновые по­
верхности. Эти поверхности пересекают луч в точках М> и M i. а произ­

вольную кривую , соединяющую точки Р\ и Р?, в точках М \  и М'2 . Дока­
жем, что оптический путь между точками M i и M i  меньше оптического пу­

ти между точками М{ и М'2 .
Применим интегральный инвариант Лагранжа к «треугольнику» 

М \М '2М'3
Ml .Wj М]
j n s - d r +  J n s -c tr  + f n s - d r  = 0 . (3.19)

м; щ
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Н а волновом фронте s l d r ,  поэтому | п  s - d r - 0 Н а отрезке М [М '.

единичный вектор .? параллелен вектору d r , поэтому

J n  s - d r = ^ n d s  = {M'bM '2] = [M )M 2] (3.20)

Н а отрезке М [М '2 имеем
д-/; м ’2 щ
$ n s - d r =  jn d s c o s y /<  \n d s  = [M[M'2], (3.21)

Аг; м\ м ;

где у  - угол между вектором s  и направлением элементарного отрезка 
dr

Из (3.19) с учетом (3.20), (3.21) следует, что
[ м , м 2] = [ м ; м ; ]  >  [ м ; м ; ] .  (3 .22 )

А налогично, взяв лю бые две другие близко расположенные волновые 
поверхности, можно показать, что между этими поверхностями оптическая 
длина отрезка на реальном луче короче оптической длины отрезка на 
лю бой другой кривой, соединяю щ ей точки Рх и Р2 .

П роинтегрировав правую и левую  части неравенства (3.22), получим

)  я * <  |  л * .  (3.23)
Л(С) Ц (С,)

Здесь С  - кривая, взятая по световому лучу, С, - произвольная кривая. 
П ринцип Ф ерма доказан.
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Л ек ц и я  4 
Распрост ранение лу ч а  в  свет оводе

В физическом словаре дается следующее определение световода. Све­
товод (оптический волновод) это закрытое устройство для направленной 
передачи света. Как правило, в световоде показатель преломления меняет­
ся в поперечном направлении (оси X  и Y) и не меняется вдоль направления 
распространения луча (ось Z). В световоде выделяют сердцевину, оболоч­
ку и защ итное покрытие (рис.4.1).

Если показатель преломления плавно меняется в поперечном направ­
лении, световод называется градиентным световодом. Рассмотрим наибо­
лее простой вид плоского градиентного световода, диэлектрическая про­
ницаемость которого изменяется по закону

£ = « J (* )  =  « ^ l - 2 A j ^ j  j .  ' (4.1)

Здесь П| -  значение показателя преломления на оси световода, Д и а  - па-

Защитное покрытие
/  ■ .  ооолочка

сердцевина

‘ D

раметры, определяющие, 
как и на сколько быстро 
изменяется в поперечном 
направлении показатель
преломления. Световод,
изменение диэлектрической 
проницаемости которого 
описывается выражением

(4.1), называется параболическим световодом (рис. 4.2.а).
Если распространение световых лучей рассматривается вблизи оси

Рис. 4.3. Световод

Рис. 4.2. Изменение показателя преломления в параболическом световоде с 
неограниченным (а) и ограниченным (б) профилями
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световода, т.е. считается, что 2Д « 1 ,  то

« W - " i (4.2)

Заметим, что световод с диэлектрической проницаемостью , описы ­
ваемой вы раж ением  (4.1), это модельный световод. Это следует уж е из 
тех соображ ений, что координата х  не может принимать лю бое значение. 
Действительно, если х —>±<х>, то г < 0 , что физически бессмысленно. Тем 
не менее, используя модель параболического световода, в первом прибли­
жении можно описать достаточно большой класс градиентны х световодов. 
В качестве конкретного примера часто рассматривается световод, д иэлек­
трическая проницаемость которого в зависимости от координаты х м еняет­
ся по закону

Световод, изменение диэлектрической проницаемости которого опи­
сывается вы раж ением  (4.3), называется параболическим световодом с ог­
раниченным профилем (рис. 4.2.6). Из (4.3), в частности, становится по- 

л 2 - п 2
нятным физический смысл параметра 2Д = —— Если в световоде из­

менение показателя преломления при переходе о т  оси световода ( х  =  0 )  к 
оболочке (jc =  а )  небольш ое ( п2 -  л, «  л ,), то

Таким образом , параметр Д характеризует относительное изменение 
показателя преломления.

Д ля определения "траектории" луча в градиентном световоде восполь­
зуемся дифф еренциальны м уравнением луча

Д ифференциальное уравнение луча представим в виде двух скаляр­
ных уравнений

”Ч1_2А(а] ПРЫ ^ ° * (4.3)

Л2 =и,2( 1 - 2Д ) при  j* j> a .

(4.5)

(4.6)
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Что такое —  и —  ? Если ввести угол Фг  между касательной к "тра­

ектории" луча и осью  Z  (рис.4.3), то

—  = s in ® z (x ), (4.7)
as

^  =  co s® z (jc). (4.8)

Из уравнения (4.6) следует, что при переходе от одной точки "траек­
тории" луча к  другой точке траектории вы полняется условие

h ( t)c o s ® z (x )=  сол5/ => « (x )co sO z~ (t)=  » (0 )co sO z (0)|. (4.9) 
Здесь л(0) и Фг (0) - значения показателя преломления и  угла между каса- 

х  тельной к  "траектории" луча и
осью Z  на оси световода. Выра­
жение (4.9) является обобщением 
закона Снеллиуса.

Пусть по мере удаления от 
оси световода показатель пре­
ломления уменьшается. Тогда, 
как следует из (4.9), существует 

z  граничное значение координаты

Рис. 4.3. Распространение светового л ~~ х ‘р ’ к о г д '1 собФ ^ ) — 1, т  е.
луча в градиентном световоде сам уголФ 2 (т1р) = 0  Причем по­

ложение этой границы определяется углом Ф г (0). За этой границей луч 
распространяться не может. Точка, в которой угол Ф 2 (т(р) = 0 ,  называется 

точкой поворота (рис.4.4.а). Поперечная координата точки поворота опре­
деляется из условия



»(-*,, ) = л ( ° ) и к Ф г (0) (4.9)
В озмож на ситуация, когда условие (4.9) не может быть выполнено. 11а 

"траектории" луча изменение показателя преломления от п (х =  0) до  зна­
чения показателя преломления в оболочке не приводит к  том у, что в какой- 
то точке начинает выполняться записанное вы ш е условие. Д ой дя до грани­
цы раздела сердцевина - оболочка, луч преломится на ней и будет распро­
страняться в оболочке (рис.4.4 б).

При фиксированны х параметрах световода выйдет луч из световода 
или будет распространяться в сердцевине световода, зависит от угла фДо) 

В се лучи, распространяю щ иеся в световоде, делятся на 
направляемые лучи: 0 < Ф 2 (0 ) й  Ф с ,

рефрагирую щ ие лучи: Ф(?< Ф г (0 )< ^ -  

Здесь Фс. -  критический угол, определяемы й из условия

л ( т (1, )  =  л2 = n (0 )c o s ® r  ^  сояФ(. = - ^ у  (4.10)

В случае параболического световода с  ограниченным профилем
,  я, 

соэФ,- = —
ni

Д ля параболического световода с неограниченным профилем найдем 
значение точки поворота"

=* ^ { 1̂ 4°)'
Д ля нахождения "траектории" луча вернемся к уравнению  (4.5). Вос­

пользуемся тем, что п —  = const = р . Тогда ds = ——  и в (4.5) вместо пронз­
ал р

водной по d s  можно перейти к произполной по dz

р 4 (  э  ( 4 |1 )
n dz \ ndz | dx dz  2 dx

Преобразуем левую часть уравнения (4.11)

d 2x _ d _ (  d x \c k _ _ d x  d  ( гйЛ 1'._ d (  Л У  ^

d z 1 d z \ d z ) d x  d z  d x \ d z )  2 d x 'y d z )
С  учетом (4.12), проинтегрировав правую и левую  части уравнения 

(4.11), получим
f  ,/v Л2

(4.13)
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Для определения постоянной С  рассмотрим точку поворота. В точке

поворота луч распространяется параллельно оси Z ( —  =  0 ). Тогда уравне-
dz

ние (4.13) можно переписать

п2(* „ )+ С  = 0. (4.14)

Из определения константы /? и (4.9) следует, что я 2(*„) = Р2. Таким 

образом С  = - р 2
Уравнение (4.13) примет вид

=> d 2 ~  . р (4.15)
d z  <* Рг )

Если граничные условия выбраны таким образом, что на передней
грани световода (z~-Q) х= х0, то реш ение уравнения (4.15) для параболиче­
ского световода есть

Р а f j t  I . ( х ,  « . Д д  „arcsin — , ' -a rc s in  ,} L (4.16)

, Л .72Л 4) ф  . . f z n .y /2 A '\  14 , .
x  = x ,co s  — '■-------  + — -sin — -------  . (4. 7)

ф  j  n .yJ lK  £ ° l  Ф  J

Здесь Ф0 - угол наклона светового луча в точке х х 0, z -0 ,  

dz  I
1рФ , = —

d x\z  = 0 ,x  = x Q

Из (4.16), (4.17) следует наличие у "траектории" луча периода Лг, 
равного

э  i ! ! £ P .  (4 .18)
ф  op п,У2Д

С учетом (4.18) уравнение "траектории" луча (4.17) можно записать 
следующим образом:

.* =  .x0c o s f———1+  —  ig'&n *sinf — (4. 19)
I z,  J  2”  I z,  )

Характерный вид "траектории" луча в параболическом световоде изо­
бражен на рис. 4.5.

При распространении лучей под небольшим углом к оси световода 
(cos<£z (0 )«1 ) имеем
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(4.20)

Рис. 4.5. Распространение луча в параболическом световоде 

Из (4.20) видно, что период "траектории" луча не зависит от  угла на 
оси световода меж ду касательной к  "траектории" луча и осью  Z. Это при­
водит к  эф ф екту фокусировки, т  е ., если взять точку на оси световода и 
рассматривать исходящ ие из нее лучи, то через расстояние z p j 2 они вновь 

соберутся в точку (рис.4.6). Таким образом, световод с параболическим 
показателем преломления обладает фокусирующ ими свойствами.

Рис. 4.6. Фокусировка световы х лучей 

Если послать на световод параллельный пучок лучей  (Фо=0), то из 
(4.19)

П араллельный пучок лучей собирается в точку, располож енную  на 
расстоянии - р /4  от начала световода.
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Л ек ц и я  5-6
И деальное изображ ение. Теорема М аксвелла. П роект ивн ое  преоб­

разование. К ардин альн ы е т очки. П ост роение изображ ения в  ц ен т ри­
ро ва н н ы х  о пт ических  сист ем ах

5-6.1. И д еальное и зображ ение
Пусть имеется точечный источник света Р, из которого вы ходит бес­

конечное число световы х лучей. П осле прохождения световыми лучами 
оптической системы через любую точку среды в обшем случае проходит

(рис. 5-6.1). Точка Р , называется стигматическим или р езким  изображ е­
нием точки Р  Точки Р  и Р , называются сопряж енными точками, если 
любая из точек является стигматическим изображением другой точки.

М ножество точек, каждую из которых можно рассматривать как то­
чечный источник света, образую т пространство предметов. Множество 
изображений точек образую т пространство изображений.

О птический прибор называется идеальным, если он для каждой точки 
пространства предметов дает стигматическое изображение в пространстве 
изображений. В общем случае не все лучи, вышедшие из точки Р, достиг­
нут пространства изображения (часть из них задерживается, например, 
диафрагмами). Говорят, что лучи, достигающ ие пространства изображе­
ний, леж ат в поле зрения оптического прибора.

Мы определили две сопряженные точки. Аналогично дается опреде­
ление сопряженных кривых, поверхностей. Пусть С кривая в пространст­
ве предметов. Кривая  С ; в пространстве изображ ений сопряж ена кривой 
С, если для лю бой точки, располож енной на кривой С, ее стигматическое 
изображ ение леж ит  на  кривой  С). Если любая кривая С  в пространстве 
предметов идеально отображается (т.е. отображается стигматично) в кри­
вую С; в пространстве изображений, то говорят, что пространство предме­
тов идеально отображается в пространство изображений.

Часто используется понятие абсолютного прибора. О птическая сис­
тема, дающая стигматическое изображ ение трехмерного объекта, назы­
вается абсолю тным прибором. Ниже понятия абсолютный прибор и иде-

конечное число 
лучей. Однако в 
некоторых слу-

Оптическая
система

Рис. 5-6.1. Понятие изображения

рез которую 
проходит бес­
конечное число 
лучей, вышед­
ш их из точки Р
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альная оптическая система будем рассматривать как эквивалентны е поня­
тия.

О птические приборы, формирую щие идеальное изображ ение, пред­
ставляю т практический интерес. Как будет показано, реальны е оптические 
приборы в параксиальном  приближении ведут себя как абсолю тны е при­
боры.

5-6.2. Теорем а М аксвелла
О пределение. Д л я  абсолю тного прибора опт ическая д лина кривой в 

прост ранст ве п редм ет ов равна оптической длине ее изображ ения.
Д окажем теорем у в частном случае (доказательство Л енца).
Пусть имеется абсолютный оптический прибор Д ля доказательства 

теоремы Л енц предположил, что все лу ч и  от любой точ ки  пространства 
предметов достигаю т точки пространства изображений. Т .е ., если имеется 
некоторая точка А  и ее стигматическое изображ ение точка Л ,, то неважно, 
как направлен луч из точки А  в точку Л, по часовой или против часовой 

стрелки, и тот  и другой лучи обязательно пересекутся в точ ке  Л ]. Световой 
луч представляет замкнутую  кривую.

Рассмотрим две точки А  и В, лежащие на луче. Сопряж енны е точки Л/ 
и ВI л еж ат  на изображе­
нии луча (рис. 5-6.2).

О птическая длина 
отрезков А В  и  Л,Д, по 
часовой стрелке равна 
оптической длине от­
резков ВА  и Й,Л, против 
часовой стрелки соот­
ветственно, т.е.

[ Л « ] - [ й ф £ ,  [Л,Я,
В оспользуемся принципом равного оптического пути. П риравняв оп­

тические пути от  точки А  до точки Л] по лучу по часовой и против часовой 

стрелок, получим
Д  + с1а = + с /,. (5-6 1)

Здесь cllt = [ВА, ] и d, = [/16, ].
А налогично приравняв оптические пути от точки В  д о  точки 6 , по 

лучу по часовой и против часовой стрелок, получим
I.v + d, = L + d 0 (5-6.2)

Равенства (5-6.1) и (5-6.2) одновременно будут вы полняться лишь в 
случае, когда

A j
Оптическая 

система

с/0

Рис. 5-6.2. Д оказательство теоремы Максвелла
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I ,  = L 0 .
Теорема М аксвелла доказана.
Из теоремы М аксвелла вы текает ряд интересных следствий.
Следствие 1.
Рассмотрим, например, маленький треугольник со сторонами 

dSx, dS2 и d S} (термин "маленький" означает, что в пределах треугольников 
показатель преломления среды можно считать постоянным) Пусть изо­
бражением этого треугольника будет треугольник со сторонами 
dS[, dS'2 и d S i . Если треугольники находятся в однородных средах с пока­
зателями и, и п[ , то, согласно теореме М аксвелла,

n xd S x = n\dS'x, n xdS2 = n'xdS'2, n xdS3 = n[dS3. 
Следовательно, треугольники подобны. Из подобия треугольников следу­
ет, что угол между лю быми прямыми в пространстве предметов равен углу 
между изображением этих прямых в пространстве изображений.

Если углы равны, то преобразование, которое осущ ествляет абсолют­
ный прибор, является конформным (это определение конформного преоб­
разования). Абсолютный прибор конформно отображает трехмерное про­
странство предметов в трехмерное пространство изображений. Но кон­
формное отображение трехмерной области в трехмерную область может 
быть осуществлено либо с помощью проективного преобразования, либо с 
помощью преобразования инверсии, либо с помощью их комбинаций.

Таким образом, преобразование (отображение) абсолютным прибором 
пространства предметов в пространство изображений является либо проек­
тивным преобразованием, либо инверсией, л Ибо их комбинацией.
1. Преобразование инверсии -  это такое преобразование, когда любой 
точке Р  ставится в соответствие своя точка I", расположенная на прямой, 
проходящей через общий центр О  Причем произведение OP - ОР' остается 
величиной постоянной, не зависящей от расстояния от точки Р  до точки О.
2. Проективное преобразование -  это такое преобразование, при котором 
прямая линия преобразуется в прямую линию.

Следствие 2.

Увеличение для лю бых двух линейных элементов равно отноше- 
dSx

нию показателей преломления. В частности, если Я] = /г,' = co n s t , то увели­

чение = | Хаким образом, идеальное отображение абсолютным прибо- 
dSx

ром двух однородных областей друг в друга всегда тривиально в том 
смысле, что изображение полностью равно предмету. Единственный из­
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вестный оптический прибор, осуществляю щий такое преобразование, - это 
плоское зеркало или система плоских зеркал.

5-6.3. П роект и вн о е  преобразование. К ардин альн ы е т о чки  
Пусть имеется точка Р(х, у, г) и се стигматическое изображ ение -  точ­

ка P '{ x \ y \ z ' ) .  П реобразование называется проективным, если координа­
ты точек Р  и  Р 'связа н ы  соотнош ением

= А  у ш И  , = ! j  
F o’ /‘-'o’ /•;

(5-6.3)

где F f = a fx  + b ty  +  с fz  + d f  ; aJ ,bf ,c J. ,d / - постоянные величины ; j  = 0 * 3 .

Аналогично определяется обратное проективное преобразование

F У =  ^ г Z = l ? ’ ( 5 ' 6 4 )^0 'о
где F'j ~a'fx ' + b 'у 1 + c '.: ' + d '. ; о ' , b'j , с ) ,  d'j - постоянные величины.

Изображение лю бой точки, лежащ ей в плоскости F0 =  0 ,  находится на 
бесконечности, поэтому плоскость /го = 0  называется ф окальной плоско­
стью прост ранст ва предметов.

Плоскость, определяемая условием f j  = 0 ,  назы вается фокальной  
плоскостью прост ранст ва изображ ений.

Лучи, исходящ ие из лю бой точки фокальной плоскости, после прохо­
ждения оптической системы распространяются параллельно.

Более подробно остановимся на центрированных идеальных оптиче­
ских системах Ц ен тр и р о в ан н ы е  о п ти ческие си стем ы  это  систем ы , 
полученн ы е п утем  в р а щ е н и я  к р и в ы х  второго  п о р я д к а  относи тельно 
общ ей оси, п р и ч ем  ц ен т р ы  эти х  к р и в ы х  л е ж а т  н а  этой  оси, к оторая 
н азы в ается  гл ав н о й  оп ти ческой  осью  ц ен тр и р о ван н о й  си стем ы  (рис 5- 
6.3).

Из осевой симметрии оптической системы следует, что фокальные 
плоскости это плоскости, перпендикулярные оптической оси Точки пе­
ресечения фокальных плоскостей с главной оптической осью  системы ла-

олтическая о

Рис. 5-6.3. Определение центрированной оптической системы
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зываются фокальными точками (фокусами - F ,F ') :  F  -  фокальная точка в 

пространстве предметов. F ' -  фокальная точка в пространстве изобра­
жений.

Из осевой симметрии оптической системы также следует, что изобра­
жение точки Р  точка Р' леж ит в плоскости, проходящ ей через точку Р  и 
главную оптическую ось.

Плоскости, проходящ ие через оптическую ось, назы ваю т ся м еридио - 
нсыьными плоскостями. Рассмотрим меридиональную плоскость, прохо­
дящую через точку Р. Пусть ось z  направлена вдоль оптической оси, а ось у  
лежит в той же плоскости, что и точка Р. Координаты точек Р  и Р '  есть 

Р Ф ,У,2 ),

Р ’( 0 , м .
Прямое проективное преобразование может быть записано следую­

щим образом:

/  = i  (5.6.5)
b0y  + c0z  + d0

У  = (5-6.6)
b0y + c nz  + d„

Из осевой симметрии центрированной оптической системы следует,
что

A -У , z) = z '(y , z ) ,  (5-6.7)
/ ( - y , z )  = - / ( p , z ) .  (5-6,8)

Для выполнения условия (5-6.7) необходимо, чтобы b} =blt = 0 . Для 
выполнения условия (5-6.8) необходимо, чтобы c j dy-0.

Таким образом, проективное преобразование при наличии осевой 
симметрии оптической системы есть

6, у
/  = — L L r , (5-6.9)

c„z +

z ' = S 2 l ± i l  (5-6.10)
c0z+  d n

Разрешая уравнения (5-6.9) и (5-6.10) относительно z  и у, найдем об­
ратное п роем ивное преобразование

_  у ' | c0rf3 -  dV r y V i ]  
C„z' -  Cj J  ’

, I , , ,  (5-6.11)
**2 | ’ (56]2)

C0 - '~ C)
Из прямого и обратного проективного преобразования вытекает, что 

уравнения фокальных плоскостей есть:
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в пространстве предметов

c,)Z + d 0 = О (5-6.13)

в пространстве изображений

c0z '  -  d } = О (5-6.14)

До сих пор координаты точек Р  и F  рассматривались в одной системе 
координат. Теперь будем рассматривать коорданаты точки Р  в  системе ко­
ординат с  центром  в точке F, а координаты точки Р ’ в системе координат с 
центром в точке F  (рис.5-6.4). Новые координаты будем обозначать боль­
шими буквами ( P ( X .Y ) ,  Р '{Х ',У ')) .  П ереход от "старых" к "новым" коор­
динатам осущ ествляется по правилу

С  учетом новых систем координат выражения, описы ваю щ ие проек­
тивное преобразование пространства предметов в пространство изображ е­
ний, есть

У P { Y ,Z )
У

Р '{ У \Г )

F

)
F ' z ,Z ,Z '

Рис. 5-6 4. Проективное преобразование центрированной 
оптической системой

у = у ,
У' = у \

(5-6.15)

(5-6.16)

(5-6.17)

с, ( c ,z  + d A -  c ,da + c,.d, 41 i------
c0Z 3

(5-6.18)
y ,  _  ~ CAo + Ct)̂ 3
'  ”  ~ [z
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Обозначим /  =

Т огда преобразование (5-6.18) можно переписать следую щ им обра-

Из (5-6.19) следует
2  • Z '

(5-6.19)

(5-6.20)
Уравнение (5-6.20) называется уравнением Ньютона.
П остоянная /  называется фокусным расстоянием в пространстве 

предметов, постоянная / '  - фокусным расстоянием в пространстве изо­
бражений.

При фиксированном положении плоскости Z  из (5-6.19) имеем

Y ' = — Y  => d Y ’ = ^ -d Y  . (5-6.21)
2  Z  V *

Введем поперечное увеличение оптической системы

f d Y Л  = Ц  = £  = ^ _
{  d Y  ) z=cons, ~  Y ~ Z ~  f

Введем продольное увеличение оптической системы
( d Z ' \  Z  f f  z n 

\ d z )  Z ' z 1 / • / • ’ ■
Сравнивая (5-6.23) и (5-6.22), найдем связь между продольным и по­

перечным увеличениями оптической системы

(SHISL
Поперечное увеличение равно единице, если

Z  = f ,
z'=f  ’

Уравнения (5-6.25) определяю т плоскости, которы е называются глав­
ными плоскостями. Главные плоскости  - это сопряж енные плоскости, 
для которых поперечное увеличение равно единице  (рис.5-6.5). Точки пере-

(5-6.22)

(5-6.23)

(5-6.24)

(5-6.25)

р р '

F  f н Н ’ Г F '

Рис. 5-6,5. Главные плоскости оптической системы



Рис. 5-6.6. У зловые точки оптической с 
темы

сечения главны х плоскостей 
с оптической осью системы 
назы ваю тся главны ми т оч­
ками  (Н , Н '  ): Н  - главная 
точ ка  в пространстве пред­
метов, Н '  - главная точка в 
пространстве изображений. 
Фокусное расст ояние - это  
расст ояние от фокальной  
точки до главной точки.

В озьмем  на оптической
оси точку Р  с координатой Z. Пусть ее стигматическим изображ ением бу­
дет точка F  с  координатой Z ' Пош лем из точки Р  произвольны й луч, ко­
торый пересекает главную  плоскость в пространстве предм етов в точке А 
расположенной на расстоянии h от оптической оси. С опряж енны й луч пе­
ресекает главную плоскость в пространстве изображ ений в точке А ', рас­
положенной тоже на расстоянии h от главной оптической оси (рис.5-6.6). 
Введем понятие углового увеличения

r . .tg y ' 
tgy  ’

где у  и у ' - углы меж ду оптической осью и сопряж енны м и световыми лу­
чами, проходящ ими через точки А и А’ соответственно. Н айдем вы раже­
ния для тангенсов этих углов

h , И 
tgy  =  j i p  fgY =  J Z T y  (5-6 -26>

С учетом (5-6.26) выражение для углового увели чения оптической 
системы примет вид

t g y

tgy

f - z  
j ' - Z '

(5-6.27)

(5-6 28)

_X L
_ Z ' f ' ~
Г ' -

Угловое увеличение равно единице, если
Z  = - / \

Z ' =  - / -
Выраж ение (5-6.28) определяет координаты двух сопряж енны х точек 

(Л/, У ') ,  лежащ их на оптической оси, для которых угловое увеличение 
равно единице. Такие точки называются узловы м и т очкам и (узлами): N  
узловая точка в пространстве предметов, N ' - узловая точ ка  в пространст­
ве изображений. Плоскости, перпендикулярные оптической оси и прохо­
дящ ие через узловые точки, называются узловы м и плоскост ям и.
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Две фокальные точки (плоскости), две главные точки (плоскости), две 
узловые точки (плоскости) образую т кардинальные точки (плоскости) оп­
тической системы. С  точки зрения построения изображений знание карди­
нальных точек полностью определяет оптическую систему.

5-6.4. П ост роение и зображ ения в  цен т рированн ы х о пт ических  
сист ем ах

Покажем, как, зная положение кардинальных точек, построить изо­
бражение в идеальной центрированной системе. В качестве объекта рас­
смотрим точку Р  (рис.5-6.7). Для построения изображения точки Р  вос­
пользуемся двумя из следующих трех  лучей.

тической системе 

Первый лу ч  (РА) выходит из точки Р  параллельно главной оптической 
оси Изображением этого луча будет луч, проходящий через фокальную 
точку F ' Для определения направления луча, вышедшего из оптической 
системы, точку пересечения луча РА с  главной плоскостью в пространстве 
изображений А ' соединим с фокусом системы F ' . Луч A 'F ' является изо­
бражением луча РА.

Второй л у ч  (РР) направим из точки I ’ через фокальную точку оптиче­
ской системы F  Изображением луча PF  будет луч, распространяющийся 
параллельно главной оптической оси. /(ля нахождения расстояния между 
вышедшим лучом и главной оптической осью продолжим луч РР' до пере­
сечения в точке М  с главной плоскостью в пространстве предметов Через 
точку М  проведем линию , параллельную главной оптической оси ( М Р '). 
Луч М Р ' является изображением луча PF

Третий л у ч  ( P N )  направим из точки Р  в узел оптической системы. 
Для определения луча, вышедшего из оптической системы, через узел N ' 
проведем линию, параллельную P N  Луч P 'N ' является изображением 
луча PN
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Все описанные выше лучи пересекаются в точке Р , давая изображ е­
ние точки Р

Н а практике для построения изображения точки достаточно знать на­
правления распространения после прохождения оптической системы двух 
лучей. Поэтому оптическая система оказывается полностью  определенной 
если известны положения четы рех кардинальных точек оптической систе­
мы: F , H , F ' , H ' ; F ,N ,F ' , N '  \ F ,H , N , F ' ;  F , H , N , H ' \  F ,H ,N ,N '-  
F ,F ' ,H ' , N '; H ,F ' ,H ' , N ';  N , F ' ,H ’,N '

Замечание. В ы бор четы рех из ш ести кардинальных точек производит­
ся из условия, что полож ение двух  оставшихся кардинальных точек можно 
найти, используя (5-6.25), (5-6.28).

Пример. Рассмотрим построение изображения точки Р ,  если известно 
положение кардинальных точек F ,H , N , H '  (рис.5-6.8).

Рис. 5-6.8. П остроение изображ ения точки с помощ ью  кардиналь­
ных точек F ,H , N , H ‘

Найдем изображ ение в оптической системе двух световы х лучей. P F  
и P N  Изображением луча P F  является луч М Р ' М етодика его построе­
ния изложена выше. Для нахождения изображения луча P N  воспользуем­
ся тем, что луч P N  и его изображ ение параллельны. Пусть луч P N  пере­
секает главную плоскость в пространстве предметов в точке А. И зображе­
нием точки А  будет точка А ', лежащ ая в главной плоскости в пространстве 
изображений. Эта же точка леж ит на изображении луча P N  Таким обра­
зом, для нахождения изображ ения луча P N  необходимо через точку 
Л 'провести прямую, параллельную  лучу P N  ( А 'Р '). П ересечение лучей 
М Р' и А 'Р ' дает точку Р ' , которая является изображ ением точки Р.

Р
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Л екции 7
Х аракт ерист ические ф ункции  Г ам ильт она: т очечная  характ ерист и­

ка, см еш анная характ ерист ика, у гловая  характ ерист ика

Мы говорили о геометрической оптике (в узком смысле) как о методе 
построения геометрического изображения с использованием понятия луча 
Введем ряд функций (характеристик), которые бы описы вали связь между 
предметом и изображением. До сих пор единственная функция, которая 
использовалась для описания распространения луча, была функция L (r).

7.1. Точечная х аракт ерист ика
Пусть имеются две точки Pi и  Р], через которые проходит световой 

луч. Точка Д  леж ит в пространстве предметов, а точка Р2-  в  пространстве 
изображений. Введем две системы координат: одну в пространстве пред­
метов, другую  в пространстве изображений. Для простоты считаем, что 
соответствующ ие оси 1 -ой и  2-ой систем координат параллельны. Пусть X/,

/и*,.>,.*,) рЛ ^ . у . л )

Оптическая
система

Рис. 7.1. Точечная характеристика 

у 1, Z/ координаты точки Р/ в 1-ой системе координат, х?, у 2, z i -  коорди­
наты точки Р ? во 2-ой системе координат (рис.7.]).

Точечная характ ерист ика определяется как оптическая длина от­
резка  светового луча м еж ду двумя т очками P t и Р у

ds (7.1)

В лекции 1 показано, что dL = п d s , тогда
У(г, л )  = L(P, ) - l ( P , ) =  l p , ) - L ( r , ). (7.2)

Введем лучевой вектор как произведение единичного вектора 5 на 
показатель преломления
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Из уравнения светового луча (2.7) и (7.2) следует, что  значения луче­
вых векторов в точках Р / и Р2 есть

| , = л ,  j ,  =  gradw L\ =  -g ra d " 'V , (7.3)

1г = « 2 ? 2 =  gradi2)b \р2 =  grad{2)V . (7.4)

Индексы 1 и 2 в (7.3), (7.4) указы ваю т, что дифф еренцирование осущ еств­
ляется по  координатам первой и второй систем координат.

К ак следует из (7.3), (7 4) зн ан и е  то ч еч н о й  х а р а к те р и с ти к и  позво­
л я е т  н ай т и  ко м п о н ен ты  л у ч ев ы х  в е к то р о в  в  т о ч ках  Р 2 и  Р2.

Точечная характеристика удовлетворяет уравнению  эйконала, запи­
санному как в координатах х у,, Z/, т ак  и в координатах х 2, у 2, z 2.

( * ) ' J ”
U z j

dV 1 ■ (ёк.) +f—j

(7.5)

(7.6)

7,2. С м еш ан н ая  характ ерист ика
С меш анная характеристика определяется как функция

W = V -?2 1г . (7.7)
Точечная характеристика -  это функция от шести независимы х пере­

менны х (а  именно, координат точек Р / и Р2). А  о т  каких независимы х пе­
ременны х зависит функция W? Д л я  ответа на этот вопрос найдем измене­
ние смеш анной характеристики

d W - d V - d r £ 2- r 2 d \ 2. (7 .8)

Вспомним, что
V =  L ( f , ) - i ( ? , ) = >  dV  -  

=  dr, ■ gradm L~dr, ■ grad"'4. =  Igdf, -  \ ,d f , .

Т огда

dW  =  I,dr, - 1, dr, -  L d f, -  r ,d \,  »  - \ tdr, -  r ,d l,  = 5. W  =  W  (f,, I , ) . (7.9)

Таким образом смеш анная характеристика является функцией коор­

динат точки Р / и проекций лучевого вектора на оси координат Как сле­
дует из (7 9), знание смеш анной характеристики п озволяет найти ком­
поненты лучевого вектора в точке Р / и координаты  точки Р2

d w  __________________ Щ ____
Л — Six  > Л ~ ,  -  S12’от, Эу, от,

(7.10)6W dW
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Рис. 7.2. Смешанная характеристика 

Смеш анная характеристика удовлетворяет уравнению  эйконала, запи­
санному в координатах х,, у ,, z ,.

Рассмотрим случай, когда после прохождения оптической системы 
луч распространяется в однородной среде (рис.7.2). Из начала системы ко­
ординат в пространстве изображений опустим перпендикуляр на световой 
луч в пространстве изображ ений. Точка D 2 - основание перпендикуляра на 

луче. Скалярное произведение гг является оптической длиной отрезка 
D2P2 .

Смеш анная характеристика определяется как оптическая длина от­
резка светового пуча м еж ду точками Pt и D-,.

Уравнения эйконала в пространстве изображений можно представить 
в виде

Взяв дифференциал от правой и левой частей уравнения эйконала, по­
лучим

После подстановки (7.12) в (7.9) изменение смеш анной характеристи­
ки запишется следующим образом:

Из (7.13) следует, что W  является функцией пяти независимых пере­
менных. Если заданы координаты точки Pi на световом луче.и  даны ком­
поненты лучевого вектора в пространстве изображений, то, зная смешан­
ную характеристику и взяв производную от нее по х -о й  и у -о й  компонен­

(7.11)

d W  = - { x 2 - ^ - z - , ) d l - , v — ( v-> - ^ - z 2)dt,lY . (7.13)
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там лучевого вектора в пространстве изображений, получим уравнения 
двух плоскостей

=  - ( х 2

- « Ч у ,

(7.14)

П ересечением этих плоскостей является прямая линия, вдоль которой 
в пространстве изображ ений распространяется световой луч.

7.3. У гловая характ ерист ика
Угловая характеристика определяется как функция

T  = V  + l r ?t - l 2 -r2. (7.15)
Д ля определения переменны х, от которых зависит угловая характери­

стика, найдем ее изменение

d T  = d V  +  + 1 ^  - ^ 2 ^ 2  = (7-16)
Из (7.16) следует, что угловая характеристика зависит от компонент 

лучевых векторов в пространстве предметов и в пространстве изображений

т=тл,).
Пусть до оптической системы и  после нее луч распространяется в од­

нородной среде (рис.7.3). Из начала системы координат в пространстве 
предметов опустим перпендикуляр на световой луч в пространстве пред­
метов. Точка £>, - основание перпендикуляра на световом луче. Скалярное 

произведение г, является оптической длиной отрезка DtP].

Г Л *1.У ,.гг)

Рис.7.3. Угловая характеристика

Угловая характ ерист ика определяется как опт ическая длина отрез­
ка светового, луча  м еж ду т очками D, и D , .

Запиш ем уравнение эйконала в пространстве предметов в виде 
-  и,2 — c o n s t.



Взяв дифференциал от  правой и левой частей уравнения эйконала, по­
лучим

_ +  4 ir ĉ 4l)'
4 ,А  +  4 i A -  +  4 А  =  °> (7.17)

С учетом (7.12), (7.17) изменение угловой характеристики можно 
представить в виде

d T  = f t  + (> , -(Х 2 - | ^ Г 2№ „  - ( Л - | ^ Г , И „  .
5,2 5,2 5,2 5,2

Угловая характеристика является функцией четырех независимых пе­
ременных: £)Д., £1У, ^2Л., . Знание угловой характеристики позволяет
получить четы ре уравнения, задающ ие четыре плоскости,

K lX  4,2
дТ .

L z>),

д Т  ,  ,
 = - ( х ,
Ъ г х  4 :z  2

S T  ,  1гг ,
 =  - ( у ,  z,).
54:,- 4:z

(7.19)

Пересечение двух плоскостей, определяемых из (7.18), задает прямую 
линию , вдоль которой распространяется луч, падающ ий и а  оптическую 
систему. Пересечение плоскостей, определяемых из (7.19), задает прямую 
линию, вдоль которой распространяется луч, прошедш ий оптическую сис­
тему.

Таким образом, если до и после оптической системы среды однород­
ные, зн ан и е  у гловой  х ар актер и сти ки  п озволяет  н ай т и  п р я м ы е , вдоль 
которы х  р асп р о стр ан я ю тся  луч , падаю щ ий н а  опти ческую  систему, и 
луч , п рош едш ий опти ческую  систему.
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Л е к ц и я  8-9
У гловая х а р а кт ер и ст и ка  п релом ляю щ ей  п о верхн ост и  вращ ения.

Н улево й  и н вариант  Аббе. Ф орм ула  т он кой  лин зы .
Ф орм ула  С м ит а-Г ельм гольца

8-9.1. У гловая характ ерист ика  пр ело м ляю щ ей  поверхн ост и  вра­
щ ения

П усть им ею тся две однородные среды с показателями преломления л, 
и п 2, которы е разделены  параболической поверхностью  вращ ения (рис 8- 
9.1). В системе координат с центром в точке О  при условии, что ось Z  сов­
падает с осью вращ ения и направлена "вдоль направления распростране­
ния лучей", уравнение параболической поверхностью  вращ ения есть

где г  -  радиус кривизны  у верш ины (точка О) поверхности. Радиус кривиз­
ны считается положительным (отрицательным), если центр кривизны рас­
положен справа (слева) от  верш ины поверхности.

Введем в пространстве предметов систему координат с центром в точ­
ке O j и в пространстве изображений систему координат с центром в точке 
О2.. Центры систем координат расположены на оси вращ ения. Направления 
осей всех трех  систем  координат параллельны. В системе координат с цен­
тром в точке О  координаты точек О / и  О 2 есть

Здесь а, и а 2 -  расстояния от точек О / и О 2 д о  точки О.
Пусть луч падает на границу раздела двух сред, преломляется и рас­

пространяется в пространстве изображений. Н аправление распространения

(8-9.1)

Р ис.8-9.1. Преломляющ ая поверхность

0 ,(0 ,0 ,-а ,) ,  

0 2(0 ,0 ,а 2).
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луча в пространстве предметов задается лучевым вектором | j ,  в простран­

стве изображений лучевым вектором \ 2 . Опустим из точек О, и 0 2 пер­
пендикуляры на лучи в пространстве предметов и в пространстве изобра­
жений соответственно.

П оложение точки преломления светового луча (А) в системе коорди­
нат, расположенной в пространстве предметов, определяется радиус- 
вектором г}, в системе координат, расположенной в пространстве изобра­
жений, радиус-вектором г2 . В системе координат с центром в точке О 
проекции этих радиус-векторов на оси координат есть 

/ j f o y . z - a , ) ,  
r2( x , y , z - a 2).

Здесь х, у, z  -  координаты точки А  в системе координат с центром в точке 
О.

У гловая характеристика -  это оптический путь по световому лучу от 
точки Ц  до точки D 2

Г = |М + [ Л г > 2]. (8-9.2)
Оптические пути по световым лучам можно представить следующим 

образом:
[D ,A\ = *  + (z  -  щ % г , (8-9.3)

р А ]  = - ' £ , 1  = ~ xi>ix -  У%п "  ( z ~  " i f e z  - 4)
С  учетом (8-9.3), (8-9.4) выражение для угловой характеристики по­

верхности вращения (8-9.2) примет вид

Т  >  х(5,.V -  1. Х)  +  -  5 а - ) +  - 'f e z  -  ?zz Ь  " А *  з  ■ (*-9-5)
В полученном выражении для угловой характеристики надо заменить 

координаты дг, у, z  на проекции лучевых векторов и \ 2 .
Вспомним, что при выводе закона преломления (выражение 3.14) бы­

ло показано, что разносы, лучевых векторов ( | ,  - 1 2) параллельна вектору, 
направленному по нормали к границе раздела двух сред. С  другой сторо­
ны, если имеется некоторая поверхность, задаваемая уравнением 

f { x , y , z )  = О,
то g ra d  f  - вектор, также направленный по нормали к этой поверхности. В 
нашем случае в качестве функции /  выступает функция вида

/  = (8-9.6)

Таким образом, справедливо равенство

( 5 , - 5 г ) = ^ { . - - ^ ( ^  +  у г ) |  (8-9.7)
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Здесь к  - коэф фициент пропорциональности. Векторное уравнение (8-9.7) 
разлож им н атр и  скалярны х уравнения

Из третьего уравнения (8-9.8) найдем коэффициент Я . П одставив зна­
чение этого коэф фициента в первое и второе уравнения (8-9.8) получим

t i t  <8-” >у  = ~ г 2К— '22L.
Ъ г ~ \  22

Координату z  найдем, подставив (8-9.9) в (8-9.1),

(, 9Л 0)
L ^ i z  ^ i z )

С учетом (8-9.9) и (8-9.10) вы раж ение д ля угловой характеристики по­
верхности вращ ения (8-9.5) прим ет вид

г_ ;. ( ^ - ^ г ) Д ,
fc-?-) fc-5.) *

t ( y > )  .
L K^IZ S2 z )

В однородной среде, используя уравнение эйконала

й + й + f t - " , ’ ( и л
компоненты £,17 и ^ 2Z можно записать в виде

(8.9)2)
Ь гг= 1*22 - ( % х  + %г))~2 ■

Будем рассматривать световы е лучи, распространяю щ иеся под  не­
большими углами к оптической оси,

Ы "  M <<(V  (8-9.13)
Тогда, расклады вая в ряд  вы ражения для проекций лучевы х векторов 

на ось Z  (8-9.12) и учитывая первые д ва слагаемых в разлож ении, получим
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" 2 + (М15)

При условии, что световые лучи распространяются под  небольшими

углами к  оптической оси, слагаемыми — (£2Х + £,jr ) и —  (£^ . + ц 2,.) в зна­

менателе первого слагаемого в (8-9.15) можно пренебречь.
Введем новые переменные

* 2 = & + & .  

v’ - Й г + Й - .

Выражение для угловой характеристики (8-9 .15) примет вид

Т  - ----------— т(и2 + v2 - 2 v 2) + a,n. -  — и 2 - а 2п2 + - ^ ~ v 2 (8-9.16)
2 ( и , - п г) У I "  2 щ 22  2 п2

Или
т = т0 + т2,

где Т0 = а ]п ] — а 2п2, Т2 = А и г + B v2 +C w 2 ,

А = - ( — Г—  + — ]■ «  =  -̂------ “ ]■-С " ------- ~2 л , - » ,  л . |  2 | л , - » .  п , I л , - л ,

С учетом (8-9 14) вы ражение для угловой характеристики поверхно­
сти вращ ения примет вид

8-9.2. Н улевой  и н вариант  А ббе
П араксиальная опт ика эт о раздел оптики, рассмат риваю щ ий во­

просы формирования изображ ения точек, леж ащ их непосредственно 
вблизи оптической оси, и распространение лучей под небольш ими углам и к 
оптической оси  (см. условие 8-9.13).

Вновь рассмотрим преломляю щую поверхность вращ ения, разделяю­
щую две однородные среды. Пусть точка /^ ( х , ,^ ,^ )  леж ит на падающем 
луче, а точка P2{x-,,y2,z 2) - на преломленном луче (рис.8-9.2). Используя



^ , - | ^ г ,  =  2 Д „ + С 5 „ ,

(7.18), (7 .19) и вы ражение для угловой характеристики поверхности вра­
щения (8-9.16), получим

, - с ? „

Л - Т ^ г ,  = - 2 ^ - С 5 , г . 
^22

(8-9.17)

(8-9.18)

(8-9.19)

(8-9.20)

В параксиальном приближении в левы х частях уравнений (8-9.17)-(8- 
9.20) можно заменить ^1Z »  и ,, ^2Z а  п2 .

П редполож им, что падающ ий и преломленный лучи распространяю т­
ся в меридиональной плоскости YZ ( \ iX = i,2X = 0 ) . Т огда уравнение (8- 
9.18) определяет прямую , вдоль которой распространяется падающ ий луч, 
а уравнение (8-9.20) определяет прямую, вдоль которой распространяется 
преломленны й луч. Вы разим  £2У из уравнения (8-9.18)

С  п.
и подставим в уравнение (8-9.20)

И

- 2  А$„)

2А + ; - С
С

;8-9.21)

Уравнение (8-9.21) определяет зависимость координаты точки Р2 на 
ось Y от координаты точки Р} на эту ось и направления распространения 
падающ его луча.

Поставим вопрос. Когда все лучи, исходящ ие из то ч ки Р}, после пре-



ломления на поверхности раздела двух сред пройдут через точ ку  Р2 ? Для 
выполнения этого необходимо, чтобы в уравнении (8-9.21) отсутствовала 
зависимость у-ой координаты точки Рг от £1Г. Это возмож но при выпол­
нении условия

( 2 В - % 2 Л  +  ̂ - )  =  С ! . (8-9.22)

П одставив в (8-9.22) значения для А, В и С  при условии, что точки О, 

и 0 2 совпадаю т с  точкой О  (а , = я 3 =  0 ), получим

 (/>2 -  »1)!

ЕЕШ (9.23)

Выраж ение (8-9.23) получило название нулевой инвариант Аббе. Ве-

называется оптической силои преломляющей поверхности.
Поперечное увеличение оптической системы -  преломляю щая по­

верхность вращ ения можно представить следующим образом:

й=-1 (2 в -Щ .
У1 С  II,

Подставив значения В  и С, получим

(8-9 24)

П оперечное увеличение равно единице, если z 2 = 0 . Таким образом, 
главные плоскости преломляющей поверхности вращ ения совпадают и 
проходят через ее верш ину (точку О). Для определения положения фо­
кальных точек воспользуемся нулевым инвариантом Аббе.

Если z , —»-«> , то координата фокальной точки преломляющей по­
верхности вращ ения в пространстве изображений (задняя фокальная точка)

Если z 2 ->  « з , то координата фокальной точки преломляю щ ей поверх­
ности вращения в пространстве предметов (передняя ф окальная точка)

46



П о определению  фокусные расстояния -  это расстояния между ф о­
кальными и  главны ми точками. Зная положения фокальны х и  главны х то ­
чек, найдем  величину п ереднего и заднего фокусны х расстояний

/2  =  ~ Z2F ■
О тнош ение фокусных расстояний преломляю щ ей поверхности вра­

щения есть

/ \  «1
У  = ~ ~  (8-9-25)
J2 2

Покажем, что преобразование пространства предметов в пространство 
изображ ений, осущ ествляемое в параксиальном приближении прелом­
ляю щ ей поверхностью  вращ ения, аналогично преобразованию , осущ еств­
ляемому идеальной оптической системой.

Начало системы координат в пространстве предметов совместим с пе­
редней фокальной точкой, а начало системы координат в пространстве 
изображ ений с задней фокальной точкой. Координаты точки в пространст­
ве предметов в системах координат с центрами в точках О  и  F} связаны 
соотнош ениями

Х \= Х \>  У \= У \ ,  2 , = Z \ - z ) F = z ) + f \ .

Координаты точки в пространстве изображений в системах координат 
с центрами в точках О  и Р2 связаны соотнош ениями

Х 2 ^ х 2, Y2 = y 2, Z 2 = z2 - z 2F = z2 + f 2.
С учетом выражений для переднего и заднего фокусны х расстояний 

формула (8-9.24) в новых координатах примет вид

ь н
Выраж ение (8-9.26) полностью  аналогично вы раж ению  (5-6.19), полу­

ченному при рассмотрении преобразования идеальной оптической систе­
мой пространства предметов в пространство изображ ений

8-9.3. Ф орм ула  т он кой  ли н зы
Л инза  эт о оптическая система, сост оящ ая из двух преломляющ их  

поверхност ей второго порядка, ограничивающ их участ ок однородной  
изот ропной среды  (рис. 8-9.3). Преломляющ ие поверхности отделяю т сре­
ду с показателем преломления п г от среды с показателем  преломления л , . 
Будем считать, что преломляю щ ие поверхности - это параболические по­
верхности вращ ения с радиусами кривизны гх и г2. О си вращ ения обеих

п2~п,
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поверхностей совпадаю т. О сь вращ ения является главной оптической осью 
линзы.

На оптической оси на расстоянии -  z, от первой преломляю щ ей по­
верхности вращ ения возьмем точку Р ,. Ее изображением на этой прелом­
ляю щ ей поверхности будет точка Р2 , расположенная на расстоянии z2. 
Изображением точки Р2 на второй преломляю щей поверхности вращения 

будет точка Р, ( -  z\ и z2 - расстояния от точек Р2 и Р2 до второй прелом­
ляю щей поверхности).

Используя нулевой инвариант А ббе, запишем 
для первой преломляю щ ей поверхности 

п2 пх _ п г - п х

для второй преломляю щ ей поверхности

Сложив уравнения (8-9.27) и (8-9.28), получим

(8-9.27)

(8-9.28)

1  _  I  =  („21 - 1)[ 1  - 1  +  ̂ . (8-9.29)
Z2 Z, \Г2 r j  ZjZ'

Здесь d  =  z2 -  z\ - расстояние между верш инами преломляю щих поверхно- 
сте». % - 11, / п , .

Л инза называется тонкой, если расст ояние м еж ду верш инами пре­
ломляющ их поверхностей намного меньш е радиусов кривизны этих по­
верхностей:

В случае тонкой линзы можно считать, что положение вершин пре­
ломляющ их поверхностей (точки (У  и О ") совпадают. Главные плоскости

Рис. 8-9.3. Линза



тонкой линзы такж е совпадаю т и проходят именно через эту  точку.
Из (8-9.29) расстояния меж ду предметом и линзой, изображ ением и 

линзой связаны соотнош ением

(8-9.30)
~2 Zl *  |

где -^г = {и2| - 1 ) ^ -  j . Выраж ение (8-9.30) получило название формулы

тонкой линзы.

8-9.4. Ф орм ула  С м ит а-Г ельм гольца
Рассмотрим произвольную  центрированную  оптическую  систему, со­

стоящ ую  из N  преломляю щ их поверхностей (рис.8-9.4). Преломляющ ая 
поверхность разделяет среды с показателями преломления л ; и луИ . 

Обозначим ф окусны е расстояния j -ой преломляю щей поверхности /  и

Г,-
Возьмем две точки Рх и  Р / , расположенные в меридиональной плос­

кости в среде с показателем преломления и , . И зображениями этих точек в 
оптической системе, состоящ ей из первой преломляю щ ей поверхности, 
являю тся точки Р, и Р , \ в  оптической системе, состоящ ей из первой и вто­

рой преломляю щ их поверхностей, точки Р3 и P j,  ..., в оптической систе­
ме, состоящ ей из N преломляю щ их поверхностей, точки PN+X и Р(,+, .

Координаты точек Р1(ЛГ1,У1) и P y{X [J ')  определим в системе коорди­
нат с центром в передней фокальной точке первой преломляю щ ей поверх­
ности. Координаты точек Р2( ^ 2 > 4  и ^ 2 ( ^ 2  А  2 ) определим в системе ко­
ординат с центром в задней фокальной точке первой преломляю щ ей по­
верхности. Тогда, используя (8-9.26), можно записать 

У 7 , У, 7 ,—  =  —i. i ± - ± L  (8-9.31)у;’ г, у/
>V = 3  £ l = 3 . .  (8-9 1?)
г ;  f  у; л

Вычтя из первого уравнения (8-9.31) первое уравнение (8-9.32), а из 
второго уравнения (8-9.31) второе уравнение (8-9.32), получим

AZ, Y {Y j-Y 2Y{

I  '  Чг ’
Д 7 , Ч г ~ Ч ' \

(8-9.33) 
/ ,  ^ 2'

П
(8-9.34)
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Здесь AZ, =  Z , - Z , ' ,  AZ2 =  Z2 - Z 2 . Разделив (8-9.33) на (8-9.34), полу­
чим

AZ, AZ,

(8' 9'35)
С  учетом связи меж ду фокусными расстояниями преломляю щ ей по­

верхности (8-9.25) вы ражение (8-9.35) примет вид 
л. Г, Г,’ п2У2У'
AZ, '  д г Г  (8-9.36)

Заметим, что вид вы раж ения (8-9.36) не меняется при смещ ении начал 
систем координат вдоль оси Z.

А налогичные вы ражения получим, рассматривая преломление на вто­
рой и последую щ их поверхностях. В общем случае для j -ой преломляю ­
щей поверхности мож но записать_____________

AZ, A Z,., (8-9.37)
• - j _______— П ' I

n v y ;
Выраж ение ^  является инвариантным при последовательном

преобразовании н а  преломляю щ их поверхностях, из которы х состоит цен­
трированная оптическая система.

Введем угол между лучем и оптической осью
у;

Тогда вы ражение (8-9.37) можно записать в виде

= V i  • (8-9.38)
В параксиальном приближении и вы ражение (8-9.38) пере­

пишется следую щ им образом:_________________

[я /,У , = V / , +V .iJ  • (8-9.39)
Ф ормула (8-9.39) получила название формулы Смита-Гельмгольца. 

Выраж ение п У  у  называется инвариантом С мита-Гельчгольна.

Рассмотрим следствия, вытекающие из формулы С мита-Гельмгольца

Следствие I .
Пусть перед оптической системой в меридиональной плоскости рас­

положены две точки с координатами (Y ,Z )  и  (У + d Y ,Z  + d Z ) ,  заданными 
в системе координат с центром в переднем ф окусе первой преломляю щ ей 
поверхности. Изображением этих точек в оптической системе будут точки 
с координатами (Y ’,Z ')  и (Y ' + d Y ',Z ' + d Z ') , заданными в системе коорди­
нат с  ueirrpoM в заднем фокусе последней преломляю щ ей поверхности.
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(8-9.41)

Используя выражение (8-9.37), запишем

В предельном случае d Y  —>0, d Z -* Q  выражение (8-9.40) можно пе­
реписать следующим образом:

d Z ' _ f Y ' V  %+1
dZ  U J л,

С учетом того, что в плоскости Z  = const поперечное увеличение оп­
тической системы есть

№  . £  
u y ) z , m , у

выражение (8 -9 .4 !) можно записать в виде

(8'942)
При рассмотрении проективного преобразования, осуществляемого 

идеальной оптической системой, было показано, что

( § Н ^ 1 _ 7 (формула<5-°4))-
Сравнивая записанное вы ш е выражение с выражением (8-9.42), ви­

дим, что между фокусными расстояниями центрированной оптической 
системы сущ ествует простая связь вида

4  =  - — - (8-9.43)
/  »».1

В частности, если показатели преломления равны, то фокусное рас­
стояние в пространстве предметов равно по величине и противоположно 
по знаку фокусному расстоянию  в пространстве изображений.

Из (8-9.43) и определения положения узловых точек (см. выражение 
(5-6.28)) следует также, что если показатели преломления равны, то поло­
жения главных и узловых точек центрированной оптической системы сов­
падают

(ж Оапвие  2.
Из формулы Смита-Гельмгольца следует, что

( f l r i  -  * '« ’
В произвольной плоскости 7.=  const произведение поперечного уве­

личения на угловое увеличение оптической системы есть величина посто­
янная, равная при л, - n N+l единице.
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М а т р и чн ы е  м ет од ы  в параксиальной опт ике: осн о вны е понят ия, 
м а т р и ц а  перем ещ ен ия , м ат р и ц а  пр ело м ляю щ ей  поверхн ост и , м а т р и ­
ца  ли н зы , м а т р и ц а  произвольн ой  цен т рированн ой  о п т и ческо й  сист е­
м ы , ф и зический  см ы сл м а т р и ч н ы х  элем ент ов, эксперим ен т альн ое  о п ­

ред ел ен и е  м а т р и ц ы  опт ической  сист ем ы , связь м а т р и ч н ы х  элем ент ов  
с полож ен ием  ка рд инальн ы х т очек  о пт и ческо й  сист ем ы

10-11.1. О сновны е п он ят и я
Пусть имеется центрированная оптическая система (р и с .10-11.1). Рас­

смотрим луч, леж ащ ий в меридиональной плоскости. "Траектория" луча, 
проходящ его через оптическую систему (а это совокупность преломляю ­
щих поверхностей, разделяю щ их однородные среды), будет состоять из 
последовательности прямых отрезков. Каждый из прямы х отрезков опре­
деляется координатами одной принадлежащ ей ему точки и углом между 

отрезком и оптической осью Z.
Выберем лю бую  плоскость, пер­

пендикулярную оси Z, и назовем ее 
опорной плоскостью  (ОП). Тогда пря­
мую, вдоль которой распространяется 
световой луч, можно определить двумя 
параметрами: вы сотой, на которой этот 
луч пересекает ОП, и углом между 
прямой и оптической осью системы. 
Угол считаем положительным, если он 
соответствует вращ ению  против часо­

вой стрелки от положительного направления оси Z  к направлению , в кото­
ром распространяется свет.

При рассмотрении распространения света в оптической системе ис­
пользуется не одна ОП, а па каждом этапе, по мере того  как происходит 
переход от одних элементов оптической системы к другим , выбирается 
своя опорная плоскость.

Для проведения расчетов более удобно работать не с углом, а с произ­
ведением угла на показатель преломления V  = пу  (нормированный угол). В 
параксиальном приближении при переходе через плоскую  преломляю щую 
поверхность

»у =  c o n s t .
Д ля определения "траектории" луча в оптической системе необходимо 

рассмотреть:
1) перемещ ение луча в однородной среде между двумя преломляю щими
поверхностями;
2) прохождение л уча через преломляю щую поверхность.

Лекция 10*11

X ' F

У

Р О Z

ОП
Рис. 10-11.1. Описание распро­

странения луча
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Луч пересекает 0 /7 , ,  относительно которой он характеризуется высо­
той у, и углом V}, затем проходит оптическую систему и наконец достига­
ет 0 П 2 , которую пересекает на высоте у 2 под углом К, к оптической оси 
(рис.10-11.2). Под оптической системой будем понимат ь совокупность 
участ ков свободного пространства и преломляющ их поверхностей, рас­
полож енных м еж ду опорными плоскостями О П х и О П 2 .

Стоит задача: найти связь между вектором ЛГ|(у,,1/1) и вектором

Рис. 10-11.2. Оптическая система в матричной оптике 

Х 2(у 2,У2). В  параксиальном приближении эта связь линейна, тогда векто­
ра  Х х и Х 2 связаны соотношением

10-11.2. М ат рица  перем ещ ения (пли  м ат р и ц а  уч а ст к а  свободного 
прост ранст ва)

Найдем координаты луча X , прошедш его участок свободного про­
странства между опорными плоскостями (9/7, и 0 /7 2толщ иной t (рис.10- 

11.3). Заметим, что

Из (10-11.1) компоненты векторов X , и Х 2 связаны соотношениями

077, ОП 2

(10-11.1)

матрица оптической системы. Как будет показано да­

лее, матричные элементы таковы, что определитель 
A D - B C =  1. ( 10- 11 .2)

Если рассмотреть луч, проходящий в обратном направлении, то

(10-11.3)

y 2 = y l + P Q = y i+ !- t g h = y , + ^ - K -

(10-11.4)

(10-11.5)
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у(>  "■
Q

У|

Ух Уг

t  '  )
on, оп2

Рис. 10-11.3. О птическая система - участок свободного 

пространства 

y 2 = A y x + BVu  (10-11.6)
V2 = C yi + D V t . (10-11.7)

Сравнивая (10-11.4) и (10-11.5) с  (10-11.6) и (10-11.7), найдем матрицу 
перемещения

где Т  = — - приведенная длина. Из (10-11.8) видно, что определитель мат­

рицы \\F\\ = 1.

М атрица оптической системы, состоящей из нескольких плоскопарал­
лельных. например, четырех слоев, равна произведению  матриц отдельных 
слоев (рис.10-11.4)

F - F . / T f y r J 1 § 7,
[о I ,

(10-11.9)
Видно, что матрица не ме­

няется, как бы не располагались 
слои. М еняется коэффициент от­
ражения, однако геометрия пе­
редаваемого изображения будет 
той же самой.

Приведенная толщ ина — 
п

отражает определенное физиче­
ское явление. Если слой воздуха 
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стоящ ая из совокупности преломляю­

щ их слоев



заменим таким же слоем вещ ества с показателем преломления п  , то пред­

мет нам будет казаться расположенным на расстоянии —, т.е. происходит
п

как бы приближение объекта к  наблюдателю.

10-11.3. М ат рица  прелом ляю щ ей  поверхност и  
Пусть имеется сферическая граница раздела двух сред  с  показателями 

преломления я, и п2. Радиус кривизны поверхности г  Радиус кривизны 
считается положительным, если центр кривизны расположен справа от по­
верхности. Рассмотрим две опорные плоскости, проходящ ие через верши­
ну преломляю щ ей поверхности и через точку пересечения луча с этой по-

Рис. 10-11.5. Преломление луча на сферической поверхности

В параксиальном приближении ОП] совпадает с  ОПг, поэтому
у , = у 2 . (10-1110)

Теперь необходимо найти, как связано У2 с У1 и у , . Используя закон

преломления, можно записать
nti ,= n 2i2, (10-11.11)

где /, и i2 - углы падения и  преломления. Из d.PtA O  и АР2А О  следует, что

i , “ T , + a = T ,  + - ,  (10-11.12)
Г
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h  =  a - ( - y 2) =  a  + y2 = y2 + — .

При записи (10-11.12), (10-11.13) считали, что a  =  —  Подставив (10- 

11.12) и (10-11.13) в (10-11.11), получим

Сравнивая (10-11.4) и (10-11.5) с (10-11.10) и (10-11.14), найдем мат­
рицу преломляю щ ей поверхности

Из (10-11.15) видно, что определитель матрицы ||Л| = 1 .

10-11.4. М а т р и ц а  л и т ы
Л инза представляет оптическую  систему, состоящ ую  из двух прелом­

ляю щ их поверхностей с радиусами г{ и г2 и участка свободного простран­
ства толщ иной d  (рис.10-11.6). Для нахождения матрицы линзы  рассмот­

рим последовательное преобразование вектора X t 

на первой преломляю щ ей поверхности:

(10-11.14)

(10-11.15)

* ;  = е д ,

х, х; X , Х'2

Т7

ОП} ОП[ О Лг ОП'г

Рис. 10-11.6. П рохождение луча через линзу
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на участке свободного пространства:
X'2 = F X \~ F R ,X U 

на второй преломляю щ ей поверхности:
Х 2 = R2 X ’2 = Ri  F  X , .

Таким образом, матрица линзы есть произведение трех матриц
(10-11.16)

В случае тонкой линзы  ( d  - » 0 )  выражение (10-11.16) примет вид
1 ОХ

Я , = В Д .  пг - п ,

(10-11.17)

Из (10-11.17) следует, что определитель матрицы 1.

Заметим, если произведение матриц перемещений или преломлений 
коммутативно (в силу вида самих матриц), т.е. FXF2 ~  F2Ft и RXR2 =

R.F. ф F .R . .

10-11.5. М ат рица  произвольной цент рированной опт ической  
сист елш

Рассмотрим распространение светового луча через оптическую систе­
му, состоящую из N  преломляю щ их поверхностей, которые разделяют N + 1 
участков свободных пространств (рис.10-11.7). В качестве входной опор­
ной плоскости выберем плоскость, расположенную на расстоянии („ от 
первой преломляю щей поверхности, а в качестве выходной -  на расстоя­
нии ih от задней преломляю щей поверхности. Нам необходимо найти 

связь между векторами Хгжг и X].
Х 2 = М ]Х 1, 

Тогда

Х 3 = М 2Х 2 = М 2М 1Х 1, Х Л = M i X 2 = M iM 2M ^X l ,

Х 2Ы. = м „

М  = M 2N+lM 2N- .. . .M 2M l . (10-11.18)

Здесь М  ■ - матрицау-ого элемента оптической системы.

Если матрица равна произведению матриц, то ее определитель равен 
произведению определителей отдельных матриц

И Н К * , ,  I I- И  II- M - I N I -
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П оскольку определители |[М; || = 1, то и определитель матрицы цен­

трированной оптической системы равен 1. Это означает, что все лучи, вы­
ходящие из точки с координатой у, в ОЛ/,

Рис. 10-11.8. Пояснение физического смысла матричных 
элементов



10-11.6. Ф изический  см ы сл м а т р и чн ы х э лем ент ов  
О становимся на физическом смысле величин, входящ их в матрицу 

Будем рассматривать оптические системы, в которых один из матричных 
элементов равен нулю.
1. Пусть D =О, тогда

V2 = C y, + 0 1 /  = С ух.
Все лучи вы йдут из вы ходной ОП2 под одним и тем же углом  независимо 
от угла, под которым они входили в точку у, (рис. 10-11.8 а). О тсю да сле­
дует, что в этом случае ОП \ -  это передняя фокальная плоскость.
2. Пусть 5 = 0 , тогда

у 2 = Л у ] + 0 'У } = А у {.

Это значит, что все лучи, проходящ ие точку у , , после оптической системы 
пройдут через одну точку у 2 (рис. 10-U .8.6). Это значит, что точки у , и 

у 2 сопряженные. Также сопряжены плоскости ОГ1\ и О П 7. Элемент мат- 
у 2

рицы А -  —  определяет поперечное увеличение оптической системы 
У\

3. Пусть С=0, тогда
V2 = D V t .

Эго означает, что пучок лучей, который входит параллельным в систему, и 
выйдет из нее параллельным (рис. 10-11.8.в). Система, преобразую щ ая па­
раллельный пучок лучей в параллельный, называется телескопической. 

у
М атричный элемент D  = -^-  определяет угловое увеличение оптической

системы ( —  = D — ).
У> «2

4. Пусть А  =0, тогда
у г = Щ .

Все лучи, входящ ие в оптическую  систему под одним и тем  же углом \/\ 
пересекутся в опорной плоскости ОП 2 в точке у 2 (рис. 10-11 8 г). Оптиче­
ская система собирает параллельный пучок лучей в точку, расположенную  
в плоскости ОП2, т.е. эта плоскость является задней фокальной плоско­
стью.

10-11.7. Э ксперим ен т альн ое  определение м ат р и ц ы  опт ической  
сист емы

Возьмем в качестве плоскость, расположенную вплотную  к пер­
вой преломляю щ ей поверхности, а в качестве О П 2 - плоскость, располо­
женную  вплотную  к  последней преломляющей поверхности.
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Возьмем предмет, размеры которого известны и, расположив его на 
расстоянии R  перед ОП\, найдем изображение. Пусть оно леж ит на рас­
стоянии S  за ОП2 . Тогда матрица новой оптической системы , включающая 
в себя два  участка свободного пространства размерами R  и S  и оптическую 
систему, матрицу которой необходимо определить, есть

( \  S \  ( А  В \  ( \  / ? W l  S \ f A  A R  + B Л

lo 1 J l c  o j ' l o  1 П о  1 11С c r +d )~\  \  / V  /  ч / v  /  (10-11.19)
(A + S C  A R  + B + S (C R  + D ) \  ( A '  S ,Nj

{  С  CR + D  j  ~ { c  D 'j

Плоскости предмета и изображения сопряжены, поэтому элемент мат­
рицы новой оптической системы

B ' = AR + B + S(C-R + D ) = 0 . (10-11.20)
П оперечное увеличение оптической системы есть

Уг. г 

У\
Воспользуемся также условием, что определитель матрицы

(А  + SC XC R + D ) = 1. (10-11.22)
Измеряемыми экспериментально величинами являются расстояния S, 

R  и поперечное увеличение. Будем перемещать предмет и измерять попе­
речное увеличение. Построим график зависимости поперечного увеличе­

ния от расстояния S: —  = A + SC  это прямая линия (рис. 10-11.9). Тан-

= A + S C . ( 10- 11.21)

S

гене угла этой прямой позволя­
ет определить величину С, а пе­
ресечение прямой с ОП\ опре­
делить величину А. Используя 
(10-11.20) и (10-11.21), найдем 
матричный элемент

B ^ - A R - - A - r .
( У: I

Рис. 10-1 1.9. Зависимость поперечного I V] \
увеличения от положения изображения

Используя (10-11.21) и (10-11.22), найдем матричный элемент 

D = y K - - C R .

(?)
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Р, О, я, о2

оя, опг

б

Рис. 10-11.10. Связь матричных элементов с кардинальными точками

10-11.8. Связь м а т р и ч н ы х  э лем ен т ов с  полож ением  ка рд инальн ы х  
т очек о пт ической  сист ем ы

Пусть имеется оптическая система, характеризуемая матрицей 

( с  /з )  ^ ео^ходимо’ зная элемснты матрицы, определить положение кар­

динальны х точек оптической системы относительно опорны х плоскостей 
О П , и ОП 7.

Отметим, что для произвольного луча (рис. 10-11.1) расстояние между 
точкой пересечения луча с  оптической осью и опорной плоскость есть

( ! 0 . ц . 2 3)
Igy yn  V

Для определения положения заднего фокуса возьмем луч, параллель­
ный оптической оси (рис. 10-11.10.а),

4 3
Найдем параметры луча, вышедшего из оптической системы ,
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Чс i ■м»
Тогда расстояние между точкой пересечения вы ш едш его луча с опти­

ческой осью F2 (эта точка определяет положение заднего фокуса оптиче­
ской системы ) и  ОП2 есть

о2, (|0.|124) 
Су, С

Положение главной плоскости в пространстве изображений найдем 
следующим образом:

о я  = (И Ы 1.25)
Т Л  Су, С

Найдем заднее фокусное расстояние оптической системы

к  = 4 4  =  4 4  + 0 2И 2 = ~  + Щ (10-11.26)

Для нахождения положения фокальной и главной точек в пространст­
ве изображений предположим, что луч входит в оптическую систему, про­
ходя через фокальную точку, т.е. после прохождения оптической системы 
он пойдет параллельно главной оптической оси (рис.10-11.10.6)

й
Из условия V2 = 0  найдем расстояние от 0 /7 ,  до  передней фокальной 

точки F,

V ,= y ,C  + D V ,= 0 ,  э  = ~  (Ю-11.27)

Расстояние от ОП, до передней главной точки найдем следующим 

образом:

0 ,н ,  = k l Z A  ,  Ак + П к Л  „, ,  Bn, + (А  - 1 ) 4 » ,  = B y  -  (А  - 1 )  п, ~  =

, 4 4 4 4 4 - 4 ,  п А  (Ю -П.28)
с с

Используя (10-11.28) и (10-11.29), найдем переднее фокусное расстоя­
ние

D - \  Dn,

?1 С  С
Для нахождения узловых точек, как и при экспериментальном опре­

делении матричных элементов, перейдем к новой оптической системе, 
опорные плоскости которой сопряжены. Матрица новой оптической сис­



темы описы вается вы ражением  (10-11.19). У зловые точки -  это  сопряж ен­
ные точки, леж ащ ие н а  оптической оси ( у, =  у ,  = 0 ) . Из условия у 2 = 0  
следует, что

= => f i  = —  У,. (10-11.30)и2 '

где D ' = C R + D .  Для узловых точек угловое увеличение равн о единице. 
Используя (10-11.30), найдем  расстояние от ОП 2 до задней узловой точки

CR + D = r±  => Я  =  (Ю -1 1 .3 1 )

Расстояние от  ОП \ до задней узловой точки найдем и з  условия, что 
матричный элем ен т новой оптической системы В ' =  0

ЯЛ + £  + 5'(СУ? + 1 ) )= 0  => A R  + B  + —  S  = 0 .  (10-11.32)
п\

Или с учетом  (10-11.31) имеем

S . - i ( / L R  +  « ) . - i [ 4 f b _ D l  + B L a z M ,  (10-11.33) »2 " 2 LC l ' ,i ) 1 пгС
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Л екц и и  12
Ф от ом ет рические в еличин ы : ф от ом ет рическая я ркост ь, осве­

щ енност ь, сила  света. Зрачки, лю к и  опт ической  сист ем ы . С вязь м еж ­
ду ф от ом ет рической  яркост ью  п редм ет а и  изображ ения

Д о сих пор при изучении оптических систем не затрагивался вопрос о 
соответствии энергетических характеристик объекта и изображения.

12.1. Ф от ом ет рические величин ы : ф от ом ет рическая яркост ь, ос-

Рассмотрим свет, испускаемый 
элементом поверхности d S . Пусть 
Р ($ ,ц )  - произвольная точка на 
этой поверхности, координаты ко­
торой в криволинейной системе, 
связанной с поверхностью, есть £, и 
р  (рис.12.1).

Количество усредненной во 
времени энергии, испускаемой 
(прошедшей, рассеянной) за едини­
цу времени площадкой dS в телес­
ный угол dCl в направлении, опре­
деляемом полярными углами а  и 
|3, есть

</F =  B (5,4,a ,p ) iM !c o s e .  (12.1)
Здесь й (£ ,т |,а ,р )  - фотометрическая яркость в точке Р  в направлении, оп­
ределяемом углами а  и /7 , 0 - угол между нормалью к поверхности и на­
правлением, определяемом углами а и р .

Введем понятие дифференциальной силы света как количества энер­
гии, испускаемой площ адкой d S  в единичный телесный угол, 

dF
d l -  * 5 c S c o s 0 .  (12.2)

dD.
Тогда под силой света будем понимать количество энергии, испускае­

мой в единичный телесны й угол площадкой S ,
/ ( a ,P )  = j" tf(4 ,n ,a ,P )co s0  d S . (12.3)

Введем понятие дифференциальной освещ енности как количества 
энергии, испускаемой в телесны й угол dCl единичной площадкой, 

dF
dE  = —  = 27(^,r|,a,p)a,Q c o s0 . (12.4)

dS

вещ енност ь, сила  свет а

нормаль

Рис. 12.1. Элементарная поверхность
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Тогда под освещ енностью  будем понимать количество энергии ис­
пускаемой в полный телесны й угол единичной площадкой,

£ K ,4 )  =  j £ f t ,n , a ,P )  co s0 i/Q . (12 5)

Характер изменения В  от положения точки Р  на поверхности и от 
направления излучения зависит от свойств поверхности, о т  того  гладкая 
она или шероховатая, излучает или поглощ ает свет. Часто можно’считать 
что фотометрическая яркость не зависит от направления излучения т  е

Я (5 ,Л ,а ,Р )  = В (5 ,л ). '  (12.6)
В этом случае говорят, что излучение изотропно. Тогда, если излу­

чающ ая поверхность плоская, то cos в  =  c o n s t , и  зависимость силы  света от 
направления излучения есть

/ ( а , р )  = c o s 0 |P (^ ,r i ) r f5  =>

/ ( a , p J  = / ( 0 )  = / oco s0 . ( 1 2 .7 )

Здесь / 0 = J s (^ ,T i)d S  сила света в направлении нормали к  поверхности. 
s

Соотношение (12.7) называется законом Л амберта. Если он вы полняется 
то говорят, что поверхность диффузно излучает (рассеивает) свет.

12.2. Зрачки, л ю к и  опт ической  сист ем ы
Световой поток, достигаю щ ий пространства изображ ений, зависит 

как правило, не только от фотометрической яркости исходного предмета 
но и от размеров оптических элементов и диафрагм. Д иаф рагм а  (D) -  это  
отверстие в  непрозрачном экране, обычно круглое с цент ром на  оптиче­
ской оси. Под диафрагмой будем понимать не т олько отверстия, но и оп­
равы  линз, зеркал и других опт ических элементов.

Пусть имеется оптическая система. Выберем в пространстве предме­
тов плоскость наблюдения, которая перпендикулярна оптической оси и пе­
ресекает ее в точке Р. Изображением точки Р  является точка Pt .

Построим параксиальные изображ ения всех диафрагм , входящ их в 
оптическую систему, в пространстве предметов и в пространстве изобра­
жений, т.е. находим изображения каждой диафрагмы D  в предш ествую­

щей ей части (D'f )  и в последующ ей ей части оптической системы (D* ) 

(рис.12.2).
Изображение диафрагмы в пространстве предметов, которое видно из 

точки Р  под наименьш им углом, образует входной зрачок  оптической сис­
темы. Изображением входного зрачка в оптической системе является вы ­
ходной зрачок. О н виден под  наименьшем углом в пространстве изображе­
ний из точки Ру. Реальная диафрагма, изображ ением которой являет-
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ся входной зрачок, называется апертурн ой  д и аф р агм о й . Н а  рис. 12.2 
входным и вы ходным зрачками являются изображ ения диаф рагм  1У2 и [У  
апертурной диаф рагмой является диафрагма D 2 . У гол 2 0 о, под  которым 
виден диаметр входного зрачка из точки Р, называется угловой апертурой 
со стороны предм ета или просто угловой апертурой. Угол 2 6 ,, под кото­
рым из точки Д  виден вы ходной зрачок, называется угловой апертурой со 
стороны изображ ения У гл о в ая  ап ертура  о п ред еляет  у гл о в о й  разм ер  
светового  п у ч к а , к о т о р ы й  п реобразуется (не зад ер ж и вается ) оп ти че­
ской  систем ой . Если входной зрачок расположен н а  минус бесконечности 
то оптическая система называется телецентрической со стороны предмета, 
если на бесконечности располагается выходной зрачок, то система называ­
ется телецентрической со стороны изображения.

Наряду с апертурной диафрагмой введем понятие диафрагмы  поля 
зрения. О на определяет ту часть протяженного предмета, которая отобра­
жается оптической системой. Для ее нахождения расположим наблюдателя 
в центре входного зрачка. Изображение диафрагмы, которое видно из цен­
тра входного зрачка под  наименьш им углом, называется входным лю ком. 
И зображением входного лю ка в пространстве изображ ений является вы­
ходной люк. Реальная диафрагма, изображение которой есть входной люк, 
называется д и а ф р а гм о й  п о л я  зрен ия. Н а рис, 12.2 входным и выходным 
люками являю тся изображ ения D'3 и D ". Диафрагмой поля зрения являет­
ся диафрагма D 3. Угол 2ф0, под которым из центра входного зрачка виден 
входной лю к, называется углом поля зрения. А  угол 2<р,, под  которым вы­
ходной лю к виден из центра выходного зрачка, называется углом поля 
изображения.

В ходной л ю к  оп р ед ел яет  разм ер  области  в  плоскости  н аблю дения , 
лу ч и  от т о ч е к  к о то р о й  п роходят  через опти ческую  систему.

12.3. С вязь м еж д у ф от ом ет рической яркост ью  предм ет а и изо­
браж ения

Пусть предметом является небольшая плоская площ адка dS (/, перпен­
дикулярная к оптической оси и излучающая по закону Л амберта (рис.12.3).

Энергия, излучаемая в единицу времени в направлении 6 в телесный 
угол clQ, есть

dFo = BodSo c o s 0 d Q , (12.8)

где dQ. = A psin QdQ. Т огда энергия, излучаемая площ адкой в телесный 
угол, определяемы й угловой апертурой, есть

F0 = dS^B^ |  с/фJs in 0 co s0 o r0  =  dS0 ■ В0 - к - sin2G0. (12.9)
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Выходной 
зрачок

Рис. 12.3. Связь между ф отометрической яркостью  
предмета и изображения 

Аналогично найдем энергию, которая падает в пространстве изобра­
жений на площ адку dSt ,

В, < Ва-

(12.10)

( 12. 11)

F: =  dS t • Вг ■ п  • sin 8,.
Из закона сохранения энергии следует, что 

F, < F0.
Тогда

5 , sin2 QldSl < В0 sin2 80dS0 .
Или

, dS0 sin2 0О 

0 d S { sin2 0j

Если предположить, что оптическая система удовлетворяет условию 
Смита-Гельмгольца (8-9.39), то

dS0 s in 2 0О

Здесь н0 и и, -  показатели преломления пространства предметов и про­
странства изображений соответственно. С учетом условия Смита- 
Гельмгольца вы ражение (12.11) примет вид

(12 12)

При и, = п0 фотометрическая яркость изображения всегда меньш е фо­

тометрической яркости предмета.

Нй'&Нг
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Л учевая  и волн овая  аберрации. Связь м еж ду волн овой  и  л уч ево й  аберра­
циям и. Р азлож ен ие  в олн овой  аберрации в  ряд . А б е р р а ц и и  З айделя

Основная задача оптической системы, строящей изображ ение, осущ е­
ствить без искажений преобразования пространства предм етов в простран­
ство изображений. Если оптическая система преобразует плоский объект 
расположенный перпендикулярно оптической оси системы , то  его неиска­
женное изображ ение получается при выполнении следую щ их условий:

1) каждой точке плоскости предмета долж на соответствовать точка в 
пространстве изображ ений;

2) все точки изображ ения должны лежать в плоскости, перпендику­
лярной оптической оси системы;

3) поперечное увеличение должно быть постоянной величиной по 
всему объекту.

Наруш ение хотя бы одного из трех перечисленных вы ш е условий 
приводит к  искажению  изображ ения. В оптике для описания искажения 
изображения оптической системой использую т понятие аберрация (от ла­
тинского слова aberration -  отклонение).

Ниже при изучении аберраций оптических систем будем считать, что 
объект, изображ ение которого формируется оптической системой, излуча­
ет или освещ ается монохроматическим светом. Т.е. с самого начала не бу­
дем рассматривать так называемы е хроматические аберрации оптической 
системы, обусловленны е зависимостью  показателя преломления от длины 
волны.

13-14.1. Л учевая  и волн овая  аберрации
Рассмотрим центрированную  оптическую систему (рис. 13-14.1). Вы­

делим четыре плоскости, перпендикулярные оптической оси, а именно, 
плоскость предмета, плоскости входного и выходного зрачков, плоскость 
параксиального изображ ения. Точки пересечения плоскостей с оптической 
осью системы обозначим, соответственно, Ох, О',, 0'г . 0 2 .

Под плоскостью  параксиального изображения будем понимать плос­
кость, в которой располагаю тся точки, являющ иеся изображ ением точек 
предметной плоскости, при условии, что для всех точек выполняются со­
отношения параксиальной оптики.

В плоскости предмета возьмем произвольную точку Р  Е е паракси­
альным изображ ением будет точка Р2 , расположенная в плоскости пара­
ксиального изображ ения. Рассмотрим произвольный световой луч, исхо­
дящий из точки Р . Этот луч (или его продолжение) пересекает входной и

Лекция 13-14
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вы ходной зрачки в точках А 1 и А2 , а  плоскость параксиального 
изображ ения в точке Р2 .

В ек то р  Р2Р2, х ар актер и зу ю щ и й  отклонение  т о ч к и  пересечен и я 
светового  л у ч а  от то ч к и  п а р ак си ал ьн о го  изображ ен и я, н азы в ается  
век то р о м  л у ч ев о й  аберрации . Значение вектора лучевой аберрации 
зависит как от  положения точки Р , так и  направления распространения 
светового луча, исходящ его и з этой точки.

В ведем понятие волновой аберрации. Д ля этого через центр 
выходного зрачка проведем сферическую  поверхность, центр которой 
совпадает с точкой Р2 Радиус сферы обозначим буквой R . Назовем эту 
сферу опорной сферой Гаусса. Если бы оптическая система не искажала 
изображ ения, то опорная сф ера Гаусса совпадала бы с волновой 
поверхностью  волны, идущ ей из точки Р  и проходящ ей через центр 
выходного зрачка. Реальная волновая поверхность, проходящ ая через 
точку 0 '2 , отличается от сферической поверхности.

Д ля больш ей наглядности последующ их результатов предположим, 
что световы е лучи, исходящ ие из точки Р , леж ат в меридиональной 
плоскости. Т огда точки Ах, А2 , Р2 также лежат в  меридиональной 

плоскости. О бозначим через Q  и  <2, точки пересечения светового луча с 
опорной сф ерой Гаусса и с реальным волновым фронтом (рис. 13-14.2).

В олн овой  аберрац и ей  н азовем  опти ческий  путь по световом у  лучу 
меж ду о п о р н о й  сф ерой  Гаусса и  р еальн ой  во лн овой  п оверхностью . Т е. 
волновая аберрация -  это оптический путь между точками Q  и Q,

зрачок изображ ения

Рис. 13-14.2. Волновая и  лучевая аберрации



Ф = Ш 1 .
Волновая аберрация, как и вектор лучевой аберрации, является 

функцией, зависящ ей от положения точки Р  и направления 
распространения светового луча, исходящ его из этой точки.

Введем две декартовые системы координат. Центр одной из них 
совместим с точкой О ,, а центр другой - с точкой 0 2 - П оложение точек 
Р , <4,, О, будем рассматривать в первой системе координат, а положение 

точек Р2 , Р2> Л2, Q, Q], (Уг - во второй системе координат.
Запиш ем координаты точек, приведенных на рис. 13-14.1 и рис.13-

14.2, которы е в дальнейшем будут использоваться при расчете волновых 
аберраций оптической системы,

P C W o .O ). 4 ( 4 У ( Д ) .  о д о М ) ,
Р2* ( / , / , 0 ) ,  Р , ^ , у „ 0 ) ,  A2(x 2, y 2 - d 2) ,  Q ( x ,y , z ) ,  0'2( 0 ,0 - d 2). 

Здесь d t - расстояние от плоскости предмета до плоскости входного 

зрачка, d 2 - расстояние от плоскости параксиального изображения до 
плоскости выходного зрачка.

Волновую аберрацию можно представить как разность оптического 
пути по световому лучу от точки Р  до точки Q  и оптического пути по 
световому лучу от  точки Р  до точки Q j. Таким образом, выражение для 
волновой аберрации можно записать следующим образом

<P = V { P ,Q )-V (P ,O '2)  = V {x0>y a$ , x , y , z ) - V ( x 0,y 0S>,0,0 , - d 2) .  (13-14.1)
При записи (13-14.1) учитывали, что поскольку точки <2, и 0 2 лежат 

на одной волновой поверхности, то У (Р ,0 ,)  = V (P ,0 '2).
Координата z,  входящая в выражение (13-14.1), не является 

независимой. Действительно, точка О  леж ит на опорной сфере Гаусса, 
поэтому справедливо уравнение

(х  -  х ' ) 2 + ( у -  у У  + z 2 = R 2 (13-14.2)

Координаты точки Р2 однозначно связаны с координатами точки Р : 

х ’ = Мх0, у* = Му0 , где Л4 - поперечное увеличение оптической системы. 
Таким образом, координата z является функцией координатл0,у (),х ,у  Оз 

этих же координат зависит и волновая аберрация 
Ф = Ф (х0,у 0,х ,у ) .

13-14.2. Связь м еж ду волновой  и  лучевой  аберрациям и
Для нахождения связи между вектором лучевой аберрации и волновой 

аберрацией рассмотрим частные производные от волновой аберрации по 
координатам х н у .  Используя определение волновой аберрации (13-14.1), 
можно записать
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дФ  dV  dV  dz
i T  =  i T + ¥ *  <13 - |4 -3>

И з определения точечной характеристики (см. вы раж ение (7.4)) 
следует, что

дУ г д ¥  ,

Здесь и J;2. -  проекции на оси X  и  Z лучевого вектора в точке Q  . Если 
расстояние от точки Q  до точки Р2 обозначить f t , , то  вы раж ения для £ и 

через координаты точек Q  и Р2 можно записать следую щ им образом:

я, ’ "2Я,
Здесь п7 - показатель преломления пространства изображений. 

И з (13-14.2) имеем

<& _  ( * -* * )
dx  z

Подставив (13-14.4), (13-14.5) в (13-14.3), получим 
дФ  _  х, - х '

(13-14.4)

(13-14.5)

дх ft>
Таким образом, показано, что проекция вектора л учевой аберрации на 

ось X связана с  волновой аберрацией следующим образом:
, D. D , . ft, дФ

п2 дх

Аналогично можно показать, что проекция вектора лучевой аберрации 
на ось Y следую щ им образом связана с волновой аберрацией:

"г t y
При рассмотрении аберраций большинства оптических систем в 

записанных выше выражениях можно с хорошей точностью  заменить ft, 
на f t . Тогда связь между проекциями вектора лучевой аберрации на оси X 
и Y и волновой аберрацией запиш ется в виде _

~ Я д Ф

и, дх

{РгРг)у=У1~У  = -

(13-14.6)

(13-14.7)
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13-14.3. Р азлож ение волновой  аберрации в  р яд
Из осевой симметрии центрированной оптической системы  следует, 

что в действительности волновая аберрация зависит не от четырех 
независимых переменных х 0,у 0, х , у ,  а  от трех их комбинаций 

го = х1 + у1> г 2 = х 2 + у 2, Щ  = хх0 + у у 0 .

Разложим волновую аберрацию в ряд по переменным r£, г2, гг0

ф  = Ф т  + Ф {2) + Ф (Л) + ... + Ф ™  +... (13-14.8)
Здесь Ф(2и) -  многочлен степени 2п. Вследствие симметрии оптической 
системы в  разложении отсутствую т многочлены нечетных степеней.

В выражении (13-14.8) многочлены Ф (0> и Ф ,2> равны нулю.
Равенство нулю м ногочлена Ф<0) -  Ф (0,0,0,0) вы текает из определения 

волновой аберрации. В центре выходного зрачка волновая аберрация равна 
нулю

Ф (х0,у 0Д О )н О . (13-14.9)

Для доказательства равенства нулю многочлена второй степени 
воспользуемся методом от противного. Запишем обший вид выражения 
для м ногочлена второй степени

Ф(2> = а ( х а2 +  у02) +  р (х 3 +  уг)  +  у (хс0 +  л ' 0) (13-14.10)

и предположим, что он не равен нулю. Здесь а ,  р, у - некоторые 

постоянные коэффициенты.
Равенство нулю коэффициента а  в выражении для многочлена 

второй степени следует из (13-14.9).
Найдем, используя (13-14.6) и (13-14.7), компоненты вектора лучевой 

аберрации

. R дФ{2> ч / 1 Т 1 я тх, - х  = - — —  =  — (2рх + ух0) ,  (13-1411)

R д Ф ^  R  , , , ,  , ,  п ,У у  = ------- -—  =  — (2 Р у  +  УУо) - (13 -14 .12 )
п2 оу п2

Для доказательства равенства нулю коэффициента р возьмем в 
предметной плоскости точку Р ,  лежащую на оптической оси 
(х0 = 0, у д = 0 ). Точка параксиального изображения Р'г совпадает с точкой 

Ог . Тогда из (13-14.11) и  (13-14.12) компоненты вектора лучевой 

аберрации перепиш утся в виде

* . - * •  =  —  (5ч, (13-14.13)
п2
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y , - y = —  t o .  (13-14.14)
n2

В вы раж ениях (13-14.13) и (13-14.14) с хорош ей степенью  точности 
мож но заменить координаты точки пересечения луча с опорной сферой 
Гаусса (точка Q ( x ,y , z ) )  координатами точки пересечения луча с 
вы ходным зрачком  (точка A2(x 2>y 2, - d 2)):

х , - х  = —  рх2, (13-14.15)

у х- у  = - - $ У 2. (13-14.16)
п2

Из линейной зависимости компонент вектора лучевой аберрации от 
координат х 2 и у г следует, что все лучи, выш едш ие из точки Р  после 

прохож дения оптической системы, сойдутся в точке Р3, не совпадаю щ ей с 
точкой параксиального изображения Р2. Действительно, рассмотрим три 
световы х луча, исходящ их из точки Р  и  распространяю щ ихся в
меридиональной плоскости X Z : один из них проходит через центр
вы ходного зрачка, а  два  других пересекаю т выходной зрачок в точках 
A 2{x2S>~d2)  и  А'2(х 2 ,0 ,-сР ,), а плоскость параксиального изображ ения в 

точках Р2(х,,0 ,0) и Р2(х[,0,0) (рис. 13-14.3). У  трапеций 0'2A,P2P ’ и 

0 2Л2Р2Р2 одна боковая сторона общая, а  отнош ение оснований трапеций 

есть величина постоянная

зрачок изображ ения

Рис. 13-14.3. Доказательство равенства нулю  коэффициента р



Выраж ение (13-14.17) может выполняться лиш ь при условии, что все 
три луча 0'2Р2 , Л2Р2 , А'2Р2 пересекается в одной точке Р3

Таким образом, из условия (3 да О приходим к вы воду о сушествовании 
еще одного параксиального изображения.

А налогичный вы вод вытекает из условия не равенства нулю 
коэффициента у

Отсю да можно сделать заключение, что исходное предположение о 

неравенстве нулю многочлена Ф(2) неверно, т.е. Ф <2) =  0 .
Низш ая степень неравного нулю многочлена в разложении (13-14.8) 

оказывается равной четырем.

13-14.4. А беррации  З айделя
Аберрации, описываемые многочленом четвертой степени в 

разлож ении волновой аберрации в  ряд  по  имени впервые их 
рассмот ревш его ученого, называются аберрациями Зайделя.

В вы ражении для волновой аберрации перейдем  от координат точки 
Q ( x ,y , z ) ,  расположенной на опорной сфере Гаусса, к координатам точки 
A2(x2, y 2, - d 2) ,  являющ ейся пересечением светового луча с выходным 

зрачком:
Ф (гД г 2, Щ ) => ф((г02, р 2, к 2).

Здесь р 1 =  х \  + y l , к 2 = х 2х0 + у 2у 0 .
М ожно показать, что связь между компонентами лучевой аберрации и 

волновой аберрацией есть

У’г Л ) ,  ^ , (13-14 18)
п2 дх2

= (13-1419)
« 2 ^ 2

Выраж ение для волновой аберрации Зайделя можно записать 
следующим образом:

ф<4> - С к ‘ + - D r 2p 2 + E r2k 2 + F p 2k 2. (13-14.20)
4 4 2

Знаки и  обозначения аберрационных коэффициентов в разложении 
(13-14.20) общеприняты. Из (13-14.9) следует, что А - 0 . Величина 
аберрационных коэффициентов В, С, D, Е, F  зависит от конкретного вида 
рассматриваемой оптической системы.

Ф ункция ф(4) состоит из пяти слагаемых, каждое из которых 
описывает определенный вид аберрации:



-  j 5 p 4 -  сферическая аберрация,

~ С к 4 -  астигматизм,

~Dr„  р 2 — кривизна поля,

Е г^к1 -д и сто р си я ,

F р 2к 2 -  кома.
Для упрощ ения последую щ его анализа аберраций будем считать, что 

точка Р , изображ ение которой строится оптической системой, 
расположена на оси Y  (Р (0 ,уо,О)). Положение точки пересечения 
светового луча с вы ходным зрачком будем описы вать в полярной системе 
координат:

x2 =  pcos<(i, = Р sin  ф .
Тогда вы ражение 13-14.13 примет вид

Ф(4) = - “ £ р 4 -  Су'оР2 sm 2 Ф + ^ Е>уУ  + ^Vopsin ф + /y>v,p3 sin ф . (13-14.21)

Выраж ения, связы ваю щ ие компоненты вектора лучевой аберрации с 
волновой аберрацией, перепиш утся следующим образом

А* = ~  ^=  ~ Bf>i С° БФ +  ^ Р с о э ф  + 2Fy0p 2sin фсоэф , (13-14.22)

Д . = — (у ,  -  У*) =  - B p 3s in ф -  2Су02р sinф + D y^psinф +  E yi +
R  (13-14.23)

+ Fy0 p 2 (cos2 ф + 3 sin2 ф)

Введем понятие аберрационны х кривых.
Аберрационные кривы е  -  эт о кривые, полученные при пересечении  

световых лучей, проходящ их через определенные зоны вы ходного зрачка с 
плоскостью параксиального изображ ения. В качестве зон берутся, как 
правило, окружности, центры которых совпадаю т с центром выходного 
зрачка (р = co n s t) .

Остановимся более подробно на анализе отдельных видов аберраций. 
С этой целью будем считать, что все аберрационные коэффициенты кроме 
коэффициента исследуемой аберрации равны нулю.

Сферическая аберрация
Функция, описы ваю щ ая сферическую аберрацию , имеет вид

Ф ™ = - ( в р 4 (13-14.24)

Из (13-14.22) и (13-14.23) выражения для компонент вектора лучевой 
аберрации есть
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Д г =  - В р 3созф, (13-14.25)

Ay = - £ p 3siniJ). (13-14.26)

Используя (13-14.25) и  (13-14.26), можно записать
Д* +  Д* =  Я У . (13-14.27)

Из (13-14.27) следует, что в  случае сферической аберрации 
аберрационными кривыми будут окружности с центром в точке
параксиального изображ ения (рис. 13-14.4.а). Если радиус выходного

зрачка а, то изображ ением точки будет круглое пятно радиусом — В аъ
*4

Аберрация кома
Функция, описы ваю щ ая аберрацию кома, имеет вид

ф<4) = F p 2k 2. (13-14.28)
Из (13-14.22) и (13-14.23) выражения для компонент вектора лучевой 

аберрации есть
Д г =  2Fy0p 2sin<J>cos<|i, (13-14.29)

А у =  / ^ 0р 2 (cos2 ф + 3sin2 ф ). (13-14.30)

Используя 13-14.29 и 13-14,30 и  тригонометрические соотношения 
2sin фсоэф = sin 2ф, соз2ф + З з т 2ф =  2 -cos2(Ji, получим

Д I  + (Д у -  2 /% р г)2 = F ly l  р 4. (13-14.31)



Из (13-14.31) следует, что в случае аберрации кома аберрационны ми 
кривыми будут окружности, радиус и положение центра которы х зависит 
от радиуса зоны (рис. 13-14.4.6). С  увеличением радиуса зоны  происходит 
рост радиуса окружности аберрационной кривой и увеличивается 
смеш ение центра окружности о тточки  параксиального изображ ения.

А сти гм ати зм
Ф ункция, описывающ ая аберрацию астигматизм, имеет вид

Ф(4) =  -С А 4 (13-14.32)
Из (13-14.22) и (13-14.23) выражения для компонент вектора лучевой 

аберрации есть

Л , = 0 ,  (13-14.33)

Д> =  - 2 0 o P sm <f>. (13-14.34)

Из равенства нулю проекции вектора лучевой аберрации на ось X  
следует, что аберрационны е кривые -  это отрезки прямых, направленных 

4 R
вдоль оси Y, размер которых равен —  2Су0р . Середины отрезков

совпадаю т с точкой параксиального изображения (рис. 13-14.4.в).
С учетом  размера выходного зрачка изображ ением точки будет

отрезок размером  — 2 C y la ,  направленный по прямой, проходящ ей
«2

через начало системы координат (точку0 2) и точку параксиального 
изображения.

Рассмотренны е вы ш е три типа аберраций приводят к размытию 
изображения точки в "пятно''

Д и сторси я
Функция, описывающ ая аберрацию листорсии, имеет вид

Ф(41 =  Ег0гк 2 (13-14.35)
Из (13-14.22) и (13-14.23) выражения для компонент вектора лучевой 

аберрации есть
Д* = 0 , (13-14.36)

Д ,= £ У о - (13-14.37)
Отсутствие зависимости компонент вектора лучевой аберрации от

радиуса зоны выходного зрачка свидетельствует о том, что при наличии 
аберрации дисторсии изображением точки является точка, смещ енная 
относительно параксиального изображения на величину, определяемую 
выражением (13-14.37). Величина смещения зависит от положения точки в 
пространстве предметов. Таким образом, аберрация дист орсия приводит  к
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возникновению зависимости поперечного увеличения оптической системы  
от полож ения т очки в  пространстве предметов

В зависимости от знака аберрационного коэф фициента Е  различают 
"подушкообразную" ( £ > 0 )  и "бочкообразную" ( £ < 0 )  дисторсии. На 
рис.13-14.5 для объекта в виде сетки приведены изображения: 
неискаженного объекта (а), объекта при наличии "бочкообразной" 
дисторсии (б), объекта при наличии "подушкообразной" дисторсии (в),

Рис. 13-14.5. Аберрация дисторсия

К ри в и зн а  поля
Функция, описывающ ая аберрацию кривизна поля, имеет вид

фт  = 1 и ; У  (13-14.38)

Из (13-14.22) и (13-14.23) выражения для компонент вектора лучевой 
аберрации есть

Д , = Dy„pcos<|>, (13-14.39)

Av = Dy02psinij) (13-14.40)

Используя (13-14.39) и (13-14.40), можно записать
Л2 + Д ], = D 2y ‘p 2 (13-14.41)

pj3 (13-14.41) следует, что, как и в случае сферической аберрации, 
аберрационными кривыми будут окружности с центром в точке 
параксиального изображ ения, радиус которых квадратично возрастает с 
увеличением расстояния от точки Р  до оптической осн.

С учетом размера выходного зрачка в плоскости параксиального

изображения изображением точки будет круглое пятно радиусом — Dy?>a.
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Ф ормально при фиксированном положении в пространстве предметов 
точки Р  выражение для функции, описывающ ей аберрацию  кривизна поля 

совпадает с многочленом второй степ ен и р(х2 + у2) . П оэтому, проводя 

рассуждения сходные с рассуждениями, используемыми при анализе 
многочлена р ( х 2 + у 2) ,  получим, что с учетом аберрации кривизны поля 

изображ ением точки будет точка, смещ ение которой о т  плоскости 
параксиального изображ ения возрастает с увеличением расстояния от 
точки Р  до оптической оси.

Таким образом , как  и аберрация дисторсия, аберрация кривизна поля  
приводит к  возникновению зависим ост и увеличения опт ической системы  
от полож ения точки в  прост ранст ве предметов.
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