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' В пособии используются обозначения: т, и ,0 -  единичные векторы 
касательной, главной нормали, бинормали, к, х  - кривизна, кручение, 
К , Н  гауссова и средняя кривизны, кп, ^  - нормальная и главные 
кривизны поверхности, п - единичная нормаль поверхности, s - длина 
дуги (естественный параметр).

§1. Составление уравнений кривы х

Плоские кривые
1. Произвольный луч О Е  пересекает в точках D  и Е  окруж ность

** +  (;, ^ « / 2 ) ’  =  ^

и касательную к ней, проходящую через точку С, диаметрально про­
тивоположную О. Через точки D  в  Е  проведены прямые, параллель­
ные соответственно осям О х  и О у, до пересечения в точке М . С оста ­
вить уравнение линии, образованной точками М  (локон Аньези).

2. Круг радиуса а катится по прямой без скольжения. Составить 
уравнения траектории точки М , жестко связанной с кругом и нахо­
дящейся на расстоянии d о т  его центра ( при d =  а -  циклоида, при 
d <  а - укороченная циклоида, при d >  а - удлиненная циклоида).

3. Составить уравнения развертки окружности, т.е. траектории 
конца туго натянутой нити, сматываемой с неподвижной круглой 
плоской катушки.

4. Окружность радиуса г катится без скольжения по окружности 
радиуса R, оставаясь внутри нее. Составить уравнения траектории 
точки М  катящейся окружности (гипоциклоида). Ч то будет при R =  
4г, R  =  2г?

5. Окружность радиуса г  катится без скольжения по окружности 
радиуса R, оставаясь вне ее. Составить уравнения траектории точки 
М  катящейся окруж ности (эпициклоида). Ч то будет при г  =  R?

6 . Найти параметризации окружности х 2+ у 2 — 2ах ~  0, приняв за 
параметр: а) угловой коэффициент прямой, проходящей через начало 
координат и точку окружности; б) угол между осью О х  и прямой, 
проходящей через точку окружности и ее центр.

Пространственные кривые
7. Точка М  движется так, что ее проекция на ось О г  перемеща­

ется по этой оси с постоянной скоростью, а проекция на плоскость
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3- P p(t),f>  — <p(t), z  =s z (t) - в цилиндрических координатах в 
пространстве.

4. р — p(t),<p =  (p (t),6  =  0(f) -  в сферических координатах в 
пространстве.

5 . и =  u(f),t> =  v(t) - в полугеодезической системе координат 
на плоскости, база которой кривая г  =  г (« ) ,  где и естественный 
параметр.

6 . Найти естественную параметризацию кривой г  =  (2 sin i/2 , t +  
s in f,co s f) .

7. Найти естественную параметризацию цепной линии у =  
# c h  х/а.

8 . Найти длину дуги кривой х  =  - / '( f ) s i n t -  /" ( f ) c o s t , у =  
f ' { t ) cos f -  / " ( f )  sin f , f  e  [a, 6].

9. Найти длину дуги кривой

х  =  a ( f — sin f), у =  a ( l  - c o s f ) , *  =  4 ocos (f/2 )

между двумя ее точками пересечения с плоскостью xO z.
10. Доказать, что замкнутая кривая х  — cos3 f, у  =  sin3 f, г =  cos 2t 

имеет длину s  — 10 .

. §4. Касательная, сопровож даю щ ий 
трехгранник

Найти касательные к следующим кривым:
1. х  =  f3 — 2 f,y  — t2 +  1 в точке A (t  =  1).
2- У =  t g x  в точках А {х  — 0), В (х  =  к/4).
3. х 3 +  у 3 — Заху =  0 в точке Л (у , у ) .
Найти точки пересечения и углы, под которыми пересекаются 

линии
4. у2 =  4х, х2 =  4у.
5. х 2 +  у2 =  9, х 2 +  у2 -  бх  =  9.

+  S  =  +  & =
Найти единичные векторы касательной, главной нормали и би­

нормали в произвольной точке следующих кривых:
7. г  =  (cos3 f, sin3 tjjcos 2f).
8 . r  =  a (t — sin t, 1 — cos f , 4 cos i /2 ) .
Найти сопровождающие трехгранники кривых
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f xyz  -  - 2
\ i 3 +  у 3 +  z3 +  6  =  0 . 

в точке (1, - 2 ,1 )  (см.§ 5,задача 12).

в точке (3 ,2 ,3 ).
11. Найти уравнения линии, по которой касательные к кривой 

г =  (f, t2, <3) пересекают плоскость хО у.
12. Найти уравнения линии, по которой бинормали кривой г  =  

(2 /£ ,Inf, - f 2) пересекают плоскость х  — 2z +  2 =  0 .
13*. Если все соприкасающиеся плоскости кривой определены од­

нозначно и проходят через одну и т у  же точку, т о  кривая плоская. 
Доказать.

14*. Если все нормали плоской кривой проходят через одну точку, 
то  кривая - окруж ность или ее часть. Доказать.

» §5. К ривизна и кручение, натуральны е 
уравнения

Найти кривизну и кручение в произвольной точке следующ их 
кривых:

1.
г  =  (ее,е - { ,£\/2 );

2 .
г  =  (a c h f ,a s h f ,a f ) ;

3.
г =  (ef cos t , е ‘  sin t , e l);

4.
г =  (cos3 f,sin 3 f ,c o s 2 f).

Найти кривизну в произвольной точке плоских пиний:
5.

х  =  a cos3 t ,y  =  a  sin3 1;
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х  =  a(t — sin t ) ,y  - a ( l  — cosf);
7.

у  =  / ( i ) ;
8 .

p =  p{<p)—  в полярных координатах.

9*.
F (* ,lf)  =  0 ;

10*.

F {tp,p) =  0;

11*. Для плоской выпуклой кривой г  =  г(ст) введем функцию 
р  — ги  (опорная функция). Здесь а  — угол, который касательная (или 
нормаль) кривой составляет с фиксированным направлением. Выра­
зить кривизну кривой через р.

12* Для кривой
f F {x ,y ,z )  =  0 
\ Ф {х ,у ,г )  =  0

определим векторы

6.

e i е 2 ё3 т г Ту тг и ,  и „  и г
т  = Fz Fy Fz , и  = г*  F , F, , v  = Ft F , F,

Фх Фу Фг Фг Фу Фг Фг Фу Фг

Тогда Т -  касательный вектор кривой, векторы T ,U  лежат в сопри­
касающейся плоскости, кривизну и кручение можно вычислить по 
формулам

|[Т, U]| _  ( T ,U ,V )
|Т |3 [T )U j2

Доказать.
13*. Найти кривизну и кручение кривой

f 2x y  +  z2 =  3 
\ 2х z  — у 2 — 1.

в точке ( 1 , 1 , 1 ).
Доказать, что  следующие кривые плоские и составить уравнения 

плоскостей, в которы х они лежат



14.
1 +  t _J.______1_ \

. l - t ’ l - t 2’ l  +  t /i)(i
15.

г =  (ait2 +  frit +  c i, ajt2 +  b t̂ +  ci, 03t2 +  b$t +  C3) .

17.
r  =  (e* cost, el sin t.e*) .

18. Найти векторное уравнение плоской кривой по ее натураль­
ному уравнению к =  /c(s).

§6. Соприкасающ аяся ок руж н ость , 
эвол ю та , эвольвента

1. Найти центр кривизны кривой у  =  х 2 в точке А (  1 ,1).
2*. Найти соприкасающуюся окружность кривой х 3 +  2х2у2 4- у3 =  

4 в точке (1 ,1).
3. Если в точке А  радиус кривизны имеет максимум, т о  кривая 

в окрестности точки А  лежит внутри соприкасающейся окружности. 
Доказать.

4. Если в точке А  радиус кривизны имеет минимум, то  кривая 
в окрестности точки А  лежит вне соприкасающейся окружности. До­
казать.

5. Найти такие соприкасающиеся окружности эллипса, которые
а) полностью содержатся внутри этого эллипса, б) содерж ат эллипс 
внутри себя.

Найти эволю ты  кривых
6. Гиперболы х  =  a ch t, у  =  a sh t;
7. Астроиды  х  =  a cos3 f, у  =  a sin3 1;
8 . Кардиоды p — a ( l  -f  cosip).
9. Найти эвольвенту кривой у  =  сЪх, проходящ ую через точку

(0, 1).
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10. Найти эвольвенту кривой у  =  2 /Зх3|/2, проходящую через точ- 
«у  ( 8 ,^ 5 ) .

Найти длины дуг следующих кривых, представляя эти кривые в 
виде эволю т некоторых других кривых:

11. Астроиды х  =  a cos3 1, у  — a sin3 1;
12. Кардиоиды р  =  а(1 +  cost).

§7. Уравнения поверхностей

1. Написать уравнение и условия регулярности цилиндрической 
поверхности с направляющей р =  р{и) и образующими параллельны­
ми вектору е.

2. Написать уравнения цилиндрической поверхности с направля­
ющей х  =  и, у  =  и2, г  =  и3 и образующими параллельными вектору 
а  =  (1 ,2 ,3 ).

3. Доказать, что  поверхность х  =  Зи +  и2 +  1 ,у — 2и +  и2 — 
1 ,г  =  —и +  v  цилиндрическая. Найти какую-нибудь ее направляю­
щ ую . Найти прямолинейную образующую, проходящую через точку 
М (1 6 ,12,4).

4. Написать уравнение и условия регулярности конической 
поверхности с  вершиной М (а,Ь ,с)  и направляющей р(и) =  
(/(u),<p(u),tf>(u)).

5 . Составить неявное уравнение конуса с  вершиной ( —1,0 ,0 ), опи­
санного около параболоида 2у2 +  z2 — 4х.

6. Составить уравнения поверхности вращения с  осью О г  и ме­
ридианом х  =■ x (u ) ,z  =  z (u ) ,y  =  0. Выяснить условия регулярности.

7. Составить уравнения и выяснить условия регулярности по­
верхности, полученной вращением кривой г(и ) =  (х(д ), у(л ), z(u )) во­
круг оси О г.

8 . Кривая г =  f ( x ) , y  =  0 (профиль) равномерно вращается во­
круг оси O z  и равномерно движется в направлении этой оси. Соста­
вить уравнение образовавшейся поверхности (геликоид общего вида).

9. Составить уравнение геликоида, если его профилем является 
прямая а) не перпендикулярная оси O z  (косой геликоид), б) перпен­
дикулярная оси O z  (прямой геликоид).

10. Окружность радиуса а перемещается так, что ее центр дви­
жется по заданной линии р =  р (и )> а плоскость, в которой она рас­
положена в момент является нормальной плоскостью линии.
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С оставить уравнение и выяснить условия регулярности поверхности, 
описываемой окружностью (трубчатая поверхность).

11. Найти уравнение и условия регулярности поверхности, обра­
зованной касательными к линии р =  /э(и). ’

§8. К асательная плоскость и нормаль к 
поверхности

Найти уравнения касательной плоскости и нормали к поверхнос­
тям:

1. х  =  и +  v ,y  =  и — v, z  =  uv в точке М {  2 ,1).
2. х  =  u cos г/, у — u s in u ,z  =  и в  точке М (  2,тг/4).
3. х  =  2и — v, у  =  и2 +  V2, z =  u3 -  v3 в точке М (3 ,5 ,7 ).
4. х  =  и, у  =  иг — 2uv, z  =  u3 — Zu2v  в точке М (1 ,3 ,4 ).
5. х 2 — 2у1 — 3z1 — 4 — 0 в точке М (3 ,1 , —1).
6- ?  +  fi =  1 в точке М (хо ,уо , го), лежащей на поверхности.
7. Составить уравнение касательной плоскости в произвольной 

точке поверхности образованной а) касательными, б) главными нор­
малями, в) бинормалями к кривой г  =  r(tt).

8 . Поверхность S' называется параллельной поверхности 5  на 
расстоянии Л, если она состоит из концов отрезков постоянной длины 
А, отложенных на нормалях поверхности 5  о т  точек этой  поверхнос­
ти . Будем считать соответствую щ ими точками поверхностей SwS' 
концы отрезков, о  которых идет речь в определении. Доказать, что 
касательные плоскости в соответствую щ их точках поверхностей S  и 
S' параллельны и, следовательно, свойство параллельности поверх­
ностей взаимно.

9*. Доказать, что  если все нормали поверхности проходят через 
одну точку, т о  эта  поверхность есть сфера или область на сфере.

10*. Доказать, что если все нормали поверхности пересекают од­
ну и ту  же прямую, т о  эта  поверхность будет поверхностью вращения.

11*. Доказать, что если плоскость а  и регулярная поверхность 
S  имеют единственную общ ую  точку, т о  а  - касательная плоскость 
поверхности S.

12*. Доказать, что линейчатая поверхность R  =  r (u )+ u a (u ) будет 
развертывающейся (см. задачу 11 , § 12) тогда и только тогд а  когда 
(г ', а , а ') =  0 .
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§9. Первая квадратичная форма 
поверхности

Найти первую квадратичную форму:
1. Сферы х  =  R  cos и cos v ,y  =  R  cos и sin v, z — R  sin u.
2. Эллипсоида вращения x  =  a cos u cos v, у  =  a  cos и sin v, z — 

с  sin u.
3. Поверхности вращения x  =  f (u )  cos v ,y  — /(u )s in  v,'z =  g(u).
4. Поверхности, образованной а) касательными, б) главными нор­

малями, в) бинормалями кривой г  =  г(и ), где и -  естественный пара­
метр.

5. Поверхности z  =  z (x ,y ) .
6 . На поверхности х  =  и2 +  и2, у  =  и2 — у2, z =  uv дана кривая 

v =  аи. Найти длину дуги этой кривой между точками ее пересечения 
с кривыми и — 1 , и — 2 .

7. Найти периметр и внутренние углы криволинейного треуголь­
ника и =  ±аи 2/ 2 ,и  =  1 , расположенного на поверхности с первой 
квадратичной формой ds2 =  du2 +  (и2 +  a2)dv2.

8 . Найти под каким углом пересекаются кривые и =  t, v =  —t и 
u3 +  и3 +  и — v — 0  на поверхности х  =  и cos и, у  =  и  sin и, z  — civ.

9. Найти угол между кривыми и =  и + 1  и г> — 3—и на поверхности 
х  — и cos п, у  =  и sin v , z  =  и2.

10. Найти площадь четырехугольника, ограниченного кривыми 
и — 0 ,u  =  о,г; =  0 ,v  — 1 , на прямом геликоиде х  =  u c o s v ,y  — 
usinu, z  =  av.

11. Найти площадь криволинейного треугольника и =  ± a v ,v  =  1, 
расположенного на поверхности с первой квадратичной формой ds2 =  
du2 +  (u2 +  a2)dv2.

12. Доказать, что  любая цилиндрическая поверхность локально 
изометрична плоскости.

13. Доказать, что любая коническая поверхность локально изо­
метрична плоскости.

14. Доказать, что  регулярная поверхность, образованная каса­
тельными к некоторой кривой, локально изометрична плоскости.
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§10. С ф ерическое отображ ение, вторая 
квадратичная форма поверхности

1. Найти множества точек на сфере, в  которые отображаются 
указанные ниже поверхности при их сферическом отображении

а) сфера,
б) эллипсоид,
в) часть эллипсоида ^  +  ^- +  ^  =  1 , х > 0 , у >  0 , z >  О,
г) эллптический параболоид,
д ) однополостный гиперболоид вращения,
е) двуполостный гиперболоид вращения,
ж ) эллиптический цилиндр,
з) параболический цилиндр,
и) круговой конус без вершины,
к) катеноид,
л) тор,
м ) прямой геликоид.
Найти вторую квадратичную форму
2. Сферы х  =  R  cos д  cos v, у  — R  cos и  sin v, z  — iZsinu.
3. Эллипсоида вращения х  =  a cos и cos v, у  =  a cos и sin и, г — 

csinu .
4. Однополостного гиперболоида вращения х  — a ch u cos v, \j — 

a ch и sin v ,z  =  с sh и.
5. Поверхности вращения х =  } {и )  cos v, у — / ( u )  sin v, z  — д{и).
6 . Псевдосферы х =  a s m u co su ,2/  =  os in n s in u ,2  =  a (ln tg u /2  +  

cosn ).
7. Доказать, что  если вторая квадратичная форма поверхнос­

ти  тождественно равна нулю, то  поверхность есть плоскость или ее 
часть.

8 . Найти индикатрису Дюпена поверхности z  — 2х2 +  у 2/ 2 в точ­
ках (0 ,0 ,0 ) и (1 /2 ,1 ,1 ) . П остроить их.

9. Найти индикатрису Дюпена поверхности х  — и +  v ,y  =  и — 
v , г  =  2uv в точке М (  1 , 1).

10. Найти эллиптические, гиперболические и параболические 
точки на торе.

11. Исследовать характер точек на следующих поверхностях вто­
рого порядка:

а) эллипсоид,
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б )  о д н оп ол остн ы й  ги пербол оид ,
в ) д в у п ол остн ы й  ги пербол оид ,
г )  эл л и п ти ч еск и й  параболоид ,
д )  ги п ер бол и ч еск и й  параболои д ,
е )  эл л и п ти ч еск и й  цилиндр,
ж ) к он у с  без  верш и ны .

§11. Нормальная кривизна кривой на 
поверхности , главные кривизны и 

направления

Д л я с л ед у ю щ и х  п ов ер х н остей , к ри вы х, точ ек  (за да чи  1 - 4 )  найти  
в  дан н ой  т о ч к е  н ор м а л ьн ую  к ри ви зн у  данной  кри вой , главн ы е кривиз­
н ы  п ов ер х н ости , гл авн ы е направления, уравн ения ка са тел ьн ы х  пря­
м ы х  в  т о ч к е  М ,  и м ею щ и х  гл авн ы е направления, уравн ение норм ал ь­
ной  п л оск ости , к отор а я  д а е т  н орм ал ьн ое сечени е нулевой  кривизны .

1. г  =  ( 3 s in u  +  v, 2  co s  и  +  и, 2  cos  u -I- 3 s in u ) ,

( "  = “  М (0 ,0 ) .
[  v =  s m f ,

2. г  =  {и (1  +  s in u ) ,u ( l  +  co su ) , d ( co su  - f s i n u ) } ,

u3 +  v3 +  2 u u - l  =  0, М ( 1 , 2 ,1 ) .

3. г =  (u c o s u ,2 u s m u ,t> 2/2 ) ,

4 . г  =  (и  +  V, 2 (и —  и ), 2uv),

и2 -  v3 + u v  — 1 =  0, М {2 ,0 ,2 ) .

5 . Н а й ти  гл авн ы е кри ви зн ы  и  главн ы е направл ения в верш и нах 
д в у п о л о с т н о го  ги п ер бол ои д а  ^  ^  =  1.

6 ’ . Н а й ти  н ор м а л ь н у ю  кри ви зн у п ов ер х н ости  (x  +  y  +  z )3 — 3xyz  =  
8 /9  в  точ к е  ( 1 /3 , 1 / 3 , 1 / 3 )  в  направл ении  в е к то р а  а  =  {2 ,  - 1 ,  - 1 } .
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7. Поверхность S  имеет главные кривизны kj и к2- Найти глав­
ные кривизны поверхности 5 '  параллельной поверхности S  на рас­
стоянии А. Доказать, что главные направления поверхностей 5  и S' 
в  соответствую щ их точках (см. задачу 8 ,§8) параллельны.

8 . Найти гауссову и среднюю кривизну поверхности z =  f  (х ,у ) .  
9 ’ . Найти гауссову и среднюю кривизну поверхности

F (x , у, z) =  0.

10. Найти гауссову и среднюю кривизну поверхности, образован­
ной а) касательными, б) главными нормалями, в) бинормалями дан­
ной кривой.

Вычислить гауссову кривизну поверхностей с  первыми квадра­
тичными формами:

11 . ds2 =  du2 +  2 cosududv +  dv2 (Чебышевская параметризация).
12. ds2 =  A (du2 +  dv2) (изотермическая параметризация).
13. ds2 =  Edu2 +  Gdv2 (ортогональная параметризация).

§ 12. Линии кривизны

Найти линии кривизны поверхностей
1. X — ХГ +  V2, у  =  и2 —  V2, Z — V.
2. х  =  и2 +  v2, у  — и2 — v2, z  -  uv.
3. Прямого геликоида х  =  и cos v, у  — u s m v ,z  =  av.
4. Эллиптического параболоида ~  ^  =  2г.
5. Гиперболического параболоида — — ^  =  2z.
6 . Цилиндрической поверхности.
7. Конической поверхности.
8 . Поверхности вращения.
9. Трубчатой поверхности (см. задачу 9, § 7).
10. Если поверхности Si и S2 пересекаются по кривой Z, являю­

щейся линией кривизны поверхности 5 Ь т о  для того, чтобы  I была 
линией кривизны и поверхности S2 необходимо и достаточно, чтобы 
Si и S2 пересекались под постоянным углом. Доказать.

11. Поверхность, изометричная плоскости, называется разверты­
вающейся. Доказать, что  развертывающаяся поверхность -  линейча­
тая с постоянной касательной плоскостью вдоль каждой прямолиней­
ной образующей.
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12. Кривая на поверхности будет линией кривизны тогда и толь­
ко тогда, когда нормали поверхности вдоль этой кривой образуют 
развертывающуюся поверхность. Доказать.

§ 13. А си м птотически е линии

Найти асимптотические линии поверхностей:
1. Катеноида х  =  ch u cos и, у  =  chucosw , z  =  и.
2 . х  =  и2 +  и, у  =  и3 4- uv, z  =  и4 +  \v?v.
3. Прямого геликоида х  =  и  cos v ,y  =  и sin v, z — av.
4. Однополостного гиперболоида.
5. Гиперболического параболоида.
6 . Т ора (выяснить, будут ли асимтготические бесконечно накру­

чиваться на тор).
7. Поверхности вращения.
8 . Доказать, что  для асимптотической линии в точках, где ее кри­

визна отлична от  нуля, х 2 =  —К  (теорема Бельтрами —  Эннепера).
9. Доказать, что  касательная плоскость поверхности в каждой 

точке асимптотической линии является ее соприкасающейся плоскос-

§14. Геодезическая кривизна кривой на 
поверхности , геодезические линии

Найти геодезическую кривизну:
1. Окружности радиуса г, лежащей на сфере радиуса R.
2. Линий и — const, лежащих на прямом геликоиде х  — u cost), у — 

и sin и, z =  av.
3. Л инии

тью .

на поверхности
х  =  a ch u co su  
у  =  a ch u s in v  
z  =  csh u
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в точке Л /(0 , 0 ).
Найти уравнения геодезических линий
4. Псевдосферы при такой параметризации, что  ds2 —
5. Прямого геликоида.
6 . Цилиндрической поверхности.
7. Поверхности, у которой ds2 — v(du2 +  dv2) ,v  >  0.
8 . Поверхности, у которой ds2 — •
9. Если две поверхности касаются по кривой, т о  геодезические 

кривизны этой  кривой на обеих поверхностях будут равны. Если ука­
занная кривая является геодезической линией на одной из поверхнос­
тей, то  она будет геодезической и на другой. Доказать.

Пользуясь задачами б и 9
10. Найти геодезические линии на сфере.
11. Доказать, что  меридианы поверхности вращения являются 

геодезическими линиями.
12. Выяснить, когда параллель поверхности вращения будет гео­

дезической линией.
13*. Доказать, что на поверхности вращения вдоль любой геоде­

зической линии pcos/i — с, где р  —  расстояние о т  оси вращения, р  —  
угол между геодезической и параллелью, с —  постоянное для данной 
геодезической число (теорема Клеро).

Пользуясь теоремой Клеро исследовать поведение геодезических 
на следующ их поверхностях:

14’ . На эллипсоиде вращения.
15*. На однополостном гиперболоиде вращения.
16*. На торе.
17*. На круговом конусе.

§15. Разные задачи

1*. Если L  —  замкнутая геодезическая на поверхности класса С 3, 
сферический образ которой v(L ) не имеет самопересечений, то  i/(L) 
делит сферу на две равновеликие области. Доказать.

2*. Для замкнутой кривой -у доказать, что  /  nds >  2ж, где знак
7равенства имеет место тогда и только тогда, когда 7  —  плоская вы­

пуклая кривая (неравенство Фенхеля).
3*. П усть Ьр —  геодезическая окружность радиуса г ‘ с  центром в 

точке Р  (т.е. множество всех точек М  поверхности таких, что  длина
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кратчайшей геодезической М Р  равна г), s (r ) —  ее длина. Доказать,

где К {Р )  —  гауссова кривизна поверхности в точке Р.
4*. П усть гауссова кривизна К  поверхности S  в точке Р  положи­

тельна, а  —  касательная плоскость в точке Р , а/, —  плоскость, па­
раллельная а , удаленная от а  на расстояние h. П усть V (h )  — объем 
области, ограниченной плоскостью О/, и поверхностью S. Доказать, 
что

5*. П усть a (h ) —  площадь поверхности, отсекаемой плоскостью 
ah из задачи 4. Доказать, что

6 *. Доказать, ч то  для средней кривизны поверхности 5  имеет 
место формула

где du  и du* —  соответствую щ ие элементы площади поверхности S 
и параллельной ей на расстоянии Л поверхности 5*.

7*. Замкнутая плоская выпуклая кривая с кривизной к >  1 /Я  
помещается в круге радиуса Я. Доказать.

8*. Замкнутая выпуклая поверхность, у которой нормальная кри­
визна во всех точках по всем направлениям кн >  1 /Я  помещается в 
шаре радиуса Я. Доказать.

1. г  =  (a ctg£ ,asin 2 f), t =  (D O x ).
2. х  =  at — d s m t,y  — adcost.
3. x  =  R (cos ^ ^  sin ^ ), у =  Я(зш g  — д  cos к ) ' * —  длина смота- 

вой нити, Я  — радиус катушки.

что

О тветы
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8 . a )r  =  a i(s in a co so ;f,s in a s in w t,co sa ),
б )г  =  fee'"1 (sin a co s  wt,sino:sin<i>£,cosa).

§2.

8 . Ветвь гиперболы, асимптоты которой -  стороны данного угла.
9. А строида х2/3 4- у 2̂ 3 =  а??3.
10 . у 2 =  2р (х-Ь р /2 ), для семейства окружностей (х  —с)2+ у 2 =  2рс, 

где с  >  р /2 . Семейство окружностей с с  <  р /2  не имеет огибающей.

§3.

1. S =  7  vV 2 +  f t 2d<p.

3. s =  f  \jp'2 +  p v 2 +  z'2dt.
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4. s = yjf/* +  р2в'г +  p2 sin2 6>p^dt.

5. s  =  f  \ J u '2 ( l  — fcu)2 +  v ^ d t ,  к  —  кривизна базы, к  >  0 , если база 

направлена вогнутостью  в сторону возрастания v, к  <  0 , если база 
направлена вогнутостью  в сторону убывания v.

§4-

7 . т =  ( —| c o s t ,Is in i ,

v  =  (s in f ,c o s t ,0 ).
8. т =  ^ ( s i n | , c o s | ,  - 1 ) ,  

v  =  (co s  |, — s in  ^ , 0 ),

0  =  — ̂ (s in  |,cos §, 1).
9 . x  +  z  — 2 =  0 , x  — z  =  0 ,t / +  2  =  0.
10. x  — z  =  0 , 2 x  +  3y +  2 z  — 18 =  0 , 3 x  -  4 y  +  3 z  -  10 =  0.

1 1 . j / = f x 2.

§5.

!■ *  =  - *  =

2 . fc =  x  = 1
2a ch * t '

Зе 6  36 8 
4‘ fc =  25|sin2i[’ *  "  2 5 s in 2 f

5‘ k “  3a| sin'Mf'

'  4a|sint/2|‘



8  t . I
~ (p2+„'2)s'!

F „  F „  F x
mod F xy Fyy Fy

Fx Fy 0
9. к

IF „ f?  -  2F „F ,F , +  F „,F 2| 
(K? +  J j ) 3/a J  +  F J) ^ V '

- 1ЗД ? -  2 F „F „F , +  pF ^ F f +  p X  +  2FjF„|
-  W F f W ^  ^ ’10 . к

11 . 1 /к =  p  +  p".
,4  k - l M  3
13' k ~  2 ч/2 ’ " “ " П -
14. a; -  4y +  2z +  1 =  0.
16. A: =  x

2a3 +  ^ ’
V2  „  =  L _

l/3  +  З
1 I . rt — /“  rt , •

s v 3  +  3 . . .  , _
18. x =  f  cosa (s )d s ,y  =  j sin a(s)<2s, a (s )  =  f  k (s)ds.

§6.

1. ( - 4 ,7 /2 ) .
2. ( z  +  5 / 2 ) 2 +  b  +  5 / 2 ) 1 =  4 9 /2 .
6. г =  (2-— ch3i  +  ^ ^ s h 3 4).
7. Астроида, подобная данной, с коэффициентом подобия 1 /2 , по­

вернутая относительно данной на угол тг/4 .
8 . Кардиода, гомотетичная данной относительно точки (<р — 

0 ,р  =  а /3 ) с коэффициентом ( —1/3).
9. г  =  (£ — s h f /c h  t, 1 /  ch t ) .
i o - *  =  * - § ( i  +  *) +  ^ , , /  =  - r 2 +  ^ -
11 . 6a.
12 . 8 a.

§7.

1 . г =  p(u) +  we, p' (j- e.

4. г  =  (1 -  v)r0 - f  vp{u), r 0 -  О Й ,ь  Ф 0, (р -  г0 )|-р'.
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5. ( i  +  l ) 2 -  2y2 -  z2 =  0.

i  =  x (u )  c o s  v — y(u ) sin  и
7  ) у =  x (u) s in u  +  y{u) cosv  zn {x 2 +  у2) +  {xx  +  УУ ) 

\ z =  z ( « )

1 . 3x  — 2y — 2z =  0 .
2. x  +  у  -  'J2z =  0.
3. 18® +  3y -  4z -  41 =  0.
4. 6 x +  3y -  2z — 7 =  0.
5. 3x -  2y +  3z ~  4 =  0.
6 . 2̂  +  Ш  +  ^  =  1 .
7. a) (R  -  r, r ',r " )  =  0,

6) (R  -  r ) ( ( l  -  v k )0  -  v x t ) =  0, 
e ) (R  -  г ) ( у  +  v x t )  =  0 .

10. Доказать, что сечения поверхности плоскостями, перпенди­
кулярными указанной прямой, будут окружностями.

1х  =  и  c o s  v 
у  =  u sin и 
z  =  f {u )  +  av

10. г  =  p (u )  +  a (t /(u )  c o s  и +  /3 (u )sin i> ), a  <  I f  к.
11. г  =  p (u )  +  vf/{u), v ф 0, p ' H P-

§8.

§9,

1 . B?(du2 +  cos2 udv2).
2. (a2 sin2 и  +  с2 co s2 u)du2 +  a2 cos2 udv .

3. (Z '2 +  P,2)d u 2 +  P dv2-
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4. а) (1 +  k2v2)du2 4- 2dudv +  dv2
б) ((1 -  kv2) +  x 2v2)du2 +  dv2
e) (1 +  x 2v2)du2 4- dv2.

5. (1 4- z l)d x2 +  2zTzydxdy 4- (1 4- z2)dy2.
6 . 3\/2a4 +  a2 4- 2.
7. p =  y O ,co s a  =  l ,c o s 0  =  cos7  =  5 .
8 . cos a  =
9. cos a  =  2/3.
10. y[\ /2  4- ln (l 4- \/2)].
U . a2[ ^  +  ln (l4 -\ /2 ]-
12,13,14. Доказать, что сущ ествую т параметризации данной по­

верхности и плоскости, в которы х их первые квадратичные формы 
равны.

§ ю .

2. i?(du2 4- cos2 udv2).
2 acjdu2 +  cos2 udv2)

Ja2 sin2 и +  с2 cos2 u

\/a2 sh2 и 4- с2 ch2 и 
5 t / 'g "  ~  / V  ) * * 2 +• 77*7? '
6. —actgu (d u 2 — sm2udu2).

§ ii -

L  k» =  =  0 . *я =  - 2 ^ . ( 0  = l ) . ( - 2  = 3 ),
г _  B-2  _  г-2  i  _  y-2 _  г-2
1 — 1 ~  0 ’  1 — - i  — 2 ’
x  -  у +  2z — 2 =■ 0.

2 . Jfe„ =  ki =  0 , *2 =  (0  : 1 ) , ( - 3  : 1 ),
1 - 1  _  B-2 _  г- l  x - l  _  y—2 _  г-1 

1 2 1 ' 1 —1 — 1 •
Х — У +Jj =  0.

3 . к  =  I f ,  <=1 =  - 4 , *1 =  - S .  (1 : 0 ) ,  (0  : 1),
1 - 1  SI г -1 /2  x - l  v г-1/2
“  =  i =  “ о " ’ —  — § — — , , в се  нормальные сечен и я  в

точ к е  М  и м е ю т  н ен ул евую  кривизну.
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2 х  ±  by +  4г — 12 =
5. а / 62, а /с 2.
6. л/3/8.
7. 1/Jfcr -  1 fk f  +  А.

. К = zxxZyy гху 1Г (1 +  zx,)zxx -  2zxzvzxy +  (1 +  zx)zyy 
a  +  z i +  z t f ’ n  -  2(1  +  zl +  г2)3' 2

Fxx Fxy Fxz Fx 
Fvx Fvu Fvz Fv

: {F ‘  +  Fy +  F 't f
VV r yz

Ftx Fzy Fzz Fz 
Fx Fy Fz 0

rr (Ft+F?)FIZ+{F?+F?)Fn +(FZ+F2}FIi-2FI FvF,v-2FzF;F;i -'2FpF1FV2 
П  ~  2(F2+F2+F?)W
для нормали (Fx,F y,F z).
).a)K

S) К
'  2 k x ' 
-x2

в) К  =

rr v2{x k '  — x 'k ) +  v x
{ ( l - v k f T ^ f '  ~  2 [(1 - „ Ц !  +  > * 2]3' 2'

— x 2 i t  _  v x  — к  — v 2k x 2
( l  +  v2x * r “ -  2(1  +  v V )3/ 2

и-длина отрезка а) касательной, б) главной нормали, в) бинорма-

11. __wau_.
S1DW

12 . - i [ ( h , A ) „  +  (ln A )„ ] .

13- 27.5ёК

§ 12 .

1. К оор д и н а тн ы е  линии.
2 . и4 +  v 4 +  !Lj -  — с ,и  =  cv.
3. и =  ±  ln(u +  у/и* +  а2) +  с.
4- j S  +  $  =  1. Ьг =  а Ч р ~ Я, £ - £  =  1, Ь2 =  - а 2 - Р + 9 ( р < 9)
= 0,t/ = 0. 2
5- S J -  J  ^  =<*!  +  р +  9. - p r  +  =  1 . “ 2 =  1>2 + р  +  д И 
0,у = 0.



10. Вдоль I на первой поверхности dni =  Ajdr. Для второй по­
верхности dn2 =  Аг^г +  дп] +  йп2. Умножив это равенство на П] и п2, 
доказать, что р  =  6 — 0 .

11. Если поверхность изометрична плоскости, то  К  — к\къ =  0. 
Взять координатную сеть из линий кривизны. Доказать, что  если 
fcj -ф- 0  в направлении линии и, то  вектор п  вдоль этой линии постоя­
нен, а линия и —  прямая.

12. Использовать задачи 10 и 11.

1 . и  ±  v =  const.
2  .и  — const, и5 =  v2 (с ~  у/й)2.
3 . и =  const, V =  const.
4. Прямолинейные образующие.
5. Прямолинейные образующие.

8 . Вдоль асимптотической 0  -  п, (д| )2 =  х 2 =  Вычислить, 
введя систему координат из линий кривизны.

§13.

6 . v +  с =  ±  J •fbdu и и — ж/2, и =  Зж/2.

§14.

3. 1бо е̂2

4. Уравнения геодезических | 

ния (х  -  с2)2 +  у2 =  с\ и х  =  с.

5. v =  const и решения уравнений

{
у" -  У *  +  \х'2 =  О

У  _  i j j y '  _  о имеют Реше-



13. Доказать, что если начало координат лежит на оси  вращения, 
то  для любой кривой r (s ) на поверхности вращения (е, г, г') — р cos/t, 
где е  единичный орт оси вращения. Доказать, что  для геодезичес­
кой (е, г, г ') постоянно.

8. аи  +  bv +  с =  0.

§15.

3. Провести вычисления в следующей системе координат u,v : и 
—  длина геодезической, соединяющей Р  и М , v  —  угол между гео­
дезической Р М  и фиксированным направлением в точке Р , доказав, 
что при М  Р, G  0, ( у/G )u 1.

6. По теореме Гаусса da — d u ) К , где du  —  элемент площади 
сферического образа.

7. Воспользовавшись задачей 11 § 5, оценить р.
8 . Спроектировать поверхность на плоскость. Оценить кривизну 

границы тени.
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