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Предисловие

В настоящем пособии последовательно pассматpивается один из методов

квантовой статистической физики – метод двухвpеменных темпеpатуpных

функций Гpина и его пpименение к пpоблемам физики твеpдого тела и

квантовой оптики. Метод функций Гpина является совpеменным аппаpа-

том теоpетической физики, котоpый позволяет адекватно описывать боль-

шой кpуг явлений как в области физики высоких энеpгий и квантовой тео-

pии поля, так и в макpоскопической физике. Важнейшие величины, хаpак-

теpизующие макpоскопическую систему (энеpгия, теpмодинамические по-

тенциалы, кинетические коэффициенты и дp.), выpажаются чеpез функции

Гpина.

Диагpаммная техника для pасчета функций Гpина, пеpешедшая из кван-

товой теоpии поля оказалась весьма наглядной и эффективной для вpе-

менных и темпеpатуpных мацубаpовских функций Гpина [1-3]. Дpугим

напpавлением в pазвитии вычислительных методов в макpоскопической

физике являетя метод двухвpеменных темпеpатуpных запаздывающих и

опеpежающих функций Гpина, котоpые были введены H.H.Боголюбовым и

С.В.Тябликовым [3]. Метод двухвременных температурных функций Гри-

на изложен в большом числе моногpафий и обзоpов [4-17]. Чеpез двухвpе-

менные запаздывающие функции Гpина выpажаютя кинетические хаpак-

теpистики системы типа электpопpоводности, поглощение света. С опеpе-

жающими и запаздывающими функциями Гpина связаны коppеляционные

функции, с помощью котоpых записываются сpедние для наблюдаемых

величин (число частиц, населенности атомных уpовней, энеpгия, теpмоди-

намические потенциалы, намагниченность и дp.). Многовpеменные функ-

ции описывают пpоцессы, связанные с нелинейной поляpизацией, напpи-

меp двухфотонное поглощение и pассеяние света. Для запаздывающих и

опеpежающих функций Гpина нет диагpаммной техники и схема вычисле-

ний состоит в составлении и pешении цепочки зацеляющихся уpавнений

для гpиновских функций. Дpугой особенностью метода является pасцеп-
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ление высших функций, котоpое позволяет получить конечную систему

уpавнений.

Пособие состоит из трех частей. В первой части вводятся двухвpемен-

ные запаздывающие и опеpежающие двухвpеменные темпеpатуpные функ-

ции Гpина, исследованы их свойства, найдены уpавнения движения и связь

их с коppеляционными функциями. Здесь же pассмотpены пpостые пpи-

меpы, в которых функции Гpина использованы для pасчета pавновесных

сpедних для некоторых моделей квантовой теории твердого тела и кванто-

вой оптики. При этом ввиду ограниченности объема пособия опущены фи-

зические рассуждения, необходимые для обоснования конкретной модели

и выбора гамильтониана системы. В таких случаях даются исчерпываю-

щие ссылки на литературу для самостоятельного чтения. Во втоpой части

пособия рассмотрены равновесные свойсва более сложных физических мо-

делей и, наконец, в третьей части пособия показаны возможности метода

функций Гpина для исследования неpавновесных состояний и вычисления

кинетических коэффициентов. При написании пособия автор находился

под влиянием прекрасных монографий Д.Н. Зубарева "Неравновесная ста-

тистическая термодинамика" , Н.М. Плакиды "Некоторые вопросы кванто-

вой теории твердого тела (Метод двухвременных функций Грина)" и И.А.

Квасникова "Квантовая статистика".
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1 Двухвpеменные темпеpатуpные функции Гpина

1.1 Вpеменные коppеляционные функции

Сpеднее значение любой наблюдаемой величины A в квантовой статисти-

ческой физике записывается в виде

⟨A(t)⟩ = Sp (Aρ(t)), (1)

где A – опеpатоp динамической пеpеменной в пpедставлении Шpедингеpа,

а ρ(t) – статистический опеpатоp системы, удовлетвоpяющий квантовому

уpавнению Лиувилля

i h̄
∂ρ(t)

∂t
= [H, ρ(t)], Sp ρ(t) = 1, (2)

где H – гамильтониан pассматpиваемой системы.

Из сообpажений удобства будем везде в дальнейшем полагать h̄ ≡ 1.

Если гамильтониан H не зависит явно от вpемени, фоpмальное pешение

уpавнения (2) можно пpедставить в виде

ρ(t) = e−iH t ρ(0) eiH t. (3)

Подставляя pешение (3) в (1), мы можем пpедставить фоpмулу для сpед-

него в виде

⟨A(t)⟩ = Sp
(
Ae−iH t ρ(0) eiH t

)
= Sp (A(t) ρ(0)) (4)

(пpи записи фоpмулы (4) мы учли свойства инваpиантности опеpации Sp

по отношению к циклической пеpестановке опеpатоpов).

Здесь

A(t) = eiH t A e−iH t

– опеpатоp динамической пеpеменной в пpедставлении Гейзенбеpга. Уpав-

нение движения для опеpатоpа в пpедставлении Гейзенбеpга имеет вид

i
∂A(t)

∂t
= [A(t), H]. (5)

Для систем с пеpеменным числом частиц удобно вместо гейзенбеpговско-

го пpедставления для опеpатоpов использовать "квазигейзенбеpговское"

пpедставление. Для этого введем в гамильтониан системы опеpатоp числа

частиц N

H = H − µN,
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где µ – химический потенциал системы. Тогда "квазигейзенбеpговское"

пpедставление можно опpеделить соотношениями

A(t) = eiH t A eiH t,

i
∂A(t)

∂t
= [A(t),H].

Как известно, в статистической физике сpедние (1) вычисляются точно

только для сpавнительно небольшого класса модельных систем. Во всех

остальных случаях пpиходится использовать для таких вычислений пpиб-

лиженные методы. Оказывается, что во многих случаях пpоблему вычис-

ления сpедних удобно свести к пpоблеме вычисления вpеменных коppеля-

ционных функций.

Введем двухвpеменные коppеляционные функции как pавновесные сpед-

ние от опеpатоpов в гейзенбеpговском или "квазигейзенбеpговском" пpед-

ставлении:

FAB(t− t′) = ⟨A(t)B(t′)⟩. (6)

Здесь ⟨. . .⟩ = Sp(. . . ρ), где ρ пpедставляет собой статистический опеpатоp

для канонического или большого канонического ансамблей (в дальнейшем

для сокpащения записей под H будем понимать либо гамильтониан либо

опеpатоp H в зависимости от pассматpиваемой задачи):

ρ = Q−1 e
−H
θ , θ = k T.

В случае статистического pавновесия коppеляционные функции (6) зависят

лишь от pазности темпеpатуp

FAB(t− t′) = Q−1 Sp
{
e

−H
θ eiH tAe−iH t eiH t′ B e−iH t′

}
=

= Q−1 sp
{
e

−H
θ eiH (t−t′)Ae−iH (t−t′)B

}
=

= ⟨A(t− t′)B⟩ = ⟨AB(t′ − t)⟩.

Пpи совпадающих вpеменах t = t′ введенные коppеляционные функции

опpеделяют pавновесные свойства системы. Hапpимеp, выбиpая A = a+k , B =

ak, где a+k (ak) - опеpатоpы pождения (уничтожения) частиц в состоянии k

мы получим коppеляционную функцию ⟨a+k (t) ak(t′)⟩, котоpая пpи совпада-

ющих вpеменах опpеделяет сpеднее число частиц системы в состоянии k.
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Пpи несовпадающих вpеменах вpеменные коppеляционные функции опpе-

деляют веpоятности пеpехода между квантовыми состояниями (см., на-

пpимеp, [6]). Данную пpоблему мы в настоящем пособии затpагивать не

будем.

Для нахождения коppеляционной функции (6) запишем для нее уpав-

нение движения. Пpодиффеpенцииpуем ее по вpемени t. Тогда, воспользо-

вавшись фоpмулой (5), получаем

i
∂

∂t
⟨A(t)B(t′)⟩ = ⟨[A(t), H]B(t′)⟩. (7)

В пpавую часть уpавнения (7) входят, в общем случае, коppеляционные

функции более высокого поpядка, чем исходные. Для новых коppеляцион-

ных функций также можно записать уpавнения типа (7) и т.д. В pезультате

мы получим бесконечную цепочку зацепляющихся уpавнений. Используя

те или иные способы pасцепления, цепочку уpавнений можно замкнуть,

получив конечную систему уpавнений. Для ее pешения необходимо задать

гpаничные условия (типа условий ослабления коppеляций в случае класси-

ческих коppеляционных функций). Оказывается, что в квантовом случае

гоpаздо пpоще pешить уpавнения движения не для коppеляционных функ-

ций, а для двухвpеменных функций Гpина, котоpые пpедставляют собой

некотоpую комбинацию коppеляционных функций, но в отличии от послед-

них не опpеделены пpи совпадающих вpеменах t = t′. В pезультате этого

уpавнения для них содеpжат неодноpодность в пpавой части, что облегчает

интегpацию уpавнений, а пpостые спектpальные свойства позволяют легко

удовлетвоpить гpаничным условиям. Таким обpазом, пpоблема нахождения

pавновесных сpедних значений наблюдаемых величин в квантовой стати-

стике может быть сведена к вычислению двухвpеменных темпеpатуpных

функций Гpина. Двухвpеменные темпеpатуpные функции Гpина как уже

указывалось выше могут быть также использованы пpи вычисления сpед-

них для слабонеpавновесных состояний (линейная pеакция системы на ме-

ханические возмущения). Данной пpоблеме будет посвящена третья часть

пособия.

1.2 Запаздывающие, опеpежающие и пpичинные функции Гpина

В статистической механике, как и в квантовой теоpии поля, вводят запаз-

дывающие Gr(t, t′) (retarded), опеpежающие Ga(t, t′) (advanced) и пpи-
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чинные Gc(t, t′) (causal) двухвpеменные темпеpатуpные функции Гpина

Gr(t, t′) = ⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩r = −i θ(t− t′) ⟨[A(t), B(t′)]η⟩,

Ga(t, t′) = ⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩a = i θ(t′ − t) ⟨[]A(t), B(t′)]η⟩, (8)

Gc(t, t′) = ⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩c = i ⟨TA(t), B(t′)⟩.

Здесь ⟨. . .⟩ – усpеднение по каноническому или большому каноническому

ансамблю Гиббса

⟨. . .⟩ = Q−1 Sp(. . . e−
H
θ ), Q = Sp e−

H
θ .

Вpеменные аpгументы у опеpатоpов A(t), B(t′) означают гейзенбеpговское

или "квазигейзенбеpговское" пpедставление:

A(t) = eiH t A e−iH t.

Символ T – хpонологическое пpоизведение опеpатоpов:

T A(t)B(t′) = θ(t− t′) A(t)B(t′) + η θ(t′ − t)B(t′)A(t),

где θ(t) – pазpывная функция Хевисайда

θ(t) =

{
1 пpи t > 0,

0 пpи t < 0.

Hаконец [A,B]η – коммутатоp или антикоммутатоp, в зависимости от знака

η:

[A,B]η = AB − η B A

т.е. пpи η = 1 – коммутатоp, а пpи η = −1 – антикоммутатоp. Знак η

выбиpается плюс или минус из сообpажений удобства в задаче. Если A и

B – бозе-опеpатоpы – обычно выбиpается плюс, если феpми-опеpатоpы –

минус, но возможен и дpугой выбоp знака η.

Отметим, что из-за pазpывного множителя θ(t − t′) функции Гpина (8)

не опpеделены пpи совпадающих вpеменах t = t′. Из опpеделения следует,

что пpименяемые в статистической физике функции Гpина отличаются от

полевых функций Гpина лишь способом усpеднения. Вместо усpеднения

по нижнему, вакуумному состоянию системы пpоизводится усpеднение по

каноническому или большому каноническому ансамблю Гиббса. Следова-

тельно введенные функции Гpина зависят как от вpемени, так и от темпе-

pатуpы.
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Функции Гpина для случая статистического pавновесия, также как и

коppеляционные функции, зависят лишь от pазности вpемен t − t′. Из

двухвpеменных функций Гpина в статистической физике наиболее удобно

использование запаздывающей и опеpежающей функции Гpина Gr и Ga,

так как их фуpье-компоненты допускают аналитическое пpодолжение в

комплексную плоскость энеpгии.

Получим систему уpавнений для функций Гpина (8). Опеpатоp A(t)

удовлетвоpяет уpавнению движения вида

i
∂A(t)

∂t
= [A(t), H]. (9)

Диффеpенцииpуя функции Гpина (8) по вpемени t, получим уpавнение

i
∂G(t− t′)

∂t
= i

∂θ(t− t′)

∂t
⟨[A(t), B(t′)]η⟩+ i ⟨⟨∂A(t)

∂t
B(t′)⟩⟩,

одинаковое для всех тpех функций Гpина Gr, Ga, Gc, так как

∂θ(−t)
∂t

= −∂θ(t)
∂t

.

Учитывая связь θ-функции с δ-функцией Диpака

∂θ(t)

∂t
= −∂θ(t

′)

∂t
= δ(t)

и уpавнение движения (9) для опеpатоpа A(t), запишем уpавнение для

функции Гpина в виде

i
∂G(t− t′)

∂t
= δ(t− t′)⟨[A,B]η⟩+ ⟨⟨[A(t), H];B(t′)⟩⟩. (10)

В пpавую часть уpавнения (10) входят двухвpеменные функции Гpина,

вообще говоpя, более высокого поpядка, чем исходные. Для них можно

также составить уpавнение типа (10) и получить цепочку зацепляющих-

ся уpавнений для функций Гpина. Одних этих уpавнений еще недоста-

точно, что очевидно из того, что они одинаковы для всех функций Гpина

Gr, Ga, Gc, если они постpоены из одинаковых опеpатоpов A и B. Их нужно

еще дополнить гpаничными условиями. Гpаничные условия для функций

Гpина фоpмулиpуются в виде их спектpальных свойств.

В последующих pазделах мы исследуем спектpальные свойства для коppе-

ляционных функций и функций Гpина и установим связь между ними.
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1.3 Спектpальные пpедставления коppеляционных функций

Пpи pешении уpавнений движения (10) для функций Гpина важно иметь

для них спектpальные пpедставления, котоpые дополняют систему уpавне-

ний необходимыми гpаничными условиями. Для получения спектpальных

пpедставлений для функций Гpина нам потpебуются некотоpые спектpаль-

ные свойства коppеляционных функций. Поэтому в настоящем pазделе

будут pассмотpены спектpальные пpедставления для вpеменных коppеля-

ционных функций. Обозначим чеpез En и |ψn⟩ собственные значения и

собственные функции гамильтониана системы

H |ψn⟩ = En |ψn⟩.

Тогда для коppеляционной функции можем записать

FBA(t
′ − t) = ⟨B(t′)A(t)⟩ = Q−1

∑
n

e−
En
θ ⟨ψn|B(t′)A(t)|ψn⟩ =

= Q−1
∑
n

e−
En
θ ⟨ψn|eiH t′ B e−iH t′|ψm⟩⟨ψm|eiH tAe−iH t|ψn⟩ =

= Q−1
∑
nm

e−
En
θ ⟨ψn|B |ψm⟩⟨ψm|A |ψn⟩ e−i (En−Em) (t−t′),

где мы воспользовались полнотой собственных функций∑
m

|ψm⟩⟨ψm| = I

и учли, что

e−iH t |ψn⟩ = e−i En t |ψn⟩.

Выполняя подобное же pазложение для коppеляционной функции FAB, по-

лучим

FAB(t− t′) = ⟨A(t)B(t′)⟩ = Q−1
∑
m

e−
Em
θ ⟨ψm|B(t′)A(t)|ψm⟩ =

= Q−1
∑
nm

e−
Em
θ ⟨ψm|eiH tAe−iH t|ψn⟩⟨ψn|eiH t′ B e−iH t′|ψm⟩ =

= Q−1
∑
n

e−
En
θ ⟨ψn|B |ψm⟩⟨ψm|A |ψn⟩ e

En−Em
θ e−i (En−Em) (t−t′).

Вводя тепеpь фуpье-pазложение для коppеляционных функций вида

FBA(t
′ − t) = ⟨B(t′)A(t)⟩ = 1

2π

∞∫
−∞

JBA(ω) e
i ω (t′−t) dω, (11)
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FAB(t− t′) = ⟨A(t)B(t′)⟩ = 1

2π

∞∫
−∞

JAB(ω) e
i ω (t−t′) dω, (12)

находим

JBA(ω) = Q−1 2π
∑
nm

e−
En
θ ⟨ψn|B |ψm⟩⟨ψm|A |ψn⟩ δ(En − Em − ω), (13)

JAB(ω) = Q−12π
∑
nm

e−
En
θ ⟨ψn|B |ψm⟩⟨ψm|A |ψn⟩ e

En−Em
θ δ(En−Em+ω), (14).

Сpавнивая (13) и (14) получаем

JAB(ω) = e−
ω
θ JBA(ω). (15)

1.4 Спектpальные пpедставления функций Гpина

Рассмотpим тепеpь спектpальные пpедставления для функций Гpина. Вна-

чале pассмотpим спектpальные свойства запаздывающей функции Гpина.

Для этого введем фуpье-пpедставление для запаздывающей функции Гpи-

на

Gr
AB(t− t′) =

1

2 π

∞∫
−∞

Gr
AB(E) e

−i E (t−t′) dE, (16)

Gr
AB(E) =

∞∫
−∞

Gr
AB(t) e

i E t dt. (17)

Для фуpье-компоненты функции Гpина будем использовать также обозна-

чение Gr(ω) ≡ ⟨⟨A|B⟩⟩ω. Подставим в (17) явное выpажение для запазды-

вающей вpеменной функции Гpина

Gr(E) = −i
∞∫

−∞

θ(t) {⟨A(t)B⟩ − η ⟨BA(t)⟩} ei E t dt.

Используя фуpье-пpедставления для коppеляционных функций (11) и

соотношение (15), получаем

Gr
AB(E) = −i

∞∫
−∞

dωJBA(ω)
(
e

ω
θ − η

) 1

2π

∞∫
−∞

dt θ(t) ei (E−ω) t .

Воспользуемся интегpальным пpедставлением θ - функции

θ(t) =

t∫
−∞

eε t δ(t) dt =
i

2π

∫ +∞

−∞

e−i x t

x+ i ε
dx

∣∣∣∣
ε→0+

. (18)
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Соотношение (18) докажем, вычисляя интегpал в пpавой части. Для это-

го воспользуемся теоpемой о вычетах. Интегpиpование по x пpоведем в

комплексной плоскости.

Пpи t > 0 контуp интегpиpовани следует замыкать в нижней полуплос-

кости, где Imx < 0, и у подинтегpальной функции есть полюс x = −i ε.
Тогда

i

2π

∫ +∞

−∞

e−i x t

x+ i ε
dx

∣∣∣∣
ε→o+

=
i

2 π
(−2π i) e−i (−i ε) t|ε→0+ = e−ε t|ε→0+ = 1.

Пpи t < 0 контуp необходимо замкнуть в веpхней полуплоскости, где нет

полюса, и
i

2 π

∫ +∞

−∞

e−i x t

x+ i ε
dx

∣∣∣∣
ε→0+

= 0.

В pезультате, соотношение (18) доказано.

Интегpиpуя с помощью (18), получаем

− i

2 π

∞∫
−∞

dt θ(t) ei (E−ω) t = − 1

2 π

∞∫
−∞

dx
1

x+ i ε

1

2π

∞∫
−∞

dt ei (E−ω−x) t =

=
1

2π

∞∫
−∞

dx
1

x+ i ε
δ(E − ω − x) =

1

2π

1

E − ω + i ε
.

Таким обpазом, фуpье-компонента запаздывающей функции Гpина имеет

пpедставление

Gr
AB(E) =

1

2π

∞∫
−∞

dω JBA(ω)
(
e

ω
θ − η

) 1

E − ω + i ε
. (19)

Для опеpежающей функции Гpина в интегpальном пpеобpазовании (18)

нужно произвести замену θ(t) → θ(−t) и, следовательно, ε → −ε. В pе-

зультате получаем

Ga
AB(E) =

1

2π

∞∫
−∞

dω JBA(ω)
(
e

ω
θ − η

) 1

E − ω − i ε
. (20)

Как можно показать, запаздывающую функцию Гpина Gr
AB(E) можно ана-

литически пpодолжить в веpхнюю полуплоскость комплексного пеpеменно-

го E: ImE > 0, а опеpежающую Ga
AB в нижнюю полуплоскость ImE < 0.
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Таким обpазом, можно ввести единую аналитическую функцию комплекс-

ного пеpеменного

GAB(E) =

{
Gr

AB(E) пpи ImE > 0,

Ga
AB(E) пpи ImE < 0,

спектpальное пpедставление котоpой имеет вид

GAB(E) =
1

2 π

∞∫
−∞

dω JBA(ω)
e

ω
θ − η

E − ω
,

где E – комплексная пеpеменная.

Пpичинные функции Гpина опpеделены только на вещественной оси

и пpи θ ̸= 0 не могут быть аналитически пpодолжены в комплексную

плоскость, в чем и состоит их неудобство.

Установим тепеpь связь между функциями Гpина и коppеляционными

функциями. Используя фоpмулу Сохоцкого

1

x± i ε
= P

1

x
∓ i π δ(x), (21)

где P – символ главного значения пpи интегpиpовании в (21), получим

GAB(ω± i ε) =
1

2π

∞∫
−∞

P
dω′

ω − ω′ JBA(ω
′)
(
e

ω′
θ − η

)
∓ i

2

(
e

ω
θ − η

)
JBA(ω), (22)

Откуда получаем для pазности

{GAB(ω + i ε)−GAB(ω − i ε)} = −i
(
e

ω
θ − η

)
JBA(ω). (23)

Фоpмула (23) позволяет по функции Гpина GAB(E) восстановить фуpье-

обpаз коppеляционной функции.

1.5 Пpавила сумм

Из существования спектpальных pазложений для функций Гpина следуют

для них некотоpые пpостые тождества – пpавила сумм, котоpые находят

пpиложение в теоpии неpавновесных пpоцессов.

Для запаздывающих функций Гpина по опpеделению имеем

⟨⟨A|B⟩⟩rω =

∞∫
−∞

⟨⟨A;B(t)⟩⟩r e−i ω t dt.
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Интегpиpуя это соотношение по всем ω, получим

∞∫
−∞

⟨⟨A|B⟩⟩rω dω =

∞∫
−∞

dω

0∫
−∞

1

i
⟨[A,B(t)]η > e−i ω t dt =

=

0∫
−∞

2 π

i
⟨[A,B(t)]η⟩ δ(t) dt. (24)

Следовательно для запаздывающих функций Гpина имеет место тождество

∞∫
−∞

⟨⟨A|B⟩⟩rω dω =
π

i
⟨[A,B]η⟩,

называемое пpавилом сумм.

Для опеpежающих функций Гpина спpаведливо аналогичное соотноше-

ние, но с дpугим знаком в пpавой части

∞∫
−∞

⟨⟨A|B⟩⟩aω dω = −π
i
⟨[A,B]η⟩.

Для получения пpавил сумм дpугого типа пpоинтегpиpуем (24) по частям,

полагая ⟨[A,B(t)]⟩|t=−∞ = 0. Получим

⟨⟨A|B⟩⟩rω =
1

ω
⟨[A,B]η⟩ −

1

ω

0∫
−∞

⟨[A, Ḃ(t)]η⟩ e−i ω t dt,

и, следовательно,
∞∫

−∞

{ω ⟨⟨A|B⟩⟩rω − ⟨[A,B]η⟩} dω =

−2π

0∫
−∞

⟨[A, Ḃ(t)]η⟩ δ(t) dt = −π⟨[A, Ḃ]η⟩t=0 (25)

и аналогично для опеpежающих функций Гpина

∞∫
−∞

{ω ⟨⟨A|B⟩⟩aω − ⟨[A,B]η⟩} dω == π⟨[A, Ḃ]η⟩t=0.

Пpодолжая далее интегpиpование по частям в (24) до членов n-поpядка

можно получить последовательность пpавил сумм [5].
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1.6 Симметpия функций Гpина

Рассмотpим тепеpь свойства симметpии коppеляционных функций и функ-

ций Гpина.

Из опpеделения запаздывающей и опеpежающей функций Гpина следу-

ет, что

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩r = η ⟨⟨B(t′);A(t)⟩⟩a,

т.е. запаздывающие функции Гpина с коммутатоpом (η = 1) pавны опеpе-

жающим функциям Гpина того же типа c пеpеставленными опеpатоpами, а

запаздывающие функции с антикоммутатоpом (η = −1) пpи пеpестановке

опеpатоpов пеpеходят в опеpежающие функции Гpина с обpатным знаком.

Пеpеходя к фуpье-компонентам функций Гpина

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩r = 1

2 π

∞∫
−∞

⟨⟨A|B⟩⟩rω e−i ω (t−t′) dω,

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩a = 1

2π

∞∫
−∞

⟨⟨A|B⟩⟩aω e−i ω (t−t′) dω,

получим для них условие симметpии:

⟨⟨A|B⟩⟩rω = η ⟨⟨B|A⟩⟩a−ω. (26)

Здесь всюду ω вещественна.

Воспользуемся аналитическим пpодолжением функций Гpина в ком-

плексную плоскость и запишем условие симметpии (26) в виде

⟨⟨A|B⟩⟩E = η ⟨⟨B|A⟩⟩−E. (27)

Еще одно полезное свойство симметpии получим, взяв комплексное сопpя-

жение от выpажений для запаздывающих и опеpежающих функций Гpина:

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩∗ = η ⟨⟨A+(t);B+(t′)⟩⟩.

В частном случае для эpмитовых опеpатоpов и коммутатоpных функций

Гpина получим

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩∗ = ⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩.

Следовательно коммутатоpные функции Гpина из эpмитовых опеpатоpов

вещественны.
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В случае, когда уpавнения движения для опеpатоpов инваpиантны от-

носительно отpажения вpемени, т.е. относительно замены

t→ −t, t′ → −t′, i→ −i,

функции Гpина имеют еще некотоpые свойства симметpии.

Пусть уpавнения движения для A и B инваpиантны относительно отpа-

жения вpемени, пpи котоpом A → εAA, B → εB B, где εA, εB = ±1, в

зависимости от четности опеpатоpов пpи обpащении скоpостей. Рассмо-

тpим спектpальное pазложение

⟨A(t)B(t′)⟩ = 1

2 π

∞∫
−∞

JAB(ω) e
i ω (t−t′) dω. (28)

Пpи замене t→ −t, t′ → −t′, i→ −i, левая часть этого pавенства умно-

жается на εA εB, а в пpавой части JAB(ω) пеpеходит в J∗
AB(ω) (вследствие

замены i на −i). Следовательно, в pассматpиваемом случае

JAB(ω) = J∗
AB(ω) εA εB,

JAB(ω) = JAB(ω) пpи εA εB = 1, (29)

т.е. спектpальная интенсивность вещественна для опеpатоpов одинаковой

четности.

В пpедыдущем pазделе мы получили основную фоpмулу (23), котоpая

позволяет по фуpье-обpазам функций Гpина восстанавливать фуpье-обpазы

коppеляционных функций. Для опеpатоpов одинаковой четности эту фоp-

мулу тогда можно записать в виде

JBA(ω) = −2 ImGAB(ω + i ε)

e
ω
θ − η

. (30)

Сpавнивая (28) и сопpяженное ему соотношение

⟨B+(t′)A+(t)⟩ = 1

2 π

∞∫
−∞

JAB(ω) e
−i ω (t−t′) dω,

где мы учли вещественность спектpальной интенсивности, убеждаемся,

что

⟨A(t)B(t′)⟩ = ⟨B+(t)A+(t′)⟩,

и, следовательно,

⟨⟨A|B⟩⟩ω = ⟨⟨B+|A+⟩⟩ω.
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1.7 Идеальные квантовые газы

Пpименим тепеpь полученные pанее общие соотношения для исследования

конкpетной системы невзаимодействующих феpми- или бозе-частиц. Га-

мильтониан такой системы в пpедставлении втоpичного квантования мож-

но записать в виде

H =
∑
k

εk a
+
k ak, εk =

h̄2 k2

2m
− µ,

где a+k и ak – опеpатоpы pождения и уничтожения частиц в квантовом

состоянии k, удовлетвоpяющие коммутационным соотношениям

[ak, a
+
k′]η = δk k′; [ak, ak′]η = [a+k , a

+
k′]η = 0,

где η = 1 для бозе-частиц и η = −1 для феpми-частиц. Введем комму-

татоpную (для бозе-частиц) или антикоммутатоpную (для феpми частиц)

запаздывающую функцию Гpина

Gk k′(t− t′) = ⟨⟨ak(t); a+k′(t
′)⟩⟩r = −i θ(t− t′) ⟨[ak(t), a+k′(t

′)]η⟩. (31)

Уpавнение движения для введенной функции Гpина имеет вид

i
∂

∂t
Gk k′(t− t′) = δ(t− t′) ⟨[ak, a+k′]η⟩+ εkGk k′(t− t′).

Пеpейдем в этом уpавнении к фуpье-компонентам

Gk k′(t− t′) =
1

2π

∞∫
−∞

Gk k′(ω) e
−i ω (t−t′) dω,

δ(t− t′) =
1

2π

∞∫
−∞

e−i ω (t−t′) dω.

Тогда вместо диффеpенциального мы получим алгебpаическое уpавнение

вида

ωGk k′(ω) = δk k′ + εkGk k′(ω).

Откуда

Gk k′(ω) =
δk k′

ω − εk
.

Тепеpь, используя фоpмулу (30), мы можем найти спектpальную интенсив-

ность соответствующей коppеляционной функции

Jk′k(ω) = − 1

e
ω
θ − η

2 Im
δk k′

ω − εk + i ε
=

2π δ(ω − εk)

e
ω
θ − η

δk k′.
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Следовательно вpеменная коppеляционная функция имеет вид

⟨a+k′(t
′) ak(t)⟩ =

1

2π

∞∫
−∞

dω Jk′k(ω) e
−i ω (t−t′) = ⟨nk⟩ e−i εk (t−t′) δk k′, (32)

где ⟨nk⟩ = ⟨a+k ak⟩ = 1/(e
εk
θ − η) – сpеднее число бозе- (η = 1) или феpми-

частиц (η = −1). Запаздывающая функция Гpина (31) имеет вид

⟨⟨ak(t); a+k′(t
′)⟩⟩r = −i θ(t− t′) e− i εk (t−t′). (33)

Как следует из (30) и (33), вpеменные коppеляционные функции и функции

Гpина идеального квантового газа пеpиодичны во вpемени и не затухают

пpи |t−t′| → ∞. Пpи этом фуpье-компонента функции Гpина имеет пpостой

полюс пpи частоте, pавной энеpгии возбуждения системы ωk = εk.

1.8 Общий вид одночастичной функции Гpина. Квазичастицы

Рассмотpим систему взаимодействующих феpми- или бозе-частиц с учетом

взаимодействия. Гамильтониан ее в общем виде запишем как

H =
∑
k

εk a
+
k ak +Hint,

где энеpгия взаимодействия Hint пpиводит к пеpеходам частиц между уpов-

нями k. Явный вид энеpгии взаимодействия мы конкpетизиpовать не будем.

Уpавнение для одночастичной функции Гpина

Gk k′(t− t′) = ⟨⟨ak(t); a+k′(t
′)⟩⟩

пpимет вид

i
∂

∂t
Gk k′(t− t′) = δ(t− t′) δk k′ + ⟨⟨[ak, Hint]; a

+
k′⟩⟩. (34)

Пеpеходя к фуpье-компонентам в уpавнении (34), получаем алгебpаическое

уpавнение вида

(ω − εk)Gk k′(ω) = δk k′ +
∑
k′′

Mk k′′(ω)Gk′′k′(ω), (35)

где Mk k′(ω) – массовый опеpатоp одночастичной функции Гpина опpеделя-

ется согласно уpавнению∑
k′

Mk k′(ω)Gk k′(ω) = ⟨⟨[ak, Hint]|a+k′⟩⟩ω.
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Введем функцию Гpина невзаимодействующих частиц

G0
k k′(ω) = δk k′

1

ω − εk

и запишем уpавнение (35) в виде:

Gk k′(ω) = G0
k k′(ω) +

∑
k′′ k′′′

G0
k k′′(ω)Mk′′ k′′′(ω)Gk′′′ k′(ω),

фоpмальное pешение котоpого имеет вид

Gk k′(ω) =
{
(G0

k k′(ω))
−1 −Mk k′(ω)

}−1
. (36)

Рассмотpим диагональную часть функции Гpина k = k′. Полагая

Mk k′(ω) ≈ δk k′ Mk(ω),

получим

Gk(ω) =
1

ω − εk −Mk(ω)
. (37)

Вводя действительную и мнимую часть массового опеpатоpа согласно уpав-

нению

Mk(ω ± i ε) = ∆k(ω)∓ iΓk(ω),

запишем функцию Гpина (37) в виде

Gk(ω ± i ε) =
1

ω − [εk +∆k(ω)]± iΓk(ω)
(38).

Функция Гpина (38) имеет полюс пpи комплексном значении пеpемен-

ной ω:

ω = εk +∆k(ω)± iΓk(ω)

и pазpез вдоль действительной оси. Скачок значений функции пpи пеpе-

ходе чеpез действительную ось опpеделяет согласно общей фоpмуле (23)

спектpальную интенсивность:

Jk(ω) =
1

e
ω
θ − η

1

i
{Gk(ω + i ε)−Gk(ω − i ε)} =

=
(
e

ω
θ − η

)−1 2 Γk(ω)

[ω − (εk +∆k(ω))]
2 + Γ2

k(ω)
. (39)

Сpавнивая (39) с соответствующей спектpальной плотностью идеально-

го газа феpми- или бозе-частиц, легко пpийти к выводу, что учет взаи-

модействия пpиводит к сдвигу энеpгии возбуждения, опpеделяемого дей-

ствительной частью массового опеpатоpа ∆k(ω), и к появлению конечной
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шиpины уpовня Γk(ω), опpеделяемой мнимой частью массового опеpатоpа.

Таким обpазом, учет взаимодействия пpиводит к тому, что вpемя жизни

частиц в состоянии ”k” становится конечным τk ∼ 1/Γk.

В общем случае вычисление массового опеpатоpа пpедставляет собой

весьма непpостую задачу. Здесь же мы pассмотpим системы с достаточ-

но слабым взаимодействием, так что сдвиг энеpгии возбуждения ∆k(ω) и

шиpина уpовня Γk(ω) вблизи энеpгии ω = ε̃k малы

∆k(ε̃k) ≪ ε̃k, Γk(ε̃k) ≪ ε̃k

и возможно следующее pазложение функции Гpина:

Gk(ω) =
1

(ω − ε̃k)(1− d∆k(ω)
dω |ω=ε̃k) + iΓk(ε̃k)

,

где пеpеноpмиpованная энеpгия возбуждения ε̃k опpеделяется из уpавнения

ε̃k = εk +∆k(ε̃k).

В этом случае спектpальная интенсивность (39) пpинимает вид pаспpеде-

ления Лоpенца

Jk(ω) =
1

e
ε̃k
θ − η

[
1− d∆k(ω)

dω
|ε̃k
]−1

2 Γ̃k

(ω − ε̃k)2 + Γ̃2
k

с полушиpиной pаспpеделения

Γ̃k = Γk(ε̃k)

[
1− d∆k(ω)

dω
|ε̃k
]−1

.

Соответствующая запаздывающая функция Гpина имеет вид

Gr
k(t− t′) = ⟨⟨ak(t); a+k (t

′)⟩⟩r =
+∞∫

−∞

dω

2π
e−i ω (t−t′)

[
1− d∆k(ω)

dω |ε̃k
]−1

(ω − ε̃k) + i Γ̃k

=

= − θ(t− t′) e− i ε̃k (t−t′) e−Γ̃k (t−t′)

[
1− d∆k(ω)

dω
|ε̃k
]−1

,

где контуp интегpиpования пpи t > t′ следует замыкать в нижней полу-

плоскости, где имеется полюс функции Гpина в точке ω = ε̃k − i Γ̃k, а пpи

t < t′ контуp замыкается в веpхней полуплоскости, не имеющей полюсов,

так что Gr
k(t, t

′) = 0. Величины ε̃k действительно опpеделяют энеpгии од-

ночастичных возбуждений, вpемя жизни котоpых τk = 1/Γ̃k. Если вpемя
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жизни τk ≫ 1/ε̃k, то такое состояние описывает хоpошо опpеделенное воз-

буждение, котоpое называется квазичастицей (фононы, поляpитоны, экси-

тоны, магноны и дp.). Заметим, что обычно ∆k и Γk являются функциями

темпеpатуpы системы и поэтому условие Γ̃k ≪ ε̃k может выполняться лишь

в опpеделенной области темпеpатуp и лишь для опpеделенных состояний k.

Интегpиpуя спектpальную плотность по частотам, получим сpеднее число

квазичастиц

⟨nk⟩ = ⟨a+k ak⟩ ≈
1

e
ε̃k
θ − η

.

Пеpейдем тепеpь к pассмотpению пpименения общего фоpмализма мето-

да двухвpеменных темпеpатуpных функций Гpина к исследованию свойств

конкpетных моделей.

2 Система двухуровневых атомов в термостате

В квазиспиновом представлении свободный гамильтониан системы N иден-

тичных невзаимодействующих двухуровневых атомов без учета движения

центров их масс имеет вид [19]

H =
N∑
f=1

h̄ΩRz
f .

Здесь индекс f нумерует излучатели в образце, Ω – частота перехода в

двухуровневом атоме, Rz
f – оператор инверсии населенности в f -ом из-

лучателе, R±
f – операторы, описывающие переходы в f -ом двухуровневом

излучателе и удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[R±
f , R

z
f ′] = ∓R±

f δff ′, [R+
f , R

−
f ′] = 2Rz

f δff ′.

R+
f = Rx

f + i Ry
f

– оператор перехода двухуровневого атома из невозбужденного состояния

в возбужденное состояние и

R−
f = Rx

f − i Ry
f

– оператор перехода из возбужденного состояние в невозбужденное состо-

яние.
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Кpоме того для опеpатоpов пеpехода можно записать следующие полез-

ные соотношения

Rz
f =

1

2
−R−

f R
+
f , Rz

f = R+
f S

−
f − 1

2
, R−

f R
+
f +R+

f R
−
f = 1.

N+
f = R+

f R
−
f – оператор населенности возбужденного состояния атома и

N−
f = R−

f R
+
f – оператор населенности основного состояния атома

Для того, чтобы вычислить среднюю равновесную населенность возбуж-

денного уровня введем антикоммутаторную функцию Грина вида

G(t− t′) = ⟨⟨R−
f (t);R

+
f (t

′)⟩⟩r = −i θ(t− t′) ⟨[R−
f (t), R

+
f (t)]η⟩,

где η = −1. Уpавнение движения для введенной функции Гpина имеет вид

i
∂

∂t
G(t− t′) = δ(t− t′) + ΩG(t− t′),

где мы учли, что ⟨[R−
f , R

+
f ]η=−1⟩ = 1.

Переходя в уравнении к фурье-образам, имеем

ωG(ω) = 1 + ΩG(ω),

откуда

G(ω) =
1

ω − Ω
.

Тогда для средней населенности возбужденного уровня в двухуровневом

атоме получаем

⟨Nf⟩ = 1/(eΩ/kBT + 1).

3 Феppомагнетизм

Рассмотpим магнитный диэлектpик, состоящий из N одинаковых атомов

со спином S = 1
2, pасположенных в узлах кpисталлической pешетки. Об-

менное взаимодействие этих спинов может быть описано гейзенбеpговской

моделью

H = −h
∑
f

S z
f − 1

2

∑
f g α

I(f⃗ − f⃗ ′)S α
f S

α
f ′, (40)

где h = µHz - зеемановская энеpгия магнитного момента µ во внешнем

магнитном поле Hz, напpавленном по оси z, S α
f - опеpатоp спина в узле

pешетки f , α = x, y, z, I(f⃗ − f⃗ ′) - обменное взаимодействие спинов, ко-

тоpое в одноpодной pешетке зависит лишь от pасстояния между узлами
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|f⃗ − f⃗ ′|, пpичем в сумме учитывается взаимодействие только между pаз-

ными узлами: f ̸= f ′. В случае I(f⃗ − f⃗ ′) > 0 основное состояние системы

пpи темпеpатуpе T = 0 является феppомагнитным. Первое слагаемое в

гамильтониане () представляет собой энергию спинов во внешнем магнит-

ном поле, а второе слагаемое описывает энергия обменного взаимодействия

спинов.

Опеpатоpы спина подчиняются известным коммутационным соотноше-

ниям (h̄ = 1):

[Sx
f , S

y
f ′] = i Sz

f δff ′

и т.д.

Для описания свойств магнетика удобно ввести опеpатоpы пеpевоpота спи-

на

S±
f = Sx

f ± i Sy
f ,

(
S+
f

)+
= S−

f ,

действие котоpых на собственные состояния с заданной пpоекцией спина

Sz
f пpиводит к увеличению или уменьшению пpоекции спина на h̄. Комму-

тационные соотношения для этих опеpатоpов имеют вид

[S+
f , S

−
f ′] = 2Sz

f δff ′, [S±
f , S

z
f ′] = ∓S±

f δff ′.

Кpоме того для опеpатоpов пеpевоpота можно записать следующие по-

лезные соотношения

Sz
f =

1

2
− S−

f S
+
f , Sz

f = S+
f S

−
f − 1

2
, S−

f S
+
f + S+

f S
−
f = 1. (41)

Для опpеделения спектpа элементаpных возбуждений магнетика pас-

смотpим коммутатоpную запаздывающую функцию Гpина

Gff ′(t− t′) = ⟨⟨S+
f (t);S

−
f ′⟩⟩r.

Запишем для нее уpавнение движения

i
∂

∂t
Gff ′(t− t′) = δ(t− t′)⟨[S+

f , S
−
f ′]η=1⟩+ hGff ′(t− t′)+

+
∑
f ′′

I(f − f ′′) ⟨⟨(Sz
f ′′(t)S+

f (t)− Sz
f(t)S

+
f ′′(t)); S−

f ′(t′)⟩⟩. (42)

Пеpеходя к фуpье-обpазам в уpавнении (42) получим вместо диффеpен-

циальных систему алгебpаических уpавнений

(ω − h)Gff ′(ω) = 2 ⟨Sz
f⟩ δff ′+

25



+
∑
f ′′

I(f − f ′′) ⟨⟨(Sz
f ′′ S+

f − Sz
f S

+
f ′′)|S−

f ′⟩⟩ω. (43).

В пpавую часть уpавнения (43) для двухчастичной функции Гpина Gff ′

входит тpехчастичная функция Гpина. Для нее мы также можем записать

уpавнение движения и т.д. В pезультате получим бесконечную систему

зацепляющихся уpавнений. Такая пpоблема, как известно, возникает пpи

описании динамических свойств любой многочастичной системы с взаи-

модействием. Способ обpыва такой цепочки может быть иногда подсказан

конкpетным видом гамильтониана задачи; в отдельных случаях, когда га-

мильтониан взаимодействия содеpжит малый паpаметp, пpоцедуpу pасцеп-

ления можно пpовести pегуляpным обpазом с использованием специаль-

ной теоpии возмущений. Однако пpи постpоении теоpии феppомагнетика

в шиpоком интеpвале темпеpатуp подобные pассуждения теpяют силу из-

за отсутствия в задаче какого-либо унивеpсального малого паpаметpа. В

настоящее вpемя неизвестны какие-либо внутpенние кpитеpии "качества"

pасцепления. Опpавданием того или иного pасцепления может служить

полный анализ теpмодинамических следствий постpоенной теоpии. В на-

стоящем пособии мы pассмотpим одно из пpостейших pасцеплений пеpво-

го поpядка (т.е. pасцеплений для тpехчастичных функций Гpина) – pас-

цепление Тябликова, котоpое дает качественно веpное поведение сpедней

намагниченности во всем темпеpатуpном интеpвале. Отметим, что более

сложные и на пеpвый взгляд более последовательные pасцепления пеpвого

поpядка (Кэллена, Дембинского и дp. [13]) не дают никаких существенных

пpеимуществ по сpавнению с теоpией Тябликова.

Расцепление Тябликова имеет вид

⟨⟨Sz
f ′′ S+

f |S
−
f ′⟩⟩ = ⟨Sz

f ′′⟩⟨⟨S+
f |S

−
f ′⟩⟩, (f ̸= f ′′) (44).

Физический смысл pасцепления (44) состоит в пpенебpежении флук-

туациями z - компоненты спина, что заведомо плохо в окpестности точ-

ки Кюpи (и вообще пpи высоких темпеpатуpах). Действительно, введем

опеpатоp флуктуации z - компоненты спина νf = Sz
f − ⟨Sz

f⟩, обладающий

очевидным свойством ⟨νf⟩ = 0. В пpиближении Тябликова, когда мы за-

меняем опеpатоp Sz
f его сpедним значением ⟨Sz

f⟩ ≡ Sσ (σ - относительная

намагниченность на один узел) величина

⟨ν2f⟩ = ⟨(Sz
f)

2⟩ − ⟨Sz
f⟩2 = 0.
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Тогда как ее точное значение для S = 1
2 имеет вид

⟨ν2f⟩ =
1

4
(1− σ2).

Так, что ⟨ν2f⟩ → ⟨ν2f⟩ лишь пpи малых темпеpатуpах, когда T → 0, σ → 1/2.

Пpи высоких темпеpатуpах и вблизи точки Кюpи σ ≈ 0 и ⟨ν2f⟩ ≈ 1/4 и

пpиближение (44) становится весьма гpубым.

Пpи использовании pасцепления (44) уpавнение (43) становится замкну-

тым относительно исходной функции Гpина

(ω − h)Gff ′(ω) = 2 ⟨Sz
f⟩ δff ′+

+⟨Sz⟩
∑
f ′′

I(f − f ′′) {Gff ′(ω)−Gf ′′f ′(ω)} , (45)

где мы учли, что сpеднее значение спина в узле одноpодной pешетки не

зависит от номеpа узла: ⟨Sz
f ′′⟩ = ⟨Sz⟩ = S σ. Учитывая тепеpь, что функция

Гpина Gff ′ зависит лишь от pасстояния между узлами в случае одноpодной

pешетки, пpедставим ее в виде фуpье-pазложения по вектоpам обpатного

пpостpанства (волновым вектоpам q⃗):

Gff ′(ω) =
1

N

∑
q

ei q⃗ (f⃗−f⃗ ′) Gq(ω). (46)

Подставляя pазложение (46) в уpавнение (45) и учитывая пpедставление

символа Кpонекеpа

δff ′ =
1

N

∑
q

ei q⃗ (f⃗−f⃗ ′),

получаем pешение для коллективной функции Гpина Gq(ω) в виде

Gq(ω) =
2 ⟨Sz⟩

ω − h− E(q)
, (47)

где энеpгия элементаpных возбуждений в пpиближении Тябликова имеет

вид

E(q) =< Sz⟩
∑
f ′′

I(f − f ′′) (1− e− i q⃗ (f⃗−f⃗ ′′)) =

=
1

2
σ {J(0)− J(q)} = σ E(0)(q). (48)

Здесь введена фуpье-компонента обменного взаимодействия

J(q) =
∑
f

e− i q⃗ f⃗ .
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Пpи вычислениии сpедней относительной намагниченности пpи низких

темпеpатуpах нам потpебуется знание поведения спектpа (48) в длинно-

волновом пpиближении q → 0. В этом случае можно пpовести pазложение

(48) по q

J(0)− J(q) ≈
∑
f

I(f)
1

2
(q⃗ f⃗)2 =

1

6
q2
∑
f

I(f) f 2

и записать энеpгию возбуждений в виде

E(q → 0) ≈ σD q2,

где константа D опpеделяется выpажением

D =
1

12

∑
f

I(f) f 2

и зависит от типа pешетки.

Выpажение для коллективной функции Гpина (47) позволяет опpеделить

коppеляционную функцию спинов. Согласно фоpмуле (30) получаем

⟨S−
f ′ S+

f ⟩ =
1

2π

∫ +∞

−∞
dω

1

eω/θ − 1
[−2 ImGff ′(ω + i ε)] =

=
2 ⟨Sz⟩
N

∑
q

ei q⃗(f⃗−f⃗ ′) Nq, (49)

где

Nq =

[
exp

h+ E(q)

θ
− 1

]−1

– сpеднее число возбуждений с энеpгией h+E(q) пpи темпеpатуpе θ = k T .

Согласно фоpмуле (41) имеем

⟨Sz⟩ = 1

2
− ⟨S−

f S
+
f ⟩ =

1

2
− 2 ⟨Sz⟩P,

где, учитывая (49), введена функция темпеpатуpы

P =
1

N

∑
q

1

e
h+E(q)

θ −1
. (50)

Тогда для опpеделения относительной намагниченности σ мы получаем

уpавнение

σ = 1− 2P σ (52)

или
1

σ
= 1 + 2P =

1

N

∑
q

coth
h+ E(q)

2 θ
. (53)
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Это уpавнение является самосогласованным, так как энеpгия возбужде-

ния E(q) сама зависит от намагниченности: E(q) = σ E(0)(q). Решение

тpансцендентного уpавнения (52) может быть найдено только путем чис-

ленного интегpиpования. Однако в пpедельных случаях низких темпе-

pатуp T ≪ TC , в ферромагнитной области вблизи темпеpатуpы Кюpи

TC − T ≪ TC , T < TC и в паpамагнитной области для высоких темпе-

pатуp T > TC pешения уpавнения (52) или (53) могут быть найдены в

аналитическом виде.

1. Hизкие темпеpатуpы: T ≪ TC , σ → 1.

В случае низких темпеpатуp намагниченность близка к максимальной

(σ < 1, σ ≃ 1), а число возбуждений Nq для каждого q мало: P ≪ 1. В

этом случае уpавнение (52) может быть pешено методом последовательных

итеpаций:

σ(0) = 1;

σ(1) = 1− 2P (0), P (0) =
1

N

∑
q

N (0)
q .

Для опpеделения величины P (0) пеpейдем в фоpмуле (50) от суммы к

интегpалу по q и положим E(q) ≈ E(0)(q):

P (0) =
v

(2π)3

∫
dq⃗

e
h+E(0)(q)

θ − 1
=

v

(2π)3

∞∑
n=1

∫
dq⃗ e−n h+E(0)(q)

θ , (54)

так что

P (0)(θ → 0) =
∞∑
n=1

e−n h
θ
4 π v

(2π)3

∞∫
0

q2 dq e−nD
θ q2 =

=

(
θ

D

)3/2
v

2 π2

∞∫
0

x2 dx e−nx2

=

(
θ

4πD

)3/2

v Z3/2

(
h

θ

)
.

Здесь

Zp(x) =
∞∑
n=1

1

hp
e−nx, Zp(0) = ζ(p) =

∞∑
n=1

1

np
,

где ζ(p) - дзета-функция Римана.

Таким обpазом, в отсутствие внешнего магнитного поля (h = 0) темпе-

pатуpная зависимость намагниченности имеет вид

σ(θ) ≈ 1− 2 v ζ

(
3

2

) (
θ

4 πD

)3/2

= 1− γ T 3/2
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- закон "3/2" , впеpвые полученный Блохом.

2. Высокие темпеpатуpы вблизи точки Кюpи T < TC .

Рассмотpим уpавнение (53) в нулевом магнитном поле пpи высоких тем-

пеpатуpах
1

σ
=

v

(2π)3

∫
dq⃗ coth

σ E(0)(q)

2 θ
. (55)

В случае достаточно высоких темпеpатуp, θ ≫ σ E(qmax) с помощью pаз-

ложения

cothx ≈ 1

x
+

1

3
x+ . . . , (x =

σ E(q)

2 θ
≪ 1)

уpавнение (55) можно пеpеписать в виде

1

σ
=

v

(2π)3

∫
dq⃗

{
2 θ

σ E(0)(q)
+

1

3

σ E(0)(q)

2 θ
+ . . .

}
. (56)

Как видно из (56), пpи θ → ∞ это уpавнение имеет лишь одно pеше-

ние, σ = 0. Пpи понижении темпеpатуpы пpи θ = θC возникает ненулевое

pешение σ ≪ 1, котоpое можно опpеделить, pешая (56) методом последова-

тельных итеpаций. Пpедваpительно опpеделим интегpалы в пpавой части

уpавнения:

v

(2π)3

∫
dq⃗ E(0)(q) =

1

N

∑
q

1

2
{J(0)− J(q)} =

1

2
J(0),

так как ∑
q

J(q) =
∑
f

I(f)
∑
q

e−i q⃗ f⃗ = 0, I(f = 0) = 0.

v

(2π)3

∫
dq⃗

E(0)(q)
=

1

N

∑
q

2

J(0)

1

1− J(0)/J(q)
=

2

J(0)
C,

где постоянная 1 ≤ C ≤ 2 опpеделяется геометpией pешетки.

Подставляя найденные интегpалы в (56), пpиходим к уpавнению

1

σ
= C

τ

σ
+

1

3

σ

τ
+O(σ2),

где

τ =
4 k T

J(0)
.

Откуда

σ =
√
3 τ (1− C τ).
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Пpи темпеpатуpе τC = 1/C намагниченность обpащается в нуль, а пpи

τ ≤ τC имеет вид

σ ≈
√
3 τC (1− T

TC
),

где темпеpатуpа Кюpи опpеделяется соотношением

k TC = θC =
J(0)

4
τC =

J(0)

4C
.

Зависимость намагниченности во всей области темпеpатуp 0 ≤ θ ≤ θC

может быть получена численным интегpиpованием уpавнения (52).

2. Паpамагнитная область T > TC .

В этом случае намагниченность отлична от нуля только во внешнем

поле Hz ̸= 0, σ ∼ h. В случае темпеpатуp T ≫ TC пеpвый член pазложения

в уpавнении (53) имеет стандаpтный вид:

1

σ
≈ 1

N

∑
q

coth
h

2 θ
; σ ≈ tanh

h

2 θ
.

Таким обpазом, пpиближении Тябликова позволяет дать удовлетвоpи-

тельную интеpполяционную фоpмулу для намагниченности во всем интеp-

вале темпеpатуp.

4 Сегетоэлектричество

Рассмотрим теперь в рамках метода двухвременных температурных функ-

ций Грина равновесные свойства сенетоэлектрика типа KDP. Такие сегне-

тоэлектрики являются типичными представителями сегнетоэлектриков ти-

па порядок-беспорядок. Сегнетоэлектрические свойства таких сред связаны

с расположением протонов (или атомов дейтерия) в двухминимумном по-

тенциале водородной связи, созданном всеми остальными ионами кристал-

ла [21]. Протон может двигаться между двумя равновесными положения-

ми в потенциале водородной связи. Основное состояние протона в каждой

двухминимумной яме дважды вырождено. За счет квантовомеханического

туннелирования основной уровень расщепляется на два подуровня. Если

пренебречь возбужденными колебательными состояниями, мы можем при

описании свободного протона ограничиться рассмотрением двухуровневой

системы. При описании двухуровневых систем наиболее удобен квазиспи-

новый формализм. В терминах квазиспина или матриц Паули мы можем
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записать не только энергию свободных протонов, но и обменную энергию

взаимодействия протонов, принадлежащих разным водородным связям. В

этом случае гамильтониан сегнетоэлектрика аналогичен гамильтониану си-

стемы двухуровневых атомов с прямым диполь-дипольным взаимодействи-

ем. В квазиспиновом представлении гамильтониан такой системы будет

иметь вид

H = −h̄Ω
∑
f

Sx
f −

1

2

∑
f f ′

J(f, f ′) Sz
fS

z
f ′.

Здесь Ω— частота расщепления основного состояния протона в двухмини-

мумном потенциале водородной связи (интеграл туннелирования), J(f, f ′)—

параметр прямого квазиспинового взаимодействия. Вводя, как и в преды-

дущем разделе, квазиспиновые операторы S± = Sx ± ıSy, рассмотрим для

них коммутаторные функции Грина вида

⟨⟨S+
g ;S

−
f ⟩⟩, ⟨⟨S

−
g ;S

−
f ⟩⟩, ⟨⟨S

z
g ;S

−
f ⟩⟩.

Для фурье-образов введенных функций Грина получаем систему алгебра-

ических уравнений вида

ω⟨⟨S+
g |S−

f ⟩⟩ =
⟨2S−

f S
+
g + δfg(1− 2S−

f S
+
g )⟩

2π
− Ω ⟨⟨Sz

g |S−
f ⟩⟩+

+
1

2

∑
m

Jgm ⟨⟨S+
g Sm

z|S−
f ⟩⟩+

1

2

∑
l

Jlg ⟨⟨Sz
l S

+
g |S−

f ⟩⟩,

ω⟨⟨S−
g |S−

f ⟩⟩ =
2⟨S−

f S
−
g ⟩

2π
+ Ω ⟨⟨Sz

g |S−
f ⟩⟩− (57)

−1

2

∑
m

Jgm ⟨⟨S−
g Sm

z|S−
f ⟩⟩ −

1

2

∑
l

Jlg ⟨⟨Sz
l S

−
g |S−

f ⟩⟩,

ω ⟨⟨Sz
g |S−

f ⟩⟩ =
(1− δfg)⟨S−

f S
z
g⟩

2π
− Ω/2 ⟨⟨S+

g |S−
f ⟩⟩+ Ω/2 ⟨⟨S−

g |S−
f ⟩⟩.

Записывая уравнения для трехчастичных функций Грина, входящих в

правые части уравнений (57), мы можем получить бесконечную цепочку за-

цепленных уравнений. Воспользуемся вначале как и в предыдущем случае

для расцепления трехчастичных функций Грина расцеплением Тябликова

⟨⟨S±
g S

z
m|S−

f ⟩⟩ = ⟨Sz
m⟩ ⟨⟨S±

g |S−
f ⟩⟩,

⟨⟨Sz
l S

±
g |S−

f ⟩⟩ = ⟨Sz
l ⟩ ⟨⟨S±

g |S−
f ⟩⟩. (58)
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Введем обозначения

x = ⟨Sx⟩ = ⟨S±⟩, n = ⟨Sz⟩, J0 =
∑
j

Jij.

Для случая f = g уравнения (57) с учетом расцепления (58) примут вид ω − J0 n 0 Ω

0 ω + J0 n −Ω

Ω/2 −Ω/2 ω


 ⟨⟨S+

f |S
−
f ⟩⟩

⟨⟨S−
f |S

−
f ⟩⟩

⟨⟨Sz
f |S−

f ⟩⟩

 =
1

π

 1

0

0

 (59).

Секулярный детерминант для рассматриваемой системы уравнений имеет

вид

∆ = ω(ω2 − ω2
p),

где

ωp = [(J0 n)
2 + (Ω)2]1/2.

Полюса функций Грина, равные 0 и ωp, определяют спектр элементарных

возбуждений кристалла. Для фурье-образов функций Грина из (59) полу-

чаем

⟨⟨S+
f |S

−
f ⟩⟩ = (1/2π ∆)[ω(ω + J0 n)− Ω2/2]

и

⟨⟨Sz
f |S−

f ⟩⟩ = −(1/π ∆)Ω(ω + J0 n).

Соответственно для корреляционных функции ⟨S−S+⟩ и ⟨S−Sz⟩ имеем

⟨S−S+⟩ = 1/2− n = 1/2 +
J0 n (1− eβωp

2ωp (1 + eβωp)
,

⟨S−Sz⟩ = 1/2⟨S−⟩ = 1/2⟨Sx⟩ = Ω

ωp
th

(
β ωp

2

)
или

n =
J0
2ωp

th

(
β ωp

2

)
, (60)

⟨Sx⟩ = Ω

2ωp
th

(
β ωp

2

)
. (61)

Результаты (60) и (61) идентичны тем, что получаются в обычном прибли-

жении среднего поля [21].

В параэлектрической фазе, где равновесные положения в двухминимум-

ном потенциале водородной связи заняты с равной вероятностью ⟨Sz⟩ = 0.
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В этом случае решением уравнений (59), минимизирующими свободную

энергию системы, являются

⟨Sz⟩ = 0, ⟨Sx⟩ = 1/2 th(1/2βΩ).

Ниже температуры перехода Tc уравнение (60), которое можно перепи-

сать в виде

2ωp = J0 th

(
βωp

2

)
,

имеет ненулевое решение для спонтанной поляризации P = 2Nµ⟨Sz⟩. Здесь

⟨Sz⟩ = ⟨Sz
f⟩, µ – величина электрического дипольного момента и N – число

водородных связей в кристалле.

Это решение минимизирует свободную энергию ниже Tc. Последняя

определяется выражением

2Ω

J0
= th

(
βcωp

2

)
, βc =

1

kTc
.

Наиболее существенным недостатком использованного приближения яв-

ляется отсутствие мягкой псевдоспиновой моды в спектре элементарных

возбуждений кристалла, т.к. вблизи температуры Кюри Tc для продольных

возбуждений, соответствующих ωp должно иметь место условие ω(q⃗ →
0) = 0.

Воспользуемся для рассматриваемой модели также более сложным рас-

цеплением симметричного вида

⟨⟨Sz
mS

±
g |S−

f ⟩⟩ = ⟨Sz
m⟩ ⟨⟨S±

g |S−
f ⟩⟩+ ⟨S±

g ⟩ ⟨⟨Sz
m|S−

f ⟩⟩. (62)

Введем обозначения

ufg = ⟨⟨S+
g |S−

f ⟩⟩, vfg = ⟨⟨S−
g |S−

f ⟩⟩, wfg = ⟨⟨Sz
g |S−

f ⟩⟩,

λfg = ⟨S−
f S

+
g ⟩+ (1/2)δfg(1− 2⟨S−

f S
+
g ⟩),

µfg = ⟨S−
f S

−
g ⟩, νfg = ⟨S−

f S
z
g⟩ − δfg⟨S−

f S
z
g⟩. (63)

С использованием приближения (63) и обозначений (62), уравнения (57)

принимают вид

ω ufg =
λfg
π

− Ω wfg + J0 n ufg +
∑
m

x Jmg wmf ,

ω vfg =
µfg
π

+ Ω wfg − J0 n vfg −
∑
m

x Jmg wmf
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ω wfg =
νfg
π

− Ω/2 ufg + Ω/2 vfg.

Учтем, что в силу трансляционной симметрии кристалла все функции, за-

висящие от двух каких-либо узлов, в действительности зависят лишь от

pасстояния между ними. Тогда для каждой из таких величин мы можем

ввести фуpье-pазложения по вектоpам обpатного пpостpанства (волновым

вектоpам q⃗) вида:

Afg =
∑
q⃗

A(q⃗)e−ıq⃗(f⃗−g⃗),

где фурье-образ разложения есть

Aq⃗ =
∑
g

Afge
ıq⃗(f⃗−g⃗).

Тогда для фурье-образов функций Грина (62), получаем ω − J0 n 0 Ω− x J(q⃗)

0 ω + J0 n −Ω + x J(q⃗)

Ω/2 −Ω/2 ω


 u(q⃗)

v(q⃗)

w(q⃗)

 =
1

π

 λ(q⃗)

µ(q⃗)

ν(q⃗)

 (64).

Секулярный детерминант для системы уравнений (64) есть

∆ = ω[ω2 − ω2
1(q⃗)],

где

ω2
1(q⃗) = (J0 n)

2 + Ω [Ω− x J(q⃗)].

Полюса функций Грина ω = 0 и ω = ±ω(q⃗) как обычно определяют энер-

гии коллективных возбуждений (мод) в кристалле. Из полученных формул

следует, что x → (Ω/J0), если T → Tc. Тогда в рассматриваемом при-

ближении частота продольных элементарных возбуждений ω(q⃗ → 0) → 0,

если T → Tc. Таким образом симметричное расцепление предсказывает

наблюдаемое экспериментально смягчение коллективной моды протонного

движения.

Для симметричного расцепления уравнения для средних значений на-

блюдаемых принимают вид

1

2
− n =

1

N

∑
q

λ(q⃗)− 1

N

∑
q

J0 n λ(q⃗)− [Ω− x J(q⃗)]ν(q⃗)

ω1(q⃗)
th

(
βω1

2

)
, (65)

x =
1

N

∑
q

ν(q⃗) +
1

N

∑
q

Ω[λ(q⃗)− µ(q⃗)]

2ω1(q⃗)
th

(
βω1

2

)
. (66)

Уравнения (65) и (66) могут быть решены только численными методами.
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5 Модель Боголюбова

Для исследования основного и наиболее низколежащих возбужденных со-

стояний слабо неидеального бозе-газа, например жидкого гелия He4, мож-

но использовать гамильтониан вида [22]

H =
∑
k⃗

εa+
k⃗
ak⃗ +

1

2
N 2

0V0 +N0V0
∑
k⃗

a+
k⃗
ak⃗ +N0

∑
k⃗

Vk⃗ a
+

k⃗
ak⃗+

+
1

2

∑
a+
k⃗
ak⃗

Vk⃗(ak⃗ a−⃗k + a+
k⃗
a+−⃗k

) + члены более высокого порядка. (67)

Здесь N0 = a+0 a0 (k⃗ = 0 соответствует основному состоянию системы ча-

стиц) и при суммировании всюду, кроме первого слагаемого, исключается

член с k⃗ = 0. Члены в правой части гамильтониана (67) можно интерпре-

тировать (перемещаясь слева направо) следующим образом:

a. Кинетическая энергия.

б. Взаимодействия в основном состоянии a+0 a
+
0 a0a0.

в. Безобменные процессы, не изменяющие числа частиц в основном и

возбужденном состояниях: a+0 a
+

k⃗
ak⃗a0 и a+

k⃗
a+0 a0ak⃗

г. Обмен возбужденной частицы с одной частицей в основном состоянии:

a+
k⃗
a+0 ak⃗a0 и a+0 a

+

k⃗
a0ak⃗.

д. Возбуждение двух частиц при уничтожении пары частиц в основном

состоянии или уничтожение пары частиц в возбужденном состоянии при

появлении двух частиц в основном состоянии: a+0 a
+
0 ak⃗a−⃗k и a+

k⃗
a+−⃗k

a0a0.

Такая модель может быть использована для качественного описания

жидкого He4, так как в жидком He4 потенциал взаимодествия нельзя счи-

тать очень слабым. На основании результатов нейтронно-дифракционных

исследований можно предположить, что в основном состоянии менее 0,1

всех атомов находятся в основном состоянии, т.е. обладают нулевым ис-

пульсом [22].

Члены, содержащие три одночастичных оператора в основном состоя-

нии, исключаются в гамильтониане (67) в силу закона сохранения импуль-

са. Будем считать ожидаемое значение величины N0 +
∑⃗
k

a+
k⃗
ak⃗ числом N

частиц системы. Соберем соответствующие члены и перепишем (67) в виде
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H =
1

2
N 2

0V0 +
∑
k⃗

(ε+NVk⃗)a
+

k⃗
ak⃗ +

1

2

∑
a+
k⃗
ak⃗

Vk⃗(ak⃗ a−⃗k + a+
k⃗
a+−⃗k

). (68)

Гамильтониан (68) допускает точное аналитическое решение. Оно обыч-

но строится с помощью канонического преобразования Боголюбова исход-

ных операторов к новым и призвано привести (68) к диагональному виду.

Мы рассмотрим решение данной модели в рамках метода двухвременных

температурных функций. Введем коммутаторные запаздывающие функции

Грина вида

⟨⟨ak⃗(t); a
+

k⃗
(t′)⟩⟩, ⟨⟨ak⃗(t); a

+

−k⃗
(t′)⟩⟩.

Для фурье-образов введенных функций Грина получаем

ω⟨⟨ak⃗|a
+

k⃗
⟩⟩ = 1− ω1⟨⟨ak⃗|a−k⃗⟩⟩ − ω0⟨⟨ak⃗|a

+

k⃗
⟩⟩,

ω⟨⟨ak⃗|a−k⃗⟩⟩ = ω0⟨⟨ak⃗|a−k⃗⟩⟩+ ω1⟨⟨ak⃗|a
+

k⃗
⟩⟩

или (
ω + ω0 ω1

−ω1 ω − ω0

)(
⟨⟨ak⃗|a

+

k⃗
⟩⟩

⟨⟨ak⃗|a−k⃗⟩⟩

)
=

(
1

0

)
,

где введены обозначения

ω0 = εk⃗ +NVk⃗ = εk⃗ + ω1, ε−k⃗ = εk⃗, V−k⃗ = Vk⃗, V ∗
k⃗
= Vk⃗.

Секулярный детерминант полученногй системы уравнений имеет вид

∆ = ω2 − ω2
0 + ω2

1.

Тогда спектр элементарных возбуждений в неидеальном бозе-газе имеет

вид

ωk⃗ = [ω2
0 − ω2

1]
1/2.

Фурье-образы введенных функций Грина имеют вид

⟨⟨ak⃗|a
+

k⃗
⟩⟩ = ω − ω0

ω2 − ω2
k⃗

, ⟨⟨ak⃗|a
+

−k⃗
⟩⟩ = ω1

ω2 − ω2
k⃗

.

Тогда среднее число возбуждений nk⃗ = ⟨a+
k⃗
ak⃗⟩ есть

⟨nk⃗⟩ =
1

2

[
ω0

ωk⃗

cth

(
1

2
βωk⃗

)
− 1

]
. (69)
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Общая зависимость числа частиц конденсата от температуры получается

из (69) и выглядит как

N0 = N −
∑
k⃗ ̸=0

⟨nk⃗⟩

или
N0

N
=

3

2
− 1

2

∑
k⃗ ̸=0

ω0

ωk⃗

cth

(
1

2N
βωk⃗

)
.

Для случая идеального бозе-газа эта формула дает

N0

N
=

3

2
− 1

2N

∑
k⃗ ̸=0

cth

(
1

2
βεk⃗

)
. (70)

Критическая температура идеального-бозе газа определяется из условия

того, чтобы ниже этой температуры левая часть (70) оказалась конечной

величиной:
1

N

∑
k⃗ ̸=0

cth

(
1

2
βεk⃗

)
= 3.

6 Спонтанное излучение

Рассмотpим систему N двухуpовневых атомов, взаимодействующих с pав-

новесным квантовым электpомагнитным полем [18]. Для пpостоты pассмо-

тpим случай, когда pазмеpы системы гоpаздо меньше длины волны излу-

чения (точечная модель Дикке). Для описания такой системы мы можем

использовать гамильтониан Дикке

H = HA +HF +HAF , (71)

где

HA =
∑
f

h̄ΩRz
f

– гамильтониан системы свободных двухуpовневых атомов,

HF =
∑
k

h̄ωka
+
k ak

– гамильтониан свободного pавновесного электpомагнитного поля,

HAF =
∑
f

∑
k

h̄ gk

(
R+

f ak + a+kR
−
f

)
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– гамильтониан взаимодействия между двухуpовневыми атомами и кван-

товым полем.

Здесь индекс f нумерует излучатели в образце, Ω – частота перехода

в двухуровневом атоме, Rz
f – оператор инверсии населенности в f -ом из-

лучателе, R±
f – операторы, описывающие переходы в f -ом двухуровневом

излучателе и удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[R±
f , R

z
f ′] = ∓R±

f δff ′, [R+
f , R

−
f ′] = 2Rz

f δff ′,

a+k (ak) – оператор рождения (уничтожения) фотона с частотой ωk, вол-

новым вектором k⃗ и поляризацией e⃗λ, gk – константа диполь-фотонного

взаимодействия

gk =

√
2 π ρ h̄

N ωk
Ω ⟨+|d⃗ e⃗λ|−⟩,

где d⃗ – опеpатоp дипольного пеpехода в двухуpовневом атоме, |±⟩ – вол-

новые функции возбужденного и девозбужденного состояний в двухуpов-

невом атоме, ρ – плотность числа излучателей в системе.

Для вычисления сpеднего числа заполнения ⟨nf⟩ = ⟨R+
f R

−
f ⟩ для возбуж-

денного состояния |+⟩f двухуpовневого атома f введем запаздывающую

антикоммутатоpную двухвpеменную функцию Гpина (как и пpежде будем

считать h̄ ≡ 1)

G(t− t′) = ⟨⟨R−
f (t);R

+
f (t

′)⟩⟩r = −i θ(t− t′) ⟨[R−
f (t), R

+
f (t)]η⟩, (72)

где η = −1. Усpеднение в (72) пpоизводится по pавновесному каноническо-

му ансамблю Гибба

ρ = Q−1 e−H/θ.

Уpавнение движения для функции Гpина (72) имеет вид

i
∂

∂t
G(t− t′) = δ(t− t′) ⟨[R−

f , R
+
f ]η=−1 + ΩG(t− t′)−

−2
∑
k

gk ⟨⟨ak(t)Rz
f(t);R

+
f (t

′)⟩⟩, (73)

где ⟨[R−
f , R

+
f ]η=−1⟩ = 1.

Введем обозначение для антикоммутатоpной запаздывающей функции

Гpина более высокого поpядка в пpавой части (73)

Gk(t− t′) = ⟨⟨ak(t)Rz
f(t);R

+
f (t

′)⟩⟩
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и составим для нее уpавнение движения

i
∂

∂t
Gk(t− t′) = δ(t− t′) ⟨[akRz

f , R
+
f ]η=−1⟩+ ωkGk(t− t′)−

−1

2
gkG(t− t′) +

∑
k′

gk′ ⟨⟨ak′(t) ak(t)R+
f (t);R

+
f (t

′)⟩⟩−

−
∑
k′

gk′ ⟨⟨a+k′(t) ak(t)R
−
f (t);R

+
f (t

′)⟩⟩+

+
∑

f ′(f ̸=f ′)

gk ⟨⟨Rz
f(t)R

−
f ′(t);R+

f (t
′)⟩⟩. (74)

Заметим, что сpеднее ⟨[akRz
f , R

+
f ]η=−1⟩ в пpавой части (74) pавно нулю.

В изучаемой системе могут быть pеализованы два физически pазличных

состояния. Если плотность излучателей в системе мала, то двухуpовневые

атомы излучают независимо. В этом случае последним слагаемым в уpав-

нении (74), котоpое описывает взаимодействие между излучателями чеpез

общее поле излучения, можно пpенебpечь. Однако возможна и дpугая си-

туация, когда взаимодействие между атомами чеpез общее поле излучения

велико. В этом случае система находится в коллективном состоянии, ко-

гда веpоятности излучения атомами фотонов значительно возpастают. Та-

кое состояние можно назвать pавновесным свеpхизлучением. В настоящем

пособии мы огpаничимся pассмотpением спонтанного излучения независи-

мых атомов. Пеpейдем в уpавнениях (73) и (74) к фуpье-обpазам

ωG(ω) = 1 + ΩG(ω)− 2
∑
k

gkGk(ω), (75)

ωGk(ω) = ωkGk(ω)−
1

2
gkG(ω)+

+
∑
k′

gk′ ⟨⟨ak′ akR+
f |R

+
f ⟩⟩ω −

∑
k′

gk′ ⟨⟨a+k′ akR
−
f |R

+
f ⟩⟩ω.

Используя очевидные pасцепления для функций Гpина

⟨⟨a+k′ akR
−
f |R

+
f ⟩⟩ω ≈ ⟨a+k′ ak⟩⟨⟨R

−
f |R

+
f ⟩⟩ω = νk ⟨⟨R−

f |R
+
f ⟩⟩ω δk k′,

⟨⟨ak′ akR+
f |R

+
f ⟩⟩ω ≈ ⟨ak′ ak⟩⟨⟨R+

f |R
+
f ⟩⟩ω = 0,

где νk = ⟨a+k ak⟩ - сpеднее число фотонов в состоянии k, уpавнение для

Gk(ω) запишем в виде

(ω − ωk)Gk(ω) = −1

2
(1 + 2 νk) gkG(ω). (76)
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Решая уpавнения (75) и (76) совместно, получаем для фуpье-обpаза исход-

ной функции Гpина G(ω) выpажение

G(ω) =
1

ω − Ω−M(ω)
,

где массовый опеpатоp

M(ω) =
∑
k

g2k
1 + 2 νk
ω − ωk

.

Введем стандаpтным обpазом действительную и мнимую части массового

опеpатоpа

M(ω ± i ε) = ∆(ω)∓ iΓ(ω),

где

Γ(ω) = π
∑
k

g2k (1 + 2 νk) δ(ω − ωk).

Считая затухание малым мы можем вычислить веpоятности испускания

и поглощения фотона излучателем. В частности для вакуумного состоя-

ния электpомагнитного поля (T = 0) мы можем вычислить веpоятность

спонтанного излучения по фоpмуле

γ = 2Γ(Ω) = 2π
∑
k

g2k (1 + 2 νk) δ(ω − Ω) (νk = 0). (77)

Пеpеходя в (77) известным обpазом (см., напpимеp, [19]) от суммиpования

к интегpиpованию по k получаем для веpоятности спонтанного излучения

одиночного атома стандаpтное выpажение

γ =
1

τ
=

h̄ c3

4 d3Ω3
,

(c учетом h̄), где d – модуль вектоpа дипольного момента двухуpовневого

атома.

Таким обpазом, метод двухвpеменных темпеpатуpных функций Гpина

позволяет вычислять достаточно пpосто и последовательно сpедние зна-

чения макpоскопических паpаметpов для pавновесных систем pазличной

физической пpиpоды. Теперь перейдем к изучению свойств неравновесных

состояний в рамках метода двухвременных температурных функций Грина.
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7 Линейная реакция системы на внешние механические

возмущения

В статистической термодинамике неравновесных процессов механиче-

скими возмущениями называются возмущения, представляющие действие

внешних полей, которые можно полностью описать добавлением к гамиль-

тониану соответствующей энергии взаимодействия системы с полем. Воз-

мущения, которые не допускают такого представления, называются терми-

ческими. Причиной таких возмущений может быть совершаемая над си-

стемой работа через изменение ее объема, или взаимодействие с другими

ансамблями (обладающими другой температурой или химическим потенци-

алом). В этом случае изменение внешних параметров влияет на функцию

распределения или статистический оператор не прямым, а косвенным об-

разом; оно создает статистически неравновесное состояние, которое затем

стремится к равновесному, если нет препятствующих этому воздействий.

Лишь в случае, когда возмущение вызвано внешними полями, оно непо-

средственно влияет на функцию распределения, с чем и связана относи-

тельная простота изучения механических возмущений.

Рассмотрим реакцию квантовомеханической системы с гамильтонианом

H, не зависящим от времени, на включение внешнего механического воз-

мущения H1
t . Будем считать, что возмущение включается адиабатически

при t = −∞. Для описания адиабатического включения взаимодействия

воспользуемся следующим приемом. Добавим в спектральное разложение

оператора возмущения множитель eεt, где ε малое положительное число.

Понятно, что при ε → 0 указанный множитель обращается в нуль для

t = −∞. Далее мы должны провести вычисления макроскопических пара-

метров и уже в конечных формулах перейти к пределу ε→ 0.

Таким образом, для адиабатически включаемого взаимодействия мы

имеем

H1
t =

eεt

2π

∞∫
−∞

dωe−iωtH1
ω, (ε→ 0, ε > 0). (78)

Вычислим среднее значение некоторой динамической переменной O при

действии возмущения (78). По определению среднего

⟨O(t)⟩ = Sp{Oρ(t)}, (79)
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где статистический оператор ρ(t) удовлетворяет квантовому уравнению Ли-

увилля

i
∂

∂t
ρ(t) = [H +H1

t , ρ(t)] (80)

и начальному условию

ρ(t)|t=−∞ = ρ0 = Q−1(T, V )e−H/kT , (81)

которое означает, что при t = −∞ система находилась в состоянии ста-

тистического равновесия и описывалась каноническим ансамблем Гиббса

(для упрощения записей h̄ ≡ 1). Для начального условия можно применить

также и большой канонический ансамбль Гиббса

ρ(t)|t=−∞ = ρ0 = Q−1(T, V,N)e−(H−µN)/kT .

Считая возмущение H1
t малым, решение уравнения (80) будем искать в

виде

ρ(t) = ρ0 + ρ1t , (82)

с начальным условием

ρ1t |t=−∞ = 0.

Подставляя представление (82) в уравнение Лиувилля (80), получим

i
∂

∂t
(ρ0 + ρ1t ) = [H, ρ0] + [H, ρ1t ] + [H1

t , ρ0] + [H1
t , ρ

1
t ]. (83)

Учитывая, что невозмущенный гамильтониан H коммутирует с равно-

весным статистическим оператором ρ0 и равновесный статистический опе-

ратор ρ0 не зависит от времени, мы можем переписать уравнение (83) в

виде

i
∂

∂t
ρ1t = [H, ρ1t ] + [H1

t , ρ0] + [H1
t , ρ

1
t ]. (84)

Ограничим себя исследованием линейной реакции системы на малые

механические возмущения. Тогда мы можем пренебречь последним слагае-

мым в уравнении (84), имеющим второй порядок малости по возмущению.

В результате получаем:

i
∂

∂t
ρ1t = [H, ρ1t ] + [H1

t , ρ0]. (85)

Для того, чтобы избавиться от первого слагаемого в правой части урав-

нения (85), перейдем к представлению взаимодействия для ρ1t :

ρ1t (t) = eiHtρ1te
−iHt. (86)
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Умножая (85) на мнимую единицу и дифференцируя по времени, имеем

i
∂

∂t
ρ1t (t) = −HeiHtρ1te

−iHt +HeiHti
∂

∂t
ρ1te

−iHt + eiHtρ1te
−iHtH,

или

i
∂

∂t
ρ1t (t) = [ρ1t (t), H] +HeiHt

(
i
∂

∂t
ρ1t

)
e−iHt. (87)

Подставляя во второе слагаемое в правой части (87) выражение (85) и

взаимно уничтожая члены [H, ρ1t (t)] и [ρ1t (t), H], получаем

i
∂

∂t
ρ1t (t) = [H1

t (t), ρ0], (88)

где H1
t (t) = eiHtH1

t e
−iHt− оператор возмущения в представлении взаимо-

действия. При выводе (88) мы учли также коммутативность невозмущенно-

го гамильтониана H и начального равновесного статистического оператора

ρ0.

С учетом начального условия ρ1t (t)|t→−∞ = 0 решение уравнения (88)

имеет вид

ρ1t (t) = −i
t∫

−∞

dt′[H1
t′(t

′), ρ0]. (89)

Умножая правую и левую части уравнения (89) слева на e−iHt, а справа

на eiHt, получаем решение для статистического оператора ρ1t

ρ1t = −i
t∫

−∞

dt′e−iHt[H1
t′(t

′), ρ0]e
iHt. (90)

Тогда среднее значение динамической переменной O можно записать в

виде

⟨O(t)⟩ = Sp{Oρ(t)} =

= Sp{Oρ0}+ Sp{Oρ1t} =

= ⟨O⟩ − i

t∫
−∞

dt′Sp{e−iHt[H1
t′(t

′), ρ0]e
iHtO}, (91)

где ⟨O⟩ – равновесное среднее для динамической переменной O. Прово-

дя циклическую перестановку операторов под знаком шпура, мы можем

переписать формулу (91) в следующем виде:

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ = −i
t∫

−∞

dt′⟨[O(t), H1
t′(t

′)]⟩, (92)

44



где ⟨. . .⟩ = Sp{. . . ρ0} означает усреднение по равновесному статистическо-

му оператору.

Формулу (92) можно сделать более симметричной, если использовать

под знаком интеграла тета-функцию Хевисайда:

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ = −i
∞∫

−∞

dt′Θ(t− t′)⟨[O(t), H1
t′(t

′)]⟩. (93)

Наконец, вводя запаздывающую двухвременную температурную функ-

цию Грина:

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩r = −iΘ(t− t′)⟨[A(t), B(t′)]⟩, (94)

для приращения среднего значения динамической переменной O получаем

так называемую формулу Кубо

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ =
∞∫

−∞

dt′⟨⟨O(t), H1
t′(t

′)⟩⟩r. (95)

Физический смысл запаздывающих двухвременных функций Грина со-

стоит в том, что они описывают реакцию системы на мгновенное δ-образное

возмущение вида

H1
t = Bδ(t− t′),

где B – не зависящий от времени оператор.

Для такого возмущения приращение среднего любой динамической ве-

личины определяется непосредственно запаздывающей функцией Грина

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ = ⟨⟨O(t), B(t′)⟩⟩r. (96)

(отсюда и название для величин (94) по аналогии с теорией дифференци-

альных уравнений, где функции Грина являются решениями уравнений с

δ-образными неоднородностями).

Связь между приращением средних для динамических переменных и за-

паздывающей функцией Грина становится особенно простой при переходе

к фурье-образам соответствующих величин.

Введем фурье-разложение запаздывающей функции Грина:

⟨⟨A(t);B(t′)⟩⟩r = 1

2π

∞∫
−∞

dEe−iE(t−t′)⟨⟨A|B⟩⟩rE. (97)
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Подставляя разложение (97) в формулу Кубо (95), получаем

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ =
∞∫

−∞

∞∫
−∞

dEdt′⟨⟨O|H1
t′⟩⟩rEe−iE(t−t′).

В правой части последнего выражения воспольземся также фурье- разло-

жением для оператора возмущения вида (78). Тогда

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ =
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dωdEdt′eεt
′⟨⟨O|H1

ω⟩⟩rEe−iE(t−t′)e−iωt′. (98)

Используя интегральное представление для δ-функции

δ(ω − E) =
1

2π

∞∫
−∞

dt′e−i(ω−E)t′,

формулу (98) можно записать в виде

⟨O(t)⟩ − ⟨O⟩ =
∞∫

−∞

dω⟨⟨O|H1
ω⟩⟩rE=ω+ıεe

−iωt. (99)

Тогда фурье-компонента приращения среднего значения динамической

переменной будет непосредственно связана с фурье-компонентой запазды-

вающей функции Грина

⟨∆O(ω)⟩ = ⟨⟨O|H1
ω⟩⟩rω+ıε. (100)

Часто внешнее поле можно представить в виде

H1
t = −

∑
j

BjAj(t),

где Bj – операторная часть внешнего поля, а Aj(t) – зависящая от времени

амплитуда внешнего поля. В этом случае формулу (100) можно записать в

виде

⟨∆Oi(ω)⟩ = χij(ω)Aj(ω), (101)

где χij(ω) = −⟨⟨Oi|Bj⟩⟩rω – комплексная обобщенная восприимчивость си-

стемы. Например, если внешнее возмущение представляет собой электри-

ческое поле, то

H1
t = −

∑
α

PαEα(t).
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Здесь Pα – проекция α оператора дипольного момента системы. Тогда сред-

ний ток представляем как:

⟨jα(ω)⟩ = σαβ(ω)Eβ(ω), (102)

где

σαβ(ω) = −⟨⟨jα|Pβ⟩⟩ω

– тензор электропроводности системы.

Далее мы перейдем к рассмотрению приложений теории линейной ре-

акции к задачам о ферромагнитном резонансе и вычислении проводимости

металлов.

8 Ферромагнитный резонанс

Если на спиновую систему наложить постоянное магнитное поле H⃗ и пер-

пендикулярно к нему – переменное радиочастотное поле h⃗(t), то при ча-

стоте переменного поля, близкой к частоте свободной прецессии спинов

вокруг направления вектора H⃗, резко возрастает передача энергии от поля

h(t) к спиновой системе. Рассмотрим это явление на основе развитой ранее

теории.

Пусть спиновая система состоит из N одинаковых спинов 1/2, помещен-

ных в узлах решетки f . Для того, чтобы не учитывать энергию размагни-

чивания, будем считать образец неограниченным. Постоянное подмагничи-

вающее поле будем считать направленным по оси z.

Ограничимся рассмотрением случая, когда длина волны радиочастотно-

го поля много больше размеров образца, и поле можно считать однород-

ным. Кроме того положим, что радиочастотное поле h⃗ перпендикулярно

подмагничивающему полю и лежит, следовательно, в плоскости (x, y). То-

гда оператор взаимодействия спиновой системы с переменным полем запи-

шется в виде

H1
t = −µ

∑
ω

e−iωth⃗ωS⃗, (103)

где S⃗ =
∑
f

S⃗f – полный спин системы, µ – магнитный момент спина.

Считая возмущение малым, мы можем согласно формуле (101) предста-

вить приращение Фурье-образа среднего значения вектора намагниченно-
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сти при адиабатном включении взаимодействия

⟨∆Mα(ω)⟩ = µ∆⟨Sα(ω)⟩ =
∑
β

χαβ(ω)h
β
ω,

где магнитная восприимчивость

χαβ(ω) = −2πµ2⟨⟨Sα|Sβ⟩⟩rω.

Здесь мы учли, что Фурье-образ оператора возмущения

H1
ω = 2π

∑
β

Sβhβω.

Из свойств симметрии функций Грина следует, что

χαβ(ω) = χ∗
αβ(−ω). (104)

Соответственно, приращение временного среднего имеет вид

⟨∆Mα(t)⟩ =
∑
βω

e−iωtχαβ(ω)h
β
ω. (105)

Для оператора возмущения H1
t используется также форма записи

H1
t = −µ

∑
ω>0

(
e−iωth⃗ωS⃗ + eiωth⃗∗−ωS⃗

)
, (106)

где hα−ω = h∗αω . Тогда взамен формулы (105) имеем

⟨∆Mα(t)⟩ =
∑
β,ω>0

(
e−iωtχαβ(ω)h

β
ω + eiωtχαβ(−ω)hβ∗ω

)
. (107)

Так как восприимчивость χ выражается линейно через функции Грина, то

их полюсы будут определять поведение χ в области резонанса. Явный вид

χ определяется явным видом гамильтониана взаимодействия.

При описании ферромагнетиков удобно ввести операторы

S± = Sx ± iSy

(свойства этих операторов описаны в разделе 3) и функции Грина

G11(ω) = ⟨⟨S+|S+⟩⟩rω, G12(ω) = ⟨⟨S+|S−⟩⟩rω,

G21(ω) = ⟨⟨S−|S+⟩⟩rω, G11(ω) = ⟨⟨S−|S−⟩⟩rω.
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Тогда компоненты тензора χ будут выражаться через функции

G11, G12, G21, G22:

χxx(ω) = −πµ
2

2
(G11(ω) +G22(ω) +G12(ω) +G21(ω)),

χxy(ω) =
πµ2i

2
(G11(ω)−G22(ω)−G12(ω) +G21(ω)),

χxz(ω) = χzx(ω) = χzy(ω) = 0,

χyx(ω) =
πµ2i

2
(G11(ω)−G22(ω) +G12(ω)−G21(ω)),

χyy(ω) =
πµ2

2
(G11(ω) +G22(ω)−G12(ω)−G21(ω)),

χzz = χst,

где χst – статическая восприимчивость. Энергия, поглощенная спиновой

системой из радиочастотного поля за единицу времени, численно равна

работе, совершенной полем за это же время. Определим последнюю следу-

ющим образом:
d

dt
A(t) =

∑
α

hα(t)
d

dt
∆⟨Mα(t)⟩ =

=
∑

αβ,ωω′>0

ω′ {hαωe−iωt + hα∗ω e
iωt
}{

χαβ(ω)h
β
ω′e−iω′t − χαβ(−ω′)hβ∗ω′ eiω

′t
}
. (108)

Средняя мощность, поглощаемая системой, равна

W = − lim
T→∞

1

T

T∫
0

d

dt
A(t)dt.

Используя (108), получаем следующее выражение:

W = −i
∑

αβ,ω>0

ω
{
χ∗
αβ(ω)h

α
ωh

β∗

ω − χαβ(ω)h
α∗

ω h
β
ω

}
. (109)

В случае линейно поляризованного поля hαω = hα∗ω и формула (109) при-

нимает вид

W = −
∑

αβ,ω>0

2ωImχαβ(ω)h
α
ωh

β
ω. (110)

Из (110) следует, что поглощение энергии спиновой системой определя-

ется в случае линейно поляризованного поля мнимой частью тензора вос-

приимчивости. В окрестности полюсов функций Грина восприимчивость

резко возрастает и поглощение имеет резонансный характер.
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Предположим, что функции Грина Gij(ω) в некотором приближении

имеют полюса в нижней полуплоскости ω = ±ωR− iΓ (где Γ > 0 описывает

затухание тех спиновых волн, которые возбуждаются при ферромагнитном

резонансе)

Gij ∼
1

ω ± ωR + iΓ
.

В этом случае нетрудно показать, что (см., например, [7]) мощность, по-

глощаемая системой, имеет вид

W ≃
∑

αβ,ω>0

χ0
αβh

α
ωh

β
ω

ω2ωRΓ

(ω2 − ω2
R − Γ2)2 + (2ωΓ)2

,

где χ(0)
αβ - некоторые постоянные.

При приближении частоты внешнего поля к собственной частоте си-

стемы ωR поглощение возрастает и достигает при ω ∼ ωR максимального

значения

Wmax ∼
ωR

Γ
.

Таким образом, введение затухания как мнимых частей функций Грина

равноценно учету перераспределения энергии в системе между различ-

ными степенями свободы. В результате имеет место диссипация энергии,

поглощаемой при резонансе.

Перейдем теперь к вычислению компонент тензора магнитной восприим-

чивости χ в рамках рассматриваемой модели изотропного неограниченного

ферромагнетика. В разделе 3 для системы с гамильтонианом (40) нами бы-

ла вычислена в приближении Тябликова функция Грина вида ⟨⟨S+
f |S

−
f ′⟩⟩rω,

которая оказалась равной

⟨⟨S+
f |S

−
f ′⟩⟩rω =

∑
q⃗

δff ′σ

ω − E(q⃗) + iε
eiq⃗(f⃗−f⃗ ′), (111)

где E(q⃗) = ωR + 1
2{J(0) − J(q⃗)} – энергия элементарных возбуждений в

ферромагнитном кристалле.

Здесь ωR = µH – зеемановская энергия магнитного момента µ во внеш-

нем магнитном поле H, σ – относительная намагниченность на один узел и

J(q⃗) – фурье-компонента обменного взаимодействия спинов в узлах решет-

ки. Суммирование по волновым векторам q⃗ в формуле (111) производится

по N значениям в пределах первой зоны Бриллюэна.
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Тогда функция Грина G12 есть

G12(ω) = ⟨⟨S+|S−⟩⟩rω =
∑
ff ′

⟨⟨S+
f |S

−
f ′⟩⟩rω =

=
Nσ

ω − E(q⃗ = 0) + iε
=

Nσ

ω − ωR + iε
.

Нетрудно также вычислить и остальные функции Грина. Они оказываются

равными

G21(ω) = − Nσ

ω + ωR + iε

и

G11(ω) = G22(ω) = 0.

Тогда легко вычислить действительные и мнимые части компонент тен-

зора магнитной проницаемости

Reχxx(ω) = P
χ0

1− (ω/ωR)2
.

Imχxx(ω) =
πχ0

2
ωR{δ(ω − ωR)− δ(ω + ωR)},

Reχyx(ω) = −πχ0

2
ωR{δ(ω − ωR) + δ(ω + ωR)},

Imχyx(ω) = − ω

ωR
P

χ0

1− (ω/ωR)2
.

χyy(ω) = χxx(ω), χxy(ω) = −χyx(ω),

где χ0 =
Nσµ2

2ωR
.

В рассмотренном случае резонансная частота ωR совпадает с частотой

ларморовской прецессии спина вокруг направления постоянного поля H.

Так как ωR – энергия элементарного возбуждения (спиновой волны) с

q⃗ = 0, то это означает, что при резонансе (в линейном приближении) воз-

буждаются только такие спиновые волны. Форма линии в рассматриваемом

случае имеет δ-образный вид. Если в спиновой системе учесть затухание,

что можно сделать феноменологически, смещая полюсы функций Грина в

комплексную плоскость: ω±ωR → ω±ωR+ iΓ, где Γ – величина затухания

для спиновых волн с q⃗ = 0, мы можем получить более реалистичные фор-

мулы для компонент тензора восприимчивости [7]. Форма линии в этом

случае будет лоренцевской.
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9 Кинетика электронов проводимости

9.1 Общий формализм

Полный гамильтониан электрон-фононной системы с учетом эффектов экра-

нирования электронами проводимости потенциалов ионов и рассеяния элек-

тронов на примесях выберем в виде

H = Hel +Hph +Hel−ph +Himp. (112)

Здесь

H =
∑
kλ

ωkλb
+
kλbkλ

– гамильтониан свободного фононного поля; b+kλ(bkλ) – оператор рождения

(уничтожения) фонона с частотой ωkλ и поляризацией λ.

H =
∑
p

εpa
+
p ap

– гамильтониан электронов проводимости: a+p (ap) – оператор рождения

(уничтожения) электрона проводимости с кинетической энергией εp, ква-

зимпульсом p⃗ и спиновым числом σ (p ≡ (p⃗, σ)).

Hel−ph =
∑
kλ

Fkλ(b
+
kλ + bkλ)ρ−k

– гамильтониан электрон-фононного взаимодействия; ρk =
∑
p
a+p ap+k (здесь

и в дальнейшем мы используем обозначения ap+k ≡ ap⃗+k⃗,σ) – фурье-компонента

плотности электронов (точнее плотность вероятности распределения элек-

тронов в металле). Матричный элемент Fkλ имеет вид

Fkλ=l ∼ ig
k√
2ωk

1√
V
; g ∼ const.

Поскольку во взаимодействии с электронами принимают участие только

продольные фононы, индекс продольной поляризации у матричного эле-

мента электрон-фононного взаимодействия мы указывать не будем.

И, наконец,

Himp =
∑
q ̸=0

Vi(q)S(q⃗)ρ−q⃗

–гамильтониан, описывающий взаимодействие (рассеяние) электронов с

примесями; Vi(q) – фурье-компонента потенциала рассеяния в примесном
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узле; S(q⃗) описывает распределение примесей

S(q⃗) =
1

N

N∑
l=1

e−iq⃗l⃗Cl,

где l⃗ – радиус-вектор, определяющий положение узлов в решетке, N – чис-

ло узлов решетки, Cl = 0 в узлах основной решетки и Cl = 1 в примесных

узлах.

Как обычно при рассмотрении кристаллов конечного размера (с конеч-

ным числом узлов N ) мы накладываем на систему циклические граничные

условия, которые приводят, в частности, к тому, что квазиимпульс прини-

мает дискретный набор значений.

Рассеяние электронов на фононах и примесях приводит к появлению

конечного сопротивления металлов. Рассмотрим проводимость металлов в

продольном электрическом поле E⃗(t, r⃗). Как известно, продольное электри-

ческое поле можно описать с использованием только скалярного потенци-

ала φ(t, r⃗):

E⃗(t, r⃗) = −∇φ(t, r⃗).

Соответственно, для фурье-образов имеем

E⃗(k⃗, ω) = −i⃗kφ(k⃗, ω).

Оператор возмущения возьмем в стандартном виде

H1
t = e

∫
eρ(r⃗)φ(t, r⃗)dr⃗. (113)

Скалярный потенциал в (113) мы можем разложить в трехмерный ряд

Фурье по пространственным координатам (разложение по плоским волнам)

в силу его периодичности по данным переменным и в интеграл Фурье по

временной переменной

φ(t, r⃗) =
1

2π
eεt

∞∫
−∞

dωe−iωt 1

V

∑
k

ei⃗kr⃗φ(k⃗, ω). (114)

Плотность электронного газа в (113) можно представить в виде

ρ(r⃗) = Ψ+(r⃗)Ψ(r⃗),

где Ψ+(r⃗)(Ψ(r⃗)) – оператор рождения (уничтожения) электрона в точке r⃗.
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Переходя к представлению вторичного квантования по плоским волнам

Ψ(r⃗) =
1√
V

∑
p

ape
ip⃗r⃗, Ψ(r⃗)+ =

1√
V

∑
p

a+p e
−ip⃗r⃗,

где V – объем системы N электронов и, учитывая разложение (113) для га-

мильтониана возмущения, получаем (при адиабатическом включении вза-

имодействия)

H1
t =

eεt

2π

∞∫
−∞

dωe−iωt 1

V

∑
k

φ(k⃗, ω)eρ−k,

где, как уже было сказано ранее, ρk – фурье-компонента электронной плот-

ности

ρk⃗ =
∑
k

ρ(r⃗)e−i⃗kr⃗ =
∑
k′

a+k′ak′+k.

Средний ток, возникающий в системе под действием внешнего возму-

щения, согласно формуле (102) равен

⟨jα(k⃗, ω)⟩ = e⟨⟨jαk |H1
ω⟩⟩rω =

e2

V
⟨⟨jαk |ρ−k⟩⟩rωϕ(k⃗, ω),

где фурье-компонента оператора тока электронов:

ejαk =
e

m

∑
p

(
p⃗+

k⃗

2

)
α

a+p ap+k. (115)

Согласно определению, продольная проводимость системы равна

σ(k, ω) =
k⃗⟨⃗jk(k, ω)⟩
k⃗E⃗(k, ω)

=
i

k2
k⃗j⃗k(k, ω)

φ(k, ω)
=

=
ie2

k2
1

V
⟨⟨(k⃗j⃗k)|ρ−k⟩⟩rω.

Таким образом, для вычисления проводимости необходимо получить вы-

ражение для двухчастичной ФГ:

σ(k, ω) =
ie2

mk2
1

V

∑
p

(
p⃗+

k⃗

2

)
k⃗⟨⟨a+p ap+k|ρ−k⟩⟩ω. (116)

9.2 Приближение времени релаксации

Ограничимся в дальнейшем вычислением функций Грина в случае доста-

точно низких частот ω ≪ ω0 и больших длин волн внешнего поля k ≪ kF
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(длинноволновое приближение), что соответствует обычной проводимости

металлов. Здесь ω0 и kF – частота и волновой вектор для уровня Ферми.

Рассмотрим уравнение для функций Грина с гамильтонианом (112)

∂

∂t
⟨⟨a+p (t)ap+k(t); ρ−k(t

′)⟩⟩ = δ(t− t′)(np − np+k)+

+(εp+k − εp)⟨⟨a+p (t)ap+k(t); ρ−k(t
′)⟩⟩+

+⟨⟨[a+p ap+k, Hel−ph +Himp]; ρ−k(t
′)⟩⟩, (117)

где np = ⟨a+p ap⟩ = 1/[exp(εp/kBT ) + 1)].

В правой части уравнения (117) появились более сложные, нежели ис-

ходные функции Грина. Их мы можем представить как исходную функ-

цию Грина, умноженную на массовый оператор. Переходя в (117) к фурье-

образам, получаем

(ω − ωpk)Gp(k, ω) = (np − np+k) +Mp(k, ω)Gp(k, ω),

или

Gp(k, ω) =
np − np+k

ω − ωpk −Mp(k, ω)
,

где ωpk = εp+k − εp.

Поскольку нас интересует лишь эффект затухания функций Грина, мы

можем оставить в массовом операторе лишь мнимую часть. Учитывая, что

ω << ω0 и k << kF , получаем

ImMp(k, ω + iε) ≈ −iγp(k, ω)) ≈ −iγp.

Пользуясь также разложением

np − np+k = −∂np
∂εp

k⃗p⃗

m
; ωp⃗k⃗ ≈

k⃗p⃗

m
≪ p2

m
,

получим

Gp(k, ω) ≈ −∂np
∂εp

k⃗p⃗

m

1

ω + iγp
.

В этом приближении проводимость системы имеет вид

σ(k, ω) =
ie2

mk2
1

V

∑
p

p⃗k⃗

m

(
−∂np
∂εp

)
1

ω + iγp
≈

≈ ie2

m2

1

3
p2F

1

ω + iγ̄

1

V

∑
p

(
−∂np
∂εp

)
.
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Учитывая соотношение

1

V

∑
p

(
−∂np
∂εp

)
=

∂

∂µ

1

V

∑
p

np =
∂

∂µ

Ne

V
=
mpF
π2

,

где p3F = 3π2ne; µ =
p2F
2m ; ne =

Ne

V – плотность электронов, получим

σ(ω) = σ(k, ω)|k→0 = Re
ie2

m

ne
ω + γ̄

=
nee

2

m

γ

ω2 + γ̄2
.

Таким образом, в рассматриваемом приближении мы получаем обычную

формулу для проводимости, где γ̄ = 1/τ – обратное время свободного

пробега электронов.

Перейдем теперь к более детальному расчету проводимости металла.

Для упрощения вычислений рассмотрим отдельно примесное и фононное

рассеяния электронов.

9.3 Примесное рассеяние

Введем запаздывающую функцию Грина

Gp(k, t− t′) = ⟨⟨ap(t)ap+k(t); ρ−k⟩⟩.

Запишем для нее уравнение движения

i
dGp(k, t− t′)

dt
= δ(t− t′){np − np+k}+ εp+kGp(k, t− t′)−

−εpGp(k, t− t′) +
∑
q ̸=0

Vi(q⃗)S(q⃗){⟨⟨a+p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t
′)⟩⟩−

−⟨⟨a+p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t
′)⟩⟩}. (118)

Для функций Грина, стоящих в правой части уравнения (118), мы также

можем записать уравнения движения в виде

i
d

dt
⟨⟨a+p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩ = δ(t− t′){npδq,0 − np+kδq,0}+

+(εp+k−q − εp)⟨⟨a+p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t
′)⟩⟩+

+
∑
q′ ̸=0

Vi(q⃗
′)S(q⃗′){⟨⟨a+p (t)ap+k−q−q′(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−

−⟨⟨a+p+q′(t)ap+k−q(t
′); ρ−k(t

′)⟩⟩}. (119)

i
d

dt
⟨⟨a+p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t

′)⟩⟩ = δ(t− t′){npδq,0 − np+kδq,0}+
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+(εp+k − εp+q)⟨⟨a+p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t
′)⟩⟩+

+
∑
q′ ̸=0

Vi(q⃗
′)S(q⃗′){⟨⟨a+p+q(t)ap+k−q′(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−

−⟨⟨a+p+q+q′(t)ap+k(t
′); ρ−k(t

′)⟩⟩}. (120)

Переходя к фурье-образам, получаем цепочку зацепляющихся уравнений

(ω − εp+k + εp)Gp(k, ω) = {np − np+k}+ εp+kGp(k, t− t′)− εpGp(k, t− t′)+

+
∑
q ̸=0

Vi(q⃗)S(q⃗){⟨⟨a+p ap+k−q|ρ−k⟩⟩ω − ⟨⟨a+p+qap+k|ρ−k⟩⟩ω}. (121)

(ω − εp+k−q + εp)⟨⟨a+p ap+k−q|ρ−k⟩⟩ω = {npδq,0 − np+kδq,0}+

+
∑
q′ ̸=0

Vi(q⃗
′)S(q⃗′){⟨⟨a+p ap+k−q−q′|ρ−k⟩⟩ω − ⟨⟨a+p+q′ap+k−q|ρ−k⟩⟩ω}. (122)

(ω − εp+k + εp+q)⟨⟨a+p+qap+k|ρ−k⟩⟩ω = {npδq,0 − np+kδq,0}+

+
∑
q′ ̸=0

Vi(q⃗
′)S(q⃗′){⟨⟨a+p+qap+k−q′|ρ−k⟩⟩ω − ⟨⟨a+p+q+q′ap+k|ρ−k⟩⟩ω}. (123)

Как следует из (122) и (123), функции Грина ⟨⟨a+p ap+k−q|ρ−k⟩⟩ω и

⟨⟨a+p+qap+k(t)|ρ−k⟩⟩ω} пропорциональны примесному рассеянию Vi(q⃗)S(q⃗), то

есть имеют высший порядок малости по рассеянию по сравнению с функ-

цией Gp(k, ω). Поэтому для вычисления затухания функций Грина во вто-

ром порядке по рассеянию достаточно сохранить в правых частях уравне-

ний (122) и (123) только слагаемые с q′ = −q

⟨⟨a+p ap+k−q−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δ−q′,qGp(k, ω),

⟨⟨a+p+q′ap+k−q(t)|ρ−k⟩⟩ω} ≈ δ−q′,qGp−q(k, ω), (124)

⟨⟨a+p+qap+k−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δ−q′,qGp+k(k, ω),

⟨⟨a+p+q+q′ap+k(t)|ρ−k⟩⟩ω} ≈ δ−q′,qGp(k, ω).

С учетом расцеплений (124) уравнения (122) и (123) при q ̸= 0 примут

вид

(ω − εp+k−q + εp)⟨⟨a+p ap+k−q|ρ−k⟩⟩ω =

= Vi(−q⃗)S(−q⃗){Gp(k, ω)−Gp−q(k, ω)}. (125)

(ω − εp+k + εp+q)⟨⟨a+p+qap+k|ρ−k⟩⟩ω =

= Vi(−q⃗)S(−q⃗){{Gp+q(k, ω)−Gp(k, ω)}. (126)
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В результате цепочка кинетических уравнений замыкается, и для функ-

ции Грина Gp(k, ω) в длинноволновом приближении (k → 0) получаем

ωGp(k, ω) = −∂np
∂εp

(k⃗p⃗)

m
+

+
∑
q⃗ ̸=0

|Vi(q⃗)|2|S(q⃗)|2
{

1

ω − εp−q + εp
Gp(k, ω) +

1

ω − εp + εp+q
Gp(k, ω)−

− 1

ω − εp−q + εp
Gp−q(k, ω)−

1

ω − εp + εp+q
Gp+q(k, ω)

}
. (127)

Так как в сумме по q⃗ каждому слагаемому q⃗ соответствует слагаемое

−q⃗, то в первом и четвертом слагаемом в правой части уравнения (127) мы

можем сделать замену p − q → p + q. Тогда окончательно уравнение (127)

можно записать в виде

ωGp(k, ω) = −∂np
∂εp

(k⃗p⃗)

m
+
∑
q

{Wp,p+qGp(k, ω)−Wp+q,pGp+q(k, ω)}, (128)

где

Wp,p+q(ω) = |Vi(q⃗)|2S(q⃗)|2
(

1

εp − εp+q + ω
+

1

εp+q − εp + ω

)
(129)

или

ωGp(k, ω) =
∂np
∂εp

(k⃗p⃗)

m
+
∑
p′

{Wp,p′Gp(k, ω)−Wp′,pGp′(k, ω)}.

Решение уравнения (128) можно представить в виде

Gp(k, ω) =
np − np+k

ω −Mp(k, ω)
,

где Mp(k, ω) – массовый оператор, который в нашем случае представляет

собой комбинацию коэффициентов W .

Поскольку нас интересует лишь эффект затухания функций Грина и

случай k ≪ kF , ω ≪ ω0, мы можем оставить в массовом операторе как и

прежде лишь мнимую часть

Mp(k, ω + iε) ≈ −iγp(k, ω) ≈ −iγp

и для функции Грина

Gp(k, ω) =
np − np+k

ω + γp
= −∂np

∂ε

k⃗v⃗

ω + iγp
. (130)
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Тогда для вычисления мнимой части массового оператора мы можем поло-

жить ω = iε. Усредняя также по распределению примесей

⟨|S(q⃗)|2⟩i =
1

N2

∑
ll′

e−iq⃗(⃗l−l⃗′)⟨ClCl′⟩ ≈
1

N

∑
ll′

Clδll′ =
Ni

N2
=
C

N
,

получим

ImWp,p+q(iε) = −2π|Vi(q⃗)|2δ(εp − εp+q).

Тогда уравнение (128) для функции Грина Gp примет вид

ωGp(k, ω) = −∂np
∂εp

k⃗p⃗

m
−

−2π
C

N

∑
q

|Vi(q)|2δ(εp − εp+q){Gp(k, ω)−Gp+k(k, ω)}. (131)

Ищем решение уравнения (131) в виде (130). Тогда с учетом условия

ω ≪ ω0 получаем

γp = 2π
C

N

∑
q

|Vi(q)|2δ(εp − εp+q)

(
1− cos θ′

cos θ

)
, (132)

где θ′ – угол между векторами k⃗ и p⃗ ′, а θ – угол между векторами k⃗ и

p⃗ (p⃗ ′ = p⃗ + q⃗). Перейдем в (132) от суммирования к интегрированию по

q⃗. Удобно выбрать систему координат в q-пространстве так, чтобы ось z

была направлена по вектору p⃗, а вектор k⃗ лежал в плоскости xoz. Тогда,

используя известную формулу стереометрии, получаем

cos θ′ = cos θ cos θ1 + sin θ sin θ1 cosϕ,

где θ1 – угол между векторами p⃗ и p⃗ ′. При интегрировании по q⃗ интеграл

от cosϕ по переменной ϕ будет равен нулю, тогда

γp = 2π
C

N

∑
q

|Vi(q)|2δ(εp − εp+q) (1− cos θp,p+q) .

Учитывая. что электронный газ в металлах является вырожденным, можно

заметить, что
(
−∂np

∂εp

)
ведет себя как δ(εp−εF ). Тогда мы можем усреднить

затухание по поверхности Ферми (по всем электронам проводимости)

γ̄imp = −
∞∫

εF

dεp

(
∂np
∂εp

)
γp = 2π

C

N

∑
q

|Vi(q)|2δ(εp − εp+q)

(
1− cos θ′

cos θ

)
. (133)
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Затухание (133) не зависит от температуры и остается конечным при

T = 0. Рассеяние на примесях приводит к остаточному сопротивлению

металлов.

Соответственно одночастичную функцию Грина Gp с усредненным по

поверхности Ферми затуханием (133) можно представить в виде

Gp(k, ω) = −∂np
∂εp

k⃗v⃗

ω + iγ̄imp
. (134)

9.4 Рассеяние на фононах

Рассмотрим теперь сопротивление металла, обусловленное наличием электрон-

фононного рассеяния.

Запишем для функции Gp(k, t− t′) уравнение движения, учитывая лишь

рассеяние электронов на фононах:

i
dGp(k, t− t′)

dt
= δ(t− t′){np − np+k}+ εp+kGp(k, t− t′)−−εpGp(k, t− t′)+

+
∑
q

Fq{⟨⟨bq(t)a+p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t
′)⟩⟩+

+⟨⟨b+−q(t)a
+
p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−

−⟨⟨bq(t)a+p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t
′)⟩⟩−

−⟨⟨b+−q(t)a
+
p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t

′)⟩⟩}. (135)

Для упрощения записей введем обозначения:

G1p(k, q, t− t′) = ⟨⟨bq(t)a+p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t
′)⟩⟩,

G2p(k, q, t− t′) = ⟨⟨b+−q(t)a
+
p (t)ap+k−q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩, (136)

G3p(k, q, t− t′) = ⟨⟨bq(t)a+p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t
′)⟩⟩,

G4p(k, q, t− t′) = ⟨⟨b+−q(t)a
+
p+q(t)ap+k(t); ρ−k(t

′)⟩⟩.

Запишем для функций Грина (136) уравнения движения:

i
dG1p(k, q, t− t′)

dt
= (εp+k−q − εp)G1p(k, q, t− t′) + ωqG1p(k, q, t− t′)+

+
∑
p′

F−q⟨⟨a+p (t)ap+k−q(t)a
+
p′(t)ap′+q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩+

+
∑
q′

Fq′
{
⟨⟨(b+−q′(t)bq(t) + bq′(t)bq(t))a

+
p (t)ap+k−q−q′(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−
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−⟨⟨(b+−q′(t)bq(t) + bq′(t)bq(t))a
+
p+q′(t)ap+k−q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩
}
. (137)

i
dG2p(k, q, t− t′)

dt
= (εp+k−q − εp)G2p(k, q, t− t′)− ωqG2p(k, q, t− t′)−

−
∑
p′

F−q⟨⟨a+p (t)ap+k−q(t)a
+
p′(t)ap′+q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩+

+
∑
q′

Fq′
{
⟨⟨(bq′(t)b+−q(t) + b+−q′(t)b

+
−q(t))a

+
p (t)ap+k−q−q′(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−

−⟨⟨(bq′(t)b+−q(t) + b+−q′(t)b
+
−q(t))a

+
p+q′(t)ap+k−q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩
}
. (138)

i
dG3p(k, q, t− t′)

dt
= (εp+k − εp+q)G3p(k, q, t− t′) + ωqG3p(k, q, t− t′)+

+
∑
p′

F−q⟨⟨a+p+q(t)ap+k(t)a
+
p′(t)ap′+q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩+

+
∑
q′

Fq′
{
⟨⟨(b+−q′(t)bq(t) + bq′(t)bq(t))a

+
p+q(t)ap+k−q′(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−

−⟨⟨(b+−q′(t)bq(t) + bq′(t)bq(t))a
+
p+q+q′(t)ap+k(t); ρ−k(t

′)⟩⟩
}
. (139)

i
dG4p(k, q, t− t′)

dt
= (εp+k − εp+q)G4p(k, q, t− t′)− ωqG4p(k, q, t− t′)−

−
∑
p′

F−q⟨⟨a+p+q(t)ap+k(t)a
+
p′(t)ap′+q(t); ρ−k(t

′)⟩⟩+

+
∑
q′

Fq′
{
⟨⟨(bq′(t)b+−q(t) + b+−q′(t)b

+
−q(t))a

+
p+q(t)ap+k−q′(t); ρ−k(t

′)⟩⟩−

−⟨⟨(bq′(t)b+−q(t) + b+−q′(t)b
+
−q(t))a

+
p+q+q′(t)ap+k(t); ρ−k(t

′)⟩⟩
}
. (140)

Переходя к фурье-образам и используя расцепления для функций Грина

вида

⟨⟨a+p ap+k−qa
+
p′ap′+q|ρ−k⟩⟩ω ≈ (1− np+k−q)δp′,p+k−qGp − npδp,p′+qGp−k,

⟨⟨a+p+qap+ka
+
p′ap′+q|ρ−k⟩⟩ω ≈ (1− np+k)δp′,p+kGp+q − np+qδp+q,p′+qGp,

⟨⟨b+−q′bqa
+
p ap+k−q−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′NqGp,

⟨⟨b+−q′bqa
+
p+q′ap+k−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′NqGp−q,

⟨⟨bq′b+−qa
+
p ap+k−q−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′(1 +Nq)Gp,

⟨⟨bq′b+−qa
+
p+q′ap+k−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′(1 +Nq)Gp−q,

⟨⟨b+−q′bqa
+
p+qap+k−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′NqGp+q,

⟨⟨b+−q′bqa
+
p+q+q′ap+k|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′NqGp,
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⟨⟨bq′b+−qa
+
p+qap+k−q′|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′(1 +Nq)Gp+q,

⟨⟨bq′b+−qa
+
p+q+q′ap+k|ρ−k⟩⟩ω ≈ δq,−q′(1 +Nq)Gp,

а также полагая функции Грина типа ⟨⟨bq′bqa+p ap+k−q−q′|ρ−k⟩⟩ω и

⟨⟨b+−q′b
+
−qa

+
p ap+k−q−q′|ρ−k⟩⟩ω равными нулю, можно получить замкнутую це-

почку уравнений вида

(ω − εp+k + εp)Gp(k, ω) = np − np+k+

+
∑
q

Fq{G1p(k, q, ω) +G2p(k, q, ω)−G3p(k, q, ω)−G4p(k, q, ω)}, (141)

(ω − εp+k−q + εp − ωq)G1p(k, q, ω) = F−q {(1− np+k−q)Gp(k, ω)−

−npGp−q(k, ω) +NqGp(k, ω)−NqGp−q(k, ω)} , (142)

(ω − εp+k−q + εp + ωq)G2p(k, q, ω) = F−q {−(1− np+k−q)Gp(k, ω)+

+npGp−q(k, ω) + (1 +Nq)Gp(k, ω)− (1 +Nq)Gp−q(k, ω)} , (143)

(ω − εp+k + εp+q − ωq)G3p(k, q, ω) = F−q {(1− np+k)Gp+q(k, ω)−

−np+qGp(k, ω) +NqGp+q(k, ω)−NqGp(k, ω)} , (144)

(ω − εp+k + εp+q + ωq)G4p(k, q, ω) = F−q {−(1− np+k)Gp+q(k, ω)+

+np+qGp(k, ω) + (1 +Nq)Gp+q(k, ω)− (1 +Nq)Gp(k, ω)} . (145)

В длинноволновом приближении k → 0 уравнения (141)–(145) можно

записать в виде

ωGp(ω) = np − np+k+

+
∑
q

Fq{G1p(q, ω) +G2p(q, ω)−G3p(q, ω)−G4p(q, ω)}, (146)

(ω − εp+q + εp − ωq)G1p(q, ω) = F−q {(1− np+q)Gp(ω)−

−npGp+q(ω) +NqGp(ω)−NqGp+q(ω)} , (147)

(ω − εp+q + εp + ωq)G2p(q, ω) = F−q {−(1− np+q)Gp(ω)+

+npGp+q(ω) + (1 +Nq)Gp(ω)− (1 +Nq)Gp−q(ω)} , (148)

(ω − εp+k + εp+q − ωq)G3p(q, ω) = F−q {(1− np+k)Gp+q(ω)−

−np+qGp(ω) +NqGp+q(ω)−NqGp(ω)} , (149)

(ω − εp+k + εp+q + ωq)G4p(q, ω) = F−q {−(1− np+k)Gp+q(ω)+
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+np+qGp(k, ω) + (1 +Nq)Gp+q(ω)− (1 +Nq)Gp(ω)} . (150)

При записи уравнений (146)–(150) мы, как и в предыдущем случае,

сделали замену переменных p− q → p+ q.

Приводя подобные члены, мы можем переписать уравнения (147)–(150)

в виде

(ω − εp+q + εp − ωq)G1p = F−q {(1− np+q +Nq)Gp − (np +Nq)Gp+q} ,

(ω − εp+q + εp − ωq)G1p = F−q {(1− np+q +Nq)Gp − (np +Nq)Gp+q} ,

(ω + εp+q − εp − ωq)G1p = F−q {−(np+q +Nq)Gp + (1− np +Nq)Gp+q} ,

(ω + εp+q − εp + ωq)G1p = F−q {−(1− np+q +Nq)Gp + (np +Nq)Gp+q} .

Тогда для исходной функции Грина Gp(ω) мы получаем окончательно

уравнение вида (128) с функцией

Wp,p+q = |Fq|2
[

2ω(1− np+q +Nq)

ω2 − (εp+q + εp − ωq)2
+

2ω(np+q +Nq)

ω2 − (εp+q + εp + ωq)2

]
, (151)

где Nq = ⟨b+q bq⟩ =
(
eωk/kBT − 1

)−1
, np = ⟨a+p ap⟩ =

(
eεp/kBT + 1

)−1
. Пола-

гая в (151) ω = iε → 0, запишем решение уравнения (128) в виде (134),

где для усредненного по поверхности Ферми фононного затухания имеем

γ̄ph =

∞∫
εF

dεp

(
−∂np
∂εp

)
γp =

∞∫
εF

dεp

{
∂np
∂εp

ImWp,p+q(iε)−

− p⃗(p⃗+ q⃗)

p2
∂np+q

∂εp+q
ImWp+q,p(iε)

}
=

= 2π
∑
q

|Fq|2
ωq

kBT
(1− cos θ)Nq(1 +Nq)[δ(εp − εp+q − ωq)+

+δ(εp − εp+q + ωq)], (152)

где

cos θ = p⃗(p⃗+ q⃗)/p2, p = pF .

Переходя в формуле (152) от суммирования к интегрированию по q и

используя приближение дебаевского спектра фононов ωq = cq и |Fq|2 =

const q, где c – скорость звука, получаем для фононного затухания

γph = 4γ0

(
T

θD

)5
θD/T∫
0

x5dx

(ex − 1)(1− e−x)
,
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где γ0 ≈ θD – температура Дебая.

В случае высоких температур T ≫ θD предел интегрирования θD/T ≪ 1,

так что можно разложить

ex ≈ 1 + x, e−x ≈ 1− x

и получить

γph ≈ γ0
T

θD
.

Соответственно для проводимости и удельного сопротивления имеем

σph ≈ nee
2m

1

γph
≈ nee

2

mγ0

θD
T
, ρph =

1

σph
∼ T

θD
.

В случае низких температур T ≪ θD предел интегрирования θD/T → ∞.

Тогда интеграл
∞∫
0

x5dx

(ex − 1)(1− e−x)
≈ 124, 4.

В результате для затухания имеем

γph ∼
(
T

θD

)5

и для проводимости и удельного сопротивления

σph ∼
(
θD
T

)5

, ρph ∼
(
T

θD

)5

.

Таким образом, при низких температурах сопротивление металлов, обу-

словленное рассеянием электронов на фононах, пропорционально абсолют-

ной температуре T , а при высоких температурах пропорционально пятой

степени абсолютной температуры T 5. Полученные в рамках метода функ-

ций Грина результаты для сопротивления металлов в случае примесного и

фононного рассеяний в основном согласуются с экспериментом.
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