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Комплексные числа. О пределение комплексного числа.

То, что действительные числа геометрически изображаются точками координатной прямой, 
приводит к мысли построить систему чисел, геометрически изображаемых всеми точками ко­
ординатной плоскости. Поэтому в качестве исходных элементов для построения новой числовой 
системы берутся всевозможные упорядоченные пары z = (х , у ), где х , у  G М. Эти пары будем 
называть комплексными числами, если для неё понятие равенства и операции сложения и умно- 
женияе определены следующим образом:

1) две пары z\ =  (x \,y i) ,  z2 = (*2,2/2) считаются равными z\ =  z2 тогда и только тогда, когда 
*1 =  *2,1/1 =  2/2

2) суммой двух пар 2т =  (* i,y i) ,2 2 = (*2,2/2) считается пара(*ь  2/1)+ (*2,2/2) =  (*1+*2,2/1+2/г);

3) произведением двух пар z\ =  (*1,2/1), z2 =  (*2,2/2) считается napa(*i, 2/1)(*2,2/2) =  (*1*2 — 
2/ 12/ 2 , * 12/2  +*22/i) •

Обозначение. С - множество комплексных чисел.
Операции сложение и умножение обладают следующими свойствами:

1. Коммутативность.
2i 22 =  222i ;

2i +  22 =  22 +  2i ;

2. Ассоциативность.
(21 +  22) +  23 =  21 =  (22 +  23);

(2122)23 =  2i (2223);

3. Дистрибутивность (Распределительный закон).

(21 +  22)2з =  2i23 +  2223.

Из равенства комплексных чисел для пар вида (ж, 0) операции выполняются также, как и для 
действительных чисел:

21 =  ( * 1, 0 ), 22 =  (* 2 , 0 ).

( * 1 , 0 ) +  (* 2, 0 ) =  (* 1  +  * 2 , 0 );

(* 1, 0 ) (* 2 , 0 ) =  (* 1* 2 , 0 ).

Определение. Мнимой единицей будем называть г = (0, 1).

и  = г2;

(0,1) (0,1) =  (—1, 0) =  —1; 

г2 =  -1 .

Определение. Алгебраической формой комплексного числа называется представление ком­
плексного числа в виде 2 =  * +  гу, где *, у  £ R.

2 =  (*, у) =  (*, 0) +  (о, у) =  (*, 0) +  (0,1 )(у,  0).

*-действительная часть комплексного числа.

* =  Rez.

у-мнимая часть комплексного числа.
у  = Irriz.
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Определение. Комплексное число х  — гу называется сопряженным комплексному числу х  + гу 
и обозначается 2.

Свойства операции сопряжения:

1. 2 =  2;

2. z = z 4+ z G М;

3. z + z = 2x, \/z = x  + iy ;

4. z = х 2 +  у 2, Mz =  х  +  iy,

5. zi +  22 =  гГ +  Дд 21 -  z 2 = zT -  z^;

6. Z1Z2 =  WZ2;

7. 21/22 =  Ц, при 22 ф 0.

Ввшолнитв операции сложения, вв1читания, произведения и деления этих чисел. 

Решение:

1 . 2 i  +  2 2 =  2  -  г;

2 . 2 i  — 22 =  5 г;

3 . 2 i 2 2  =  7  +  г;

Геом етрическое п редставлен и е ком п лексн ы х  чисел .

Рассмотрим координатную плоскости O X Y , каждой точке плоскости поставим в соответствие 
комплексное число. Плоскости будем назвшатв комплексной.

z i = x i  + iyb z 2 =  x 2 +  iy2.

21 ±  2 2 =  {xi ±  х 2) +  i(yi ±  у2);

2122  =  { x i  +  щ ) ( ж 2 +  %у2) =  Ж1Ж2 -  У\ у 2 +  г (ж 2У1 +  Ж1У2);

П _  { x i  +  щ )  (ж2 -  гу2) _  з+т2 + У 1У2 Д.ж2щ -  Ж1У2.
^2 (ж2 +  гу2) {х2 -  гу2) х \  + у \  х \  +  у \

Пример.
Дани! два комплексных числа:

2i =  1 +  Зг, 22 +  1 — 2г.

1 + З г  1 + 2 г  
1—2г 1+2г

1 ^ 6  1 * 3 + 2  _  _ 5  + i 5 _  _ х + i . 
1 + 4  ^  1 1 + 4  5 Г 1 5 5

У

©
у z = x  + iy

ОХ-действителвная оси, ОУ-мнимая оси.
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Определение.
Радиус-вектором точки z, называется вектор, начало которого находится в точке 0, а конец 

в данной точке z с координатами (х ,у ).

Определение.
Модулем, комплексного числа называется длина радиус-вектора

\z\ = л /  х 2 + у 2.

Vz е  С;

1. \z\ = \z\ ;

2 . zz  = \z\2 ;

3. Vzi,Z2 e C, \z!z2\2 = \zi\2 \z2\2 ;

j z i z 2 j2 =  ( z ! Z 2) ( z Tz 5) =  Z i Z T z 2z 2 =  | ^ i | 2 | z2 |2 ;

4. VZl e  C, z2 ф 0, |§ |  =

Oil =  

Y

22 Zl Zl
21 — = —  Z2 = —

22 z 2 z 2
02 •

Zi +  z2 (z

X

Расстояние между двумя точками равно модулю радиус-вектора разности этих векторов:

d {z i,z2) = \Z! -  z21 .

Неравенство треугольника.
\zi +  z2\ < \zi\ +  \z2\ ■
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Тригонометрическая и показательная формы  комплексного числа.

Определение. Главным аргументом комплексного числа z /  0 будем называть угол между 
положительным направлением действительной оси и радиус-вектором точки Z\

р  = arg z, р е  (—7г; 7г].

Определение. Произвольный аргумент: Arg z = arg z +  2irk, fcg Z .

Примеры.
Найти главный аргумент всех четырех чисел: Z\ = 1 + г, z2 = 1 — г, Z3 = —1 + г, Z4 = —1 — г. 

Решение: Нарисуем на комплексной плоскости радиус-векторы всех четырех чисел:

—г

По определению главного аргумента: р>\ =  j ,  р 2 =  — f , Рз = zp, Р& = ■

При z = 0 аргумент неопределен.

Рассмотрим комплексное число z = х  +  гу, г = \z\ , р  = arg z.
Нарисуем радиус-вектор этого числа:

Y

Z  = х  + iy

Очевидно, что х  = rcosp , у =  sin:/?.
Тогда z =  rco sp  +  гг sin:/? =  r(cosp  +  г sin , запись такого вида называется тригонометри­

ческой формой представления комплексного числа.

Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме.

zi = n (c o sp i  +  is in ^ i) ;  z\ /  0;

Z2 =  Г2(cos P2 У % sin Р2Ф1 2 :2 /0 ;

Z1Z2 =  ^ 1 ^ 2 (cos p i  +  i sin ^ i ) (c o s  P 2 +  i sin P 2 ) =  

r i r 2((cos Pi  cos P 2 sin Pi  sin p 2) +  i(sin p i  cos p 2+ co s  p i  sin p 2)) = n r 2{cos{pi  + p 2) + i s in (^ i  + P 2 ))]

z i z 2 =  r i r 2(cos(pi  + P 2 ) + i s in (^ i  +  p 2)); (4)



z \  r i (co s t^ i  +  s i n ^ i )  (cos p 2 — i sin P 2 ) 
z 2 r 2(cos p 2 +  i sin p 2) (cos p 2 -  i sin p 2)

Г1 / c o s  (Д1 COS (Д2 +  sin Pi  sin LD2 .sin (Д1 COS(/?2 — cos (Д1 sin Tl , , . . . , ..
+  г-------------------    =  — (cos(^ i  - P 2 ) + 1 s in (^ i  -  P 2 ))]

r 2 V 1 1 J Г2
Z \  T \
— = — (cos(<£4 - p 2) + * s in (^ i - p 2))- (5)
Z2 r2

z = r(cosp + is'mp); (6)

\z\ = r =  1; p  = arg z; z /  0.

Формула Эйлера.
ег1р = cos p  + is'm p. (7)

Заменой p  на —p  получаем:
e~%v =  cos p  — i sin p.

gi<p _|_ e ~ i < p  £ i<p _  e ~ i < p

cosp  = ------  ; sin< -̂= ------ - ------ .

e i < p i e i<P2 _  e i ( < P l + ¥ 2 )  (g)

в — е»(У1~У2). (O')
gi<̂ 2 ’  ̂ '

{eiv)n = eivn. (10)

Формула Myaepa.
(cos p  +  i sin p )n =  (cos(nt£>) +  i sin(n^)). (11)

Из (6) и (7) мы можем записать представление комплексного числа в показательной форме.

z = reiip.

Используя (7), (8), (9) мы можем, также как и для тригонометрического представления, за­
писать правила нахождения частного, произведения и возведения в степень комплексных чисел 
в показательной форме:

zi = rie tipi, z2 = г2ег1р2.

1. z iz 2 =

о д. — п з (й - й ).
.22 2̂ ’

3. (rei(p)n = rneiipn;

4. zn = rn{cos{np) +  is'm(np)).

Пример.
Вычислить, используя тригонометрическую и показательную формы комплексного числа:

(1 - г / 3)3(1 +  г)2.

Решение:



1. Вычисления в тригонометрической форме:

2i =  l -  iV 3 =  2 ( c o s ( - |)  +  г s in ( -^ ) ) ;

/— , 7Г 7Г >
22 =  1 +  г =  V2(cos -  +  г sin 

z f = 8(cos(—7г) +  г sin(—7г));
о Л 7Г ч22 =  2(cos — +  г sin — 

z \ zl  = 24( c o s ( - |  +  г s i n ( - |) ) )  =  —16г.

2. Вычисления в показательной форме:

Z\ =  2е з ;

22 =  л/2 ег^;

2i =  8e~i7T; 

z 22 =  2e*f;

z \ z ‘2 = 8е~ш2егi  =  16е_7Г+/  =  16е-1 ^ =  16(cos(^) +  *sin(^)) =  —16г.



И звлечение корней из комплексных чисел.

шп =  Z\ п  G Z; Z  ф 0;
ша = раегпв. z  = r&iV.

рпегпУ = гргср ^  рп = f . n Q = ^  + 2жк' к G Z;

<р +  2ттк
п

р = л/ r ;  61 =

   ■ f  < р-\-27гк  \

Wfc =  k/re v « 1, к G Z. ( П )

Покажем, что при нахождении корней по формуле (11) мы получаем ровно п различных корней:

wo =  л/гег(«); 

и>1 = фгег( V+n );

у+2тг(п-1)
Wra_i =  л/ге

w„ =  л/ге*(«+2?г). 

Очевидно, что перввш и последний членв1 совпадают.

Формула нахождения корней:

/V + 27Гк . .
шп =  v H cos I ----------- ) +  г sin

<p +  2тт к
n

к = 0 ,1 ,..., n — 1.

Геометрическая интерпретация.

На комплексной плоскости точки сед, к = 0, 1, ...,п  — 1 являются вершинами правилвного 
п-уголвника, вписанного в окружности радиуса R = у/ r  с центром в точке 0.

Пример.
Найти все значения корня фТ.
Решение:

1 =  l(cos0 +  г sinO). 

к = 0 шо = cos 0 +  г sin 0 =  1 ;

7Г . . 7Г
к = 1 и>\ = cos — +  г sin — =  г;

к = 2 uj2 = cos7r +  г sin 7Г =  — 1;
, 37Г 37Г
к = 3 сгз =  cos —  +  г sin —  =  —г;
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П он яти е  м атри ц ы . О перац ии  н ад  м атри ц ам и
Пусть m ,n  6 N. Матрицей размера т  х п  называется совокупность т п  

чисел, записанных в виде прямоугольной таблицы из т  строк и п  столбцов. 
При этом сами числа называются элементами матрицы.

Матрицу обозначают прописными латинскими буквами, при этом саму 
таблицу заключают в скобки (либо круглые, либо квадратные, либо двойные 
вертикальные):

А =
1 2 3
4 5 6

В  = '  1 2 ' 1
0 1 2

Элементы матрицы обозначают строчными латинскими буквами, снаб­
женными двумя индексами: -  элемент матрицы, расположенный в г-й
строке j -м столбце. В этих обозначениях матрица размера т  х п  в общем 
виде может быть записана следующим образом:

А  =

(  «11 (1\2 O'ln
«21 а 22 • d2n

V CLml flm.2 LImn

Используются обозначения :
А = (a,ij) -  матрица А с элементами а^;
Rmxn -  множество всех вещественных матриц размера m  х п.
Матриц размера п  х п  называется квадрат,ной матрицей п-го порядка.
Квадратная матрица называется диагональной, если все ее внедиагональ- 

ные элементы Щу, г ф j  равны нулю.
Обозначение: d ia g (a n ,. . . ,  ann).
Диагональная матрица, у которой все диагональные элементы равны 

между собой, называется скалярной.
Скалярная матрица, у которой все диагональные элементы равны 1, на­

зывается единичной. Отметим, что для каждого порядка п  существует своя 
единичная матрица.

Обозначение: Е  или I.
Матрица О, все элементы которой равны нулю, называется нулевой.
Квадратная матрица А = ( )  G Rraxra называется верхней (правой) тре­

угольной, если ciij = 0 при г > j ,  и ниж ней (левой) треугольной, если =  О 
при г < j .

Матрица А = ( )  G R mxra называется верхней (правой) ступенчатой, 
если она обладает следующими свойствами:

1) если г-я строка нулевая, то (г +  1)-я строка также нулевая;
2) если первые ненулевые элементы г-й и (г +  1)-й строк расположены в 

столбцах с номерами ki и к ^ \ ,  то ki < fcj+i-



Эти свойства означают, что все нулеввге строки являются последними и 
что все элементы, расположеннвю слева и под перввш ненулеввш элементом 
каждой строки, равнв1 нулю.

Если в определении верхней ступенчатой матрицв1 поменятв ролями стро­
ки и столбцы, то получим определение ниж ней (левой)ступенчатой матри­
ца:.

Ступенчатая матрица, у которой ki = г, назвшается трапециевидной.

О перац ии  н ад  м атри ц ам и . Две матрица: А = ((%•) и В  = (bij) одина­
кового размера т  х п  называются равными, если

aij =  bij, г =  1 , 2 , . . . ,  m, j  = l , 2 , . . . , n

Обозначение: А  = В.
С ум м ой  матриц А = (aij) £ R mxra и В  = (bij) £ R mxra назвшается 

матрица С  =  (cij) £ Rm'xra, элементв1 которой определенв1 равенством:

Cij = aij + bij, г =  1 , 2 , . . . ,  m, j  = 1 ,2 , . . . ,п .  (1)

Обозначение: С = А  +  В.
Матрица —А = (—а^) £ Rmxra назв1вается противоположной к матрице 

А = (aij) £ Rmxra.
С вой ства операци и  слож ения:
У А, В, С е  Мтхга и О £ Rmxra
1. А  + В  = В  + А;
2 , ( А  + В) + С = А  + (В + С)-
3. А  + О = О + А  = А-,
4. А  +  ( - А )  = - А  + А  = О.

Разностью матриц А  = (а^) £ R mxra и В  = (bij) £ R mxra назвшается 
матрица X  = (ад,-) £ R mxra такая, что А = В  +  X .

Обозначение: X  = А  — В.
Очевидно, что для V А, В  £ R mxra существует единственная разноств 

А — В , при этом
А  — В  = А  +  (—В) = (aij — bij).

П роизведением  м ат рицы  А = (а^) £ R '"x" на число  о: £ R назвша­
ется матрица С  =  (cij) £ Rmxra, элементв1 которой определенв1 равенством:

Cij = aaij, г =  1 , 2 , . . . ,  m, j  = 1 ,2 , . . . ,п .  (2)

Обозначение: С = а  А.
С вой ства операци и  ум н о ж ен и я  м атр и ц ы  на число:
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V A, В  G Rmxra и a,/3 G R
1. (af3)A =  a(/3A);
2. g:(A -\- B) =  gA 4- ctB ;
3. (a  +  (3)A = a A  +  /ЗА;
4. 1 • A =  A;
5. - A  =  ( - l)A .

П роизведением  м ат риц  A =  (ay) G Rmxra и В  = (bij) G Rraxfc называ­
ется матрица С = (с^) G Rmxfc, элементы которой определены равенством:

П

г =  1 , 2 , . . . ,  m, j  =  l , 2 , . . . , k .  (3)
8 = 1

Обозначение: С = АВ .
! Произведение А В  определено лишь в том случае, когда число столбцов 

матрицы А  равно числу строк матрицы В .
С вой ства операци и  ум н о ж ен и я  м атриц:
1. (А В )С  = А (В С );
2. а (А В ) = (а А )В  = А (аВ ), Va G М;
3. А (В  + С) = А В  + АС, (А +  В )С  = АС  +  ВС ,
ввшолненнвю для любв1х матриц А, В , С, для которв1х леввю части ра­

венств имееют смвгсл.
В,елой положительной степенью А к (к > 1) квадратной матрицы  назв1- 

вается произведение к матриц, каждая из которв1х равна А.
Нулевой степенью квадратной матрицы А  назвшается единичная мат­

рица Е  того же порядка, что и А, т. е. А0 =  Е.

Пуств А =  (а^) G Rmxra. Матрица А Т = (аС) G RraxmHa3BiBaeTCH транс­
понированной  к матрице А, если

а% =  ttji, г =  1 , 2 , . . . ,  и, j  = 1 ,2 ,. . .  ,т .

Переход от матрицв1 А к А Т назв1вается транспонированием матрицы  А. 
При транспонировании матрицв1 А ее строки становятся столбцами А Тс теми 
же номерами, а столбцв1 -  строками.

С вой ства операци и  тр ан сп он и рован и я  матриц:
1. (А +  В )т = А т +  В т-
2. (аА )т = а А т, Va G R;
3. (А В )Т = В ТА Т -
4. (Ат)т = А,
ввшолненнвю для любвгх матриц А, В, для которв1х леввю части равенств 

имееют смвюл.

3



1 2  3П  р и м е р 1. Найти произведение матриц А  = ( ^

Решение. А  £ М2х3, В  £ R3x2 => произведение А В  определено (число 
столбцов матрицы А  равно числу строк матрицы В  и равно трем)
и А В  =  С £ М2х2.

По формуле (3) находим

4 5 0а в  = [ :  :  :  11 2 о i =  с = i Сп 012
С-21 С-22

1-1  +  2 - 2 +  3-1  Ы  +  2- 0 +  3- 3 | / 8 10
4-1  +  5- 2 +  0 -1  4 -1  +  5- 0 +  0- 3 j  ^  у 14 4

т.е. -  элементы матрицы С, которые получаются перемножением 
г-й строки матрицы А  на j - й столбец матрицы В.

П  р и м е р 2. Найти значение многочлена f(C ) , если f ( x ) =  ж2 — 2ж +  5;

С = АВ, Л = ( 1  ф  1)«*=(»

Решение. По формуле (3) С = А В  = ^ ^ ^ ^ ; С 2 =  СС  =  ^ ^  ^

Используя формулы (1) и (3) вычисляем

т  = СР-2С+Ь Е = ( ? 2 -_Ь7 ) - 2 ( 1  : П + 5 С о = ~0

4



О п редели тели . О сновны е м етоды  вы ч и слен и я  оп редели телей .
Упорядоченная совокупность чисел ац, а д , . . . ,  <хп , в которой
1) од е {1,2, . . . ,гг}, г = 1,2
2) ОД ф otj при г ф j
называется перестановкой из чисел г = 1,2, ,п.
Говорят, что два числа од и ау в перестановке од, од , . . . ,  ОД, образуют ин­

версию (беспорядок), если cxi > cxj при г < j  и порядок -  в противном случае. 
Общее число инверсий в перестановке а.\, а д , . . . ,  схп обозначается символами 
N (a  1, од, ■ ■ ■, <хп) или N (a).

О пределит елем  п-го порядка  квадратной матрицы А = ((%•) называ­
ется сумма всевозможных произведений а\а1а2а2 ■ ■ ■ апа„ элементов матрицы, 
взятых по одному из каждой строки и каждого столбца, причем, если сомно­
жители в этом произведении упорядочены в порядке возрастания номеров 
строк, то оно берется со знаком (— Для  обозначения определителя 
приняты символы A, |A |,det А. Итак,

O il 012 • Olra

021 022 • 02  га
— ^  '  ( 1 )  ̂  ̂a \ a i (l2a2 ■ ■ ■ & nan 1 (4 )

Oral On.2 Oran.
“ = (« 1 ,“ 2.....“ n)

где суммирование ведется по всевозможным перестановкам (од, а д , . . . ,  <хп) 
из чисел 1 ,2 ,. . .  ,п.

Каждое произведение в сумме (4) называется членом определителя, а чис­
ло ( — l ) w(") -  его знаком.

Из свойств перестановки следует, что число всевозможных членов опреде­
лителя n -го порядка равно п! и что при п > 2 число положительных членов 
равно числу отрицательных и равно п!/2.

Определение (4) для п = 2 и п = 3 приобретает вид

а 11 сод 
021 «22 Й11Й22 — Я.12Й21) (5 )

O i l 0 1 2 013

0 2 1 0 2 2 023

0 3 1 0 3 2 033

— 0 Ц 0 2 2 0 3 3  +  ^ 1 2 0 2 3 0 3 1  +  0 1 3 (1 2 1 0 3 2 “  

“ O13O22O31 — 012021033 — ацОгзОзг-
(6)

С вой ства о п редели теля .
1. Определитель треугольной матрицы равен произведению диагональ­

ных элементов.
2 . Определитель квадратной матрицы не изменяется при ее транспониро­

вании: |А| =  \АГ \.



Следствие. В определении (4) определителя можно поменять ролями 
строки и столбцы:

1^1= 2 2  ( - l ) N(-a)aa iiaa22 ■ ■ -аапп,
a=(ai,ot2,"-,otn)

т.к. эта сумма равна \ЛТ I
3 . Если одна из строк (столбцов) матрицы целиком состоит из нулей, то 

ее определитель равен нулю.
4 . При умножении строки (столбца) матрицы на число ее определитель 

умножается на это число.
5 . Если каждый элемент некоторой г-й строки матрицы представлен в 

виде суммы:
&ik = aik С к =  1 ,2 , ,п,

то определитель матрицы можно представить в виде суммы двух определи­
телей: А =  А' +  А", где

ац й\2 (kin

A = an  +  aii ai2 +  ai2 ■ rd. nin 1 in

Oral Cln2 (Inn

(in (112 ■ d-ln а ц (112 ■ (kin

A' = a'n ai2 ■ ®in , A" = a"i
11
12 ■ vn

(knl (kn2 (кпП (knl (kn2 (кпП
6 . При перестановке местами двух строк (столбцов) матрицы ее опреде­

литель меняет знак.
7 . Определитель матрицы, имеющий две одинаковые строки (столбца), 

равен нулю.
8. Если одна строка (столбец) матрицы является линейной комбинацией 

других ее строк (столбцов), то определитель матрицы равен нулю.
9 . Если к какой-либо строке (столбцу) матрицы прибавить линейную ком­

бинацию других ее строк (столбцов), то ее определитель не изменится.
Определитель к-го порядка, составленный из элементов матрицы 

A  G М"гхга, стоящих на пересечении строк и столбцов с номерами 
Ч <  *2 <  • • • <  Ч и  j i  <  32 <  • • • <  jk  соответственно, называется м инором  
к-го порядка матрицы А  и обозначается

a h j i  ■ ■ ■ a h j k  

a i k j i  ■ ■ ■ a i k j k

ду-il г2...гк
j i h —jk



Минор порядка п — к, оставшийся после вычеркивания в квадратной 
матрице A £ Rraxra строк и столбцов с номерами i\ <  *2 < • • • < и 
j i  < j2 < ■ ■ ■ < jk  соответственно, назвшается дополнит ельны м  м инором  
к м инору Щ1]22 "]кк и обозначается

Число
Л 1*2-ч _  / л  ')E„=i(iP+ip) yrun-ik  

j i h - j k  v '  3132. . . j k

назв1вается а лгебраическим  дополнением  к минору М г.112"лКJ X J 2 •'' J К
п  р и м е р 3 . Дана матрица

(  2
- 3А = - 1  

V 1

3 
2
4 

- 2

- 4
1
3
5

1 \
О 
2 

7 /

Найти алгебраическое дополнение к минору М д|.

Решение. Вычеркнем из данной матрицы 1-ю и 3-ю строки, 3-й и Д й  
столбцы. Минор

' - 3  2

1 - 2

является дополнительным к минору М д|. Алгебраическим дополнением к 
минору Mg! будет

мЦ =

( _ 1)1+3+3+4м 2  =  -
- 3  2

1 - 2
=  - 4.

Т еорем а Л ап л аса . Пусть А  £ u k e N ,  l < k < n  — 1. Пусть
в матрице А  выбраны произвольные к строк (или столбцов). Тогда опреде­
литель матрицы А  равен сумме всевозможных произведений миноров к-го 
порядка, расположенных в выбранных строках (соответственно столбцах), 
на их алгебраические дополнения, т.е.

det А = У !
(jl Jfc)

jiA-1112..Лк Лг1*2--Лк 
3 1 3 2 - 3 к  3 1 3 2 - З к '

Если в теореме Лапласа ввйратв к = 1 и строку (столбец) с номером г, 
то минорами первого порядка, расположеннвши в г-й строке (столбце), будут 
сами элементв1 aij(aji). Обозначив через А ^  алгебраическое дополнение к 
элементу а^, получим из теоремв! Лапласа, что

det А = ^  А ^
3 = 1

det А = ^  ajiAji.
3 = 1

(7)

Представление определителя (7) назвшается р а зло ж ен и ем  определи­
т е л я  по  г-й ст роке (ст олб цу).



п  р и м е р 4. Дана матрица

А =

Найти алгебраические дополнения элементов 2-го столбца. 

Решение.
- „ 1 5

=  13;а 12 =  ( - i ) 1+2 

А 22 =  ( - 1 )2+2

^32 =  ( - 1 ) 3+2

1 5
4 7

- 2 0
4 7

- 2 0
1

=  - 14;

10 .

Т еорем а. Определитель произведения квадратных матриц равен произ­
ведению определителей матриц-сомножителей:

det А В  = det A  det В.

О сновны е м етоды  вы ч и слен и я  оп редели телей .

1. П ри веден и е к  треу го л ьн о м у  виду. Этот метод заключается в пре­
образовании матрицы определителя к такому виду, когда элементы, стоящие 
по одну сторону от главной (побочной) диагонали, равны нулю. Полученный 
определитель по свойству 1 равен произведению элементов главной диагона­
ли (побочной диагонали, умноженной на ( —1)га(га_1)/2).

Для вычисления определителя таким способом используют м ет од Гаус­
са, который приводит определитель n -го порядка матрицы А = (а Д  к верх­
нему треугольному виду:

1. Если ац  = 0, то переставляем строки (столбцы) матрицы определителя 
так, чтобы элемент а ц  Д 0.

2. Умножаем 1-ю строку матрицы определителя последовательно на числа 
—а2\/а ц ,  —а ц / а ц , . . . ,  — ani/( iu  и складываем со 2-ой, 3-й, .. . n -ой строками 
соответственно, получая нули в 1-ом столбце ниже элемента ац .

3. Повторяем процедуру п.1-2, применяя ее к измененной подматрице
(п — 1)-го порядка, у которой в верхнем левом углу стоит элемент а22 и так
ДЭЛ66.

Замечание. Преобразование определителя легче производить с целыми 
числами, поэтому диагональный элемент, если возможно, выбирают равным 
единице, меняя строки (столбцы) местами или вынося общий множитель 
строки (столбца) за знак определителя.



п  р и м е р 5. Вычислить определитель

3 - 9 3 12
-1 5 2 - 3
2 - 2 6 3
0 2 -1 2

А

приведением к треугольному виду.
Решение. Вынесем за знак определителя общий множ итель Рой строки:

А =  3

В полученном определителе ко 2-ой строке прибавим 1-ю и к 3-й строке
1-ю, умноженную на (-2), получим:

1

СО1 1 4
- 1 5 2

СО1

2 - 2 6

со

0 2 - 1 2

женную на (-1), получим:

1 - 3 1 4
0 2 3 1=  3 • 0 4 4 - 5
0 2 - 1  2

умноженную на (-2), и

1 - 3 1 4
0 2 3 1= 3 • 0 0 - 2  - 7
0 0 - 4  1

1 - 3 1 4
0 2 3 1
0 0 - 2 - 7
0 0 0 15

В полученном определителе к 2Г ой строке прибавим 3-ю, умноженную на 
(-2), получим:

А =  3 •

Таким образом,, данный определитель приведен к треугольному виду, и, сле­
довательно,

А =  3 • 1 • 2 • ( -2 )  • 15 =  - 180.

2 . М етод  п он и ж ен и я  п о р я д к а  основан на использовании формул (7). 
Формула разложения определителя по строке (столбцу) принимает особенно 
простой вид, когда в этой строке (столбце) все элементы равны нулю, кроме 
одного.



п  р и м е р 6. Вычислить определитель

СО 1 2 4
0 0 -1 6
2 1

СО 1
2 - 2

со 1

А

методом понижения порядка.
Решение. Вычтем из 3-й строки 2г ю и получим

СО 1 2 4
0 0 -1 6
0

СО 0 0
2 - 2

СО 1

А

Полученный определитель разложим по 3-й строке:

А =  3 • ( - 1 ) 3+2

Прибавив к 3-му столбцу 2-ой, умноженный на 6, получим:

А =  - 3  •

3 2 4
0 - 1 6  
2 3 1

3 2 16
0 - 1 0  
2 3 19

Полученный определитель разложим по 2-й строке:

А =  - 3  • ( -1 )  • (-1 ) 2 + 2 3 16 
2 19

=  3 • 25 =  75.



О б ратн ая  м атри ц а.
Матрица А -1 называется обрат ной к  м а т р и ц е  А, если

АА~ = А~ А  = Е.

Матрица А, для которой существует обратная матрица, назвшается обрати­
мой.

Из определения следует, что обратимой может 6 b i t b  лишв квадратная 
матрица, так как равенство А А ~ г = А ~ гА  возможно лишв для квадратных 
матриц А  и И-1 одинакового порядка.

Кваратная матрица А  назвшается вырожденной (особенной), если |А| =  О, 
и невырожденной (неособенной), если |А| ф 0.

Пуств А = (aij) G Rraxra. Матрица

(  А ц А-12 ■ ■ А \п ^ т
(  Аи А21 • • Ап 1 N\

А = А-21 А-22 • А211 = А12 А22 • Ага2

\  Ап 1 Ап2 А Пп ! \  А 1п А 2га Ann /

составленная из алгебраических дополнений Aij к элементам a%j матрицв1 А  
назвшается присоединенной к матрице А.

Т еорем а (кр и тер и й  обратим ости). Матрица обратима тогда и толь­
ко тогда, когда она не вырождена.

Обратная матрица ввшисляется по формуле

1
| М | А

С вой ства обратной  м атри ц ы .
1. Е ~1 =  Е, так как Е  ■ Е  = Е
2. |М_1| =  1/|А |, так как |А| • |А_1| =  1.
3. (И-1 )-1 =  А, так как А А -1 = А -1 А  = Е.
4. (Мт )-1 =  (А ~1)Т , так как (А ~1)ТА Т = (А А ~ 1)Т =  Е т = Е.
5. (А В )~1 =  В ~ 1А ~ 1, так как (А В )(В ~ 1 A ~ l ) =  Е.

В ы ч и слен и е обратной  м атри ц ы .

(8)

Соотношение (8) дает явнвш вид обратной матрицы. Оно полезно в тео­
ретических исследованиях и совершенно неэффективно для практического 
ввшисления (разве что для матриц второго порядка) вследствие болвшого 
объема требуемв1х ввшислений. Для получения обратной матрицв1 к матрице 
n-го порядка согласно ( 8 )  требуется в б ш и с л и т б  п 2 определителей (п — 1)-го 
порядка и один определители n -го порядка. В ввшислителвной математике 
исполвзуются различные дополнителвнвге приемв1 ввшисления обратной мат­
рица!, которвю по объему ввшислений равносилвнв! ввшислению всего лишв



двух определителей n-го порядка. Рассмотрим один из таких методов, в ос­
нове которого лежит метод Гаусса:

1) формируем расширенную матрицу (А\Е) приписвшанием к матрице А  
справа матрицв1 Е  того же порядка;

2) с помогцвю метода Гаусса, производя элементарные преобразования 
только  н ад  строкам и, приводим сформированную расширенную матрицу 
к виду (Е\В)  , что всегда возможно, если А  не вырождена.

Элементарными преобразованиями матрицы называются преобразования 
следующих типов:

а) перестановка двух строк (столбцов) матрицы;

б) умножение строки (столбца) матрицы на число, отличное от нуля;

в) прибавление к одной строке (столбцу) матрицы другой ее строки (соот­
ветственно столбца), умноженной на любое число.

Тогда А -1 =  В.

П р  и м е р 7 . Выяснить, существует ли  матрица, обратная матрице

А  = О О

и если существует, то наити ее.

Решение. Так как det А = —6 ф 0, то матрица А  невырожденная и А -1 
существует.

Способ 1. Найдем, матрицу А  по формуле (8). Алгебраические дополнения 
соответствующих элементов матрицы А:

А п =
0 2 0 2 0 0
3 1 =  -6 ; А12 =  - - 1  1 =  —2; А13 = - 1  3 0;

А-21 =  —

4 =  0 1
31 0 2

Следовательно,

0 1 1  1 1  0

3 1
—  3 ;  А 22 —

- 1  1

1сосм

- 1  3

=  0 ;  о =  —

А-1 =  - -  I - 2

1 1 1 0
0 2

1 ьс со со 0 0

- 6 3 0 \
- 2 2 - 2  .

О 1-3 0 /

=  - 3 ;

0.



Способ 2. Найдем А  1 с помощью расширенной матрицы и метода Гаус­
са. Составим расширенную матрицу

О О
1 О о
О 1 о
О О 1

Прибавим к 3-й строке 1-ю, получим

1 О 1 I 1 О О >\
О О 2 О 1 О
О 3 2 1 О 1 )/

■-ю строки, тогда

1 О 1 | 1 О О >1
О 3 2 1 О 1
О О 2 I О 1 О }1

Прибавив ко 2-й строке 3-ю, умноженную на (-1), получим

Умножив 2-ю строку на 1/ 3, а 3-ю-на 1/ 2, имеем,

1 О О 
1/3 - 1/3 1/3 

О 1/2  О

Вычтем из 1-й строки 3-ю, тогда

О 1 О
О О 1

А -1

1 О о 1 1 - 1 /2 0 \О 1 о 1/3 - 1/3 1/3
О О 1 О 1/2 О )

- 1 /2 О \

- К

- 6  3 0
- 1/3
1/2

1/3
О =

- 2  2 - 2  
0 - 3  0

4 . Р ан г  м атри ц ы .
4 .1. Т еорети ческие сведения



Т ерм и н ологи я  и обозначен ия. Рангом ненулевой матрицы называет­
ся максимальный порядок ненулевв1х миноров этой матрицы. Ранг нулевой 
матрицв1 по определению считается равнвш нулю.

Обозначение: rg A, rang А  и др.
Из определения вв1текают следующие фактик

1) ранг матрицв1 не превосходит ее размеров: если А  £ М"гхга, то 
rg А  < min(m, п);

2) равенство rg А = г > 0 равносилвно ввшолнению двух условий:

а) в матрице А  существует ненулевой минор r -го порядка,

б) любой минор более высокого порядка равен нулю.

Пуств rg А  = г > 0. Любой ненулевой минор r -го порядка этой матрицв1 
назвшается базисным минором, а строки и столбцы, в которвш расположен 
базисный минор, -  базиснвши строками и столбцами.

Разумеется, у матрицв1 может бишь не один базиснвш минор, но все они 
имеют один и тот же порядок, равнвш рангу этой матрицы.

М етод  Гаусса вы чи слен и е ран га  м атри ц ы .
Теоретическую основу этого метода для решения данной задачи состав­

ляют следующие факты:
-  ранг верхней (нижней) трапециевидной матрицв1 равен количеству нену- 

левв1х строк (соответственно столбцов);
-  элементарные преобразования не изменяют ее ранга;
-  любая матрица элементарнвши преобразованиями строк и столбцов при­

водится к трапециевидной форме.
Метод Гаусса ввшисления ранга матрицв1 состоит в приведении этой мат- 

рицв1 элементарнвши преобразованиями к верхне (нижней) трапециевидной 
форме и подсчете ее ненулевв1х строк (столбцов).

П  р и м е р 8. Найти 'ранг матрицы

2 - 1 1 3 - 4
1 3 4 - 1 1
5 1 6 5 - 7
7 0 7 7 -11

Решение.
(  2 - 1 1 3 - 4  \

1 3 4 - 1 1
5 1 6 5 - 7

V 7 0 7 7 - П /



Поменяем местами 1-ю и 2-ю строки, чтобы на месте а ц  оказалась еди­
ница:

/ 1 3  4 - 1  1 \
2 - 1 1 3  - 4
5 1 6  5 - 7

\  7 0 7 7 - 11 /

Умножим 1-ю строку матрицы на -2, -5, -7 и прибавим соответственно ко
2-й, 3-й, 4-й строкам, получим

( 1 3 4 -1 1 \
0 - 7 - 7 5 - 6
0 0 0 0 0

V 0 0 0 -1 0 )

Ю и 4-ю строки и 3-й и 4-й

/ 1 3 - 1 4  1 \
0 - 7  5 - 7  - 6
0 0 - 1 0  О

V 0 0 0 0 0 /

гуА = 3, так как трапециевидная матрица имеет три ненулевых строки.
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Л и н ей н ы е п ростран ства  
П он яти е  линейного  п ростран ства

Рассмотрим множества объектов любой природы, для элементов которв1х 
каким-либо способом (причем, безразлично каким) определенв1 операция сло­
жения двух элементов и операция умножения на число элемента этого множе­
ства. Такие множества, называемые линейнвши пространствами, обладают 
целом рядом общих свойств, которвге и будут установлена: ниже.

Множество С элементов любой природв1 будем называть линейным про­
странством, если ввшолненБ1 следующие требования.

I. Имеется правило, посредством которого Ух, у G С ставится в соответ­
ствие элемент z G С, назвшаемвш суммой и обозначаемвш z = х  +  у.

II. Имеется правило, посредством которого Ух G С и VA G R(C) ставится в 
соответствие элемент и G С, назвшаемвш произведением элемента х  на 
число А и обозначаемвш и = Хх.

III. Указанньге два правила подчинена: следующим восвми аксиомам: 
У х , у , г ^ С ,  УХ,р е М(С)

1) X + у  = у  + х;

2) (х  + у) + z = х  + (у + z);

3) 36 <Е С : х  + 6 = х;

4) Ух Зх'  G £(противоположнь:й элемент): х  +  х'  =

5) 1 • х  =  х;
6) Х(рх) = (Хр)х;

7) А (ж +  у) = Хх +  Ху,

8) (А +  р)х  =  Хх +  рх.

Если число Л G К, то множество С назвшается вещественнвш линейнвш 
пространством. Если число A G С, то множество С назвшается комплекснвш 
линейнвш пространством.

П р и м ер ы  ли н ей н ы х  пространств .

1. Множество функций Суад ,  определеннв:х и непрерв:внв:х на [а, Ь\. Опе­
рации сложения таких функций и умножения их на вещественнвю числа 
определена: обвшнвши правилами математического анализа. Элемен­
тарно проверяется справедливоств восвми аксиом, в частности, нулеввш 
элементом является функция, тождественно равная нулю на отрезке 
[а, Ь\. Это позволяет заключитв, что Суад  является линейнвш простран­
ством.



2. Множество Рп(х) алгебраических многочленов степени не ввпне
п  G N, с операциями, опеределеннвши так же, как в предыдущем при­
мере. Заметим, что множество Рп (х), если его рассматриватв на отрезке 
[а, Ь], является подмножеством линейного пространства Суад ,  рассмот­
ренного в предыдущем примере.

П  р и м е р 1. Определить, является ли множество матриц М 2х2

С  ^  М 2х2, следовательно, множество не является ни вещественным, ни 
комплексным линейным пространством.

П  р и м е р 2 . Определить, является ли  множество матриц

дователъно, множество матриц является вещественным линейным про­
странством.

С вой ства линейного  п ространства.

1. Любое линейное пространство имеет толвко один нулевой элемент.

2. Каждый элемент линейного пространства имеет толвко один противо- 
положнбш элемент.

3. Если элемент (—х ) противоположен элементу х, то элемент х  является 
противоположнвш для (—х).

4. Для любв1х двух элементов а и b уравнение а +  х = Ъ относителвно х  
имеет решение, и притом единственное.
Разностью двух элементов Ъ — а назвшается такой элемент х, которвш 
является решением уравнения а +  х = Ъ

где a,b,c G К, линейным пространством?

Решение.

Пусть А тогда

вещественным линейным про cmранет, вом ?

Решение.

Пусть А тогда

ХЬ\
О G S 2x2, где A G М, все 8 аксиом, выполняются тоже, еле-



5. Произведение произвол иного элемента линейного пространства на чис­
ло 0 равно нулевому элементу: 0 • х = в.

6. Элемент, противоположнвш данному элементу х, равен произведению 
х  на число —1: (—х) = ( — 1)х.

7. Произведение нулевого элемента на любое число еств нулевой элемент: 
\ в  = в.



Базис и размерность линейного пространства 

Линейно независимые и линейно зависимые системы элементов.
Рассмотрим произвольное линейное пространство С с элементами 

x , y , . . . , z .
Линейной комбинацией элементов х, у , . . . ,  z пространства С мы будем 

называть сумму произведений этих элементов на произвольные числа, т.е. 
выражения вида

где а, [3, . . . ,  7 G R(C), в зависимости от того, вещественное или комплексное 
пространство С.

Элементы х, у , . . . ,  z G С называются линейно зависимыми, если найдут­
ся такие числа а, (3, . . . ,  у, из которых хотя бы одно отлично от нуля, что 
линейная комбинация элементов х, у , . . . ,  z с указанными числами является 
нулевым элементом пространства С, т.е. имеет место равенство

Элементы х, у , . . . ,  z линейного пространства С называются линей­
но независимыми, если равенство (1) выполняется только при условии
а  = (3 = . . .  = 7 =  0.

Т еорем а 1. Д ля  того чтобы элементы х , у , . . . ,  z & С были линейно зави­
симыми, необходимо и достаточно, чтобы один из этих элементов являлся  
линейной комбинацией остальных.

П  р и м е р 3. Выяснить, является ли линейно независимой каждая 
из следующих систем элементов:

2) 1, sin2 ж, cos2a; в пространстве Сщ ос̂ +оо) вещественнозначных функ­
ций, непрерывных на [а, Ъ}1

Решение.

1) Составим линейнейную комбинацию данных матриц

a i = а 2 = 0, а это означает, что данная система матриц является 
линейно независимой.

а х  +  (Зу +  . . .  +  j z

а х  +  (Зу +  . . .  +  j z  = в. ( 1)

в прост,ранет,ее М2х2вещественнозначных мат­
риц ;

Она равна нулевой матрице О только в том случае, когда



2) Составим линейную комбинацию данных функций и приравняем ее к 
нулевому элементу (функции, тождественно равной нулю):

ад ■ 1 +  ад sin2 х  +  as cos 2х = в.

Это равенство справедливо, например, при ад = 1, а 2 =  —2, а 3 =  —1, 
следовательно, данная система элементов является линейно зависи­
мой.

Свойства систем элементов.

1. Если в системе элементов еств нулевой элемент, то эта система будет 
линейно зависимой.

2. Если подсистема элементов линейно зависимая, то вся система будет 
линейно зависимой.

3. Любая подсистема линейно независимой системв1 элементов линейно 
независимая.

4. Если система элементов х, у , . . . , z линейно независимая, а система эле­
ментов х, у , . . . , z, z' линейно зависимая, то z' представляется в виде ли­
нейной комбинации элементов x , y , . . . , z .
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Система линейно независимых элементов е\, е2, ■ ■ ■, ега G С назв1вается ба­
зисом, прост,ранет,ва С, если для каждого элемента ж G С найдутся числа 
Ж1,ж2, . . . , х п :

х  = x \e i  +  ж2е2 +  . . .  +  х пеп , (2)

При этом равенство (2) назвшается разложением элемента х  по базису 
е\, е2, . . . ,  ега, а Х \ ,  ж2, . . .  , х п -  координатами элемента ж (относителвно ба­
зиса ер е2, . . . ,  е„).

Любой элемент ж G С может бвггв разложен по базису ер е2, • • •, ега един- 
ственнв1м образом, т.е. координатв1 любого элемента ж относителвно базиса 
ер е2, ■ ■ ■, ега определяются однозначно.

Значение базиса заключается также и в том, что операции сложения эле­
ментов и умножения их на числа при задании базиса превращаются в соот­
ветствующие операции над числами -  координатами этих элементов.

Теорема 2. При, сложении любых двух элементов линейного простран­
ства С (относительно любого базиса про cm,ранет,в а С ) их координаты скла­
дываются, а при умножении произвольного элемента на любое число X со­
ответствующие координаты этого элемента умножаются на число X.

Примеры базисов различных пространств.

1. Для линейного пространства матриц М2х2 базисом является, например,
(  1 0 \  / 0  1 \  / 0  0 \  /  О О

система элементов ^ Q Q j  , ^ Q 0 Д ’ i  0 )  \  0 1

2. Для линейного пространства многочленов степени не ввине двух бази­
сом является, например, система элементов 1,ж,ж2. Координатами эле­
мента 5 — ж — ж2 данного пространства в этом базисе будут 
(жрж2,ж3)т  =  (5, - 1, 1)т .

П р и м е р 4. Определить, какая из следующих систем элементов 
являет,ся базисом, линейного пространства R3 векторов с вещественными 
коэффициентами:

1



Решение.
Системы элементов 2, 4 являются базисом, линейного пространства R3, 

т.к. эти системы линено независимые и любой элемент этого простран­
ет ва представляется в виде линейной комбинации элементов одной из этих 
систем.

Системы элементов 1, 3 не являются базисом линейного прост,ранет,ва 
R3, т.к. система 3 является линейно зависимой, а через систему 1 нельзя 
представить в виде линейной комбинации любой элемент этого прост,ран­
ет,ва.

Линейное пространство С называется п-мерным, если в нем существу­
ет линейно независимая система из п  элементов, а любая система из п  +  1 
элементов линейно зависимая. При этом число п  назвшается размерностью 
пространства С.

Обозначение: dim(T).
Линейное пространство L  назвшается бесконечномерным, если в нем су­

ществует любое число линейно независимых элементов.
Обозначение: dim(L) =  оо.

П р и м ер ы  разм ерн остей  л и н ей н ы х  пространств .

1. dim(R5) =  5.

2. dim(R3x3) =  9.

3. dim(Pn(a;)) = п + 1.

Т еорем а 3 . Если С -  линейное прост,ранет,во размерности п, то в нём, 
любая линейно независимая система из п элементов образует, базис.

Т еорем а 4 . Если в пространстве С существует базис из п элементов, 
то это прост,ранет,во размерности п.

2



1.3 Подпространства линейных пространств

Подмножество L' линейного пространства С назвшается линейным под­
пространством, если ввшолняются для этого подмножества следующие тре­
бования:

I. Если х, у G С , то х  +  у G С .

II. Если х  G С , A G R(C), то Хх G С .

Теорема 5. Линейное подпространство само является линейным  
пространством.

Рассмотрим для линейного пространства С линейнвге подпространства: 
само линейное пространство С и нулевое подпространство {0}. Эти два под­
пространства назвшаются несобственными, а все осталвнвю собственными.

Примеры линейных подпространств.

1. В линейном пространствеа V3 свободнв1х векторов трехмерного про­
странства линейное подпространство образуют:

а) все векторв1, параллелвнвге данной плоскости;

б) все векторв1, параллелвнвге данной прямой.

2. Любое решение однородной системв1 линейнв1х алгебраических урав­
нений от п  переменнвгх можно рассматриватв как вектор в линейном 
пространстве R” . Множествотаких векторов является линейнвш под­
пространством в R” .

Понятие линейной оболочки.
Рассмотрим элементв1 х, у , . . . ,  z G С. Линейной оболочкой элементов 

х, у , . . . ,  z будем назвшатБ совокупности всех линейнв1х комбинаций этих эле­
ментов, т.е. множество элементов вида

а х  +  (Зу +  . . .  +  j z ,

где a, jd,. . .  ,7  е  R(C).
Обозначение: L(x,  у , . . .  ,z).
Из определения следует, что каждое конечномерное пространство явля­

ется линейной оболочкой элементов своего базиса.
Например, линейное подпространство, заданное однородной системой 

уравнений, является линейной оболочкой фундаменталвной системв1 реше­
ний (ФСР).

1



Линейная оболочка произвольных элементов х , у , . . . , z линейного про­
странства С, очевидно, является подпространством основного линейного про­
странства С.

П  р и м е р 5 . Являются ли каждое подмножество линейного про­
странства Rraxra линейным подпространством:

а) множество симметричных матриц;

б) множество вырожденных матриц?

а) сумма симметричных матриц есть симметричная матрица; при 
умножении симметричной матрицы на число получаем также 
симметричную матрицу, следовательно, множество симметричных 
матриц является линейным подпространством.

б) рассмотрим сумму вырожденных матриц:

полученная матрица невырожденная (clet ф 0). Следовательно, мно­
жество вырожденных матриц не является линейным подпростран­
ством.

Теорема 6 (о монотонности размерности). Размерность любого под­
пространства L' п-мерного линейного про cm,ранет,в а С не превосходит раз­
мерности п про cm,ранет,в а С. Если, размерности линейного прост,ранет,ва 
и линейного подпространства совпадают, то подпространство совпадает с 
пространством.

Теорема 7 . Если, система элементов в\, ег, ■ ■ ■, &к является базисом к- 
мерного подпространства С' п-мерного линейного про cm,ранет,в а С, то этот 
базис можно дополнить элементами вкц-i, &к+2> • • •, ега G Т так, что систе­
ма е\ , ,ek,  &к+1, ■ ■ ■ ,&п будет являться базисом всего прост,ранет,ва С.

Теорема 8 (о размерности линейной оболочки). Размерность ли ­
нейной оболочки dim ( L ( x , y , . . . , z ) )  равна максимальному числу линейно 
независимых элементов в системе x , y , . . . , z .  В частности, если система 
х , у , . . . ,  z- линейно независимая, то размерность линейной оболочки систе­
мы х, у , . . .  , z  равна числу элементов в этой системе, а сами элементы 
х , у , . . . ,  z образуют базис линейной оболочки.

Решение.
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Рангом системы элементов в линейном пространстве называют размер­
ности линейной оболочки этой системв1 элементов.

Если в качестве системв1 элементов рассматриватв строки (столбцв1) мат­
рица!, то получим следующее определение ранга матрицы: ранг матрицы- 
максималвное число линейно независимая строк(столбцов) матрица!.
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Сумма и пересечение подпространств.
Пусть С\, £2, ■ ■ ■, Ск -  линейные подпространства линейного пространства 

С. Суммой подпространств С\, £2, • • •, £fc называется множество всевозмож­
ных элементов х, представимых в виде

X  =  Х \  +  Х 2 +  • • • +  х к, (3)

где Xi е  Ci, г = 1 , 2 , . . . , к.
Обозначение: С\ +  £2 +  • • • +  £fc-
Представление (3) элемента х  называется разложением элемента х  по 

подпространствам С\, £2, ■ ■ ■, Ск-
Пересечением подпространств С\, £ 2 , . . . ,  £& называется множество

Li П £2 П . . .  П L k = {х е  C\xi е  Ci, г =  1, 2, . . . ,  &}.

Замечание. Пересечение подпространств не может быть пустым множе­
ством, т.к. всегда содержит нулевой элемент в пространства.

Примеры суммы и пересечения линейных подпространств.

Пусть V3 -  линейное пространство геометрических векторов трехмерного 
пространства.

С\ -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллельных 
плоскости O X Y .

£2 -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллельных 
плоскости O X Z .

С1+С2 -  все пространство V3, £1 П£2 — множество векторов, параллельных 
оси ОХ.

Теорема 9. Сумма и пересечение подпространств линейного прост,ран­
ет,ва С являются линейными подпространствами прост,ранет,ва С.

Теорема 10. Д ля  любых линейных подпространств С\ и £2 линейного 
прост,ранет,ва С справедливо равенство:

dim (£i +  £2) =  dim (£i) +  dim (£2) — dim (£i П £2).

Прямая сумма подпространств.
Сумма подпространств линейного пространства называется прямой сум­

мой, если разложение в ней по слагаемым подпространства единственно.
Обозначение: С\ ® £2 ® . . .  ® Ск-
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Пример прямой суммы линейных подпространств.

Пусть V3 -  линейное пространство геометрических векторов трехмерного 
пространства.

С\ -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллельных оси 
O Y.

С2 -  линейное подпространство, состоящее из векторов, параллельных 
плоскости O X Z .

Ь\  (В L2 = V3.

Теорема 11. Д ля  того чтобы п-мерное прост,ранет,во С представляло 
собой прямую сумму подпространств С\ и С2 достаточно, чтобы пересече­
ние С\  П  £ 2  = {0} и чтобы dim(T) =  dim (£i) + dim(L2).

2



1.4 П реобразование координат при преобразовании базиса

Пусть в линейном пространстве С заданы два базиса: е =  (ер ег, ■ ■ ■, ега) и 
е' =  (еф е2, . . .  ,е'п), dim С = п.

Выясним, как меняются координаты элемента при переходе от базиса е к 
е'. Так как элементы базиса е' являются элементами линейного пространства 
£, то каждый из них можно разложить по базису е.

Коэффициенты в равенстве (4) образуют матрицу А = (а^-) G К гахга, 
которая называется матрицей перехода от базиса е к е!.

Обозначение: Ре^ е'.
Равенства (4) в матричном виде могут быть записаны : е' = еРе^ е/.

Т еорем а 12. Матрица перехода от одного базиса к другому является 
невырожденной.

Т еорем а 13. Координаты элемента х  в базисах е и е! связаны между 
собой следующим образом,:

П р и м е р  6. В линейном пространстве многочленов не выше второй 
степени с действительными коэффициентами заданы два базиса: 
е : е\ =  1, ег =  х, ез =  ж2;
е' : =  1, е2 =  х  — 1, е'3 = (х — I )2. Найти Ре^ е>.

— о, 11 ei +  0-2162 +  . . .  +  ап,\еп 
е2 =  ai2ei +  02262 +  • • • +  ап2еп

(4)

е п  — 6.irae i  Т  fl2nC2 Т  • • •  Т  о гап б i

Решение.
1 =  1 • ei +  0 • е2 +  0 • е3; 
х -  1 =  - 1  • ei +  1 • е2 +  0 • е3;

1 -1  
О 1 
О О

П  р и м е р 7 . Найти координат,ы элемента х  в базисе е!, 
если, х е = 3ei — 2ег; е\ = Ъе\ +  Зег, е2 =  ei +  ег.

Решение.
5 1 \  „_1 л (  1 —1



Евклидовы пространства
Понятие вещественного евклидова пространства

В е щ е с т в е н н о е  л и н е й н о е  п р о с т р а н с т в о  £  н а з в ш а е т с я  вещественным евкли­
довым пространством, е с л и  в в ш о л н я ю т с я  с л е д у ю щ и е  д в а  т р е б о в а н и я :

I. И м е е т с я  п р а в и л о ,  п о с р е д с т в о м  к о т о р о г о  л ю б в 1 м  д в у м  э л е м е н т а м  э т о г о  

п р о с т р а н с т в а  Ух, у  G £  с т а в и т с я  в  с о о т в е т с т в и е  в е щ е с т в е н н о е  ч и с л о ,  

н а з в ш а е м о е  скалярным произведением э т и х  э л е м е н т о в  и  о б о з н а ч а е м о е  

с и м в о л о м  (х , у ) .

II. У к а з а н н о е  п р а в и л о  п о д ч и н е н о  с л е д у ю щ и м  ч е т ы р е м  а к с и о м а м :

Ух,  y , z  <Е £  и У <e R

!) (х,у) = (у , х );
2 ) ( x  +  y , z )  =  ( x , z )  +  (y, z) - ,

3 ) (Л х , у )  =  А ( ж ,у ) ;

4 ) (ж , х)  >  0 , п р и ч е м  (ж , х)  =  0  х  =  в.

Пример вещественного евклидова пространства.
М н о ж е с т в о  H e n p ep B iB H B ix  н а  о т р е з к е  [а, Ь\ ф у н к ц и й  Суад , г д е  с к а л я р н о е  

п р о и з в е д е н и е  з а д а н о :

П р и м е р 8. Является ли вещественное линейное простран­
ство R2 вещественным евклидовым пространством, если паре векторов

(Ж , у )  = ХгХ2У1У2-

Решение. Проверяем выполнение четырех аксиом,:

1. (ж, у )  = Х 1Х2У1У2 =  У1У2Х 1Х2 = (у, ж);

2. (ж +  у,  z)  =  ( Ж1 +  ш ) ( ж 2 +  y 2)Z\Z2 ф  (ж, Z) +  (у, z).

вторая аксиом,а не выполняестся, следовательно, данное вещественное про­
странство не является вещественным евклидовым пространством.

( f (x) ,g(x))  = f  f (x)g(x)dx
J а

•b

поставлено в соответствие число:

1



Свойства скалярного произведения.

1) ( x , y  + z )  = (х ,у ) +  ( x , z ) ]

2 ) (ж , А у) =  А ( ж ,у ) ;

3 ) (ж , в)  =  0 ;

п п
4) ( £  (ХгХг,у) = Y,  аг(Хг,у), ОЦ G К, * =  1,2, . . . ,Щ

i=l i=l

5 ) е с л и  х, у G £  т а к и е ,  ч т о  Уг G £  в ы п о л н я е т с я  р а в е н с т в о  (ж , z ) =  (у, z ) ,  т о  

х = у.

Теорема 14. (Неравенство Коши-Буняковского). Ух, у G £ справед­
ливо неравенство

(х ,у )2 < (х,х)(у,у) .

Основные метрические понятия.
Д линой  э л е м е н т а  х  е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а ,  б у д е м  н а з в ш а т в  а р и ф м е т и ­

ч е с к о е  з н а ч е н и е  к о р н я  и з  с к а л я р н о г о  к в а д р а т а  э т о г о  э л е м е н т а .

Обозначение: \х\.
\х\ =  д / (ж , х).

И з  а к с и о м  с к а л я р н о г о  п р о и з в е д е н и я  в в 1 т е к а ю т  с л е д у ю щ и е  ф а к т и к

•  Л ю б о й  э л е м е н т  ж G £  и м е е т  д л и н у ,  п р и  э т о м  

|ж| > 0 , Ух G £  и  (ж , ж ) =  0  ж =  в;

•  | скж| =  | ск| | ж | , Ух G £, У a  £ R.

В н о в о й  т е р м и н о л о г и и  н е р а в е н с т в о  К о ш и - Б у н я к о в с к о г о  м о ж е т  6 b i t b  з а ­

п и с а н о  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

\{х,у)\ < \х\\у\.

Э л е м е н т ,  д л и н а  к о т о р о г о  р а в н а  е д и н и ц е ,  н а з в ш а е т с я  нормированным. 
Л ю б о й  н е н у л е в о й  э л е м е н т  м о ж н о  н о р м и р о в а т в ,  п о д е л и в  е г о  н а  д л и н у .

Теорема 15. В е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  Ух, у G £  справедливы следую­
щие неравенства (неравенства треугольника)

| \х\ -  \у\ I < |ж  +  у\ < \х\ +  \у\ .
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Углом в  в е щ е с т в е н н о м  е в к л и д о в о м  п р о с т р а н с т в е  б у д е м  н а з в ш а т в  у г о л  <р G 

(0 ;  7г], к о т о р в ш  о п р е д е л я е т с я  п о  ф о р м у л е :

(х ,у ) (х ,у )
cose? =  —. = | | | | . (5)

у/(х,х)у/(у,у) \х\\у\
К о р р е к т н о с т и  о п р е д е л е н и я  с л е д у е т  и з  н е р а в е н с т в а  К о ш и - Б у н я к о в с к о г о .

П  р и м е р 9 . Найти в евклидовом пространстве непрерывных на [0;1] 
вещественно-значных функций Сфд]-'

1) длину элемента /(ж) = х;

2) скалярное произведение /(ж) = х; д(х) = ех;

3) угол между элементами д(х) = х  и /(ж) = 1,

1
если скалярное произведение задано следующим образом,: J  f (x)g(x)dx.

о
Решение.

1 з 1у*

0 о
1. (/(ж ),/(ж )) = f x 2dx = %- о = §, |/(ж)| = y/(f(ж),/(ж)) = ^=.

1 Г рхг1г =  Ни 11 =  РХ 1 1 ^
2- ( f (x) ,g(x) )  = f x  ■ exdx = |  u = x  du = dx j  = xeX\o ~  I fXdx =

(xex — еж) |q =  еж(ж -1 ) |о  =  1.

3. Воспользуемся формулой (5).

(/(ж),5,(ж)) =  f  xdx = %- 
о о

l .

2 ’

(g(x),g(x)) = j x 2dx = %■ q y/(g(x),g(x))  = 

( / (ж)> / (ж)) = J' dx =  ж|д =  1; л /(/(ж ),/(ж )) =  1;

cosy  =  , = Д  ^ = 30”.
л/(/(ж ), f ( x ) ) y / (g(x),g(x))  2
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2.2 Ортогональные и ортонормированные базисы

Элементы х , у  G £  называются ортогональными, если их скалярное про­
изведение равно нулю (х , у) = 0.

Согласно свойству скалярного умножения нулевой элемент ортогонален 
любому элементу.

Система элементов е\, ег, • • •, ега называется ортогональной, если выпол­
няется (a , еф) =  0 при г ф j.

Систему, состоящую из одного элемента, будем считать ортогональной.
Система элементов е\, ег, ■ ■ ■, ега называется ортонормированной, если

(бд Cj) =  0, г ф j',

(еде,) =  1, г = j.

Т еорем а 16. Ортогональная система ненулевых элементов является 
линейно независимой.

С ледствие. Ортонормированная система элементов является линейно 
независимой.

Так как евклидово пространство является линейным пространством, то 
правомерно говорить о размерности и базисах этого пространства. Евклидово 
пространство может быть конечномерным и бесконечномерным.

Если базис евклидова пространства представляет собой ортогональную 
систему элементов, то этот базис называют ортогональным.

Если в линейном пространстве все базисы равноправны, то в евклидовом 
пространстве наличие скалярного произведения позволяет выделить ортого­
нальный и ортонормированный базисы, которые более удобны и играют в 
линейной алгебре роль, аналогичную роли декартовой прямоугольной систе­
мы координат в аналитической геометрии.

Т еорем а 17. Во всяком евклидовом п-мерном пространстве £п суще­
ствует ортонормированный базис.

Доказательство. Рассматриваемое доказательство носит название орто- 
гонализации Грама-Шмидта.

Пусть / i ,  / 2 , . . . ,  f n — произвольный базис евклидова пространства £п .
Модифицируя этот базис, мы будем строить новый е\, ег, • • •, ега, который 

будет ортонормированным.

Введем дополнительно систему элементов g\,g2, ■ ■ ■, Уп- 

9i = #2 =  /2 — (/2 ,ei)ei, . . . ,  = /п -  ( / п, e i ) e i e ra_i )era_i;

9 1 _ 92 _  9п
I р ^2 I \ 1 • • • 1 Сг I I
\9i\ \92\ \9п I

1



Рассмотрим пример при п  =  3. 

/з

Для обоснования алгоритма нужно показать, что ни один из последова­
тельно вычисленных элементов Qi не является нулевым (иначе процесс обо­
рвался бы преждевременно) и что все элементы Qi попарно отогональны.

Тогда и элементы а  образуют ортогональную систему, но при этом длина 
каждого из них равна единице.

Ортогональная система из п  ненулевых элементов согласно теореме 14 ли­
нейно независимая и поэтому в n -мерном евклидовом пространстве является 
базисом.

Докажем по методу математической индукции.

2



1. Докажем для п  =  1.

д\ ф 0, т.к. д\ = Д , то систему, состоящую из одного элемента, считают 
ортогональной.

2. Пусть выполняется при п = к.

3. Докажем для п = к +  1.

Вычислим новый элемент gu+i по формуле

т.е. элемент Д-щ является линейной комбинацией элементов ер ег , . . . ,  ещ ко­
торые выражаются через Д , Д , . . . ,  Д .

Следовательно, Д-щ является линейной комбинацией Д , / 2 , . . . ,  Д , а сле­
довательно, система элементов /1, /2, - - -, Д +i линейно зависимая. Но это про­
тиворечит условию линейной независимости системы Д , Д , . . . ,  Д .

Итак, предположение о том, что <?fc+i =  9, привело к противоречию.
Покажем, что элемент дк+i ортогонален каждому из элементов 

ei, ег, • • •, ер
Умножим скалярно (*) на е+ где г <  к. Учитывая, что элементы 

ер ег . . .  Ск образуют ортонормированную систему, получим:

(9k+1, с )  =  (Д+1, с )  — (Д+1, ег)(сд Cj) =  (Д+1, 6j) — (Д+1, ej) =  О,

Следовательно, элементы ер ег, • • •, е р . . . ,  ерщ, где е^-щ =  образу­
ют ортонормированную систему. □

В вычислениях удобны формулы, где сначала последовательно вычисля­
ются элементы д\,д2, ■ ■ ■ ,дп, а затем проводится их нормировка, приводящая 
к элементам ер ег , . . . ,  еп :

9к+ 1 =  Д +i -  (Д+р ei)ei -  . . .  -  (Д +i, еДер (*)

Предположив, что gk+i =  9, получим, что

Д +i — (Д+i, ei)ei + • • • + (Д+i, Cfc)efc

( Д ,  9п—1)9п— 1 .  

Дга-Р fl'ra-l)

п  р и м е р 10. В евклидовом пространстве дан базис:

Д = (3,1, 2)т ; Д  =  (1,1,1)т ; Д =  (0,2,3)т
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По этому базису построить ортонормированный базис. Скалярное произве­
дение задано стандартным образом,

(х,  у )  =  Х1У1 +  Х2У2 +  Х3у 3 .

Решение.

g i = f i  = (3,1, 2)т ; <72 =  / 2  -  ^  91)91 = ±(-2 ,  4 ,1)т ;
\9 i>9 i )  ‘

f  ( h , 91)91  ( / з , 92)92  0  0

9з =  / з “ 1 ^ “ 1 ^ Г  =  з (“ 2-“ 2’4) ■

ei =  7 S (3,4' 2)T; 62 = 7 f r ( _ 2 , 4 ' 1)T; ез = 2 ^ J (_2, ~ 2,4)T '
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Выражение скалярного произведения через компоненты сомно­
жителей

Пусть х,  у  G £ , ер е2, . . . ,  ега -  базис этого пространства, х , у  в этом базисе 
представляются:

х  =  х \ е \  +  ж2е2 +  . . .  +  х п еп ,

У =  У1&1 +  У2в2 +  • • • +  у п е п ,

п п п п

(х,у) = =
i= 1 j =1 i= 1 j = 1

В матричном виде (6) перепишется следующим образом:

( х , у )  = [х]1те [у\е , (7)

где
/  (ei,ei) (ei,e2) • (ei, ега) \

Ге = (е2, ei) (е2,е2) • (е2, ега) — матрица Г рама.

V (en,ei) (cri) е2) (бг1) 1

Матрица Грама является симметричной: Ге =  Г<Т.
Если базис ер е2, . . . ,  еп ортонормированный, то Ге =  Е,  а (7) перепишется 

следующим образом:
(х,у) = [х\1[у]е

Пусть в пространстве £  заданы два базиса: е =  (ер е2, . . . ,  еп), 
е' =  ( е ^ е ^ , . . .  ,е'п), Ре^ е' =  ((4 j ) _ матрица перехода, Ге/ =  (дР) -  матрица 
Грама.

Согласно определению матрицы перехода:

П

к= 1

Тогда элемент матрицы Грама представим в виде:

п п п п

g'ij = (4 е'-) = &ki&kj ̂  ̂  Q’lj&l) — Е Е  ̂ ki l̂j {_̂ к ч &l) *
&=1 /=1 &=1 /=1

1



В матричной записи это эквивалентно:

Ге' =  Ре-^е'^еРе^е' ■

Теорема 18. Система элементов a i , a 2, . . . , a ra G Ели,ней,но зависим,а 
тогда и только тогда, когда определитель матрицы Грама этой системы 
равен нулю:

detTa = 0.

Теорема 19. Определитель матрицы Грама любого базиса положите­
лен.

П р и м е р 11. Дано вещественное евклидово пространство, где ска­
лярное произведение задано следующим образом,:

(:X, у) = Axiyi -  2Х1У2 ~  2Х2У1 +  АХ2У2- 

Вычислить матрицу Грама Ге стандартного базиса

1 \  (  0
61 -  1 0  )  ’ 62 -  V 1

и матрицу Грама Г f ,  базиса / :

Л = Ы -  Л = ( - 1

Решение.

1. Вычислим матрицу Грама, воспользовавшись формулой:

(eb ei) (еь е2) \  _  /  4 - 2
Гр ' (е2,е{) (е2,е 2) )  \  - 2  4

2. Найдем, Г f  двумя способами:

• Воспользуемся формулой:

Г / =  P L f ^ e P e ^ f

Pe^ f  -  это координаты базиса /  в базисе е выписанные по столбцам:

р -  /  =  (о -1

м: ж  i ) ( i  л ) - ( 1
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• Воспользуемся формулой:

Г  =  (  Л )  ( / ь / 2 )  \  _  (  4  6  \
f  V ( / 2 ,  / 1 )  ( / 2 , / 2 )  У V 6  12  ) ■
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Ортогональная матрица

Квадратная матрица Q называется ортогональной, если она удовлетво­
ряет условию

• Пусть Q i ,Q2 -  ортогональные матрицы одного порядка, тогда 
Q 1 Q 2  ~ ортогональная матрица.

• Пусть Q -  ортогональная, тогда Q~l -  тоже ортогональная матрица.

Если матрица ортогональная, то удобно находить к ней обратную, напри­
мер

Q T Q  = Е.

П р и м ер ы  ор то го н ал ьн ы х  м атриц .

1. Единичная матрица Е.

2. Матрица Гивенса (вращения) R

С вой ства ортогон альн ой  м атриц ы .

det Q = ±1.

• Если Q -  ортогональная, то Q тоже ортогональная матрица.

• QQT = Е.

R cos <р — sm <р 
sint£> cos <р

cos <р 
— sin ip 1

1



О ртогон альн ое дополнение

Пусть Л -  линейное подпространство £. Элемент х е  £ ортогонален к 
линейному подпространству Л,  если х  ортогонален любому элементу у е Л.

Множество элементов из вещественного линейного евклидова простран­
ства ортогональных линейному подпространству Л  называется ортогональ­
ным дополнением Л^~.

Т еорем а 20. Ортогональное дополнение Л ^  является линейным подпро­
странством.

Т еорем а 21. Пусть Л -  линейное подпространство £, тогда

С ледствие. Если Л -  линейное подпространство £, то для любого /  £ £ 
существует и при том единственное разложение

В разложении (8)
g -  ортогональная проекция элемента /  на подпространство Л ;
h -  ортогональная составляющая элемента / .
Нахождение разложения (8) называется задачей о перпендикуляре. Этот 

термин заимствован из геометрии. Чтобы получить разложение геометриче­
ского вектора, достаточно опустить перпендикуляр из конца вектора /  на 
плоскость.

Имея ввиду эту аналогию, называют 
/  -  наклонной к подпространству Л ;
h -  перпендикуляром, опущенным на подпространство Л.
Аналогия с геометрическими векторами состоит не только в названии. 

Отметим несколько тех свойств g и Л, в разложении (8), которые имеют место 
и в геометрии т.к.

Л Ф Л ± = £.

f  = g + h. (8)

где g <гЛ, h e  Л 1-.

h

(/> f) = (9 + h,g + h) = (g, g) + (h, h)

TO

1/12 = Ы2 + |Л|2 - (9)

1



<1/1-
Последнее неравенство свидетелвствует о том, что длина перпендикуляра не 
превосходит длинв1 наклонной. Равенство (9) называется теоремой Пифагора 
в евклидовом пространстве

П  р и м е р 12. В евклидовом пространстве со стандартным ска­
лярным произведением построить L 1- для подпространства L ( a i , a 2), где 
ai = (1 1 1 1)т , а2 = ( 1 -  1 1 1)т

Решение.
Пусть х  = (ад х 2 Хз хф)Т -  элемент ортогонального дополнения. 
Система линейных уравнений

х \  +  х 2 +  хз +  ад =  0;
Х \  —  х 2 +  Х з  +  Х 4 =  0

определяет ортогональное дополнение.
Найдем, ФСР данной системы:

1 1 1 1
1 - 1 1 1

1 1 1 1
0 - 2 0 0

1 0  1 1  
0 1 0  0

х \  +  хз +  Ж4 =  0; Г х \  =  — хз — ад; 
х 2 = 0; 1 х 2 = 0;

X* =  Cl

ei =

( - 1  \
0

V I  )
( - 1  \  

о

V о J

+  С2

( - 1  \  
о 
о

V 1 /
/  - 1  \  

о

ci, с2 G R; с\ +  eg Ф 0.

е2 = 0
V 1 )

L1- : L (e i , e2).

П р  и м е р 13. Найти ортогональную проекцию /  =  | 6 | на подпро-
0

М  ( ^странство L(bi ,b2), где b\ = | —1 , Ь2 =  2
0 /  1

Решение.
f  = g + h; g = ot\b\ +  a 2b2; 

f  = a\bi +  a 2b2 +  h.

2



Умножаем последнее равенство скалярно, сначала на Ъ\, затем на Ъ2. 
Учитывая, что (b\ ,h ) =  0, (b2,h) =  О , так как они ортогональны, получа­
ем

(&ь / )  =  oti(bi,bi) +  a 2(b1,b2),
(62, / )  =  0:1(62, 61) +  « 2(62, 62);

—3 = 2 а \ — Зск2,
9 =  —3ai +  6 0 :2 ;

а\  =  а 2 =  3.

g = З&1 + 362;
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Понятие унитарного пространства

Комплексное линейное пространство Ы называется комплексным евкли­
довым пространством или унитарным, если ввшолняются следующие два 
требования:

I. Имеется правило, посредством которого двум элементам х ,у  G Ы ста­
вится в соответствие комплексное число называемое скалярнвш произ­
ведением и обозначаемое символом (х ,у ).

II. Указанное правило подчинено следующим четвфем аксиомам:
Мх, y ,z  <e U, VA g

1- (ж, у) =  (у , х ) ;
2. (x + y , z )  = (x,z)  + (y,z)  ;

3. (Ах,у)  = А(ж , у) ;

4. (ж, х) > 0, причем (ж, х) =  0 х  =  в .

Примеры комплексных евклидовых пространств.

1. Множество комплексно-значнв1х функций : z(t) = x(t)  +  iy(t), где
ж(t), y(t) -  вещественно-значнвге функции, непрервшнвге на отрезке 
[ а ,  Ь] .

Операции сложения этих функций и умножения их на комплекснвю чис­
ла заимствуем из анализа. Скалярное произведение двух любв1х таких 
функций определим соотношением

(zi( t ) , z2(t)) = j  z i ( t )z2(t)dt.
J a

2. Множество вектор-столбцов с комплекснвши координатами

ж , у е С п , Х =  ( ж Ь Ж2 , . . . , Ж га) Т , У =  ( У1 , У 2 , . . . , У п ) Т - 

Скалярное произведение введено следующим образом

П

(®> y) = Y l х ^ -
г= 1

п  р и м е р 14. Можно ли в унитарном пространстве квадратных 
матриц 2-ого порядка ввести скалярное произведение по формуле

(А, В) = сцЩ -  ЪфЪ2 +  -  d{d2, где А  = ( Д 1 ^  ^  В  = ( Д 2 ^

1



Решение. Проверим четвертую аксиому. (А, А) = a i a i —bibi+CiCi — did\.  
Неравенство (А, А) > 0 выполняется только тогда, когда 
\ai\2 +  |c i|2 > |6 i|2 +  |di |2. Следовательно, ввести скалярное произведение по 
данной формуле нельзя.

С вой ства скал яр н о го  п рои зведен ия.

1. (x , y  + z) = (х , у ) +  (x,z).

2. (ж, А у) = Х(х,у).

3. (ж, в) = 0.
п п

4. ( £  (ХгХг,у) = Y,  афХг,у), ОЦ G С, * =  1, 2, . . . ,П.
1=1 1=1

5. Если х , у  G Ы G Ы выполняется равенство (ж, z) = (у, z), то х  = у.

Т еорем а 22 (Н еравен ство  К о ш и -Б у н як о вск о го  в уни тарном  про­
стран стве). Д ля  Ух, у G U справедливо следующее неравенство

\(х,у)\2 < (х,х)(у,у) .

Длина в унитарном пространстве вводится таким же образом как в веще­
ственном евклидовом пространстве: \х\ = \ J (х, х).  Понятие угла в унитарном
пространстве вводитв не имеет смвгсла, т.к. (ж, у) G С.

Понятие ортогоналвного и ортонормированного базиса, процесс ортого- 
нализации системв1 элементов, понятие ортогоналвного дополнения, ортого- 
налвной проекции элемента на подпространство без изменения определений 
и общих схем рассуждений переносится на унитарное пространство.

В ы р аж ен и е  скал яр н о го  п р ои звед ен и я  ч ерез ком пон енты  сомно­
ж и тел ей  в уни тарном  простран стве

Пуств в унитарном пространстве Ы задан некоторвш базис 
е =  (ei, ег , . . . ,  еп). Рассмотрим х ,у  <EU,  х  = Х\е\ +  Х2&2 +  • • • +  х пеп ,
У =  УС1 + У2в2 + • • • + Уп£п,

п п п п

(х,у) = = (10)
i =  1 j = 1 i =  1 j =  1

2



Формула (10) в матричном виде запишется следующим образом:

(х , у ) = [х]1те[у\е,

где Ге -  матрица Г рама

/  ( e i , e i ) ( e i , e 2 )  • ( e i ,  e ra) \

Г е =
( e 2 , e i ) ( e 2 , e 2 )  • • ( e 2 , e n )

V  ( en , e i ) (fitly 6 2 ) (Cr i )  Cra) /

Если е\, в2, . . . ,  еп -  ортонормированнвш базис, то Ге =  Е  и

(,х , у ) = [х]1[у]е.

Пуств в унитарном пространстве Ы данв1 два базиса е =  (е\, ег , . . . ,  еп) и 
е' = (e'l, ег2, ■ ■ ■, е'п), тогда справедлива формула:

Гд -  Р ^ е,ТеРе^ е,/  .

Если е\, в2, . . . ,  еп -  ортонормированнв1Й базис, то Ге/ =  Р ^ е,Ре^ е>.

П  р и м е р 15. Векторы х ,у  GU, унитарного пространет,ва заданы в
Тбазисе ei,e2 координатными столбцами [х]е =  ( 1 г ) ,

Me =  ( 1 +  * 2 )Т > соответственно, и известна матрица Грамм

Г / =  ^ ^  ^ базиса f \  = в\ +  ге2, /г =  —Згет +  4в2- Вычислить

матрицу Грама Ге базиса е\,в2 и скалярное произведение (х ,у ).

Решение.

Р г - (  1 ~ 3г V Pf - Р - 1 -  f  4 Зг4 j ’ f ^ e -  ê f  -  V -* 1 
Ге =  P j ^ Y f P f ^ f i

/ 4  - i  W  3 l l i  \  f  4 -Зг \  _  /  1 0 
e V Зг 1 )  V -1 1 1 41 У V * 1 /  V 0 2

(x, у) = [ж]^ГеМ е =  ( 1 * ) (  J 2 ) ( V ) = 1  +  3*'

У н и тар н ая  м атр и ц а
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Матрица R  называется унитарной, если выполняется равенство

R T R = Е.

Свойства унитарной матрицы:

1. det R = ± 1.

2. R T = R ~ l .

3. Если R -  унитарная матрица, то R T -  тоже унитарная матрица.

4. R R T = Е.

5. Если R \ и i?2 — унитарнвге матрицы, то R1R2 -  унитарная матрица.

6. Если R -  унитарная матрица, то R ~ l -  тоже унитарная матрица.

4



Линейные операторы в линейных пространствах 
Определение и простейшие свойства

Пусть Сп и Ст линейные пространства размерности т и п  соответственно.
Оператором, действующим из Сп в £ т, называется отображение вида 

<р : Сп -э  £ т, которое каждому элементу х  £ Сп ставит в соответствие эле­
мент у  £ Ст .

Обозначения: р(х)  =  у,  (рх = у,  
где у -  образ элемента х, а х  -  прообраз элемента у.

Оператор называется линейным, если Ух\,Х2 £ £ п ,УХ £ R(C) выполня­
ются соотношения:

1) p{xi + х 2) = р(хф  + р (х 2);

2) р{Х{х\)) = Хр{х\).

Если Ст представляет собой множество R(C), то линейный оператор на­
зывают линейным функционалом или линейной формой.

Обозначение: f(x ) .
Линейный оператор, действующий из Сп в Ст, иногда называют линей­

ным отображением.
Если пространство Ст совпадает с пространством Сп , то линейный опе­

ратор р : Сп -л Сп называют линейным преобразованием пространства Сп .
Два оператора р и ф  называются равными, если

р(х) = ф{х), Vx £ £ п .

Примеры линейных операторов.

1. Оператор (преобразование) е : Сп -л Сп , который каждый элемент
х  £ Сп переводит в х, является линейным и называется тождествен­
ным, оператором,.

2. Оператор 0  : Сп -л £ т, который каждый элемент х  £ Сп переводит 
в нулевой элемент в £ £ т, является линейным и называется нулевым 
оператором,.

3. Пусть Рп -  пространство вещественных многочленов степени не выше 
п. Оператор р  : Рп -о Рп- \ ,  определенный правилом р(р(х)) = р'{х), 
где р(х) £ Рп, является линейным и называется оператором дифферен­
цирования.

4. Изоморфизм р  линейных пространств Сп и С'п является линейным опе­
ратором, действующим из Сп в С'п .



5. Растяжение (сжатие) элементов пространства Сп в одно и то же число а  
раз является оператором в пространстве Сп. Такой оператор назвшается 
оператором подобия: ф : Сп —>■ Сп , фх = ах, х  G Сп .

Простейшие свойства линейного оператора.

Из определения вв1текают следующие свойства линейнвгх операторов.

1. Линейнв1Й оператор переводит нулевой элемент в нулевой элемент: 
р{вф) = р (0 ■ х) = 0 • р(х) = вр, 0\ G Сп, 02 G Ст.

2. Линейнв1Й оператор сохраняет линейную комбинацию, т.е. переводит 
линейную комбинацию элементов в линейную комбинацию образов с 
теми же коэффициентами:

(  П \  П
=  ^UitpXi .  

г = 1  )  i=l

3. Линейнв1Й оператор переводит линейно зависимую систему элементов в 
линейно зависимую.

Задание линейного оператора.

Свойство 2° говорит о том, что для задания линейного оператора 
<р : Сп -э Ст достаточно определитв его толвко на элементах е\, е2, • • •, еп 
некоторого базиса пространства Сп . Зная элементв1 ре\, ре2, • • •, реп можно

П

однозначно найти образ любого элемена х  = фф адщ G Сп :
i=i

П

рх = ^  x ipe-i G  Cm-
i=l

Теорема 1. Пусть е \ ,е 2, ■ ■ ■ ,еп -  базис линейного пространства Сп, а 
gi,g2, ■ ■ ■, g-n ~ произвольные элемены линейного пространства Ст. Тогда су­
ществует единственный оператор р : Сп -л Ст, который переводит эле­
менты е р  е г ,  • • • ,  е га линейного пространства Сп в элементы gi, g2, ■ ■ ■, gn 
линейного пространства Ст соответственно.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Построим искомвш оператор, положив для
П

каждого элемента х = фф аде» G Сп
г = 1

П

рХ = ^ Х г й г .  (1)
г = 1

2



Из единственности разложения элемента х  по базису следует, что правило
(1) однозначно оределяет образ элемента х ,  при этом, как легко проверитв,

<pei = gi} г =  1,2

Линейности построенного оператора ввггекает из линейности координат. Опе­
ратор ip  единственный, так как если ф  любой другой линейный оператор, пе­
реводящий элеменв1 е\, ег, ■ ■ ■, ега в д\, д2, ■ ■ ■, дп , то

п п п
ф х  =  ф (  Y ,  х г&г) =  Y ,  х г Ф е г =  Z  х г 9 г  =  V х , Ух  G С п  => ip  =  ф.  □  

i=l г=  1 г=  1
Следствие. Два оператора р, ф : Сп —>■ Ст равнв1 тогда и толвко тогда, 

когда они одинаково определенв! на элементах базиса Сп .
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М атрица линейного оператора

Пусть е\,в2, ■ ■ ■ ,еп -  базис линейного пространства Сп, 
а /1, /2 5***) fm ~ базис линейного пространства Ст.
По теореме из предыдущего параграфа оператор р  : Сп -э Ст однозначно 
определяется заданием элементов Д еД , Д ег), • • •, Д е га), которые однозначно 
определяются своими координатами в базисе / ,  т.е. коэффициентами разло­
жений

Д еД  =  al l f l  +  021/2 +  • • • +  Ct-mlfm,
Р{&2) =  012/1 +  О22/2 +  • • • +  Om2 fm,

(2)

P(&n) — Oln/l + Cl2nf2 + • • • + Cbmnfrr

Матрица

M /e =  A  =

(  On О12 
021 О22

Olri \  
02 n

\  Ощ1 am2 • • • &mn

называется матрицей оператора р  в паре базисов е й / .

Координаты элемента и его образа.

Пусть ip : Сп -э и ер ег, • • •, еп -  базис линейного пространства Сг 
а /1, /2 5***) / т  — базис линейного пространства Ст.

Теорема 2. Если у =  рх, то справедливо равенство

У/  =  М / е Ж е . (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х = J2 x iei> У =  Е  Угй и [И/е = А  = (aij)•
г = 1  г = 1

Утверждение (3) равносильно соотношениям

У г —  'У '  O - i j X j ,  % —  1,2,
3 = 1

Докажем их. Имеем у = рх  = p ( Y l  x j ej ) =  Е  x j (Pej = Е  ж/ Е  aijfi
j=1 j= 1 j = l  i = l

m n
E(E aijx j)fi-
i= 1 j = l

Из единственности разложения элемента у по базису /  следует (3).

П  р и м е р 1 . Пусть р  : Р\ -л  Ир
=  (ж +  1)р(ж);

e i  =  1, е 2 =  ж; Д  =  1 , / 2 =  ж , Д  =  ж 2 .

Найти:



1. Матрицу линейного оператора.

2. Проверить [ p \ f e y e = [ p { y ) \ f ,  Vy =  р(х) G Pi.

Решение.

1. (ре 1 =  (ж +  1) • 1 =  ж +  1, [pei]/ =  ^  1 ^  ,

0 \  / 1 0
</?е2 =  (ж +  1)-ж =  ж2 +  ж, [^е2]/ =  [ 1 , [pe]fe = \ 1 1

1 / V о 1

2. у = а +  Ъх, уе = ^ аь ^ ;

с/?(у) =  (ж +  1)(а +  Ьж) =  ах +  а +  Ьж +  6ж =  6ж +  (а +  Ь)х +  а;
( а

а + Ь

Ь

M f e V e  =  I 1 1 ) ' ( б ) = ( а | 6 ]  =

2



М атрицы оператора в различны х базисах.

Пусть е и е! =  е-Ре^ е/ -  два базиса в пространстве Сп с матрицей перехода
Ре—>е' , а /  и f  = /  • P f ^ f  -  два базиса пространства с матрицей перехода

Одному и тому же оператору р : Сп -э  в паре базисов е й /  соответ­
ствует матрица [<̂ ]/е, а в паре базисов е; и f  соответствует матрица [р]ре>.

Теорема 3. Матрицы линейного оператора в различных парах базисов 
связаны соотношением

\lp \ f 'e ' =  P f _ , p  \(p \feP e—>e' ■ (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для произвольного элемента х  G Сп и его образа 
у =  ipx в силу У/ =  [ip\fex e имеем

У/ =  [<fi]feXe,  Уf  =  [<p\ f ' e ' Xe>. (5)

В свою очередь,
%е = Pe—*e'-^e'i У/ = Рр—>РУр- 

Подставив эти соотношения в (5), получим, что

Р р —* Р У Р  =  \Ф\ f e P e —>e'%e'

ИЛИ
P f-> f ' М /'е '^е ' — [^]/e-fe—>е'%е' •

Так как это соотношение имеет место для любого х е>, то

Рр—*р\Ф\ре' = \Ф\реРе—*е'- 

В силу невырожденности матрицы перехода отсюда следует (4). □

Две прямоугольные одного размера матрицы А  и В  называются эквива­
лентными, если существуют такие две невырожденные матрицы Q и Р, что

В  =  Q ~ l A P .

Следствие 1. Матрицы линейного операторав в различных парах бази­
сов являются эквивалентными.

Следствие 2. Ранг матрицы линейного оператора не зависит от выбора 
базисов.

Следствие 3. Если оператор действует в одном пространстве (является 
преобразованием), то формула (4) будет иметь вид



Две квадратные матрицв1 А  и В  одинаковв1х размеров назвшаются подоб­
ными , если существует неввфожденная матрица Р, такая что справедливо 
равенство

В  = Р ~ 1 АР.

Т еорем а 5 . Определители подобных матриц равны.
Д о к а з а т е л в с т в о .  Если матрицв1 А  и В  подобны, то согласно 

определению существует такая неввфожденная матрица Р, что В  = Р ~ 1АР.
Учитывая свойства определителя, получаем det(В) = d e t(P -1 AP) =  

d e t(P -1 )de t(A )det(P ) =  d e t(P _1P )det(A ) =  det(A). □
С ледстви е 4 . Матрицв1 линейного преобразования в различных базисах 

имеют равнв1е определители.
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Л инейное пространство линейных операторов

Обозначим Ь(Сп , Ст) множество линейных операторов, действующих из 
Сп в С т *

Суммой линейнв1х операторов р, ф £ Ь(Сп , Ст ) будем назвшатв оператор 
ip +  ф : Сп —>■ Ст, определяемв1Й формулой

(<р +  ф)х =  <рх +  фх, Мх £ Сп - (6)

Произведением, линейного оператора р  £ Ь{Сп , Ст) на число а  £ R(C) 
будем назвшатв оператор а р  : Сп -л £ т, такой что

{ар)х = арх , Мх £ Сп.

Т еорем а 6. Д л я  любых операторов р, ф £ Ь(Сп , Ст) и числа а  £ R(C)

р  +  ф £ Ь(Сп , Ст), а р  £ Ь(Сп , Ст).

Д о к а з а т е л в с т в о .  Для Мх, у £ Сп согласно (6) Имеем

(р + ф)(х + у) = р (х  + у ) +  ф(х +  у).

В силу линейности р, ф и аксиом линейного пространства

(р+ф)(х+у) = (рх+ру)+{фх+фу) =  (рх+фх)+(ру+фу) = {р+ф)х+{р+ф)у.

Для Мх £ Сп , А £ R(C)
{р +  ф){\х) = А((р  +  ф)ж) р  +  ф £ L(Tra, £ m).

Аналогично доказв1вается, что ску? £ L(Cn , Ст). □

Т еорем а 7 . Множество линейных операторов Ь(Сп , Ст) является ли ­
нейным пространством относительно введенных выше операций.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Достаточно проверитв аксиомв1 линейного 
пространства, взяв в качестве нулевого элемента нулевое отображение 
О £ Ь(Сп ,Ст), а в качестве противоположного к оператору р  отображение 
—р  £ Ь(Сп , Ст), выполняемое по правилу

{—р)х  = —рх, Мх £ Сп .

Все аксиомв1 вв1текают из соответствующих аксиом линейного пространства, 
примененнвгх к Сп и Ст и проверяются по единой схеме.

Проверим, например, коммутативности. Для Мр, ф £ Ь(Сп , Ст ) и Мх £ Сп
('р  +  ф)х =  р х  +  фх =  фх +  рх;
(ф +  р)х  =  фх +

Таким образом, ф +  <£> =  <£> +  ф. □



Теорема 8. Если dim (£ra) = п, a d im (£m) =  т, то линейное простран­
ство операторов Ь(Сп,Ст) изоморфно пространству матриц Rmxn(Cmxn). 

Следствие, dim L(Cn ,Cm) =  dim (£ra) -d im (£m).
Замечание. Так как линейное пространство линейных операторов 

Ь(Сп ,Ст) изоморфно пространству матриц Rmxn(Cmxn), то при сложении 
линейнв1х операторов их матрицв1 складываются, а при умножении линейно­
го оператора на число его матрица умножается на это же число.

1.4 Умножение линейных операторов

Пуств р  : Сп -л Ст и ф : Ст -л Ьк.
Произведением линейных операторов р, ф будем назвшатв оператор 

фр : Сп -л Ьк, действующий по следующему правилу

(фр)х = ф(р(х)), Ух е £ п .

Теорема 9. Если ip G Ь(Сп , Ст) и ф G Ь(Ст, Сф, то фр G Ь(Сп , Сф. 
Д о к а з а т е л в с т в о .  Для Ух, у G Сп , a  G R(C)
{фр){х + у) = ф(р(х + у)) = ф(рх + ру) = ф (рх)+ ф (ру) = {фр)х + {фр)у, 
(фр)(ах) = ф{р{ах)) =  ф{а{рх) =  аф(рх) = а{фр)х. □

Свойства произведения линейных операторов.
Произведение линейнв1х операторов определено не для любой napni ли- 

нейнв1х операторов. Однако, если это произведение имеет смысл, то:

1. а(рф) = (ар)ф  =  р(аф), Усх е  R(C).

2 . {tp +  ф ф  =  р ^  +  ф ф  

с ( Ф  +  0  =  р ф  +  р ф

3- (<рф)£ = <р(ФО-

Д о к а з а т е л ь с т в о .

1. Следует из определения линейного оператора на скаляр и определения 
произведения операторов.

2 . {{р + ф)ф)х =  (р +  ф)фх) = р(фх)+ф(фх) =  {рф)х +  {фф)х =  (рС +  ФОх.

3. Согласно определению произведение линейных операторов заключается 
в их последовательном действии, и поэтому операторы (рф)£ и р{фф) 
совпадают и, следовательно, тождественны.

Умножение линейных операторов не обладает свойством коммутативности. 
В самом деле, о коммутативности можно говорить лишь для линейных пре­
образований. Но и в этом случае умножение не коммутативно.
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Т еорем а 10. При умножении линейных операторов их матрицы умно­
жаются, т. е. если e , f , g  -  базисы пространств £ п , £ т, L к соответствен­
но и tp : £ п -л Ст , ф : Ст Ьк, то

[Фс\де = [ф]д/ М/е- (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть [ip]/e = (a ,j) ,  1Ф\дк = (kj) ,  [Фс\де = {сц), 
dim Сп =  п, d im £ m =  т, &\тСк =  к.

Тогда
к

Фсе-з = J 2 Cij gi-
г= 1

т т т к
ФСЧ = ф(<реф = ф ( Л  asjf s) =  £  asj(tpfs) =  £  asj £  bisgi =

5=1 5=1 5=1 i = 1
m k k m

=  E  E  & s j b i s 9 i  =  ^ E  ( 5 E  b i S Q> sj)9i •

5=1 i = l  i = l  5=1
m

Сравнение этого разложения с (8) приводит к равенству Су =  £  bisasj,
5=1

которое означает (7). □
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Обратный оператор

Пусть ip £ L(Cn ,Cn).
Отображение ip~l : Сп -э Сп называется обратным оператором к опера­

тору ip, если
ipip-1 = ip~l ip = е, (9)

где е -  тождественный оператор.
Из определения обратного оператора ip~l следует, что для Ух £ Сп спра­

ведливо соотношение
ip~l ipx =  X.

Таким образом, если ip~l ipx =  в, то х  =  в, т.е., если оператор имеет об­
ратный, то из условия ipx = в следует, что х = в.

Теорема 11. Д л я  того, чтобы линейный оператор ip £ L(Cn ,Cn) имел 
обратный, необходимо и достаточно, чтобы этот оператор действовал вза­
имно однозначно из Сп в Сп .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть ip имеет обратный, но не 
действует взаимно однозначно из Сп в Сп . Это означает, что некоторым раз­
личным элементам Х \  и Х 2 , Х 2 — Х \  Д 0 £ отвечает один и тот же элемент 
у =  ipx 1 =  ipx2 - Но тогда ip(x2 —  Х \ )  = 9  и поскольку ip имеет обратный,
Х2 — Х \  = в. Но выше было отмечено, что Х2 — Х \  Д в. Полученное противо­
речие доказывает необходимость условия утверждения.
Достаточность. Допустим ip действует взаимно однозначно из Сп в Сп. Тогда 
каждому элементу у £ Сп отвечает элемент х  £ Сп : у =  ipx.
Поэтому имеется оператор ip~l , обладающий тем свойством, что 
ip~ly =  ip~l {ipx) =  х.

Легко убедиться, что ip~l линейный. Пусть Уу\,У2 £ Ai, z\x\,X2 £ Сп : 
У1 = ipx 1, У 2 = <рх2, при ЭТОМ Х \  = ip~lyi, Х 2 = <Р~1У 2 -

Отсюда получим, что ip~l (y\ +  т/2) =  +  ДХ2) =  ip~l ip{x\ +  Х2) =
X i + X 2 =  <Р~1У1 + t p ~ l y 2 -

Аналогично ip~l (ay\) =  ip~l {eapx 1) =  ip~l ip(ax\) =  a x \  =  aip~ly\,
У a  £ R(C). □

Теорема 12. Матрица обратного оператора ip~l в произвольном, базисе 
является обратной к матрице оператора ip в этом же базисе.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е -  произвольный базис пространства 
Сп и для оператора ip £ L(Cn , Сп) существует обратный оператор ip~l . Пе­
рейдем в равенствах (9) к матрицам операторов в базисе е. Согласно теореме 
10, получим, что [f£>]e[t£>-1 ]e =  [t£>-1 ]e[t£>]e =  Е. Эти равенства совпадают с 
определением обратной матрицы для [ip\e- П



Образ и ядро линейного оператора

Образом линейного оператора р  : Сп -л Ст называется множество всех 
элементов у £ Ст, представляемых в виде у =  р(х), х  £ Сп.

Обозначение: im р.
Ядром линейного оператора р  : Сп -л Ст назвшается множество всех 

элементов х  £ Сп, для которвк р(х) = в, в  £ Ст.
Обозначение: ker р.
Т еорем а 13. Если р  £ Ь(Сп , Ст), то im p  -  линейное подпространство 

Сп; ker р -  линейное подпространство Ст.
Д о к а з а т е л в с т в о .
1. Докажем, что im p  — линейное подпространство Сп . Так как 

yi £ im р, у2 £ im р  => 3x i , x 2 £ £ n , что 2/1 = p x i ,  y2 = p x 2l

2 /1 +  2 /2  =  p x i  + p x 2 = p (x  1 +  x 2);

\ y i  = X((px{) = p(Xx\).

2. Докажем, что ker p  -  линейное подпространство Cm. 
x \  £ ker ip, p x \  =  в; x 2 £ ker p, p x 2 = в.

p (x \  +  X 2 )  =  p x \  +  p x 2 =  9 +  9 =  9]

p{Xx\) = Xp{x\) = X9 = 9. □

Число dim(imt£>) =  rgp  назвшается рангом линейного оператора, а 
dim(kert£>) =  defekt р  назв1вается дефектом линейного оператора.

Нулевой оператор Ох = 9 и тождественнвш оператор ех = х  являются 
пределвнБши с точки зрения дефекта и ранга. Нулевой оператор имеет макси- 
малвнвш дефект равнвш размерности пространства, в котором этот оператор 
действует и минималвнвш ранг. Тождественнвш оператор имеет минималв- 
НБ1Й дефект (нулевой) и максималвнвш ранг равнв1Й размерности простран­
ства, в котором этот оператор действует.

Оператор максималвного дефекта определен однозначно, а операторов 
минималвного дефекта и максималвного ранга бесконечно много.

Т еорем а 14. Пусть р  : Сп -л Ст . Если е \ ,е 2, ■ ■ ■ ,еп -  базис в Сп, то

im p  = L(pe\, ре2, • • •, реп). (10)

Д о к а з а т е л в с т в о .  Достаточно показатв, что для множеств (10) 
имеет место двусторонние вложение:

с одной сторонв1, если у £ im р, то у = р х  для некоторого элемента х  £ СП1
П  П

т.е. у = р ( Е  а д )  =  Yl х г++ е  Ц р е  1,ре2, .. . ,р е п)]
i=i i=i



n
с другой стороны, если у е  Ь{ре\, рв2, ■ ■ ■, реп), то у = Xi<pei =

г=1п п
p (Y l  x iei) = Vх , где X = Y1 х г&г, т.е. у £ im р. □

i= 1 г= 1
Т еорем а 15. Ранг линейного оператора равен рангу его матрицы в про­

извольной паре базисов.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теоремы 14 и dim L(x, у , . . .  ,z) = гд(ж, у , . . .  ,z) 

следует, что rgр  = dimimt/? =  d im L (^ei, ^ е2, . . . ,  реп) =  vg{pe\,pe2 , . . . ,  реп). 
Ранг системы элементов ре\, рв2, ■ ■ ■, реп совпадает с рангом системы элемен­
тов, состоящих из координат этих элементов в базисе /  пространства Ст , т.е.
с рангом системы столбцов матрицы М /е- П

Т еорем а 16. Если р  £ L(Cn , Ст), то

rgp +  defy? =  dim (£ra). (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е\, е2, . . . ,  ек ~ базис ker р. Дополним 
его до базиса е\, е2, . . . ,  ек, ек+1, ■ ■ • , еп пространства Сп . Согласно теореме 14
тир = L(pe i ,p e 2, ■■■, рек) =  L (^efc+i, рек+2, • • •, реп).

Докажем, что элементы pek+i, р&к+2, ' ' ' ,  Р&п линейно независимы. Пусть 
это не так. Тогда для нетривиальной линейной комбинации этих элементов 
имеет место соотношение

a k+iPek+i +  • • • +  OLnpen =  в ;

Р ( а к + 1е к+1 +  • • • +  сщега) =  в .
Следовательно, otk+ie-k+i +  • • • +  сщега £ kert/>. Это означает, что элемент 

otk+i^k+i +  • • -Р01пеп линейно выражается через e i , e2, . . .  ,ек, что невозможно 
в силу линейной независимости ei, е2, . . . ,  ек, е.к+\, ■ ■ ■, еп .

Таким образом, dimimt/> =  п — к, dimkert/> =  к. Отсюда следует (11). □
П  р и м е р 2 . Д л я  линейного преобразования

р х  =  (xi -  Х2 +  ХЗ, Х2 +  2жз, Х\ +  Зжз)т , X =  (xi, Х2, Хз)Т ■

Найти:

1 )  M e, ei =  (1 О 0)т , е2 =  (0 1 0)т , е3 =  (О О 1)т ;

2) defekty?, rg у?;

3) kert/>, \тр\

4) базисы ядра и образа.
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Решение. По условию р(х) = р

1- № а)]е  = |  0 | =  а ь  [р(е2)]е =

1 - 1  1
0 1 2
1 О 3

2. defekt <р +  rg р  = 3;
1 - 1  1 \  / 1 - 1 1  
О 1 2 - 0  1 2
1 0  3 /  V О 1 2

X l  -  Х 2 +  Х з  

Х 2 +  2х 3 
х \  +  Зжз

=  а2, [<р(ез)]е =

гдр  =  2 => defekt <р = 3 — 2 =  1.

3. Согласно теореме 14 тир = Ь(ре\, ре2, ре-з)- Это означает, что \т р  сов­
падает с линейной оболочкой системы столбцов матрицв1 [р\е и, следо- 
вателвно, за базис \т р  можно взятв любой из базисов системв1 столбцов 
матрицв1 \ip\e, например, а \ ,а 2, получим, что im p  = L (a i ,a 2).

Аналогично, х  G kert£> в том и толвко в том случае, когда р(х) = в или 
в координатной форме

( 12)

Отсюда следует, что ker р  совпадает с подпространством решений одно­
родной системв1 (12), и в качестве базиса в kert£> может 6 bitb вв1брана 
фундаменталвная система решений уравнений (12). Найдем решение. 
Преобразуем матрицу системв1

1 - 1  1 \  /  1 —1 1 \  / 1 - 1 1
0 1 2 -  0 1 2 -  0 1 2 
1 0 3 /  \ 0 1 2 / V 0 0 0

х \  = —Зхз 
х 2 = -2 х з

- 3

—За
хз = а, а  £ К, х  = | —2а | , если а  =  1, то получим

а

Ъ\ =  I —2 I , kert£> =  L(b\), Ъ\ -  базиснв1й вектор ядра.
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Собственные значения и собственные векторы линейного опе­
ратора

Характеристический многочлен.
Для произвольной матрицы А  £ Rraxra рассмотрим

где Е  -  единичная матрица и Л £ R.
Относительно переменной Л этот определитель является многочленом сте­

пени п  и может быть записан в виде

Многочлен /(А) =  det(H — ЛЕ) называется характеристическим много­
членом матрицы А, а уравнение /(А) =  0 -  характеристическим уравнением 
матрицы А,

Теорема 17. Характеристические многочлены (уравнения) подобных 
матриц совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А  и В  подобные матрицы, т. е. В  = Р ~ 1А Р , 
тогда в силу свойств определителей имеем

/в(А) = det(5 -  АЕ) = det{Р~1А Р  -  AP ~ l E P )  = det(P_1(A -  АЕ)Р) =

=  det Р ~1 det(H — АЕ)  det Р  = det(H — АЕ) = /д(А). □

Рассмотрим линейный оператор (преобразование) <р £ L(Cn -л- Сп) и тож­
дественный оператор е £ Ь(Сп -л- Сп).

Характеристическим многочленом оператора называется функция

Так как det <р = det[f£>]e, где е -  базис в Сп, то характеристический много­
член оператора совпадает с характеристическим многочленом матрицы это­
го оператора в произвольном базисе. При этом коэффициенты ад характе­
ристического многочлена, представляемого в виде (13), также не связаны с 
использованным базисом, т.е. являются инвариантами относительно выбора 
базиса.

det(H — А Е)

о>и — А 
« 21

« 1 2

Я-22 — А
Я-1 п 
й>2 п

а>п2

п
(13)

г=О

ао =  / ( 0) =  det А, 

ап~ 1 =  а ц  +  я>22 +  • • • +  аПп =  tr  А.

/(А) =  det(t£> — АД, А £ R.



Уравнение det (у? — Ле) =  0 называется характеристическим уравнением 
оператора ip.

Пуств С' -  подпространство n -мерного линейного пространства Сп и
<р G L(Cn, Сп).

Линейное подпространство С' пространства Сп назв1вается инвариант­
ным подпространством относительно оператора ip, если для Ух £ С' его 
образ ipx £ L .

Примеры инвариантных подпространств.

1. Тривиалвнвге подпространства {в} и Сп инвариантнв1 относителвно лю­
бого оператора ip £ Ь(Сп, Сп).

2. Для любого линейного оператора ip инвариантнвши подпространствами 
будут ker ip и im ip, так как если ipx = 9, то ip{ipx) = ip9 = в и если у =  ipx, 
то ipy =  (р((рх) = ipx\, где х \  =  ipx.
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Собственные значения и собственные векторы линейного опе­
ратора

Число Л называется собственным значением линейного оператора 
р  £ L(Cn, Сп), если Эх Д в:

р х  =  Аж. (14)

При этом элемент х  называется собственным вектором оператора р.
Множество всех собственник значений линейного оператора назвшается 

спектром линейного оператора.

1. Каждый собственнвш вектор связан со своим собственнвш значением.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Если х  одновременно удовлетворяет двум 
равенствам р х  =  Аж и р х  = рх, то

Аж =  рх  => (А — р)х  =  в => ж =  в,

что противоречит определению собственного вектора, так как собствен- 
НБШ вектор всегда ненулевой. □

2. Каждому собственному значению соответствуют свои собственник век- 
торв1, причем таких бесконечно много.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Действителвно, если ж -  собственнвш вектор 
линейного оператора р  с собственнвш значением А, т.е. р х  = Аж, то для 
Va £ R \  {0} имеем а х  Д в  и

р{ах)  =  а{р{ ж)) =  скАж =  А(аж).

Значит, и вектор а х  является для линейного оператора собственнвш. 
□

Теорема 18. Число А является собственным значением линейного опе­
ратора р  £ Ь(Сп ,Сп) тогда и только тогда, когда оно является корнем его 
характеристического уравнения.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Необходимость. Пусти А -  собственное значение 
оператора р,
х  -  собственнвш вектор, отвечающий этому А(ж Д в ) .  Перепишем соотноше­
ние (14) в следующем виде

(р — \е )х  =  в,

где е £ Ь(Сп , Сф) -  тождественнвш оператор.
Так как ж Д в => ker (р — Хе) Д в,  т.е. dim(ker (р — АД) > 1, а так как

dim(im(t£> — АД) +  dim(ker (р — АД) =  п,



rg(p — Xe) +  def(t£> — Xe) = n,

to  Tg(ip — Xe) < n, т.е. det(t£> — Ле) =  0 и => A -  корень характеристического 
уравнения.

Достаточность. Легко убедиться, что приведенные рассуждения можно 
провести в обратном порядке. □

Следствие. Каждые линейный оператор имеет собственное значение. 
Действительно, характеристическое уравнение всегда имеет корень (в силу 
основной теоремы алгебры).

Алгебраической крат, но ст ъю собственного значения оператора будем на­
зывать кратность соответствующего корня характеристического уравнения 
этого оператора.

Собственное подпространство линейного оператора.

Не следует путать два термина: собственное подпространство и собствен­
ное подпространство линейного оператора.

Множество всех собственных векторов, отвечающих данному собственно­
му значению линейного оператора, не является линейным подпространством, 
так как это множество не содержит в вектора, который по определению не 
может быть собственным. Это формальное и легко устранимое препятствие 
является единственным.

Пусть Y(p ,X ) -  множество всех собственных векторов линейного опера­
тора р  £ Ь(Сп), соответствующих значению А с добавленным к этому мно­
жеству нулевым вектором.

Теорема 19. Множество V(p,  А) линейное подпространство в Сп .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть ж, у £ V (ip, А). 
р(х  +  у) = р х  +  ру = Хх +  Ху = Х(х +  у); 
р(ах)  =  а р х  =  аХх =  А ах.  □

Множество Y(p ,  А) называется собственным подпространством линейно­
го оператора.

Собственное подпространство является инвариантным относительно опе­
ратора р.

Геометрическая крат ноет ъ собственного значения А -  это dim(V(t£>, А)).

Теорема 20. Д л я  того, чтобы матрица [р\е линейного оператора р  в 
данном базисе е была диагональной, необходимо и достаточно, чтобы базис­
ные векторы вк были собственными векторами этого оператора.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть базисные векторы щ являются собствен­
ными векторами оператора р. Тогда

P&k (1^)
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и поэтому матрица [<+ имеет вид (согласно равенствам (2))

(16)

/ Ai 0 . • ° \0 Аг • . 0

V 0 0 . п /
т.е. является диагоналвнои.

Пуств матрица [<+ диагоналвна, т.е. имеет вид (16). Тогда соотношения
(2) примут вид (15), а это означает, что ек -  собственник векторв1 оператора 
(р. □

Т еорем а 21. Пусть собственные значения Х\, Аг, . . . ,  \ п линейного опера­
тора <р различны, тогда отвечающие им собственные векторы е\, ег, • • •, ега 
линейно независимы.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Применим индукцию. Так как е\ -  ненуле­
вой вектор, то для одного вектора (р = 1) утверждение справедливо (один 
ненулевой вектор является линейно независимвш).

Пуств утверждение теоремв1 доказано для т  векторов е\, ег, ■ ■ ■, ет. При­
соединим к этим векторам em+i и допустим, что имеет место равенство

гтг+1
^  a kek = 0. (17)
k=1

Тогда, исполвзуя свойства линейного оператора, получим
гтг+1
^  а крек = 0. (18)
k= 1

Так как ек -  собственнв1е векторв1, то <рек = \ кек, и поэтому равенство (18) 
можно переписатв следующим образом:

гтг+1
^  a fcAfcefc =  0. (19)
к=1

Согласно (17) + / + 1 Xm+i&kek =  0. Вв1читая это равенство из равенства 
(19), найдем

т

Е
к=1

(фк /̂ m+l)®fc6fc — 0- (^0)

По условию все \ к различны, т.е. \ к — Ат -щ ф 0. Поэтому из (20) и 
предположения о линейной независимости векторов е\, ег, ■ ■ ■, ет следует, что 
СП =  oi2 =  • • • =  oim =  0. Отсюда и из (17), а также из условия, что ет^ \  -  
собственнвш вектор (em_|_i ф 9), вв1текает, что а т -щ =  0. Таким образом из 
равенства (17) мы получаем, что ац =  ад =  . . .  =  а.т+\ =  0. Это означает, 
что векторв! ei, в2, . . . ,  ет+\ линейно независимы. □

3



Алгоритм нахождения собственных значений и векторов линей­
ного оператора.

Чтобы вычислить собственные значения линейного оператора 
р  : Сп -л  £ га, действующего в вещественном линейном пространстве, нужно 
выполнить следующие операции:

1. Выбрать в линейном пространстве базис е и сопоставить линейному 
оператору р  матрицу [р\е в выбранном базисе е.

2. Составить характеристическое уравнение det([t£>]e — АЕ) и найти всего

3. Выделить только вещественные корни Ащ так как пространство веще­
ственное. Если действительных корней нет, то нет и собственных век-

4. Для каждого собственного значения Ад, найти ФСР для однорордной 
системы уравнений (А  — \ ^ Е ) х  = в. Столбцы ФСР представляют собой 
координаты векторов некоторого базиса в собственном подпространстве 
V(ip, АД линейного оператора р. Каждому собственному вектору соот­
ветствует собственное значение Ад, G V(p,  АД и, следовательно, найден­
ный базис в этом подпространстве позволяет представить любой соб­
ственный вектор с с собственным значением А*,.

П р и м е р 3. Найти собственные векторы линейного преобразования

р  : £2 £2, заданного .матрицей А  = ^  ̂ ^

Если
а) £2 - вещественное линейное пространство;
б) £2 - комплексное линейное пространство. 
Решение.

корни.

торов.

1 2

det(A — \Е )  = 0; 1 ,Л , 2 . =  0;
— 1 —1 — Л

(1 — А)(1 +  А) — 0; 

А2 =  - 1;

А =  i f .

а) так как А - комплексное, то собственных значений нет.
б) А =  г :

4



1 - г  2 W  О О
-1  -1  - i  J  \  - 1  - 1 - i

x i  = (—l — i)x2 , X2 = 1 => X* = a  (  ̂ *

Л =  — i :

1 2 ) x =  0- 1  - 1  + i 0

1 +  г 2 \  О 0
- l  - l  +  i J v - l  - l  +  i

x\  = (—1 +  i )x2 , X‘i =  1 =r" X* = a  1  ̂ ^  *

a  e C  \  {0}.

a  e C  \  {0}.
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Операторы простой структуры

Оператор р : Сп -ч Сп называется оператором простой структуры, если 
в Сп существует базис из собственник векторов этого линейного оператора.

В базисе из собственник векторов матрица оператора простой структурв1 
имеет вид

/  Ai 0 . . .  О \
О Л2 ... о

л =  : : :

V о О . . .  \ п )
где Ар Аг, • • •, А„ — собственник значения оператора.

Если в исходном базисе [р\е = А, \р\е> =  Л, и Ре^ е> -  матрица перехода,
то

А = Р~^е,АРе^ е>, (21)

А = Ре^ е,АР-_}е,. (22)

На матричном язвже соотношение (21) означает, что матрица А  приво­
дится матрицей Ре^ е' к диагоналвному виду и оператор простой структурв1 
назвшается также диагонализируемым оператором.

Соотношение (22) назвшается каноническим разложением матрицы А, а 
Ре—>е' -  трансформирующей матрицей.

Теорема 22. Оператор р  : Сп -ч  Сп является оператором простой 
структуры тогда и только тогда, когда алгебраическая и геометрическая 
крат,ноет,и его собственных значений совпадают.

Замечание. Эта теорема в вещественном пространств верна толвко для тех 
операторов, чви характеристические многочленв1 имеют толвко веществен- 
HBie корни.

Приведение матрицв1 к диагоналвному виду и каноническое разложение 
матриц исполвзуется в теории и ввшислителвной практике. Например, если 
известно каноническое разложение (22), то, если m e Z  \  {0},

А т = Ре^ А тР ~ 1 ,.с—>с е—»е'
Алгоритм нахождения трансформирующей матрицы.

1. Находим все собственник значения матрицв1 А.

2. При каждом собственном значении Ад, строим ФСР однородной системв1 
уравнения (А  — Х^Е)х = в.

3. Из решений всех построеннвк ФСР, как из столбцов, составляем мат­
рицу Ре—>е>, причем в матрицу Ре^ е> столбцами записвшаются решения 
по каждому Afc в порядке нумерации собственник значений.



Матрица Ре^ е' должна быть квадратной. Это будет выполняться только 
тогда, когда каждый корень характеристического уравнения Ад, матрицы А  
является ее собственным значением и для каждого Ад, его алгебраическая и 
геометрическая кратности совпадают. Лишь в этом случае матрица А  приво­
дится к диагональному виду.

П  р и м е р 4 . Привести, если возможно, следующую матрицу к диа­
гональному виду и найти ее трансформирующую матрицу:

Решение.

—1 — А 3 - 1
\ А - Х Е \ =  - 3  5 - А - 1

- 3  3 1 -  А

1 — А 3 - 1
- 3  5 - А - 1
О А — 2 2 — А

(2 -  А)(А2 -  ЗА +  2) =  (2 -  А)(А -  1)(А -  2) =  О

алгебраическая крат ноет ъ

A i ,2 =  2; 

Аз =  1;

Найдем, геометрическую крат ноет ъ: 

При Ацг =  2 :

геометрическая кратность

При Аз =  1 :

Найдем, собственные векторы. 

При Ацг =  2 :

Зад +  Зад — ад =  0 => ад =  Зад — Зад.

2



При Аз =  1

где A G М \  {0}
%1 +  Х2 = 0

В итоге:

2 0 ° \ 1( 1 0 1
0 2

° ’ Ре^ е ’ = 0 1 1
0 0 1 \ со1 со 1
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Ж орданова нормальная ф орм а

Итак, самый простой формой матрицы обладают только операторы про­
стой структуры, т.е. операторы, имеющие полный набор линейно независи­
мых собственных векторов. Как мы уже отмечали в вещественном простран­
стве существуют операторы, которые не имеют ни одного собственного век­
тора. И в комплексном пространстве не каждый линейный оператор обладает 
необходимым для базиса числом линейно независимых векторов.

Приведение матрицы линейного оператора к простому виду связано со 
структурой его собственных подпространств.

Т еорем а 23 . Пусть А ,  А ,  

нейного оператора р  : Сп
, А инвариантные пространства ли-

» Сп, причем А  ® £2 © ' ' '  © А  =  А  тогда в 
некотором базисе /  матрица оператора р  имеет блочно-диагональный вид:

[<P]f =

( А х О 
О А 2

V о о

О \
о

A s )

где квадратный блок Ai имеет порядок dim А , * =  1, 2, . . .  ,s, а остальные
блоки являются нулевыми.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выберем в линейных подпространствах
А , А ,  • • •, А  базисы 
e(i) _  fe(i) e(i) Д Ае — ^  , е2 , • • • , еП1
е® =  (е^2), е22), . . . ,  ei2?),

e(s) =  (e{s),e {2s\ . . . , e {ns)s ).
В совокупности эти базисы дают базис /  всего пространства А  Так 

как А  — инвариантное подпространство линейного оператора <р, элемент 
i = 1, 2, . . . ,  77.1, попадет в А  и поэтому является линейной комби­

нацией системы элементов . Другими словами, координаты элементов 
<ре^ в базисе / ,  соответствующие е ® , е |3\  . . . ,  e^s\  равны нулю. Аналогич­
но координаты элементов <ре[2\  i = 1, 2, . . .  , п 2 в базисе / ,  соответствующие
Д1) ДЗ)^г 1 г̂ ,е- , также равны нулю.

Остановимся на случае, когда характеристическое уравнение линейного 
оператора имеет лишь простые корни, среди которых, вообще говоря, есть 
и комплексные. Так как характеристическое уравнение линейного оператора 
имеет действительные коэффициенты, каждому комплексному корню а  +  г(3 
этого уравнения соответствует комплексно сопряженный корень а — г(3 той 
же кратности.



Т еорем а 24. Каждой паре комплексно-сопряженных корней характери­
стического уравнения линейного оператора соответствует двумерное ин­
вариант,нов подпространство этого оператора.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Зафиксируем в линейном пространстве С 
некоторый базис е и рассмотрим матрицу А  линейного оператора р  в этом 
базисе.

Пусть Л =  а  +  г(3, (3 Д 0 -  комплексный корень характеристического 
уравнения линейного оператора р.

Тогда det(H — ЛЕ) =  0 и система линейных уравнений (А — XЕ)х = в с 
комплексными коэффициентами имеет ненулевое решение х, которое можно 
записать в виде х = и  +  iv, разделив действительные и мнимые части у 
элементов столбца х.

Столбец v не является нулевым, так как в противном случае х = и, 
Аи = Хх. Мы видим, что действительные элементы столбца Аи  получаются 
из действительных элементов столбца и умножением на комплексное число Л, 
а это возможно лишь в случае, когда и = 9. Но это заключение противоречит 
выбору столбца х.

Столбцы и и v линейно независимы. Действительно, если они линейно 
зависимы, то pu + vv = 0, где одно из чисел р  и v Д 0. Мы можем утверждать, 
что р ф 0, так как в противном случае vv =  в. Но v Д 9, значит v =  0.

Пусть р ф 0 и поэтому и = kv, где к = — ̂  G М => х = и + iv = (к + i)v. 
Так как А х = Хх, то

А(к  +  i)v = X (к +  i)v,

Av = Xv.

Как мы уже знаем, для комплексных Л такое равенство невозможно.
В равенстве А х = Хх сделаем замены Л =  а  +  г(3, х  = и +  iv:

А(и  +  iv) = (а +  i[3){u +  iv).

Разделив действительные и мнимые части, получим два матричных уравне­
ния

Аи = аи  — (3v, Av = [Зи + av.

Рассмотрим векторы х  и у, которые в базисе е имеют координатные столбцы
Хе = и ,  Уе=У, тогда

р х  = ах  — /Зу, ру = [Зх +  ау.

Векторы х и у линейно независимы, так как независимы их столбцы и и г . По­
лученные соотношения означают, что двумерное линейное подпространство 
L' =  L{x, у} является инвариантным подпространством линейного оператора 
р. □
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Д ля Vck, (3 G К обозначим

c <“' «  = ( - 0  £ ) ■

Т еорем а 25 . Если характеристическое уравнение линейного оператора 
<р : Сп — ► Сп имеет р различных пар комплексно сопряженных корней 
(Xj ±  i(3j, где j  = 1,2, ■ ■ ■ ,р, и q различных действительных корней pj где 
j  = 1 ,2 ,■■■ ,q, причем 2р-\- q = п, где dim (£ra) =  п, тогда матрица линейного 
оператора в некотором базисе будет иметь вид:

/  C ( a i , ( 3 i ) 0 . . .  0 0
0 С{(Х2, /Д) . . .  0 0

0 0 С ( а р , (Зр) . . .  0 0
0 0 0 Pi  0 0
0 0 0 0 Р2 0

V 0 0 0 Ц-q

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждой паре комплексно сопряженных корней 
( X j  ±  i(3j характеристического уравнения соответствует двумерное инвари­
антное подпространство Pj оператора р  с базисом Uj,Vj (см. доказатель­
ство т. 24). Каждому собственному значению pj соответствует одномерное 
собственное подпространство Qj линейного оператора р. Можно показать, 
что все эти подпространства образуют прямую сумму, так как пересечение 
любой пары таких подпространств содержит лишь 9. Учитывая, что сумма 
размерностей этих подпространств 2р +  q = п = dim (£ra), заключаем, что 
Pi ® Р2 +  . . .  +  Рр ® Qi ® Q2 .. • ф — Р. Согласно теореме 23 в некото 
ром базисе матрица А  оператора р  имеет блочно-диагональный вид, причем 
каждый диагональный блок представляет собой ограничения оператора р  на 
соответствующее инвариантное подпространство. В случае двумерного под­
пространства Pj в базисе Uj,Vj эта матрица равна C{otj,f3j), а в случае одно­
мерного инвариантного подпространства Qj такой блок есть простое число, 
представляющее собой собственное значение pj. □

Если характеристическое уравнение линейного оператора имеет кратные 
корни, действительные или комплексные, то инвариантные подпространства 
такого оператора имеют более сложную структуру.

Рассмотрим два типа специальных матриц. Для произвольного числа 
р  G К введем обозначение матрицы порядка s:
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1
fi

О \  
о

О ..............  ц  1
\  О О 0 • • • ц j

У этой матрицы все диагональные элементы равны ц, над главной диаго­
налью расположены единицы, а все остальные равны нулю. В случае s = 1 
рассматриваемая матрица сводится к единственному числу ц.

Для любого комплексного числа а+г(3((3 Д 0) введем обозначение блочной 
матрицы порядка 2г:

Сг(а, (3) =

(  С (а ,13) 
0

0 
0

Е  0
С(а,/3) Е

0
о

\

С(а,Р) Е
С (а, (3)

где С\(а,(3) =  С(а,(3) = а  /3 . Все остальные блоки также являются
—/3 а

матрицами второго порядка. Е  обозначим единичную матрицу, а О -  нуле­
вую.

Блочно-диагональную матрицу вида

(  Cr i(a i,P i)  0
0 СГ2(а>2, /Д)

V

о
о
о

о

Cri(ai,(3i) 
о 
о

Jsi (рч) 
о

о
о

о
о

Js2(^2)

\

о

о
о

о
о
о

Jsk (рк) /

где Qij, (3i G R, i = 1 , 2 , ,  m, fij G K, j  = 1, 2 , . . . ,  к называют жордановой. 
Ее диагональные блоки -  жордановыми клетками.
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Квадратичны е формы .

Рассмотрим симметричную билинейную форму f ( x ,  у) в вещественном ли­
нейном пространстве С.

Квадрат,ичной формой (функцией , функционалом) будем назвшатв веще­
ственнозначную функцию f ( x , x ) ,  полученную из симметричной билинейной 
формв1 путем заменв1 у на х, где х  G С.

Соответствующую билинейную форму называют полярной к квадратич­
ной форме f ( x , x ) .

Связв между квадратичной и полярной формой: 
f i x ,  У) = W i x + У,Х + У)~  f i v , У) ~  f i x ,  х)).
В базисе е квадратичная форма f ( x ,  х) с матрицей А е = ( )  может 6 b i t b  

записана в следующем общем виде:
П

f ( x , x )  = Y ) a i j X i X j ,
i,j=l

G’i j  —

или в компактной форме f ( x , x )  = x f  А ех е.
Рангом квадратичной формы будем назвшатв ранг ее матрицв1 в произ- 

волвном базисе.
Квадратичная форма вырожденная, если ранг формв1 менвше размерно­

сти пространства, в котором она определена.
П  р и м е р 2. Составить матрицу билинейной формы и записать со­

ответствующую ей квадратичную форму в двумерном пространстве, если 
билинейная форм,a: f ( x , y ) =  2х\у\ — Х\У2 — Х2У1 — Ъх\у2-

Решение. Матрица билинейной формв! будет иметв вид

Соответствующая квадратичная форма:
f ( x ,  х)  =  2 х \  — Х\Х2 — Х2Х1 — 5^2 =  2 х \  — 2Х\Х2 — 5^2-

Виды квадратичных форм.

1. Квадратичная форма f ( x ,  х)  назвшается положительно ( отрицатель­
но ) определенной, если Ух ф в f ( x , x )  > 0 ( f ( x , x )  < 0).

2. Квадратичная форма назвшается знакопеременной, если Эх, у G С, та­
кие, что одновременно ввшолняются f ( x , x )  >  0 и f ( y , y ) < 0.

3. Квадратичная форма назвшается положительно полу определенной
(отрицательно полу определенной), если Ух f ( x , x )  > 0 ( f ( x , x )  < 0) и
Эх ф в, при котором / ( ж ,  х) =  0.

Теорема 4. Пусть f ( x , y ) — симметричная билинейная форма, поляр­
ная к положительно определенной квадратичной форме / ( ж ,  ж ) ,  тогда фор­
ма / ( ж ,  у) определяет скалярное произведение в вещественном евклидовом
пространстве.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если число, называемое скалярным произведе­
нием векторов х и у, обозначить символом f ( x ,  у), то эти аксиомы запишутся 
следующим образом:

1) f i x , У) = f (y , x) ;
2) f ( x  + y , z)  = f ( x , z )  + f (y, z)]
3) f ( \ x , y )  = \ f ( x , y ) ]
4) f ( x , x )  > 0, f ( x , x )  > 0, x  Ф 0.
Так как билинейная форма f ( x , y ) полярная квадратичной форме f ( x , x )  

симметрична, то аксиома 1) выполняется, аксиомы 2) и 3) в сочетании с тре­
бованием симметрии выполнены в силу определения билинейной формы. Ак­
сиома 4) выполняется, так как квадратичная форма f ( x ,  х) положительно 
определена. Значит билинейная форма определяет скалярное произведение в 
вещественном евклидовом пространстве. □
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Приведение квадратичной формы к каноническому виду.

Рассмотрим различные меоды приведения квадратичной формв1 к сумме 
квадратов, т. е. рассмотрим методв1 BBi6opa такого базиса /  =  ( /: , / 2 , . . . ,  f n) 
в линейном пространстве С , по отношению к которому квадратичная форма 
представляется в следующем каноническом виде:

Х\, Х2, ■ ■ ■, х п -  координатв1 х  в базисе / .
Коэффициента: Л:, Л2,. . . ,  Хп в ввфажении (4) назвшаются каноническими 

коэффициентами.
Так как каждому преобразованию базиса отвечает неввфожденное линей­

ное преобразование координат, а неввфожденному преобразованию коорди­
нат -  преобразование базиса, то вопрос о приведении формв1 к каноническому 
виду можно решатв путем BBi6opa соответствующего неввфожденного преоб­
разования координат.

М етод  Л а гр ан ж а .

Т еорем а 5. Любая квадратичная форм,a f ( x , x ) ,  заданная в п-мерном ли ­
нейном пространстве С, с помощью невырожденного линейного преобразо­
вания координат, может быть приведена к каноническому виду (4).

Д о к а з а т е л в с т в о .  Проведем доказателвство теоремв1 методом 
Лагранжа. Основная идея этого метода заключается в последователвном до­
полнении квадратного трехчлена по каждому аргументу до полного квадра­
та.

Будем считатв, что f ( x ,  х)  Д 0 (если форма f ( x ,  х)  =  0, то ее матрица 
в любом базисе состоит из нулевв1х элементов, и поэтому такая форма по 
определению имеет канонический вид в любом базисе) и в данном базисе 
е =  (ец е2, . . . ,  еп) имеет вид

Убедимся, во-перввгх, что с помощвю неввфожденного преобразования 
координат форму f ( x , x )  можно преобразоватв так, что коэффициент при 
квадрате первой координатв1 вектора х  будет отличен от нуля.

Если в данном базисе этот коэффициент отличен от нуля, то нужное невв1- 
рожденное преобразование является тождественнвш.

В случае, если а ц  = 0, но отличен от нуля коэффициент при квадра­
те какой-либо другой координаты, то с помощвю перенумерации базиснв1х 
векторов можно добитвся требуемого резулвтата. Ясно, что перенумерация 
является невБфожденнвш преобразованием.

/(ж, х) = Xixf  +  А2Ж2 +  • • • +  А пХп, (4)

П
(5)

*j = i



Если же все коэффициенты при квадратах координат равнв1 нулю, то 
нужное преобразование можно получитв следующим способом. Пуств, на­
пример, а 12 ф 0. (Напомним, что f ( x ,  х) ф 0 и поэтому хотя 6bi один коэф­
фициент ац отличен от нуля). Рассмотрим следующее неввфожденное пре­
образование координат (определителв матрицв1 этого преобразования равен 
2, и поэтому это преобразование неввфожденное):

х \  =  Х\ — Х2, 
х'2 = Х\ +  Х2, 
х\ =  Хг, г =  3, 4, . . . ,  п.

После этого преобразования коэффициент при х \  будет равен 2а\2 и по­
этому отличен от нуля.

Итак, будем считатв, что в соотношении (5) а ц  ф 0. Выделим в ввфаже- 
нии (5) ту группу слагаемв!х, которвге содержат х \. Получим

f ( x , x ) = a u x \  +  2а\2Х\Х2 +  . . .  +  2ainx \x n +  £  (О
i,j = 2

Преобразуем выделенную группу слагаемв1х следующим образом:

2 , 0  , , о (  , а12 , , а1 п \ 2I о    I I о „  ™ ™ ----------I ™ I ------------Г . . . + Э Ы -------  —а ц х 1 +  2 a \ 2X \ X 2 +  . . .  +  2 a i n x \ x n =  а ц  х \  +  ж 2  Ь . . .  +  х п
\  «11 « 1 1 J

а \ 2 2 а 1п 2 о а 12а 13 n a i n - i a i n
 х 2 — ■ ■ ■  х п — 2  Х2Х3 — . . .  — 2 ----------------- х п - \ х п .

Я>11 А ц  А ц  А ц

Очевидно, вв1ражение (6) можно теперв переписатв так:

/  \ 2 п
f { x , x )  =  а п  [ Xi  Н х 2 +  . . .  4 - Х п ) +  У ^  a ^ X iX j ,

V а и  a n  )

где а*-—коэффициенты при XiXj,  полученные после преобразования. 
Рассмотрим следующее неввфожденное преобразование координат:

/ . «12 . . а ы
х 1 =  х \  Л ж 2 +  . . . Н  х п ,

а ц  а ц

х'2 = Х2 ,

Xrfi Xyi.

(7)
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С помощью этого преобразования и представления (7) для f ( x , x )  получим

П

f ( x , x )  =  ац{х'ф)2 +  ^  афх\х ф  (8)
*J=2

Итак, если форма f ( x ,  х )  ф  0, то с помощью невырожденного преобра­
зования координат эту форму можно привести к виду (8).

П

Обратимся теперь к квадратичнй форме фф афх^хф Если эта форма тож-
0=2

дественно равна нулю, то вопрос о приведении f ( x ,  х )  к каноническому виду
П

решен. Если же форма фф a^XiXj ф  0, то мы можем повторить рассужде-
0 = 2

ния, рассматривая преобразования координат хф  ■ ■ ■ , х гп , аналогичные опи­
санным выше, и не меняя при этом координату хф  Очевидно, такого типа 
преобразования координат х ф  хф  ■ ■ ■, х'п будут невырожденными.

Ясно что за конечное число шагов мы приведем квадратичную форму 
f ( x , x )  к каноническому виду (4).

Отметим, что нужное преобразование исходных координат Х \ , Х 2 , ■ ■ ■ , х п 
можно получить путем перемножения найденных в процессе рассуждений 
невырожденных преобразований. □

З ам ечан и е  1. Базис, в котором квадратичная форма имеет канониче­
ский вид, называется каноническим. Отметим, что канонический базис опре­
делен неоднозначно.

З ам ечан и е  2 . Если форма f ( x , x )  приведена к каноническому виду (4), 
то, вообще говоря, не все канонические коэффициенты ф  отличны от нуля. 
Оставляя в (4) лишь отличные от нуля ф  и перенумеровывая их заново, 
получим следующее выражение для f ( x , x ) :

f ( x ,  х)  = AiT2 +  А2Ж2 +  . . .  +  Агж2. (9)

Ясно, что г < п. Так как ранг квадратичной формы по определению равен 
рангу ее матрицы в любом базисе, то из (9) и условия \ i  ф 0 при г = 1, 2, ,г  
вытекает, что ранг формы равен г. Таким образом, число отличных от нуля 
канонических коэффициентов равно рангу квадратичной формы.

М етод  Я коби .

При некоторых дополнительных предположениях о квадратичной форме 
f ( x ,  х)  можно указать явные формулы перехода от данного е =  (е \ ,  в2,..., еп) 
базиса к каноническому ег = (еф еф ...,е^) и указать явные формулы кано­
нических коэффициентов Aj.

Введем понятие треугольного преобразования базисных векторов.
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Преобразование базисных векторов е =  (ei, 62,...,en) назвшается тре­
угольным , если оно имеет следующий вид:

ei =  еь
е-2 =  OL21&1 А в2,
е'3 =  a 3 ie i  +  а 32 е2 +  е3, (10)

ега — QAlAl +  01п 2&2 А ••• +  ега.
Пусть f ( x , x )  — квадратичная форма. И пусть А — матрица квадратичной 

формы в базисе е.
а ц  а\2 
Й21 Й22

Д га =  |Д| — угловые минорыПусть Ai =  ац,  Аг : 

матрицы А.

Т еорем а 6. Пусть угловые миноры матрицы квадратичной формы 
f ( x ,  х) отличны от нуля. Тогда существует единственное треугольное пре­
образование базисных векторов е\, ег, ■ ~,еп > которое приводит эту квадра­
тичную форму к каноническому виду.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Коэффициенты bij квадратичной формы f ( x , x )  
в базисе е; вычисляются по формулам

bij = f ( ei, e'j). (11)

Используя равенства (10) и линейное свойство квадратичной формы 
f ( x , x )  по каждому аргументу, легко заметить, что соотношения (11) будут 
выполнены, если будут выполнены соотношения:

/ ( е ь е ') =  0, / ( е 2,е'-) =  0 ... /(е ,_1 , е ') =  0, j  =  2 ,3,..., п. (12)

Запишем формулы (12) в развернутом виде. Для этого подставим в левые 
части этих формул выражение

e'j =  c x j i e i  А сг/2б2 +  ••• +  cx j j—i e j —i A e.j (13)

из соотношений (10). Используя далее свойство линейности f ( x , x )  по каждо­
му аргументу и обозначение /(ед  еД =  Щу, получим в результате следующую 
систему уравнений для неизвестных коэффициентов сг,д:

{ ссдЯ-п А Д/2ЯТ2 А ••• A a j j —i a i j —i Т a \ j  =  0,
Д дй21 +  <Д/2Й22 А ••• +  C t j j - i a 2j - l  А 0,2 j  =  0,

e ^ j i O j —ц  A o t j 2 0 j —Y2 А ••• A cry у—1 fiy—i у—i A O j ~ \ j  =  0,
Определитель этой системы равен A j_ i. По условию A j- i  ф 0. Следователь­
но, система (14) имеет единственное решение. Таким образом, можно постро­
ить единственное треугольное преобразование базисных векторов, с помощью 
которого квадратичная форма f ( x , x )  приводится к каноническому виду. □4



Приведем формулы, по которым можно вычислить коэффициенты сод ис­
комого треугольного преобразования и формулы для канонических коэффи­
циентов X j .  Используя формулу Крамера находим выражение для коэффи­
циентов:

где A j_i,j минор матрицы А, расположенный на пересечении строк этой мат­
рицы с номерами 1, 2, ...j — 1 и столбцов с номерами 1, 2, г — 1, г + 1, j. Так 
как j - й столбец должен стоять на г-ом месте, а мы приписываем его справа, 
то необходимо домножить на знак перестановки j - го столбца на г-е место.

Вычислим канонические коэффициенты Л j .
М  =  ъп  =  f ( e ' j > e ' j )  =  Д е Т  e ' j )  =  f ( e j i a j i e i  +  aj2e2 + . . .  +  а ц - iej - 1  +  ej) =
—  01% j  Clj  1 +  (Xj  2 Clj 2 +  . . .  +  ( X j j  — l  ( I j j —l  Cl j j  *

Подставляя выражение (15) для <Тд, % =  1, 2, ...,j — 1 в правую частв 
последнего соотношения, найдем

Л  =  /(еф  ei) =  / ( е ь  ei) =  ац .

П р  и м е р 3 . (7 помощью метода Якоби вычислить коэффициенты тре­
угольного преобразования и канонические коэффициенты, если квадратичная 
форм,а имеет вид:

f ( x ,  х ) =  2х \  +  ЗД  +  жз — д х \х 2 +  2х\Хз — 2х 2х з .

Решение.
Так как форма квадратичная, то матрица ее будет симметричной:

( - 1 ) ^ А , _ М
Aj~i

(15)

л  =

( - l ) j + 1 A j _ i ti a j i  +  ( - l ) j + 2 A j - i y2a j2  +  . . .  +  ( — 1 ) г + —1Л^- _  i , ̂  _  i  ^ _  i  +  a j j A j - i

Числитель представляет собой A j. Поэтому
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Закон инерции квадратичных ф орм.

Мы уже отмечали, что ранг квадратичной формы равен числу отличнв1х 
от нуля канонических коэффициентов. Таким образом, число отличник от 
нуля канонических коэффициентов не зависит от BBi6opa неввфожденного 
преобразованияа, с помощвю которого форма приводится к каноническому 
виду. На самом деле при любом способе приведения формв1 к каноническо­
му виду не меняется число положительных и отрицательных канонических 
коэффициентов. Это свойство называется законом инерции квадратичных 
форм,.

Т еорем а 7 . (З ако н  инерции  к в ад р ати ч н ы х  ф о р м ) . Число положи­
тельных и отрицательных коэффициентов в каноническом виде квадратич­
ной формы не зависит от выбора канонического базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е й / -  канонические базисы квадратичной
П  П

формы f ( x ,  X) ранга Г И ДЛЯ X = Y1 г̂&г = Vifi
г=1 г=1

/  Д , т) =  (i\x\ Т о,2Х<2 Т ••• Т ctpXр — Дэ+iTp-i-i — ••• — агх̂ ,̂

f ( x ,  х) = biyl +  Ъ2у\ +  ... +  Ър’Ур, -  У +п/р/+1 -  ... -  ЪгУг,

где сц > 0, bi > 0, г = 1, 2,..., г. Необходимо доказать, что р = р1.
1) Докажем, что р < р '. Предположим,что это не выполняется, т.е. р > р '. 

Рассмотрим два подпространства С\ и ф :
У  =  £ (e i, е г ,..., ер), С2 =  C(fp’-|-i, fp/-1-2) •••; /п )>
dim (£ l П С2) = d im £ i + d im £2 — dim (£i +С 2) = р + {п—р') — dim (£i + С2). 
Так как dim (£i +  С2) < п, р > р \  то dim (£i f) С2) > 0.
Следовательно, существует хо Д в и хо G dim (£i f) С2).
Пусть хо = а\е.\ +  а 2е2 +  ...арер = y + i /p '+ i  +  ■■■ +  fdn fn- 
Тогда

/(ж 0, хо) = а \а \  +  а2а \ +  ... +  ара^ = -У + Д р /+1 -  ... -  br$ .  (16)

Так как хо ф 9, то а \а \  +  а2 а | +  ... +  ара^ > 0, — У + Д р /+1 — ... — br/3% <  0. 
Это противоречит (16), и значит, р < р1.

2) р > р '  доказывается аналогично. □

Введем обозначения:
Д  =  р -  положительный индекс инерции — число положительных коэф­

фициентов в каноническом разложении квадратичной формы.
i -  = q -  отрицательный индекс инерции — число отрицательных коэффи­

циентов в каноническом виде квадратичной формы. 
г -  ранг квадратичной формы. 
s = р — q — сигнатура квадратичной формы.



Вид квадратичной формы

/(ж, ж) =  х \  +  х \  +  ... +  Хр — х 2+1 — ... — х 2 (17)

называется нормальным.

Т еорем а 8. (К р и тер и й  зн акооп ределен н ости  к вад р ати ч н о й  ф о р ­
м ы ). Д ля  того чтобы квадратичная форма, заданная в п-мерном линейном  
пространстве Сп, была знакоопределенной, необходимо и достаточно, что­
бы в случае положительной определенности р = п, а в случае отрицатель­
ной определенности q = п.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Н еобходим ость.
Пусть форма /(ж, ж) положительно определена. Тогда выражение (17) 

примет вид f i x ,  х) =  х \  +  х \  +  ... +  х 2.
Если при этом р < п, то из последнего выражения следует, что для х ф в 

с координатами

XI = О, ж2 = 0, . . . ,  хр = 0, хр+1 ф 0 , . . . ,  х п ф О

форма f i x ,  х) обращается в нуль, а это противоречит определению положи­
тельно определенной квадратичной формы, поэтому р = п.

Д остаточ н ость . Пусть р = п. Тогда соотношение (17) имеет вид
/(ж, ж) =  X2 +  Х% +  ... +  жф
Ясно, что /(ж, ж) > 0, причем, если /(ж, ж) =  0, то х \ = Ж2 =  • • • =  хп = О, 

т.е. х = в. Следовательно, /(ж, ж) -  положительно определенная форма.□

З ам еч ан и е . Для выяснения вопроса о знакоопределенности квадратич­
ной формы с помощью указанного признака мы должны привести эту форму 
к каноническому виду.

Т еорем а 9 . (К р и тер и й  зн акоп ерем ен н ости  к вад р ати ч н о й  ф о р ­
м ы ). Д ля  того чтобы квадратичная форм,а была знакопеременной, необхо­
димо и достаточно, чтобы р ф 0 и q ф 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н еобходим ость. Так как знакоперемен­
ная форма принимает как положительные, так и отрицательные значения, 
то ее представление (17) в нормальном виде должно содержать как поло­
жительные, так и отрицательные слагаемые (в противном случае эта фор­
ма принимала бы либо неотрицательные, либо неположительные значения). 
Следовательно, как положительный, так и отрицательный индексы инерции 
отличны от нуля.

Д остаточн ость . Пусть р ф 0 и q ф 0.
Тогда для вектора х' =  (0, 0 . . .  0, жр+1, . . . ,  хф) имеем / ( х ' , х') <  0, а для век­
тора х" =  (х\,  Ж2, • • •, Хр, 0, 0, . . . ,  0) имеем f i x " , х") > 0. Следовательно, фор­
ма f {x,  ж) является знакопеременной. □
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Т еорем а 10. (К р и тер и й  полуоп ределённ ости  к вад р ати ч н о й  ф о р ­
м ы ). Д ля  того, чтобы квадратичная форма /(ж, ж) была полу определённой 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения: 

для положительной полуопределённости: р < п, q = 0; 
для отрицательной полуопределённости: q < п, р = 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случай положительно полуопре- 
делённой квадратичной формы. Случай отрицательной полуопределенности 
рассматривается аналогично.

Н еобходим ость. Пусть форма /(ж, х) положительно полуопределенная. 
Тогда, очевидно, р < п и q = 0 ( если бы р = п, то форма была бы положи­
тельно определённой).

Д остаточ н ость . Если р < п, q = 0, то /(ж, х) > 0 и для 
х  =  (0, 0 , . . . ,  хр+1, . . . ,  хп) имеем /(ж, ж)=0, т.е. /(ж, ж) -  положительно полу­
определенная форма. □

П  р и м е р 4 .
Дана квадратичная форма /(ж, ж) =  х \ 2 +  4ж1Жз +  Ж22 +  2ж2жз +  4жз2, 
(п = 2). Определить вид формы.
Решение.
x i 2 +  4жзжз +  ж22 +  2ж2ж3 +  4ж32 =(жф +  4жзж3 +  4ж32) +  (ж22 +  2ж2ж3 +  ж32) -  
- х \  = (ж! +  2ж3)2 +  (ж2 +  ж3)2 -  ж32.

Произведём замену: 
ух =  Ж1 +  2ж3;
У2 = х 2 + ж 3;
Уз = х 3.
Получим: ух2 +  у22 -  уз2-
Следовательно, форма является знакопеременной (р = 2, q = 1).
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Критерий Сильвестра.
Пусть форма f ( x , x )  в базисе е =  (ер е2, ■ ■ ■, ега) определяется матрицей 

А  =  iflij')''

Теорема 11. (Критерий Сильвестра).
Д ля  того, чтобы квадратичная форма была положительно определённой 
необходимо и достаточно, чтобы были выполнены неравенства

Д ля  того, чтобы квадратичноая форм,а была отрицательно определённой, 
необходимо и достаточно, чтобы знаки угловых миноров чередовались, при­
чём А \  < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Докажем сначала, что из 
условия знакоопределенности квадратичной формы f ( x ,  х) следует Aj Д 0.

Убедимся, что предположение А*. =  0 ведет к противоречию -  при этом 
предположении Эх Д 9, при котором квадратичная форма обращается в ноль, 
что противоречит знакоопределенности формы.

Итак, пусть Ад, =  0. Рассмотрим следующую квадратную однородную си­
стему линейных уравнений:

По предположению А*. =  0, следовательно, однородная система линейных 
уравнений имеет нетривиальное решение. Далее умножим последовательно 
первое уравнение на Х \ ,  второе -  на Х 2 ,  последнее уравнение -  на ад и сложим 
все к уравнений. В результате получим равенство

левая часть которого представляет собой значение квадратичной формы 
для х = (х\,Х2, . . . , Х к , 0 ,  ...0) ф 0. Это значение равно нулю, что противоречит 
знакоопределенности формы.

Итак, мы убедились, что Aj Д 0, г = 1, 2, . . . ,  п. Поэтому мы можем приме­
нить метод Якоби приведения формы к сумме квадратов и воспользоваться

п

*>1=1
и пусть

A i — an,  Л2
а 11 а\2 
а 21 а 22

А„ =  |Д|.

Ai > 0, Д 2 > 0 , . . . ,  Д„ > 0.

( 1 ц Х \  +  0 - 1 2 ^ 2  +  . . . +  < llk x k  —  0

( l2 lX l  +  (122X2 +  . . . +  0,2кХк =  0

dklx l +  dk2x 2 +  • • • +  dkkx k — 0

к

hj= 1



формулами для вычисления канонических коэффициентов:

Т. к. квадратичная форма положителвно определённая, то Ар Аг, Ага > О, 
следователвно, все Aj > 0.

Если же f ( x ,  х ) -  отрицателвно определенная форма, то все канонические 
коэффициентБ1 отрицателвнв1 и знаки угловых миноров будут чередоватвся, 
причем A i < 0.

Достаточность. Пусть все Aj > 0, где г = 1, 2, ...,п , т.е. угловые миноры 
отличны от нуля, поэтому мы снова можем использовать метод Якоби.

Aj > 0, следовательно, все A j > 0, отсюда по определению следует, что 
квадратичная форма будет положительно определённой.

Если же знаки Aj чередуются и A i < 0, то все канонические коэффици­
енты Aj < 0, т.е форма будет отрицательно определенной.□

П  р и м е р 5 . Дана квадратичная форма: 
f ( x ,  х) =  2х \ 2 +  Зж22 +  х Д  — 2х \Х2 +  2х\Хз — 2x2X3, (п = 3).
Определить, является ли эта форм,а знакоопределённой.

Все Aj > 0, следовательно, квадратичная форма положительно опреде­
лённая.

Решение.
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Билинейные и квадратичные формы в комплексном линейном 
пространстве

Пусть V n  -  комплексное линейное пространство. Комплекснозначную 
функцию двух аргументов f i x , у), где х , у  G V, будем называть полуторали­
нейной формой, если V х,у,  z G V n , VA G С выполняются соотношения:

1) f i x  + V, z)  = f i x ,  z) +  f (y,  z)]
2) f ( x ,  y + z) = f ( x ,  y) +  f ( x ,  z)]
3) f ( \ x , y )  =  Af(x,y)\
4) f ( x , Xy)  = Xf (x ,y) .

Полуторалинейную форму называют эрмитовой, если

f i x , у) = f (y ,  х) Ух, у е  V.

Пусть ei, 6 2 , еп - базис в комплексном линейном пространстве. Рассмот­
рим следующее выражение:

п

f i x , у )  =  а У ХгУг (18)
i , j = 1

где CLij =  fie-i ,  e j ) .
Матрица А е = (ау),  г, j  = 1, 2,..., п  называется матрицей полуторалиней­

ной формы, а вид (18) называется общим видом полуторалинейной формы. 
Компактное представление полуторалинейной формы имеет вид

f ( x , у) = [х\еТ А е[у]е = [у]еА т[х\е. (19)

Ранг полуторалинейной формы -  это ранг её матрицы. 
Полуторалинейная форма называется вырожденной, 

если гg f i x , y )  < dim(Vra).
Т еорем а 12. Полуторалинейная форм,а является эрмитовой тогда и 

только тогда, когда её матрица в любом базисе является эрмитовой.

Т еорем а 13. Матрицы полуторалинейной формы f ( x ,  у) в базисах е и 
f  Ае и A f связаны соотношением

A f  =  Р  e^ f A e P e^ f

Пусть Vn - комплексное линейное пространство, a f ( x ,  у) -  эрмитовая по­
луторалинейная форма. Числовая вещественнозначная функция f ( x , x ) ,  ко­
торая получается из эрмитовой полуторалинейной формы заменой у на ж, 
х  G Vn, называется эрмитовой квадрат ичной формой. Соответственно f i x ,  у) 
называется полярной полуторалинейной формой к эрмитовой форме.



Эрмитова форма может быть представлена в виде

П
!{х , х )  = ^ 2  aijXiXj, 

i,j=l

dij — ciij.
Запись в компактном виде:

f ( x ,  х) = [х]е ■ Ае ■ [х]е = [х]е • А еТ ■ [х]е.

Канонический вид квадратичной формы в комплексном 
линейном пространстве.

f ( x , x )  =  А Д Д  +  \ 2 \ x2 \ 2 +  ■■■ +  Аг |жг |2,

где г - ранг квадратичной формы, dim(Vra) =  п.
В отличие от вещественного случая мы выделяем полный квадрат модуля. 
Остаются справедливыми и метод Якоби, закон инерции квадратичных 

форм и критерий Сильвестра.

П р и м е р 6. Составить матрицу данной эрмитовой полулинейной 
формы в двумерном пространстве и записать соответствующую квадра­
тичную форму. Определить по критерию Сильвестра вид формы. 

f ( x ,  у)  =  2Х\У1 +  (1 +  1) Х 1Щ +  (1 -  %)Х2У\ -  Ъх2у2- 
Решение.

f ( x , x )  = 2 \х\\2 +  (1 +  г)х\Х2 +  (1 -  г)Х2Х\ -  5|ж212,
Ai =  2 > О, Д2 =  —12 < 0, форма является знакопеременной.
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Билинейные и квадратичные формы  в евклидовом пространстве

Пусть билинейная форма задана в евклидовом пространстве £п .

Лемма. Пусть f ( x )  -  линейная форма, рассматриваемая в веществен­
ном евклидовом пространстве £п . Тогда существует единственный эле­
мент h G £п, такой, что выполняется:

f ( x )  = (x,h),  Ух G £п . (15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Рассмотрим произвольный ортонормированный 
базис (ОНБ) ei, е г , е га.

П

X = ^  Хгвг 
г=1

Возьмем h = (hi, hi,  •••, hn) и определим компоненты hk = /(е ф .

п п п
fC^Xid)  = J2xif(ei) = ^ХгЫ,  

i =  1 i =  1 i =  1

h - элемент пространства, следовательно, он может быть разложен по базису:

П  П

h  =  ^  h i ei  X i e i ) =
г= 1 i=  1

2) Допустим, h не единственное, т.е. существуют h\  и hi,  такие, что 
Ух G £п
(xi,  hi) = (xi ,hi ) ,
(xi,  hi) -  ( x i , h i )  = 0,
(x i , h i  -  h2) = 0,
т. к. x - произвольный, предположим, что он равен hi — hi. Получаем:
(h\ — hi, hi — hi) = 0. Это возможно тогда и только тогда, когда hi — h i = в,
следовательно, hi = hi. □

Теорема 14. Пусть f ( x ,  у) - билинейная квадратичная форма, опреде­
лённая в евклидовом пространстве £п, тогда существует единственный 
оператор <р : £п —*■ £п , такой, что справедливо равенство:

f ( x , y )  = (х,<ру) У х , у е £ п (16)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Зафиксируем элемент у и применим лемму, 
рассмотренную выше. Существует h, для которого выполняется равенство 
h = <ру. Из свойств билинейной формы и скалярного произведения следует



данное равенство.
2) Пусть существует два таких (р2, : £п —►
Vaj, у (ж,^1у) = (х,<р2у),
( x , < p i y )  -  (Х,<Р2 У) =  О,
(ж,  (<Р1 -  (р2)у) = 0.

Т. к. х -  любой, предположим, что х = <р>\у — <р2у.
Т\У -  <Р2У, Дь -  тфу) = о справедливо при щ у  -  (р2у = 0, 
ipiy = <~р2у (равенство двух операторов),
<pi = <р2. □

С ледствие. Наряду с равенством (16) справедливо

Теорема 15. Пусть f ( x , y ) -  билинейная форма, определённая в евкли­
довом пространстве £п и пусть [f]e = В  -  матрица линейного оператора, 
фигурирующего в равенстве (17), причем е -  ортонормированный базис. То­
гда

где ciij -  элементы матрицы билинейной формы в этом базисе.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  ajj =  Д ед  еф) =  ( X  frjfcefcej) =  (по определению)
k=1

( <ре\ =  bnei +  &i2e2 +  • • • +  Ь1пеп ,
I (ре2 = Ъ2iei +  Ъ22е2 +  . . .  +  Ъ2пеп ,

т. к. е -  ортонормированный, т.е. =  Д  при к = j ,  = bij □.

Теорема 16. /(ж, у) -  билинейная форма, определённая в евклидовом про­
странстве £п -  является симметричной тогда и только тогда, когда опе­
ратор <р фигурирующий в (17), является самосопряженным

Д о к а з а т е л в с т в о .
Необходимость. Дж, у) = /(ж, у) = f (y ,  х) = (<рх, у) -  (ж, <ру). 
Достаточность, /(ж, у) = Дж, у) = (ж, <ру) = Д у , ж) =  /(у , ж). □

/(ж, у) =  Д ж ,у) Ух, у е  £п (17)

П

<реп — bniei +  bn2e2 +  . . .  +  bnnen ,

f i x , у) = f(y,x) (<px,y) = (X,ipy).
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Приведение квадратичной формы к каноническому виду
в ортонормированном базисе.

Теорема 17. Пусть f ( x , y ) -  симметричная билинейная форма, опре­
делённая в £п , тогда существует ортонормированный базис е \ , е 2, . . . , еп и 
вещественные числа Х\, Х2, •••, Хп, такие, что Ух G £п справедливо представ­
ление П

f ( x , x )  =  iXi2,
г=1

где[х\е = ( x i , x 2, ...,хп)Т .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для билинейной формы справедливо 

f i x ,  у ) =  (ipx,y); т. к. она симметричная, то по предыдущей теореме <р будет 
самосопряжённым. Для самосопряжённого оператора

П

х = Xid,
г= 1

п
(рх = Хх, следовательно, ipx = ^хщ л, f { x , x )  =  (ipx,x), т. к. базис

i=i
е \ ,  е2, ..., ега -  ортонормированный, то получим:

П

[<рх,х) = f { x , x )  = ^ 2  XiXi2. □
i= 1

Пусть А -  матрица линейного оператора и матрица квадратичной формы 
в базисе е.
А = Me =  [f(x,x)]e 

(  Хг ••• О

Л ......................
\  о • • • Хп

А = Р ~ 1е^ е/ ■ А  ■ Ре^ е>, где Ре^ е’ -  ортогональная, т.е. Р -1е^ е/ =  Р ^

П р и м е р 7. Найти канонический вид квадратичной формы
f{x,  х) =  Ъх\ +  & Х \ Х 2 +  5, к которой она приводится ортогональным преоб­
разованием и указать одно из таких ортогональных преобразований {п = 2).

Решение.

А =  I 5 4 
1 4 5

5 -  А 4 
4 5 -  А
Ai =  1, А2 =  9, 

f ( x ' , x ' )  =  ( х ' ф 2 +  9 ( х ' 2 ) 2

= (5 -  А)2 -  16 =  25 -  ЮЛ + А2 -  16 =  А2 -  ЮЛ + 9,
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Для того, чтобы найти ортогональное преобразование, с помощью 
которого форма приводится к каноническому виду, необходимо найти 
соответствующие собственные векторы собственных значений. Проверить 
ортогональность и пронормировать. Соответствующие векторы выписать по 
столбцам (матрица перехода е —>■ е;, е -  канонический базис).
Хе — Pe—>e'%ei

Р  / — ^  ̂ ^1 р—ър' — гт:

связь координат.

е^ е ~  V 2 \ - l  1 
Связь х  и х':

х Л = ± (  1 1 \ (  x 'i
Х2 )  ^  V - 1 1 /  V ж 2

Одновременное приведение двух квадратичных форм к 
каноническому виду.

Теорема 18. Пусть f ( x ,  у) и д(х, у) - симметричные билинейные формы, 
определённые в линейном пространстве, причём квадратичная форма, полу­
ченная из билинейной формы д(х,у)  является положительно определённой. 
Тогда существует базис в\, е2, ■■■, еп, в котором справедливо представление

f { x , x )  = ^ 2 , \ x i ,
г= 1  

п
g(x,x)  = Y

i= 1
Д о к а з а т е л ь с т в о .
Так как д(х,у)  является полярной положительной формой, то по теореме 

(х , у ) =  д(х,у).  Введя таким образом скалярное произведение, мы переходим 
в Еп. Для £п по теореме (представление квадратичной формы в канониче­
ском виде в ортонормированном базисе): f ( x , x )  =  Т Д Д -

В ортонормированном базисе (х,х)  = д(х,х) .

П

f ( x , x )  = Y x b  п
г= 1

Пусть А = [f(x,x)]e, д(х,х)  -  положительно определенная, 
Л =  [f(x,x)]e>,
\з(х,у)]е = В, \д(х,х)\е? = Е,
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л  =
-1

В  = { Р ^ е, ) - 1Е{Ре^ е,) -1

-1 Ре->е'Л(-Ре->е')-1

В  АРе_>е/ =  Ре_,е>А -  получили определение собственных значений соб­
ственных векторов матрицв1 (В ~ 1А ).

Л -  матрица из всех собственник значений.
Ре—>е' -  матрица, состоящая из собственник векторов.

Возможен вариант с очевиднвши исправлениями в выводе данной фор­
мула!, когда
квадратичная форма задана следующим образом: д(х, х) =  ^  щх^

П  р и м е р 8. Проверить, что по меньшей мере одна из двух данных 
форм является знакоопределённой. Найти замену координат,, приводящих 
эти две формы к нормальному, и записать канонический вид этих форм, 

g = х \  +  2х \Х2 +  3^2,
/  =  Ах\ +  16Ж1Ж2 +  6^2-

В ~ 1А - Х Е \  = 0 , 

\ A - \ B \  = 0.

Решение.

\А — ХВ\ = 0, Ai =  5, Л2 =  - 4

п { А  А \  — А ^  А  ̂у  у  кВ  ̂ кВ J  кВ | кВ ^  *
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Гиперповерхности второго порядка

Понятие гиперповерхности второго порядка. Пусть V  — n-мерное вещественное ев­
клидово пространство.

Ради геометрической наглядности будем называть векторы х  этого пространства 
т о ч к а м и .

Г и п е р п о в е р х н о с т ъ ю Б  второго порядка будем называть геометрическое место 
точек х, удовлетворяющих уравнению вида

А(х , х )  + 2В(х)  + с, (1)

где А(х , х )  — не равная тождественно нулю квадратичная форма, В ( х , х )  — линейная форма, а 
с — вещественное число.

Уравнение (1) будем называть о б щ и м  у р а в н е н и е м  г и п е р п о в е р х н о с т и  
в т о р о г о  п о р я д к а .

Выделим в пространстве V  какой-либо ортонормирванный базис ед,. Координаты вектора х  
(точки х) в этом базисе обозначим через (ад, Х2, ...,хп). Тогда квадратичная форма А(х,  х) может 
быть представлена в виде

П

А { х , х ) =  У  a jkXjXk,  (2)
3, k= 1

где
djk = еД (3)

и A(ej ,ek) — значение на векторах ej и щ  симметричной билинейной формы А(х,у) ,  полярной 
квадратичной форме А(х,х) .

Линейная форма В(х)  в указанном базисе щ представляется в виде

B(x)  = 2 2 bkXk- (4)
k=  1

Таким образом, общее уравнение гиперповерхности второго порядка в евклидовом пространстве 
V  с выделенным базисом щ может быть представлено в следующей форме:

П  П

У ] CLjkXjXk + % У  bkx k +  с =  0. (5)
j, k=  1 k=  1

Договоримся о следующей терминологии.

П

Слагаемое А(х,  х) = ^  djkXjXk будем называть г р у п п о й  с т а р ш и х  ч л е н о в
j, k= i

уравнения (1) или (5).
П

Группу слагаемых В(х)  +  с =  ^  ЬкХк +  с будем называть л и н е й н о й  ч а с т ь ю
к= 1

уравнения (1) или (5).
Мы будем рассматривать в дальнейшем матрицы

(1\п
А  =   I и В  =

а п  . d i n b i  \

d n i d n n b n

b i  . Ь'П с  У

1



и определители det А  и det В  этих матриц.
Исследование гиперповерхностей второго порядка m b i  будем проводитв с помогцвю метода, 

сходного с методом, применяемвш в аналитической геометрии при исследовании кривых и по­
верхностей второго порядка, заданнв1х общими уравнениями.

Идея этого метода заключается в том, что путем BBi6opa специалвной декартовой системв1 ко­
ординат на плоскости (для кривв1х второго порядка) или в пространстве (для поверхностей вто­
рого порядка) достигается максималвное упрощение уравнения кривой или поверхности. Затем 
путем исследования этого уравнения ввшсняются геометрические свойства кривой или поверх­
ности. Кроме того, перечисление всех возможных типов простейших (канонических) уравнений 
кривв1х или поверхностей второго порядка позволяет датв их классификацию.

4 t o 6 b i  исполвзоватв этот метод в многомерном случае, mbi сначала должнв1 изучитв такие 
преобразования (отображения) n -мерном евклидова пространства, которвю представляют собой 
аналоги преобразований декартовв1х прямоуголвнв1х координат в случае двух и трех измерений.

Очевидно, гиперповерхноств второго порядка, рассматриваемая как геометрический объект 
пространства V, не изменяется, если производится преобразование указанного ввине вида. Ниже 
mbi убедимся, что для каждого уравнения вида (1) (или (5 )) можно ввйратв такое начало коорди­
нат и ввйратв такой ортонормированный базис в V, что это уравнение, записанное в координатах 
относителвно нового базиса, будет максималвно простого вида, и поэтому, как и в случае двух 
и трех измерений, можно будет указатв геометрические характеристики таких поверхностей и 
датв им классификацию.

2. Параллельные переносы в евклидовом пространстве. Преобразования ортонор- 
мированных базисов в ортонормированные. П а р а л л е л ь н ы м  п е р е н о с о м  в 
евклидовом пространстве V  мы будем называть преобразование, задаваемое формулами

х  = х '  +  х° ,  (7)

где х  — фиксированная точка, называемая новым началом координат.
Пусть точки х ,  х '  и х °  имеют координаты, соответственно равные ( х \ , Х 2 , . . . , х п ),  (аф х^. . . ,  х п) 

и (аф ф ),...,ж °).
Тогда в координатах параллельный перенос определяется формулами

Хк = х'к +  х°к , к = 1, 2, . . . ,п. ( 8 )

Отметим, что при параллельном переносе любой фиксированный базис не изменяется.
Перейдём теперь к выяснению характеристики преобразования ортонормированного базиса в

ортонормированный.
Допустим, что ортонормированный базис {еД преобразуется в новый ортонормированный 

базис {е(.}. Разложим каждый вектор {е(.} по векторам {еД. Получим

е[  =  P n e i + p 2i e 2 + . . . + P n i e n , 
е'2 =  P u e i  + Р 22&2 +  ••• + P n i e n ,

Сга =  Pln&l  Т  Р2п&2 Т  ••• Т  Рпп&п-

Обозначим буквой Р  матрицу преобразования (9):

/  P l l  Р21 
р  = Pl2 Р22

\  Pin Р2п

Так как базисы {еД и {е(.} ортонормированные, то из (9) путём скалярного умножения е) и 
е'к получим

П

i ej  ■> e fc) =  'У  ̂ PmjPmk =  $jk =
т= 1

Г 1 , j  =  к,
\  0 , j  ф к.

Рп1 \
Рп2

Рпп )

( 10)
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Рассмотрим теперь транспониролванную матрицу Р ' , т. е. матрицу, полученную из Р  пере­
становкой строк и столбцов.

Очевидно,
р р / =  р ! р  =  ( 1 2 )

где I  — единичная матрица.
Равенства (12) показывают, что матрица Р '  является обратной для матрицы Р ,  т. е.

Р - 1 =  Р ' . (13)

Допустим теперь, что мы рассматриваем преобразование ортонормированног базиса {еД  по 
формулам (9), причём матрица Р  этого преобразования удовлетворяет условию (12) (или, что то 
же, (13)).

Тогда, очевидно, элементы p j k  матрицы Р  удовлетворяют условию (11), что, согласно, этим 
же соотношениям (11), эквивалентно условию ортонормированности базиса {е)Д

р[апомним, что в матрицу Р ,  удовлетворяющую условию (12), мы назвали ортогональной.
Итак, д л я  т о г о  ч т о б ы  п р е о б р а з о в а н и е  ( 9 )  б ы л о  п р е о б р а з о в а н и е м  о р т о н о р м и р о в а н н о г  базиса  в 

о р т о н о р м и р о в а н н ы й ,  н е о б х о д и м о  и  д о с т а т о ч н о ,  ч т о б ы  м а т р и ц а  Р  э т о г о  п р е о б р а з о в а н и я  б ы л а  

о р т о г о н а л ь н о й .

З а м е ч а н и е .  Обращаясь к формулам преобразования координат вектора при преобра­
зовании базиса и учитывая, что обратная матрица для ортогональной матрицы Р  есть матрица 
Р ' , получим следующие формулы преобразования координат точки х  при переходе от ортонор- 
мированного базиса к ортонормированному:

X I  =  р \ \ х \ + р \ 2 х ' 2Р  ... +Р1пХ 'п ,

Х2 =  'P2 i x ' i  +  Р 2 2 Х 2 +  ... + Р 2пХ'п ,

Х п  =  'P n ix ' i  + Р п 2 Х '2+  ... РРппХ 'п-

П р е о б р а зо в а н и е  о б щ его  у р а в н е н и я  ги п е р п о в е р х н о с ти  вт о р о го  п о р я д к а  п р и  п а р а л ­
л е л ь н о м  п ер ен о се . Рассмотрим параллельный перенос, который определяется как преобразо­
вание пространства V  по формуле (7)(или в координатах по формуле (8)).

Л евая часть (1) после подстановки вместо х  его выражения по формуле (7) в силу линейности 
квадратичной формы по первому и второму аргументу и свойств линейной формы примет вид:

А ( х ' , х ' )  +  2 \ А ( х ' , х ° )  +  В ( х ' ) \  +  [ А ( х ° ,  х ° )  +  2В ( х ° )  +  с] =  0.

Итак, общее уравнение (1) гиперповерхности S  при параллельном переносе (7) запишется в 
форме

А ( х ' , х ' )  +  2 В ' ( х ' )  +  d  =  0, (15)

где линейная форма В ' { х ' )  и постоянное число с' определяются соотношениями

В ' ( х ' )  =  А ( х '  , х ° )  +  В ( х ' ) ,  (16)

с! =  А ( х ° , х ° )  +  2 В ( х ° ) .  (17)

Запишем полученные формулы в координатах.
Пусть координаты точек х '  и х °  равны соответственно х \ ,  х 2, ..., х'п  и х \ ,  х 2 , ..., х°п . Так как 

при параллельном переносе базис {еД  не меняется, то квадратичная форма А { х ' , х ' )  запишется 
следующим образом:

П

А { х ' , х ' )  =  ^ ^ ( i j k x ' j x ' b  (18)
к= 1

(отметим, что коэффициенты сг,д =  A ( e j ,  еД  не меняются, так как не меняются базисные векторы 
efc).

(14)
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С л е д о в а т л ь н о ,  м ы  м о ж е м  с д е л а т ь  в а ж н ы й  в ы в о д :  при параллельном переносе группа старших 
членов сохраняет свой вид.

З а й м ё м с я  т е п е р ь  ф о р м у л а м и  ( 1 6 )  и  ( 1 7 ) .  Т а к  к а к

П / П
А(х' , х°)  = Y  Y ai kX°j x l > 

к=1 \ j =1 /

п

в (х ') = Y bkX'k’
к= 1

п

А(х°,х°)  = (ijkX°x°k ,
j,k=l

в (х °) = Y bkX°k’
к= 1

т о  ф о р м у л а  ( 1 6 )  п р и м е т  в и д

П  П

В'(х') = Y b'kX>k = Tl, Umits^iajkXj + Ък x°k, ( 7 . 1 9 )

k=1 k=1

а  ф о р м у л а  ( 1 7 )  з а п и ш е т с я  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

П  П

С'= Y  a3kX°jX°k +  2 X !  ЬкХк +  С- (20)
j,k= 1 f c = l

Т а к и м  о б р а з о м ,  у р а в н е н и е  ( 1 5 )  в  к о о р д и н а т а х  б у д е т  и м е т ь  с л е д у ю щ и й  в и д :

П  П

Y  djkx'jx'k + Ькх 'к -Ас! = 0. (21)
j,k=1 f c = l

Н а м  п о н а д о б и т с я  н е с к о л ь к о  и н о е ,  ч е м  ( 2 0 ) ,  в ы р а ж е н и е  д л я  d . З а п и ш е м  ( 2 0 )  в  с л е д у ю щ е й  

ф о р м е :

с' = £
к=1

'У '  CLjkXj +  Ьк 
3 = 1

i  + Y bkX°k + c- (22)
к=1

Учитывая, что коэффициенты Ъ'к выражаются, как это следует из (19), по формулам

п

Ъ'к =  Y ^  a jk%°j +  bk , (23)
3 =  1

мы получим из (22) нужное нам выражение для d:

П

Ъ'к =  Y h ^ 'k  +  Ък)х°к +  с. (24)
к= 1

Преобразование общего уравнения гиперповерхности второго порядка при пе­
реходе от ортонормированного базиса к ортонормированному. Пусть ортонормирован­
ный базис {ек} преобразуется в новый ортонормированный базис {dk} по формулам (9) и Р — 
ортогоналбная матрица этого преобразования (см. (10)). Тогда, согласно замечанию в п. 2 этого 
параграфа, координаты х к и х'к точки в базисах {ек} и {е'к} связаны соотношениями (5). Подстав­
ляя выражение для х к из (14) в левую часть уравнения и учитывая, что вследствие однородности
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соотношений (14) группа старших членов и линейная часть уравнения (5) преобразуется авто­
номно, получим следующее выражение для общего уравнения гиперповерхности второго порядка 
в координатах х'к точек в преобразованном базисе {еД:

П  П

a'jkx'jx'k +  2 Ь'кх'к +  d  =  0. (15)
j,k=l к= 1

Согласно отмеченной выше автономности преобразования rpynnBi старших членов, справед- 
ливБ! равенства

X  djkx'jX'k = X  djkXjXk, 
j,k= 1 j,k=l

n n
X = X t a ,
fc=i fc=i

c' =  c.

(26)

Обращаясь к первой из формул (26), мы видим, что для определения коэффициентов аД 
можно воспользоваться правилом преобразования коэффициентов квадратичной формы при пе­
реходе к новому базису. Именно, если обозначим буквой А' матрицу квадратичной формы А(х,  х) 
в базисе {еД то, согласно теореме 7.2 и соотношению Р'  =  Р ~ 1, получим следующую связь между 
матрицами А  и А' формы А(х,  х) в базисах ед, и е'к:

А ' =  р - гА Р  (27)

(напомним, что Р  — матрица ортогонального преобразования).
Будем рассматривать теперь матрицу А' как матрицу некоторого линейного оператора А  в 

базисе {еД, а матрицу Р ~1 как матрицу перехода от базиса {еД к {еД. Тогда, согласно теореме 
матрицу А  можно рассматривать как матрицу этого линейного оператора А  в базисе {еД.

Иными словами, матрица квадратичной формы при преобразовании ортонормированного ба­
зиса в ортонормированный изменяется как матрица некоторого линейного оператора.

Этот вывод мы используем в следующем пункте.
З а м е ч а н и е .  Отметим, что оператор А, матрица которого в ортонормированном базисе 

совпадает с матрицей квадратичной формы А(х, х) ,  самосопряжённый 
Для доказательства проведём следующие рассуждения.
Пусть А(х,  х) — квадратичная форма и А(х,  у) — симметричная билинейная форма, полярная 

форме А(х,х) .  Согласно теореме 7.8 билинейная форма А(х, у)  может быть представлена в виде

А(х, у)  = (Ах,  у),

где А  — самосопряжённый оператор.
Поэтому квадратичная форма А(х,  х) может быть представлена в виде

А(х,  х) =  (Ах,  х).

Докажем, что в ортонормированном базисе {еД матрицы оператора А  и квадратичной формы 
совпадают. Этим будет доказано утверждение замечания.

Пусть cijk — элементы матрицы формы А(х , х )  и сД — элементы матрицы оператора А  в 
базисе {еД. Согласно п. 2 §1 этой главы

djk —

а элементы сД могут быть найдены из равенств

П

A e j  =
р = 1
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Умножим обе части последнего соотношения скалярно на щ. Тогда, учитывая ортонормиро- 
ванность базиса {еД, получим

еД — fljfc-

Так как A(ej ,ek ) =  (Д е^еД , то a,jk = а.,д. Утверждение замечания доказано.
5. Инварианты общего уравнения гиперповерхности второго порядка. Назовём и н 

в а р и а н т о м  общего уравнения (1) (или (5)) гиперповерхности второго порядка относителвно 
параллельных переносов и преобразований ортогоналвнв1х базисов в ортогональные такую функ­
цию / ( а ц ,  cl 12, апп, b\ , ..., bn , с) коэффициентов этого уравнения, значение которой не меняется
при указанное преобразованиях пространства.

Докажем следующее утверждение:
Теорема 7.11 . Инвариантами общего уравнения (1)(или  (5)) гиперповерхности второго 

порядка являются коэффициенты характеристического многочлена матрицы А  квадратичной 
формы А(х , х )  и определитель det В  матрицы В  в соотношении (6). В частности, инвариан­
тами являются det А и след а ц  +  агг +  ... +  апп матрицы А.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Очевидно, инвариантноств перечисленнв1х в условии теоремв1 
величин достаточно доказатв отделвно для параллелвного переноса и преобразования ортонор- 
мированного базиса в ортонормированный.

Рассмотрим сначала параллельный перенос. В п. 3 этого параграфа mbi установили, что при 
этом преобразовании группа старших членов сохраняет свой вид (см. формулу (18)). Поэтому не 
меняется матрица А, а следователвно, и характеристический многочлен этой матрицы.

Докажем инвариантноств det П.
При параллелвном переносе (7) (или (8)) матрица преобразуется в матрицу В ', определители 

которой, согласно (11), имеет вид

det В ' =

а ц  • Gin b i

CLnl tt>nn Ъ'п
Ь'г • . Ъ'п с'

(28)

где величинв1 b'k с' определяются по формулам (23) и (24).
Ввштем из элементов последней (п  +  1)-й строки определителя (28) элементв1 первой строки, 

умноженные на х \, затем элементв1 второй строки, умноженные на х \, и т. д., наконец, элементв1 
п-й строки, умноженнвге на х°п. Так как при таких преобразованиях определители не меняется, 
то, исполвзуя (23) и (24), получим соотношение

а ц  • CL In

det В  = CLnl CLnn b'n
/  n

bi • Ьп £  bkx 
Vfc=i

Ввштем теперв из элементов последнего (п  +  1)-го столбца определителя (29) элементв1 пер­
вого столбца, умноженнвге на х \, затем элементв1 второго столбца, умноженнвге на х \,  и т. д., 
наконец, элементв1 n -го столбца, умноженнвге на х°п. Так как при таких преобразованиях опреде­
лители не меняется, то, исполвзуя соотношение ajk = akj, вв1текающее из симметричности формв1 
А(х,  у), и формулу (23), mbi получим в резулвтате det В.  Итак, равенство det В ' = det В  доказано. 
Следователвно, det В  инвариантен относителвно параллелвнв1х переносов.

Рассмотрим теперв преобразование ортонормированного базиса в ортонормированный.
Во-первв1х, убедимся, что коэффициентв1 характеристического многочлена матрицв1 А  квад­

ратичной формв1 являются инвариантами рассматриваемого преобразования.
В предыдущем пункте mbi установили, что при переходе к новому ортонормированному ба­

зису матрица А  изменяется как матрица некоторого линейного оператора. Но в таком случае,
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как следует из замечания 1 п. 3, §2, гл. 5, коэффициенты характеристического многочлена этой 
матрицы не меняются при переходе к другому базису.

В частности, определитель det А  и след а ц  +  022 +  ••• +  аПп матрицы А, как коэффициенты 
характеристического многочлена, являются инвариантами.

Нам останется доказать инвариантность определителя det В  при преобразовании ортонорми- 
рованного базиса в ортонормированный.

Приступим к этому доказательству.
Применим следующий приём. Введём обозначения ф  = dk,n+hk = 1, 2 с =  ап+Цга+ь 

Тогда уравнение (5) гиперповерхности можно записать следующим образом:

га+1
^  ajkXjXk = 0, (7.91)

j,k= 1

где xn+i = 1.
Рассмотрим преобразование переменных ац, Х2, ■ ■■, х п , ащ-щ в переменные аф а ф ..., х'п , х'п+1, 

при котором первые п  переменных преобразуются по формулам (14), а переменная х п^ \  преоб­
разуется по формуле

Хп-\-1 Xп-\-1 •

Ясно, что это преобразование переменных можно рассматривать как преобразование коорди­
нат при преобразовании ортонормированного базиса в\, в2,..., еп , ега-|л (п  +  1)-мерного евклидова 
пространства, причём матрица Р  этого преобразования имеет вид

/  Р и  ••• Pni  0  \

р  = .......................... ;; . (31)
Pin  ••• Рпп О

V 0 ... о 1 /

Легко видеть, что матрица Р  удовлетворяет условию

Р' = Р - 1

и поэтому является ортогональной. Но тогда, согласно п. 2 этого параграфа, ортонормированный 
базис в\, &21 •••) ега, era+i преобразуется с помощью матрицы Р  в ортонормированнный базис. Выше 
было выяснено, что при таком преобразовании матрицы В  квадратичной формы определитель 
det В  этой матрицы представляет собой инвариант. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Из рассуждений в доказательстве теоремы следует, что инвариантами общего 
уравнения гиперповерхности второго порядка будут также величины rang А  и rang В.

6. Ц ен тр  ги перповерхности  второго  п орядка . Попытаемся найти такой параллельный 
перенос, при котором общее уравнение (15) не содержало бы слагаемое 2В'{х') (или, если обра-

П

титься к уравнению (21), то слагаемых 2 ^  к'кх'к).
к=  1

Иными словами, будем искать параллельный перенос (т. е. координаты х 2, ..., точки 
х), при котором обратятся в нуль все коэффициенты Ьк■ Обращаясь к формулам (23), найдём, 
что искомые координаты аф аф •••) х п точки х  представляют собой решение следующей системы 
линейных уравнений:

П

^  ajkXj + b k = 0, к = 1, 2, . . . ,п. (32)
i=i

Уравнения (32) называются уравнениями центра гиперповерхности второго порядка, а точка 
х° с координатами х \, аф •••, х°п, где аф аф ..., х°п — решение системы (32), называется ц е н т р о м  
этой поверхности.
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Поясним наименование "центр"гиперповерхности. Пуств начало координат помещено в центр 
х 0, т. е. произведён искомый параллельный перенос. Тогда уравнение поверхности S  примет вид

ац  . Clin 0

ап 1 d-nn 0
0 ... 0 с'

CLjkXjXk +  с' = 0. (33)
j,k= 1

Пуств точка х  с координатами (х[, х'2, ..., х'п) расположена на S. Это означает, что её коор-
динатв1 удовлетворяют уравнению (33). Очевидно, точка —х  с координатами (—х[, —х '2, ..., —х'п),
симметричная с точкой х  относителвно точки х, также расположена на S, ибо её координатв1 
тоже удовлетворяют уравнению (33).

Таким образом, если у гиперповерхности S  еств центр, то относительно центра точки S  
располагаются парами.

З а м е ч а н и е  1. Если гиперповерхности S  второго порядка имеет центр, то инвариантнв1 
det A, det В  и свободный член с' в уравнении (33) связанв1 соотношением

det В  = с' det А. (34)

Действителвно, для уравнения (33) получим

det В  =

Из последней формулв1 и ввггекает (34).
Наличие центра у гиперповерхности второго порядка связано с разрешимоствю уравнений 

центра (32).
Если уравнения центра имеют единственное решение, то гиперповерхность S  будем, назы­

вать ц е н т р а л ь н о й .
Так как определители системв1 (32). равен det А, а необходимвш и достаточнвш условием 

существования единственного решения этой системв1 является отличие от нуля её определителя, 
то m b i  можем сделатв следующий ввшод: для того чтобы гиперповерхность S  бвша централвной, 
необходимо и достаточно, чтобв1 det А ф  0.

З а м е ч а н и е  2. Если начало координат перенесено в центр централвной гиперповерхности 
S, то уравнение этой гиперповерхности будет иметв вид

det В
}_„ ajkXjXk +  = 0. (35)

j,k= 1

Действителвно, после переносе начала в центр уравнение гиперповерхности примет вид (33). 
Так как для централвной гиперповерхности det А ф  0, то из формулв1 (34) найдём с' =  det В /de t А. 
Подставляя это выражение для с' в формулу (33), m b i  и получим уравнение (35).

Стандартное упрощение любого уравнения гиперповерхности второго порядка 
путём преобразования ортонормированного базиса. По теореме 7.8 существует такой ор- 
тонормированнвш базис, в котором квадратичная форма А(х,  х) записвшается в виде суммв1 
квадратов. Обозначим этот базис через {еД, а координатв1 точки х  в этом базисе обозначим 
через (хфхф ...,х гп). Кроме того, буквами Ар Аг, •••, обозначим собственник значения самосо­
пряжённого оператора А, матрица которого в ортонормированном базисе совпадает с матрицей 
квадратичной формв1 А(х , х)  (см. замечание в п. 4 этого параграфа).

Исполвзуя теперв вв1водв1 теорем 7.8, запишем квадратичную форму А(х,  х) в координатах 
(хфхф ■■■,х,п) точки х  в базисе {еД следующим образом:

П
A(x , x)  = J 2 x \х'к ■ (36)

к=1
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^ A fc4 2 +  2 ^ b f c 4  +  c =  0. (37)

Итак, перейдём от базиса {еД к базису {е'к}. Так как формулы преобразования координат 
точек при таком преобразовании линейнв1 и однороднв1 (см. замечание п.2 этого параграфа, фор- 
мулв1 (24)), то группа старших членов и линейная частв уравнения гиперповерхности S  преобра­
зуются автономно. На основании этого и в силу (36) уравнение гиперповерхности S  в базисе {е'к} 
будет иметв следующий вид:

П

4 2
к= 1 к= 1

Приведение любого уравнения гиперповерхности S  второго порядка к виду (37) будем назы- 
ватв с т а н д а р т н н ы м  у п р о щ е н и е м  этого уравнения (путём преобразования 
ортонормированного базиса).

8. Упрощение уравнения центральной гиперповерхности второго порядка. Класси­
фикация центральных гиперповерхностей. Выводы, сделанные в предыдущих двух пунк­
тах, позволяют решить вопрос о классификации всех центральных гиперповерхностей второго 
порядка. Решение этого вопроса мы проведём по следующей схеме. Во-первых, путём переноса 
начала координат в центр гиперповерхности (5) мы приведём её уравнение к виду (35). После 
этого произведём стандартное упрощение уравнения (35). В результате, очевидно, мы получим, 
согласно (37), следующее уравнение центральной поверхности второго порядка:

Ai42 + А24/2 + ••• + А„42 + (38)
в котором А к — собственные числа матрицы А  квадратичной формы А(х , х )  в уравнении (1), а 
4  — координаты точки х  в окончательном ортонормированном базисе {еД.

Отметим, во-первых, что все собственные числа А к,к  = 1, 2,..., гг, отличны от нуля.
Действительно, подсчитывая det А  для уравнения (38), получим

det А  =  AiA2-..Ara,

а так как для центральной поверхности det А ф  0, то, очевидно, что все А к ф 0.
Договоримся далее все положительные собственные числа матрицы А  нумеровать первыми 

индексами, а отрицательные — последующими. Таким образом, найдётся такой номер р, что

Ai > 0 А2 > 0 ... Ар > 0
Ap+i 0 Ар-|-2 < 0  ... \ п <С 0.

Введём теперь следующие обозначения: если s g n ^ r ^  ф 0, то положим

I det А \  — J_ Ц — 1 9  п  ^2 , л — 1, Z, ...,р,detB
I det .1 I  р  к. —— . 1 1 . /.
I detB \ — а? , Г  ж  1, .. . ,  П,

(40)

Тогда, очевидно, уравнение (38) может быть переписано следующим образом (при этом мы 
заменим обозначение координат х к на хф)\

ж? Хо 4  4 + 1  4  det Б4  +  4  +  ... +  4 - 4 Р - . . .  - ^ ± + s g n — т  =  0. 41
а {  2 а |  4 + 1  а п  d e t n

Уравнение (41) называется к а н о н и ч е с к и м  у р а в н е н и е м  центральной 
гиперповерхности второго порядка.

Величины cik, k = 1, 2,..., гг, называются полуосями центральной гиперповерхности второго 
порядка. Они могут быть вычислены по формулам (39) и (40).
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. Линейные операторы в евклидовых (унитарных) пространствах
Сопряженный оператор

Линейный оператор р* : £т —*■ £n (Um —*■ Ып) называют сопряженным 
данному оператору ip : £п -э  £m(Un -э  Um), если для Ух G £п (Ып),
У у G £m {JJm), У a  G С выполняется равенство

(р х ,у ) = {х,р*у). (23)

Из определения сопряженного оператора вытекают следующие его
свойства:

1. (р*)* = р;

2. (р + ФУ = р* + ф*;

3. (рф)* = ф*р*;

4. (ар)* = ар*;

5. (р *)~1 =  (р ~1)* (если р  является преобразованием).

Все свойства доказываются однотипно.
Докажем, например, свойство 3: согласно определению произведения опе­

раторов и определения сопряженного оператора получаем

((рф )х,у) = ((р(ф х),у) = ('ф х,р*у) =  (х,(ф*р*)у).

Выясним, как связаны матрицы операторов р  и р* в базисе е в веществен­
ном евклидовом пространстве.

Обозначим соответственно матрицы этих операторов [р\е = А  и [р*]е =  А* 
и пусть для Ух, у G £п(Ып) х е, уе -  координатные столбцы векторов х ,у  в 
базисе е, тогда равенство (23) можно переписать с учетом, что (х, у) = х^Т уе, 

/  (e i,e i) ••• (еь ега) \  
где Г =  ••• ••• ••• в виде

\  ^l) ‘ г̂г) /

(А хе)тТуе = х^ТА *уе.

Далее x j A TTye = хфТА*уе; x J (A TT — Г А*)уе = 0.
Так как х е, уе -  произвольные столбцы, отсюда можно заключить, что

А тТ -  ТА* = О,

где О -  нулевая матрица.



Итак, матрицы операторов р  и р* в базисе е связанв1 соотношением

А* =  Г_1АТГ. (24)

В частности, если базис ортонормированнв1Й, то Г = Е  и

А* = А т. (25)

В унитарном пространстве, где (х ,у ) =  х ^Т у е, формулв1 ( 2 5 )  и ( 2 6 )  соот­
ветственно примут вид

А* =  Г - ^ Г ;  

А* = А т.

Теорема 26. Каждый линейный оператор в евклидовом пространстве 
имеет сопряженный оператор, и притом только один.

П р и м е р 5. Линейный оператор р  в базисе е) = (11 1)Т,
/  1 0 0 \

е2 = (1 0 1 1)т , вд = (О О 1)т имеет матрицу [р\е> = 2 1 0 . Найти
V 3 2 1 )

матрицу [^*]е/; если векторы ефе^ед заданы координатами в ортонорми­
рованном базисе в1 ,е 2 ,ез.

Решение. Найдем матрицу
(  ( е [ , е [ )  (еф е ') ( е ) , е ' ) \  /  3 2 1 \

Ге/ =  (e'2,e i)  (е'2,е'2) (е'2,е'з) =  2 2 1 .
V ^ e ' i )  (eg, е2) ( е ' , е ' ) /  \ l  1 l j

Ы'е = т-}[р]Те,тев
/ 1 —1 0  

Ге- /  =  - 1  2 - 1
\  0 —1 2

В результате перемножения матриц получим

/  6 5 3 \
Me  = 1 - 3  - 2  - 1  I .

П р  и м е р 6. В трёхмерном евклидовом £% пространстве выбран орто­
нормированный базис в1 ,е 2 ,ез. Найти преобразование р*, сопряжённое пре­
образованию р  пространства £$, если преобразование р, задано формулой

р(х) = [а,х\,

где а - фиксированный вектор из £3) [а, х\ - векторное произведение векторов 
а и х.

Решение. По определению сопряженного оператора
(■р х ,у ) = ([а ,х \ ,у ) =  аху = хуа  =  (х , - [ а ,у ]) =  (х,р*у) => р* = - р .
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Областью значений р* является подпространство, ортогональное к ядру 
оператора р. Это следует из того, что Ух G ker ip, У у G im p

(.х ,р * у ) =  (рх,у) = (0, у) = О,

т.е. р*у±_х.

Основное свойство сопряженного оператора.
Если некоторое подпространство TL инвариант,но относительно опера­

тора р, то ортогональное дополнение TL1- этого подпространства инвари­
антно относительно сопряженного оператора р*.

Свойства собственных значений и собственных векторов 
сопряженного оператора.

1. Характеристические многочлены, а, следовательно, и собственные зна­
чения сопряженных операторов в вещественном евклидовом простран­
стве одинаковы. В комплексном пространстве собственные значения со­
пряженных операторов являются комплексно сопряженными числами.

2. Каждый собственный вектор сопряженного оператора р* ортогонален 
ко всем собственным векторам оператора р, принадлежащим другим 
собственным значениям.

Нормальный оператор

Линейный оператор р  : £т —*■ £п (Ыт -э Ып) называют нормальным , если 
он перестановочен со своим сопряженным оператором р*, т.е. если

р*р = рр*. (26)

Квадратная матрица А  называется нормальной матрицей, 
если А* А  = АА*.

Из определения и связи матриц операторов р  и р* , рассмотренных в пунк­
те 2.1, следует

Теорема 27. Оператор нормален тогда и только тогда, когда в любом 
ортонормированном базисе его матрица нормальна.

Теорема 28. Собственный вектор нормального оператора, отвечающий 
собственному значению X, является собственным вектором сопряженного 
оператора, отвечающим собственному значению X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Легко проверить, что если р  -  нормальный 
оператор, то р  — Хе также нормален.

Пусть теперь х  -  собственный вектор оператора р, отвечающий собствен­
ному значению Л, тогда (р — Хе)х =  в и ((р — Хе)х, (р — Хе)х) =  0.
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Согласно определению сопряженного оператора можем записать, что

(ж , (р — Хе)*(р — \е )х ) = О 

или, с учетом нормальности оператора р  — Хе, что

(х, (р — Хе)(р — Хе)*х) = О,

т.е.
(р  — Хе)*х, ((р — Хе)*х) = О

и (р — Хе)*х = 9.
Отсюда в силу свойств сопряженного оператора следует, что

(р* -  Хе) = в,

т.е. р*х = Аж. □
Следствие 1. Если р  -  нормальный оператор, то kert£> = kert/С, так как 

нетривиальные векторы ядра являются собственными векторами, отвечаю­
щими нулевому собственному значению.

Следствие 2. Если р  -  нормальный оператор, то kert£> =  \т^~р. Это 
следует из кетр =  \т ^р*  и предыдущего следствия.

Теорема 29. Собственные векторы нормального оператора, отвечаю­
щие различным собственным значениям, попарно ортогональны.
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Самосопряженный оператор

Линейный оператор р : £п —*■ £п(1Ап Ып) называется самосопряженным, 
если для Ух, у £ £п(Ып) выполняется равенство

(р х ,у ) = (ж, р у ) ,

т.е. р  = р*. Самосопряженный оператор в унитарном пространстве называют 
эрмитовым, а в евклидовом пространстве -  симметрическим.

Примеры самосопряженного оператора.

1. Тождественный: (е х ,у ) =  (х ,у ) =  (х ,е у ).

2. Нулевой: (9х ,у )  =  (0, у) = 0 =  (ж,0) =  ( х ,9у).

Квадратная матрица называется самосопряженной, если А = А*.
Из определения вытекает, что самосопряженный оператор нормален.

Теорема 35. Оператор самосопряженный тогда и только тогда, когда 
в любом ортонормированном базисе он имеет самосопряженную матрицу.

Теорема 36. Если подпространство И  инвариант,но относительно са­
мосопряженного оператора р, то ортогональное дополнение этого под­
пространства также инвариант,но относительно оператора р.

Теорема 37 (спектральная характеристика самосопряженного 
оператора). Нормальный оператор в унитарном (евклидовом) простран­
стве са.м,осопряжен тогда и только тогда, когда все корни, его характери­
стического многочлена вещественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. В унитарном пространстве это 
утверждение означает, что все собственные значения эрмитова оператора ве­
щественны, и вытекает из равенств р х  = \ х  и, с учетом теоремы 28, р х  = Аж. 
Докажем утверждение для евклидова пространства . Пусть е - ортонормиро­
ванный базис , тогда [р\е - самосопряженная (вещественная) матрица. Рас­
смотрим произвольное унитарное пространство Ы той же размерности, что 
и пространство £, и в нем произвольный ортонормированный базис / .  Тогда 
матрице [р\е отвечает самосопряженный оператор ф £ Ц 1Ап ,1Ап), для кото­
рого матрица [р\е является матрицей в базисе /  : [р\е = [ф]у. Следовательно, 
характеристические многочлены операторов р и ф  совпадают и по доказан­
ному выше (применительно к оператору ф) все корни характеристического 
многочлена оператора р  вещественны.

Достаточность. Пусть р  - нормальный оператор и все корни его харак­
теристического многочлена вещественны. Тогда как в евклидовом, так и в 
унитарном пространстве существует ортонормированный базис е\, в2, • • •, ега



n
из собственных векторов оператора р. Если х = ^  аущ -  любой вектор про-

i = i
п  п  _ п

странства, ТО р х  =  х г \ С  и V*х  =  Y1 х г \ С  = х г^гег, так как ^г S М.
i =  1 i =  1 г = 1

Следователвно, р х  = р*х, Ух G £(Ы), откуда следует, что р  = р*. □

Теорема 38. Собственные векторы самосопряженного оператора, отве­
чающие различным собственным значениям, ортогональны.

O chobhbim свойством самосопряженного оператора является то, что в ев­
клидовом пространстве существует ортонормированнвш базис, состоящий из 
собственник векторов этого оператора. Это означает, что самосопряженнвш 
оператор является оператором простой структурв1, а матрица Ре^ е> приводит 
матрицу А  самосопряженного оператора к диагоналвному виду, т.е. удовле­
творяет соотношению (21)

Л = P ~ l ,APe_>e/.е—»е е—
Правило построения такой матрицв1 остается таким же, как и в случае любв1х 
операторов простой структурв1 с той лишв разницей, что базис из собствен­
ник векторов матрицв! А  здесв еще и ортонормируют.
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2.3 Ортогональный (унитарный) оператор

Линейный оператор р : £п —*■ £п (Ып —*■ Ып) называется ортогональным 
(унитарным), если он сохраняет скалярное произведение в £п(Мп), т.е. для 
Ух, у G £п (Цп) выполняется равенство

(■р х ,р у ) = (х ,у ).

Полагая в этом равенстве х = у, получаем \р х \2 = |ж|2. Это означает, что 
ортогональный (унитарный) оператор сохраняет длины векторов.

Теорема 30. Ортогональный (унитарный) оператор р  переводит любой 
ортонормированный базис £п(1Уп) в ортонормированный базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е =  (вц в2, • • •, еп) -  произвольный орто­
нормированный базис в £n(Un). В силу ортогональности оператора р  имеем

{peppej )  = (щ,еД = j  ^

Видим, что различные векторы р а  и pej  ортогональны, а длина каждо­
го из них равна единице. Поэтому система векторов ре = (ре\, рв2, ■ ■ ■, реп) 
состоит из ненулевых векторов и ортогональна. Любая ортогональная си­
стема ненулевых векторов линейно независима. Количество векторов в ли­
нейно независимой системе ре равно размерности пространства £п(Мп), т.е. 
д\т £п = п =г эта система является базисом, притом ортонормированным. □

Теорема 31. Если линейный оператор р  : £п -л  £п (Ып -л Ып) переводит 
какой-либо ортонормированный базис е = (е\, в2, . . . ,  еп) в ортонормирован­
ный базис ре = (ре\, ре2, ■ ■ ■, реп), то этот оператор ортогональный (унитар­
ный).

Теорема 32. Оператор ортогонален (унитарен) тогда и только тогда, 
когда в любом ортонормированном базисе он имеет ортогональную (уни­
тарную) матрицу.

Теорема 33. Собственные значения ортогонального (унитарного) опе­
ратора по абсолютной величине равны единице.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем для унитарного оператора. По опре­
делению можем записать (рх , рх)  = (х,х).  Пусть х  -  собственный вектор 
оператора р  и Л — отвечающее ему собственное значение, р х  = Аж. Тогда 
(Аж, Аж) =  |А|2(ж, ж);

| А|2 (ж, ж) =  (ж, ж);
| А|2 =  1. □

Теорема 34. Собственные векторы ортогонального оператора, отвеча­
ющие различным собственным значениям, ортогональны.



Элементы  
тензорной алгебры

В различных приложениях наряду со скалярными и векторными величи­
нами активно используются и тензорные величины. Понятие тензора можно 
вводить по-разному. Согласно одному из подходов, говорят, что в линейном 
пространстве задан тензор, если каждому базису в соответствие поставлена 
упорядоченная система чисел (компонент тензора) и преобразование этой си­
стемы при переходе из одного базиса в другой подчиняется определенному 
закону. Компоненты тензора нумеруются, как правило, несколькими индек­
сами, которые ставятся не только внизу, но и вверху буквенного обозначения. 
В рамках тензорного исчисления разрабатываются приемы и правила преоб­
разований компонент тензоров при операциях над ними.

С оп ряж ен н ое простран ство

О п ределен и е 1. Отображение /  : С -л  R, которое определено на ли ­
нейном, пространстве С и принимает действительные значения, называют 
л и н е й н о й  ф ун к ц и ей  (также л и н е й н о й  ф ормой, л и н е й н ы м  ф ун к ц и о ­
налом ), если оно удовлетворяет двум условиям:

а) /(ж  +  У) = /(ж ) +  / (у) ,  х , у  еС ;
б) /(Аж) =  А/(ж), ж е  С, A G М.
Сравнив данное определение с определением 4.1 линейного оператора, 

увидим много общего. Если рассматривать множество действительных чи­
сел как одномерное линейное пространство, то можно сказать, что линейная 
функция — это линейный оператор, пространство образов которого одномер­
но.

Выберем в линейном пространстве С некоторый базис е = (е \ . . .  еп). 
Тогда для любого вектора х  <Е С с координатами х  = (х\ . . .  х га)т

/ (ж) =  / (ж!61 +  . . .  +  хп еп) = x i f ( e i )  +  . . .  +  x nf ( e n) =
= а\Х\ +  . . .  +  апх п = ах,

где а = (а\ . . .  ап), сц =  /(е^),  г = 1 ,п . Поэтому линейная функция однознач­
но определяется своими значениями на базисных векторах. Наоборот, если 
функция / (ж) через координаты х  вектора ж выражается в виде / (ж) =  ах, 
то эта функция линейная, а строка а составлена из значений этой функции 
на базисных векторах. Таким образом, между множеством линейных форм, 
заданных на линейном пространстве С, и строками длины п  установлено вза­
имно однозначное соответствие.

Линейные формы можно складывать и умножать на действительные чис­
ла согласно правилам:

( /  +  5,)(ж) =  /(ж) +д{х) ,  (А/)(ж) =  А/(ж).



Введенные таким образом операции превращают множество линейнв1х 
форм в пространстве С в линейное пространство. Это линейное простран­
ство назвшают сопряж енны м  прост ранст вом  по отношению к линейно­
му пространству С и обозначают С*.

Опираясв на базис е, вв1браннв1Й в пространстве С, построим базис в со­
пряженном пространстве С*. Для каждого вектора из базиса е рассмотрим 
линейную форму / г, для которой /Д еД  =  1 и /Д еД  =  0 для всех векторов ej, 
кроме е%. M b i  получим систему линейных форм /Д  . . . ,  / ” £ С*. Покажем, 
что это линейно независимая система. Пуств некоторая линейная комбина­
ция этих форм равна нулевой линейной форме /  =  0 ц /1 +  . . .  +  an f n = 0. 
Форма /  на всех базиснв1х векторах принимает нулевые значения. Но

Нулеввге значения /  на базисных векторах эквивалентнв1 равенствам щ  =  
О, г = 1, п,  и поэтому система линейнв1х форм / Д . . . , / ” линейно независима.

С и с т е м а  л и н е й н в 1х  ф о р м  / Д . . . , f n  я в л я е т с я  б а з и с о м  в  с о п р я ж е н н о м  п р о ­

с т р а н с т в е .  Д е й с т в и т е л в н о ,  т а к  к а к  э т о  л и н е й н о  н е з а в и с и м а я  с и с т е м а  л и н е й -  

h b ix  ф о р м ,  т о  д о с т а т о ч н о  д о к а з а т в ,  ч т о  л ю б а я  л и н е й н а я  ф о р м а  и з  С* я в л я ­

е т с я  и х  л и н е й н о й  к о м б и н а ц и е й .  В в 1б е р е м  п р о и з в о л в н у ю  л и н е й н у ю  ф о р м у  /  

и з  С* и  п у с т в  щ ,  . . . ,  ап —  з н а ч е н и я  ф о р м в 1 /  н а  б а з и с н ы х  в е к т о р а х .  Э т и  

з н а ч е н и я  о д н о з н а ч н о  о п р е д е л я ю т  л и н е й н у ю  ф о р м у .  Н о  л и н е й н а я  к о м б и н а ц и я  

/ ; =  с д / 1 +  ■ ■ ■ +  an f n т а к ж е  я в л я е т с я  л и н е й н о й  ф о р м о й ,  к о т о р а я  н а  б а з и с -  

h b ix  в е к т о р а х  п р и н и м а е т  т е  ж е  з н а ч е н и я  щ ,  . . . ,  а п . З н а ч и т ,  э т и  д в е  л и н е й -  

HBie ф о р м в 1  с о в п а д а ю т ,  и  m bi п о л у ч а е м  р а в е н с т в о  /  =  / ; =  с д / 1 +  . . .  +  an f n , 

т .е .  р а з л о ж е н и е  п р о и з в о л в н о  в в 1б р а н н о й  л и н е й н о й  ф о р м в !  п о  с и с т е м е  ф о р м

Приведенное рассуждение показвшает, что сопряженное пространство С* 
имеет ту же размерность, что и С. Построеннвш нами базис f 1, . . . ,  f n зави­
сит от BBi6opa базиса е в пространстве С.

О п ределен и е 2 . Базисы е\,  . . . ,  еп и f 1, . . . ,  f n линейного простран­
ства С и сопряженного пространства С* назвшают биорт огоналъны м и , 

или взаим ны м и,  если

Если базисв1 е\, . . . ,  еп и f 1, . . . ,  f n взаимны, то координатами произ- 
волвной формв1 /  в базисе f 1, . . . ,  f n являются значения этой формв1 на век­
торах взаимного базиса е\, . . . ,  еп . При совместном рассмотрении линейного

/(е*) =  ( a i f 1 +  . . .  +  anf n)(ei ) =

a i f 1(ei) +  • • • +  ctif l (ei) +  . . .  +  an f n (ei) =
a\ ■ 0 +  .. .  +  си* • 1 +  . . .  +  an ■ 0 =  cti, i = 1, n.

f \
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п р о с т р а н с т в а  /}  и  с о п р я ж е н н о г о  п р о с т р а н с т в а  /}* э л е м е н т в 1 к а ж д о г о  и з  э т и х  

п р о с т р а н с т в  н а з в ш а ю т  в е к т о р а м и ,  н о  э л е м е н т в 1 с о п р я ж е н н о г о  п р о с т р а н с т в а  

/}* и м е н у ю т  к о в а р и а н т н ы м и  в е к т о р а м и  ( к о в е к т о р а м и ) ,  а  э л е м е н т в 1 

и з  л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  /}  —  к о н т р а в а р и а н т н ы м и  в е к т о р а м и  ( и л и  

п р о с т о  в е к т о р а м и ) .  К о о р д и н а т в 1 т е х  и  д р у г и х  о п р е д е л я ю т с я  п р е и м у щ е с т в е н ­

н о  в о  в з а и м н в 1х  б а з и с а х ,  п р и  э т о м  у  к о о р д и н а т  к о н т р а в а р и а н т н в 1х  в е к т о р о в  

и н д е к с  с т а в и т с я  в в е р х у ,  а  у  к о в а р и а н т н в 1х  —  в н и з у .

Н а  з а п и с и  f ( x ) м о ж н о  с м о т р е т в  д в о я к о .  З а ф и к с и р о в а в  ф о р м у  / ,  m bi в а -  

р в и р у е м  в е к т о р  х, п о л у ч а я  в с е в о з м о ж н в г е  з н а ч е н и я  л и н е й н о й  ф о р м ы .  Н о  е с л и  

m bi з а ф и к с и р у е м  в е к т о р  х и  б у д е м  в а р в и р о в а т в  л и н е й н у ю  ф о р м у  / ,  т о  п о ­

л у ч и м  ф у н к ц и ю ,  о п р е д е л е н н у ю  н а  с о п р я ж е н н о м  п р о с т р а н с т в е  С*. Н е т р у д н о  

у б е д и т в с я ,  ч т о  э т а  ф у н к ц и я  л и н е й н а я ,  т а к  к а к ,  с о г л а с н о  о п р е д е л е н и ю  с у м м в 1 

л и н е й н в 1х  ф о р м  и  п р о и з в е д е н и я  л и н е й н о й  ф о р м в 1 н а  ч и с л о ,

( /  +  £)(*) =  Д ж) + СЛ Х ), Ш ) ( х ) =  а / (* ) .

Итак, каждому вектору х £ /} соответствует линейная форма на сопря­
женном пространстве С, или элемент двойного сопряж енного прост ран­
ст ва (С*)* = С**. M b i  получаем отображение р  : С -э  С**. Несложно убе­
дитвся, что это отображение линейно и что оно инъективно. Из инъектив- 
ности следует, что dimimt/? =  dim/} =  п. Но сопряженное пространство /}* 
имеет ту же размерности, что и /}, a dim/}** =  dim/}* =  dim/}. Таким об­
разом, размерности линейного подпространства \т р  в /}** совпадает с раз- 
мерноствю всего двойного сопряженного пространства. Значит, тир = С** и 
отображение р  является изоморфизмом. Обратим внимание, что этот изомор­
физм не связан с вв1бором какого-либо базиса. Поэтому естественно отожде- 
ствитв линейные формы, заданнвге на /}*, с элементами пространства /}. Это 
означает, что двойное сопряженное пространство совпадает с исходнвш ли- 
нейнвш пространством: /}** =  /}. Если С* является сопряженнвш к /}, то и /} 
является сопряженнвш к С*.

В з а и м н о с т и  л и н е й н о г о  п р о с т р а н с т в а  и  с о п р я ж е н н о г о  к  н е м у  п р о с т р а н с т в а  

у к а з в ш а е т  н а  с и м м е т р и ч н о с т и  с в я з и  м е ж д у  в е к т о р а м и  и  к о в е к т о р а м и .  П о ­

э т о м у  в м е с т о  з а п и с и  f ( x )  б о л е е  у д о б н о  и с п о л в з о в а т в  д р у г у ю  ф о р м у  з а п и с и ,  

с и м м е т р и ч н у ю :  ( / ,  х ) .  Л и н е й н в г е  ф о р м в 1 m bi т а к ж е  б у д е м  т е п е р в  о б о з н а ч а т в  

п о л у ж и р н в ш  к у р с и в о м :  ( f , x ) .  П р и н я т о е  о б о з н а ч е н и е  п о х о ж е  н а  о б о з н а ч е ­

н и е  скалярного произведения, н о  в  о т л и ч и е  о т  п о с л е д н е г о  а р г у м е н т в 1 в  н о в о м  

о б о з н а ч е н и и  б е р у т с я  и з  р а з н в г х  п р о с т р а н с т в .  С а м у  з а п и с и  ( f , x )  м о ж н о  р а с -  

с м а т р и в а т в  к а к  з а п и с и  о т о б р а ж е н и я ,  о п р е д е л е н н о г о  н а  м н о ж е с т в е  С* х  С, 
к о т о р о е  п а р е  и з  к о в е к т о р а  и  в е к т о р а  с т а в и т  в  с о о т в е т с т в и е  д е й с т в и т е л в н о е  

ч и с л о .  П р и  э т о м  у к а з а н н о е  о т о б р а ж е н и е  л и н е й н о  п о  к а ж д о м у  и з  а р г у м е н т о в .

Теорема 1. П у с т в  б и с  — д в а  б а з и с а  п-мерного линейного пространет,ва 
С, U — м а т р и ц а  п е р е х о д а  и з  Ь в  с. Б а з и с в !  Ь* и  с* с о п р я ж е н н о г о  п р о с т р а н ­
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ства £*, взаимные с базисами Ъ и с соответственно, связанв1 между собой 
отношениями

c* = b*(UT) ~ \  b* = c*UT .

< Координатами / с =  ( f f  . . .  f£) линейной формы /  в базисе с* являются 
значения этой формв1 на векторах базиса с =  {с\ . . .  сп). Ввшсним, как 
связанв1 координатв1 формв1 /  в двух базисах с* и Ь*.

Базисв1 б и с  связанв1 между собой при помощи матрицв1 перехода мат- 
ричнв1м соотношением с =  bU (см. 1 .8). Это соотношение представляет собой 
равенство строк длинв1 п, составленнв1х из векторов. Из равенства строк век­
торов следует равенство строк значений линейной формв1 /  на этих векторах:

({f,  а )  . . .  (.f , c n)) =  ( ( / ,  Ь\) . . .  {f ,  ьп)) и,

ИЛИ
/е  =  fbUj

где f b и / с — обозначения строк координат формв1 /  в базисах Ь* и с* со­
ответственно. Транспонировав это равенство, mbi получим принятую форму 
связи координат элементов линейного пространства, в которой координатв1 
записвшаются по столбцам:

( Л т  =  г т ( / ‘ ) Т .

Это соотношение означает, что матрица £/т  является матрицей перехода из 
базиса с*, играющего в формуле ролв старого, в базис Ь*, играющий рол в 
нового. Следователвно, b* = c*UT, откуда умножением на матрицу (Ст ) 
получаем с* = b* (UT) \  ►

Если линейное пространство С евклидово, то скалярное произведение по­
рождает изоморфизм между £  и £*, не зависящий от базиса, которвш поз­
воляет отождествитв евклидово пространство с его сопряженнвш. Действи­
телвно, для любого вектора a G С отображение х  -л  (а, х)  представляет 
собой линейную форму в С, так как скалярное произведение линейно по вто­
рому из своих аргументов. Возникает отображение ф, которое вектору a G С 
ставит в соответствие линейную форму f a(x) = (а, х).  Это отображение ли­
нейно в силу свойств скалярного произведения и инъективно. Инъективноств 
следует из того, что если (а, х)  = 0 для любого х  G С, то и (а, а) =  0, т.е. 
а = 0. Так как линейные пространства С и С* конечномернв1 и имеют одина- 
коввю размерности, отображение ф биективно и реализует изоморфизм этих 
пространств. Итак, для евклидова пространства С* = С. В этом смвгсле ев­
клидово пространство еств „самосопряженное “ пространство.
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Полилинейные формы

Пусть С — п-мерное линейное про cm,ранет,во и С* — сопряженное к нему 
пространство. Рассмотрим функцию р ( х \ , . . . ,  x p-,fl , . . .  , f q), аргументами 
которой являются р векторов Xi £ С и q ковекторов f J £ С*.

О п ределен и е 3 . Функцию ip от р векторов и q ковекторов называют 
полилинейной  формой, если она линейна по каждому отдельно взятому 
аргументу. Пару чисел (p,q) называют т ипом  полилинейной  формы.

П р и м ер  1. Простейшие полилинейные формы — это линейные функции, 
зависящие от одного аргумента. Линейные функции на С представляют собой 
ковекторы, т.е. элементы сопряженного пространства С*. Линейные функции 
на С* отождествляются с векторами. Таким образом, полилинейная форма 
типа (1, 0) — это ковектор, а полилинейная форма типа (0,1) — это вектор.

П р и м ер  2 . Полилинейная форма типа (2, 0) — это билинейная форма, 
определенная на линейном пространстве С. Аналогично полилинейная фор­
ма типа (0, 2) представляет собой билинейную форму на сопряженном про­
странстве С*.

П р и м ер  3 . Полилинейную форму p ( x ; f )  типа (1, 1) можно ассоцииро­
вать с линейным оператором,, действующим в линейном пространстве С. Дей­
ствительно, зафиксировав первый аргумент, мы получим линейную функцию 
на сопряженном пространстве С*, т.е. вектор. Таким образом, каждому век­
тору х  £ С поставлен в соответствие вектор, представленный в виде линейной 
формы на С*. Мы получаем отображение пространства С в себя. Покажем,что 
это отображение линейно.

Если вектору х  соответствует линейная форма р(х\  •) на С* (точка обо­
значает меняющийся аргумент), а вектору у  соответствует линейная форма 
ip (у,  ■), то сумме этих векторов соответствует линейная форма р (х  +  у, •), 
равная сумме форм:

р (х  + у,-) = р(х-,-) +р( у , - ) ,

что следует из линейности р  по первому аргументу. Аналогично вектору Аж 
соответствует форма р(Хх]  •), равная Хр(х] •).

Итак, любой полилинейной форме р  типа (1, 1) соответствует линейный 
оператор, действующий в С. Можно показать, что это соответствие биектив­
ное, и мы сможем отождествить полилинейные формы типа (1,1) с линейны­
ми операторами.

Соответствие между полилинейными формами типа (1, 1) и линейными 
операторами использует ранее построенный изоморфизм, между линейными 
пространствами С и С**. Обратное соответствие более простое. Каждому ли­
нейному оператору А  можно поставить в соответствие полилинейную форму



сРа ( х ] f ) =  (f  ' , A x ) т и п а  ( 1 , 1 ) .  П р и  ф и к с и р о в а н н о м  в е к т о р е  ж m bi п о л у ч а е м  

л и н е й н у ю  ф о р м у  н а  с о п р я ж е н н о м  п р о с т р а н с т в е ,  п р и ч е м  э т а  ф о р м а  о т о ж ­

д е с т в л я е т с я  с  в е к т о р о м  А х .  З н а ч и т ,  э т о  д е й с т в и т е л в н о  т о  ж е  с о о т в е т с т в и е ,  

ч т о  и  р а с с м о т р е н н о е  в в п н е .

П о л и л и н е й н в ю  ф о р м в 1 м о ж н о  с к л а д в ш а т в  п о  o 6 b ih h b im  п р а в и л а м  с л о ж е ­

н и я  ф у н к ц и й :  д л я  к а ж д о й  к о м б и н а ц и и  з н а ч е н и й  р  +  q а р г у м е н т о в  с к л а д в ш а -  

ю т с я  з н а ч е н и я  ф у н к ц и й .  П о л и л и н е й н в ю  ф о р м в 1 м о ж н о  т а к ж е  у м н о ж а т в  н а  

д е й с т в и т е л в н в ю  ч и с л а .

Т е о р е м а  2 .  М н о ж е с т в о  V Ptq п о л и л и н е й н в 1х  ф о р м  т и п а  (р, q) в  п - м е р н о м  

л и н е й н о м  п р о с т р а н с т в е  С  я в л я е т с я  л и н е й н в ш  п р о с т р а н с т в о м  о т н о с и т е л в н о  

о б в 1ч н в 1х  о п е р а ц и й  с л о ж е н и я  ф у н к ц и й  и  у м н о ж е н и я  ф у н к ц и и  н а  ч и с л о .

Л  О п е р а ц и и  с л о ж е н и я  ф у н к ц и й  и  у м н о ж е н и я  ф у н к ц и и  н а  ч и с л о  у д о в л е ­

т в о р я ю т  в с е м  а к с и о м а м  л и н е й н о го  прост ранет ,ва.  П о э т о м у  н а м  н у ж н о  л и ш в  

п о к а з а т в ,  ч т о  в  р е з у л в т а т е  с л о ж е н и я  д в у х  ф о р м  о д н о г о  т и п а  и л и  у м н о ж е ­

н и я  п о л и л и н е й н о й  ф о р м в 1 н а  д е й с т в и т е л в н о е  ч и с л о  п о л у ч а е т с я  п о л и л и н е й н а я  

ф о р м а  т о г о  ж е  т и п а .

Р а с с м о т р и м  п о л и л и н е й н в ю  ф о р м в 1 <p(xi ,  • • • ,  ж ^ ; / 1 , . . .  , f q) и  

i p ( x \ , . . .  , x p ; f l , . . .  , f q).  И х  с у м м а  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  ф у н к ц и ю  

Х ( ж ъ  • • • ,  Ж р ; / 1 , . . .  , / <?) ,  к о т о р а я  о п р е д е л я е т с я  р а в е н с т в о м

X { x i , . . . , x p - f l , . . . , f q) =

=  ip (x  i , . . . ,  X p J 1, . . .  , f q) +  ф ( ж ь  . . . ,  X p J 1, . . .  , f q).

П р о в е р и м  л и н е й н о с т и  э т о й  ф у н к ц и и ,  н а п р и м е р ,  п о  п е р в о м у  а р г у м е н т у ,  и с ­

п о л в з у я  м н о г о т о ч и я  д л я  о б о з н а ч е н и я  о с т а л в н в 1х  а р г у м е н т о в  п о л и л и н е й н в 1х  

ф о р м :

Х ( ®1 +  х'ъ  . . . )  =  <^(Ж1 +  х'ъ  . . . )  +  ф ( Ж 1 +  х'ъ  . . . )  =

=  (<р{хъ . . . )  +  <р{х'ъ  . . . ) )  +  ( Ф ( ж ь  . . . )  +  ф (х 'ъ  . . . ) )  =

=  (у ? (ж 1 , . . . )  +  ф ( ж ь  . . . ) )  +  (<р(х[ , . . . )  +  ф (х 'ъ  . . . ) )  =

=  х ( * 1 , - - - )  + x ( ® ' i , - - - ) >

х ( А ж ь  . . . )  =  . . . )  +  ф ( А ж ь  . . . )  =

=  \ р { х \ , . . . )  +  А ф ( ж ь  . . . )  =

=  А ( ^ ( ж ь  . . . )  +  ф ( ж ь  . . . ) ) =  А х ( ж ь  . . . ) .

Л и н е й н о с т и  ф у н к ц и и  п о  о с т а л в н в ш  а р г у м е н т а м  п р о в е р я е т с я  т о ч н о  т а к  ж е .

Р а с с м о т р и м  т е п е р в  ф у н к ц и ю  £ , о п р е д е л е н н у ю  ч е р е з  п о л и л и н е й н у ю  ф о р м у  

<р р а в е н с т в о м  £ ( . . . )  =  \ р { . . . ) .  П р о в е р и м  е е  л и н е й н о с т и  п о  п е р в о м у  а р г у м е н ­
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ту:

£(®i +  х \ , . . . ) = \<р(х 1 +  х \ , . . . ) =

\  {<р(хъ  . . . )  +  <р(х'ъ  . . . ) )  =

\ р ( х г, . . . ) +  ^ ( х 'ъ ■■■)= £ (*ъ  • • •) +  £<Уъ •••),

( ( а х  1, . . . ) =  Хр( ах  1, . . . )  =  \ а р ( х \ , . . . )  = a ( ( mb f x  i , . . . ) .

Линейность функции £ по остальным аргументам проверяется аналогично.►

Рассмотрим в линейном пространстве С некоторый базис е = 
(е 1, ега). Используя свойства линейности полилинейной формы р  типа 
(р, q) по каждому аргументу, мы можем выразить ее значение на фиксиро­
ванном наборе значений аргументов через ее же значения на базисных век­
торах. Пусть выбраны произвольные векторы Xi = х \е \  +  . . .  +  ж” ега, г = 1,р
и произвольные ковекторы f % =  f \ e l +  . . .  +  Рпеп , i = 1, q, разложенные по
взаимному базису е* = ( е 1 . . .  еп). Тогда

p ( x 1, . . . , x p; f 1, . . . , f q) =

( п п п п

Е x i e^ ’ • • • > Е хр Е 4 еЛ> • • • > Е f l eig

*1 = 1 *р = 1 Л = 1 Jq = 1
п п п п

*1 = 1 *p = l j l  = l Jq = l
х<£>(ед, . . . ,е*р; е л , . . . , е л ) .

Мы видим, что набор чисел р Ц" 1ч = <р (ер,  ■ ■ ■, ер;  ел , . . . ,  ел ) однознач­
но задает полилинейную форму. Ясно, что, взяв произвольный набор чисел 
рЦ'"1ч, мы сможем определить полилинейную форму, используя эти числа 
как коэффициенты разложения в базисе е. Таким образом, подобно тому, 
как каждому вектору соответствует столбец его координат, каждой полили­
нейной форме соответствует набор чисел, упорядоченный с помощью р +  q 
индексов. Эти числа назовем ко ордин ат ам и  п о л и л и н е й н о й  формы. Тер­
мин оправдан, так как в линейном пространстве VPtq несложно указать базис, 
в котором эти числа действительно будут координатами данной полилиней­
ной формы. Этот базис будет состоять из np+q полилинейных форм, и поэто­
му dim Vp>q = np+q.

Уже по приведенной выкладке видно, что большое количество знаков сум­
мы загромождает вычисления. Поэтому в тензорном исчислении используют

3



правило сум м ирования по ум олчанию , или правило индексов. Ин­
дексы в выражениях тензорной алгебрв1 ставят вверху и внизу. Если в BBipa- 
жении какой-либо верхний индекс и какой-либо нижний индекс обозначена: 
одинаково, то подразумевается, что по этому индексу проводится суммиро­
вание в пределах от единицв1 до размерности линейного пространства. При 
этом знак Е суммирования опускается. Например, формулу разложения по­
лилинейной формв1 в базисе в соответствии с правилом индексов записывают 
так:

= Д ь ; у д 1 . . .  4 Р/д  • • • f j q ■
Далее мы будем исполвзоватв это правило.

Итак, полилинейную форму в данном базисе можно представитв набором 
ее координат. Ввшсним, как изменяются эти координатв1 при изменении ба­
зиса. Пуств b = (Ь1, . . . ,  Ьп) и с =  (ср . . . ,  сп) — Два базиса в п-мерном
линейном пространстве С, Ь* = (Ь1, . . . ,  Ьп) и с* = (с 1, . . . ,  с” ) — базисв1 в
сопряженном пространстве С*, взаимные с b и с. Обозначим через U матрицу 
перехода их базиса b в базис с.

Т еорем а 3 . Координатв1 Д  полилинейной формв1 (р в базисе с связа-

нв1 с координатами Д  Д  эт°й же формв1 в базисе Ь соотношениями

LDj l " ' jq  —  V j l  V j q UDS l " ' Sq V T1 1 l TpiPi1...ip — Us1 ■ ■ ■ usqPr1...rp ail . . .  aip ,

где = U — матрица перехода из базиса Ъ в базис с; = ^  = ^ ~ 1
— матрица обратного перехода (верхний индекс соответствует номеру стро­
ки). М Координата " Д  соответствующая фиксированному набору индек­
сов г 1, ■ ■ ■, iP, j i ,  ■ ■ ■ , j q, представляет собой значение полилинейной формы:

=  V (сд, ■ ■ ■, cip; cj l , . . . ,  cjq) .

И с п о л ь з у я  в ы р а ж е н и е  в е к т о р о в  н о в о г о  б а з и с а  ч е р е з  с т а р ы й  п р и  п о м о щ и  м а т ­

р и ц ы  п е р е х о д а

Cj =  b kUj ,  с =  v\  b l ,

н а х о д и м

'ц...1р > ■ ■ ■ > 7p ip ’ "«1

*Й. . .  < <
>Ф v Jqi0 S1"'Sqv ri 1 1ГрJ s ! • • • lJs q P r 1 . . . rp a i i  ■ ■ ■ a i p .

Пример 4. Д л я  л и н е й н о г о  о п е р а т о р а  А с  м а т р и ц е й  А  =  ( а р ,  к о т о р ы й  

о т о ж д е с т в л я е т с я  с  п о л и л и н е й н о й  ф о р м о й  т и п а  ( 1 , 1 )  ( с м .  п р и м е р  1 0 .3 ) ,  ф о р ­

м у л а  п р е о б р а з о в а н и я  п р и  п е р е х о д е  к  н о в о м у  б а з и с у ,  с о г л а с н о  т е о р е м е  1 0 .3 ,
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имеет вид а\ = v3sa^uTj. Эта формула является координатной записвю извест­
ной формулв1 А = U ~1AU  преобразования матрицв1 линейного оператора 
(см. теорему 4.6).
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Тензоры

Определение 4 Говорят, что в п-мерном линейном пространстве С за­
дан тензор типа (p ,q )*, если каждому базису b в С сопоставлена упоря­
доченная система чисел а3з"'3̂ (Ь), назв1ваемв1х ком понент ам и т ензора , 

причем системв1 чисел, соответствующие разнвш базисам Ьис,  связанв1 меж­
ду собой соотношениями

*& £(«) = <* (1)

где U = (Uj) — матрица перехода из базиса Ь в базис с; V  = (vj) — обратная 
к U матрица (верхний индекс у и Vj обозначает номер строки в матрице). 
Сумму р +  q назв1вают валент ност ью  т ензора  (или его рангом ).

Понятие тензора носит абстрактный характер: происхождение групп чи­
сел, формирующих тензор, не играет роли. Пример тензора типа (р, q) дают 
координатв1 полилинейной формы типа (p ,q ). Действителвно, закон преоб­
разования полилинейных форм при замене базиса (см. теорему 3) и закон 
преобразования тензоров того же типа (см. определение 4) совпадают. Верно 
и обратное: любой тензор можно интерпретироватв как совокупноств коор­
динат некоторой полилинейной формы. Если тензору типа (р, q) с компонен­
тами аЦ'"1р(Ь) в базисе Ь сопоставитв полилинейную форму с координатами

ail"'iq(b) в том же базисе, то в силу совпадения формул преобразования и в 
любом другом базисе компонентв1 тензора будут совпадатв с координатами 
полилинейной формы. Эти соображения показвшают, что тензорв1 при необ­
ходимости можно трактоватв как полилинейные формв1 и наоборот.

Исходя из определения 4 можно предположитв, что р > 0 и q > 0. Но 
это необязателвно. Например, если р = 0, то в законе преобразования 10.1 не 
будет исполвзоватвся матрица U, а если q = 0, то не будет исполвзоватвся V.

Определение 5. Тензор типа (р, 0) назвшают ковариант ны м , а тензор 
типа (0,q) — конт равариант ны м .  Тензор типа (p,q) смеш анны й,  если 
р > 0, q > 0. Про такой тензор говорят, что он р раз ковариантный и q раз 
контравариантнвш.

Приведем простейшие примерв1 тензоров.

Пример 5. Допустима ситуация, когда р = q = 0. Это означает, что объ­
ект описвшается одним числом (индексов нет), причем это число не зависит 
от BBi6opa базиса (в законе преобразования нет суммирования и он приобре­
тает вид а(с) =  а(Ь)). Такой объект представляет собой тензор типа (0,0). 
Его также назвшают и н ва р и а н т о м . Можно также сказатв, что инвариант 
— это попросту скалярная величина.



Пример 6. Тензор образуют координаты тензора. Это вытекает из интер­
претации вектора как полилинейной формв1 типа (0, 1) (см. пример 1). Про­
верим непосредственно, что координатв1 вектора представляют собой тензор 
типа (0,1). Если U — матрица перехода из старого базиса в новвш, а V  — 
обратная к U, то столбец х  h o b b i x  координат вектора х  связан со столбцом х 
старик координат соотношением х  = V x, а в тензорной записи это ввшлядит 
следующим образом: х 3 = v3sx s. Видим, что это преобразование координат 
совпадает с преобразованием (10.1) при р = 0, q = 1.

Рассуждая аналогичнвш образом, убеждаемся, что ковектор (линейная 
форма) представляет собой тензор типа (1,0).

П р и м ер  7 . Линейнвш оператор А , действующий в линейном простран­
стве С, можно ассоциироватв с полилинейной формой типа (1,1) (см. при­
мер 3). Это значит, что линейнвш оператор можно рассматриватв как тен­
зор типа (1, 1). Проверим это непосредственно. В данном базисе b линейнвш 
оператор описвшается своей матрицей А. При переходе в новвш базис с мат­
рица А линейного оператора преобразуется в матрицу А  согласно формуле 
А = U~l AU  =  V A U . Записав матрицв1 в тензорной форме (верхний индекс 
соответствует номеру строки в матрице, а нижний — номеру столбца), полу­
чим а\ =  vidrUl (см. пример 4), т.е. формулу (10.1) при р = l,q  = 1. Значит, 
элементв1 матрицв1 линейного оператора при переходе в другой базис меня­
ются как компонентв1 тензора типа (1,1).

Пример 8. С им вол Кронекера  — это тензор типа (1,1), который в 
любом базисе имеет значения 5\ = 1 для любого г и ^  = 0 , если г ф j .  Этот 
тензор соответствует тождественному линейному оператору, так как ком- 
понентв1 символа Кронекера соответствуют элементам единичной матрицы.

Пример 9. В евклидовом пространстве 8  заданное скалярное произве­
дение представляет собой билинейную форму, т.е. тензор gij типа (2,0). Этот 
тензор назвшают ковариант ны м  м ет рическим  т ензором .  Роли такого 
тензора (иначе, скалярного произведения) может игратв любая симметри­
ческая билинейная форма, порождающая положительно определенную квад­
ратичную форму.

Евклидово пространство 8  изоморфно своему сопряженному 8 *, причем 
изоморфизм, определяемый скалярнвш произведением, не связан с вв1бором 
базиса (см. 1). Этот изоморфизм переносит скалярное произведение из 8  в 
8 *, порождая тензор д%3 типа (0, 2). Этот тензор назвшают конт равариант - 
ны м  м ет рическим  т ензором.

Компонентами ковариантного метрического тензора в данном базисе е 
являются элементв1 матрицы Грама Г, так как, согласно определению мет­
рического тензора, д^ = (а ,  еф). Матрицей контравариантного метрического 
тензора д%3 в е является матрица, обратная матрице Грама. Действителвно,
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компоненты тензора д%3 — это элементы матрицы Грама Г* в базисе / ,  вза­
имном с е. Пуств U — матрица перехода из базиса е в базис / .  Тогда /  =  eU 
( /  и е, как обв1чно, представляются в виде строк). Матрица Грама Г* для 
базиса /  записывается в виде Г* =  / Т/ .  Поэтому

Г* =  / Т/  = f T eU = EU = U.

С другой CTOpOHBI,

E  = f T e = ( e l l f e  = UT eT e = UT T,

откуда U = (Гт )-1 =  Г” 1 и Г* =  U = Г-1 .
Примерв! тензоров можно почерпнутв в механике и физике.
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Операции с тензорами

Линейные операции. Мы видели, что множество полилинейных форм 
одного типа образует линейное про cm,ранет,во относителвно o 6 b i h h b i x  опера­
ций сложения функций и умножения функции на число. Каждой полилиней­
ной форме соответствует тензор, и, наоборот, любой тензор можно реализо- 
ватв как полилинейную форму. Значит, структуру линейного пространства с 
множества линейнв1х форм можно перенести на тензорвт

Определение 6. Суммой двух тензоров А =  а и В  = типа

(р , q) назвшают тензор С = А + В  =  c33"'3q того же типа с компонентами

Нетрудно убедитвся, что набор компонентов сЗ"'Д, вв1числяемв1х в каж­
дом базисе по формуле (10.2), определяет тензор типа (p ,q ). Действителвно, 
для двух базисов, старого b и нового с, с матрицей перехода U = (lij) и 
матрицей обратного перехода V  = (г))

т.е. согласно формуле (2).
Введенная операция сложения тензоров одного типа согласуется с опера­

циями сложения объектов, являющихся частивши случаями тензоров. Для 
векторов тензорное сложение совпадает со сложением векторов, для линей­
ных или билинейных форм тензорное сложение равносилвно сложению функ­
ций. Наконец, тензорное сложение линейных операторов и их обв1чное сло­
жение — одно и то же. Для полилинейнвгх форм тензорное сложение означает 
сложение форм как функций.

Определение 7. Произведением тензора А = а3̂'"3̂  на действи­
тельное число А назвшают тензор ХА с компонентами Xa3l'"3q.

Так же, как и в случае сложения тензоров, убеждаемся, что в резулвта- 
те умножения каждой компонентв1 тензора на число Л m b i  получаем тензор 
того же типа. Умножение тензора на число в частник случаях сводится к 
умножению на число вектора, линейной или билинейной формиц линейного

Д 1 - Л I _  n 3 1 - J q  , z J l - J q  Чь.Тр uii...ip ' uii...ip' (2)

Видно, что набор компонентов с‘ преобразуется по тензорному закону,



оператора. В интерпретации тензора как полилинейной формы умножение 
тензора на число равносильно умножению функции на число.

Теорема 4. Множество Tp>q всех тензоров типа (р, q) в п-мерном линей­
ном пространстве С относительно операций сложения тензоров и умножения 
тензора на число является линейным пространством размерности np+q.

< Проверка аксиом линейного пространет,ва не представляет сложности. 
Докажем утверждение о размерности пространства тензоров. Для каждо­
го возможного набора индексов ковариантных i i , . . .  ,гр и контравариантных 
j i , . . .  , j q рассмотрим тензор Т 1̂ " 1? с компонентами (tj3 , причем рав­
ны нулю все компоненты, кроме одной, индексы которой совпадают с индек­
сами тензора: (£*•*'"'j’)33" ^  = 1. Тогда любой тензор А = а3з'"3д представляется 
в виде линейной комбинации указанных векторов:

А   n3l —jq rpil-.-ip
il-.Лр

Докажем, что набор тензоров образует линейно независимую си­
стему. Возьмем линейную комбинацию этих тензоров и приравняем нулевому 
тензору, у которого все компоненты равны нулю: с^3"'3д =  0 . В левой
части равенства стоит тензор, компонентами которого являются коэффици­
енты а33"'3д линейной комбинации. Так как этот тензор является нулевым, 
все его компоненты, они же коэффициенты линейной комбинации, равны ну­
лю. Итак, из равенства нулю линейной комбинации следует равенство нулю 
ее коэффициентов. Значит, выбранная система тензоров линейно независи­
ма и является базисом в пространстве Tp>q. Подсчитаем количество тензоров 
в построенном базисе. Для этого необходимо определить количество всевоз­
можных комбинаций из р +  q индексов. Так как индексы меняются независи­
мо друг от друга и каждый индекс может иметь п  возможных значений, то 
суммарное количество индексных комбинаций равно np+q. Следовательно, и 
базис содержит n n+q элементов, что равно размерности пространства
%),q- ►

Транспонирование. У полилинейной формы можно переставить какие- 
либо два аргумента одного типа (два вектора или два ковектора). В результа­
те мы получим, вообще говоря, новую полилинейную форму. Например, при 
перестановке аргументов билинейной формы мы получаем новую билиней­
ную форму, матрица которой является транспонированной к матрице исход­
ной формы. Такая операция не меняет билинейную форму лишь в том случае, 
когда эта форма симметрическая. Транспонирование матрицы в тензорной 
форме выглядит как перестановка местами индексов, указывающих номер 
строки и номер столбца.

Определение 8. Тензор В = полученный из тензора А =

2



перестановкой двух nepBBix нижних индексов:

l 3 l —3q _  31 —3q
иг1г2...гр ~  u i2ii...ip’

назв1вают т ра н сп о н и р о ва н н ы м  к тензору А . Транспонированнвши назы- 
вают также тензоры, полученнв1е перестановкой любой другой napni верхних 
или нижних индексов.

Нужно, естественно, убедитвся, что если мы переставляем два верхних 
или два нижних индекса, то в резулвтате получаем набор компонент, меняю­
щихся при замене базиса по тензорному закону (10.1). При изменении порядка 
индексов набор компонент тензора в данном базисе остается неизменнвш, но 
меняется порядок этих компонент. Например, компонентв1 тензора валент­
ности 2 можно записатв в матрицу. Тогда транспонирование тензора будет 
означатв транспонирование матрицы. Но то же происходит и в общем случае. 
Компонентв1 тензора валентности р +  q можно рассматриватв как элементв1 
('Р +  (?)-мерной матрицв1 (при р +  q = 2 это обв1чная матрица, ассоцииру­
ющаяся с квадратом, при р +  q = 3 компонентв1 матрицв1 записываются в 
ячейки куба и т.д.). Если фиксироватв все индексы, кроме двух переставляе- 
mbix, мв1 получим в многомерной матрице плоское сечение, представляющее 
собой обв1чную матрицу. Транспонирование тензора еств транспонирование 
каждого такого сечения.

Перестановка в тензоре одного верхнего и одного нижнего индекса не име­
ет какого-либо содержателвного смысла, так как при этом нарушается тен­
зорный закон изменения компонент. Это лучше всего наблюдатв на npocTBix 
тензорах типа (1,1): наличие дополнителвнв1х индексов усложняет выклад- 
ки, но не дает принципиальных изменений. Тензор типа (1, 1) будем трак­
товать как линейный оператор. Тогда перестановка индексов в компонентах 
матрицы оператора означает транспонирование этой матрицы. Но транспони­
рование матрицы линейного оператора в разных базисах приводит к разным 
операторам. Чтобы такая операция была законной, нужно ограничиться рас­
смотрением только евклидова пространет,ва и ортонормированных базисов 
в нем. В этом случае транспонирование матрицы означает переход к сопря­
женному оператору.

Операцию транспонирования можно усложнить, повторяя ее с разными 
парами индексов. Пусть, например, среди верхних индексов выбрана группа 
из s индексов. Используя различные перестановки в этой группе индексов, 
мы можем расставить эти s индексов в любом порядке. Количество вариантов 
есть количество перестановок из s элементов, которое равно si . Операцию 
множественной перестановки индексов мы также будем называть транспони­
рованием, выделяя элем ент арн ое т р а н сп о н и р о ва н и е , заключающееся в 
перестановке пары индексов.
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Определение 9. Тензор называют симметрическим по груп­
пе индексов, если он не изменяется при любой перестановке в этой 
группе индексов. Тензор кососимметрический по группе индексов 
(антисимметрический по группе индексов), если при перестановке лю­
бой пары индексов из группы он меняет знак.

Особый интерес в связи с этим определением представляют ковариантные 
и контравариантные тензоры. Симметрический тензор — это ковариант- 
ный (контравариантный) тензор, симметрический по группе всех индексов. 
Аналогично понятие кососимметрического вектора, относящееся к ко- 
вариантным или контравариантным тензорам



Симметрирование и альтернирование. Рассмотрим группу из г верх­
них (нижних) индексов у тензора А  типа (р, q), где г ф q (г ф р). Перестанов­
кой этой группы индексов можно получить г! тензоров А а, включая исход­
ный. Умножим сумму всех этих тензоров на число 1 /г! Мы получим новый 
тензор A s:

Аа = ^ Т , А " ’
a

который будет симметрическим по выделенной группе из г индексов. Опи­
санную операцию преобразования тензора, в результате которой получается 
тензор, симметрический по группе индексов, называют сим м ет рировани­
ем.

В частном случае пары индексов симметрирование выглядит наиболее 
просто. Например, для тензора ар  симметрирование состоит в получении 
нового симметрического тензора

(а8)ц =  (а8) #  =  ^(o ij +  ар) .

Существует также операция, которая позволяет из данного тензора полу­
чить тензор, кососимметрический по группе индексов. Рассмотрим группу из 
s верхних (нижних) индексов. Любой тензор А а, получаемый из тензора А  
перестановкой этих индексов, можно описать перестановкой а =  ( Л , . . . ,  Д) из 
s элементов, причем исходному тензору будет соответствовать тождественная 
перестановка (1, 2, . . . , s ) .  Обозначим через |сг| количество инверсий в пере­
становке а и рассмотрим сумму

^  = (з)
а

которая берется по всем перестановкам а из s элементов. Операцию пре­
образования А  —*■ А а называют альт ернированием  по указанной группе 
индексов. В результате альтернирования тензора получается тензор, кососим­
метрический по группе индексов. Действительно, перестановка двух индексов 
в группе меняет четность каждой перестановки а в сумме (3). Значит, каждое 
слагаемое и вся сумма в целом меняют знак.

В случае тензора ар  типа (2, 0) альтернирование выглядит наиболее про­
сто:

(»“)« = -(<> ( « « - «* )■

Произведение тензоров. Две полилинейные формы можно перемно­
жить, образуя функцию от большего числа переменных. Например, из поли­
линейных форм p ( x i , . . . ,  Xp-J1, . . .  , f q) и ф( у 1, . . . , y r - g 1, . . . ,  g s) типов (р, q)



и (г, s) можно образовать новую полилинейную форму

X ( x i ,  . . . , х р , у 1, . . . ,  y r ; / \  . . . , f q , g 1, . . . , g s ) =

=  <р(х1} . . . , x p - J 1, . . .  , f q) t p ( y l , . . . , y r - , g1, . . . ,  g s ) ,

имеющую тип (p + r, q + s). Аналогичная операция существует и для тензоров.

О п ределен и е 10. П роизведением  двух т ензоров А  =  и В  =

^ki \  типов ( Р> Я) и ( A  s )  называют тензор С  =  А  ®  В  типа (jp +  г, q +  s )  с 
компонентами

ii...ipki...kr ii...ip ki...kr '
Необходимо, конечно, убедиться, что указанный набор компонент дей­

ствительно представляет собой тензор, т.е. меняется при замене базиса по 
тензорному закону (1). Непосредственная проверка закона изменения доста­
точно сложна. Можно ее обойти следующим образом. Каждый тензор можно 
трактовать как полилинейную форму такого же типа. При этом произведе­
нию тензоров будет соответствовать произведение полилинейных форм, так 
как компонентам перемножаемых тензоров будут соответствовать координа­
ты полилинейных форм, т.е. значения этих форм на различных комбинациях 
базисных векторов. Убедиться же в том, что при перемножении полилиней­
ных форм получается полилинейная форма, несложно.

Произведение тензоров не является коммутативным. Действительно, при 
перестановке сомножителей меняется порядок индексов в их произведении. 
А это ведет к изменению результата. Чтобы проанализировать ситуацию по­
дробнее, можно рассмотреть произведение двух ковекторов А  = щ и  В  = bj. 
Их тензорным произведением будет ковариантный тензор С  = Cij ранга 2 с 
компонентами щ,- =  сцф. Если изменить порядок сомножителей, то получим 
cij = bi&j =  Cji-, т-е- тензор С', транспонированный к тензору С . Тензоры С  
и С ' совпадают, если каждый из них является симметрическим. Например, 
если

Л-/1’ i =  1] .-J1’ j  =  2]\  0, г ф 1; gj I  0, j ф 2,

ТО С12 =  / 1 # 2  =  1, С2 1 =  /251 =  о, и поэтому Д 0  Qj ф Qj 0  Д.
Умножение тензоров является ассоциативным и дистрибутивным по отно­

шению к сложению. Это напоминает свойства умножения линейных операто­
ров. Однако отметим, что произведением двух линейных операторов является 
линейный оператор, а их произведением как тензоров является тензор типа 
(2, 2), который трактовать как линейный оператор нельзя. Эти две операции 
принципиально разные, хотя и обладают некоторыми одинаковыми алгебра­
ическими свойствами.



П р о и з в е д е н и е  т е н з о р о в  о т к р в ш а е т  в о з м о ж н о с т и  п о л у ч а т в  н о в в г е  т е н з о р в 1 

и з  т е н з о р о в  б о л е е  н и з к о й  в а л е н т н о с т и .  О т т а л к и в а я с в  о т  в е к т о р о в  и  к о в е к ­

т о р о в ,  м в 1 м о ж е м  п о л у ч а т в  т е н з о р в 1 л ю б о г о  т и п а .  О д н а к о  н е  к а ж д в ш  т е н ­

з о р  м о ж е т  б в 1т в  п р е д с т а в л е н  в  в и д е  п р о и з в е д е н и я  т е н з о р о в .  Н а п р и м е р ,  б и л и ­

н е й н а я  ф о р м а ,  я в л я ю щ а я с я  п р о и з в е д е н и е м  д в у х  к о  в е к т о р о в ,  и м е е т  м а т р и ц у  

с п е ц и а л в н о г о  в и д а ,  р а н г  к о т о р о й  р а в е н  е д и н и ц е .  В  к а ч е с т в е  к о н т р п р и м е р а  

д о с т а т о ч н о  в з я т в  б и л и н е й н у ю  ф о р м у  с  р а н г о м ,  р а в н в ш  2 .

О к а з в ш а е т с я ,  ч т о  л ю б о й  т е н з о р  т и п а  (р,  q)  м о ж е т  6 b i t b  п р е д с т а в л е н  в  в и д е  

л и н е й н о й  к о м б и н а ц и и  э л е м е н т а р н в г х  т е н з о р о в  в и д а  ж 1 ® .  ■ . у  1 ® . . . 0  у q ,
я в л я ю щ и х с я  п р о и з в е д е н и е м  р  к о в е к т о р о в  х г и q в е к т о р о в  у  у  Д е й с т в и т е л в -  

н о ,  в с п о м н и м  б а з и с  в  п р о с т р а н с т в е  TPtq т е н з о р о в  т и п а  (p , q ) ,  р а с с м о т р е н н ы й  

в  д о к а з а т е л в с т в е  т е о р е м в 1 4 . К а ж д в ш  и з  т е н з о р о в  э т о г о  б а з и с а  я в л я е т с я  э л е -  

м е н т а р н в ш .  Т е н з о р  Т * * , у  к о т о р о г о  е д и н и ч н о е  з н а ч е н и е  и м е е т  к о м п о н е н т а  

с  и н д е к с а м и  н и ж н и м и  Д , . . . ,  гр и  в е р х н и м и  Д , . . . ,  j q , я в л я е т с я  п р о и з в е д е н и е м

T ?i"X =  f h ® ® ® еТ ® ® езд

в е к т о р о в  б а з и с а  ( е \ ,  . . . ,  еп ) и  к о в е к т о р о в  д в о й с т в е н н о г о  е м у  б а з и с а  

( Z 1, . . . ,  / ” ) .  П о э т о м у  л ю б о й  т е н з о р  А?*'"?* п р е д с т а в и м  в  в и д е

А  = ® ® flp ® ®  • • • 0  е^-

С в е р т ы в а н и е .  Е с л и  т е н з о р н о е  у м н о ж е н и е  п о з в о л я е т  п о л у ч и т в  т е н з о р в 1 

б о л е е  в б 1с о к о й  в а л е н т н о с т и ,  т о  с л е д у ю щ а я  о п е р а ц и я ,  н а о б о р о т ,  п о н и ж а е т  в а -  

л е н т н о с т в  в е к т о р а .

О п р е д е л е н и е  1 1 .  С в е р т к о й  т е н з о р а  А  =  т и п а  ( p , q )  п о  о д н о ­

м у  в е р х н е м у  и  о д н о м у  н и ж н е м у  и н д е к с а м ,  н а п р и м е р  п о  и н д е к с а м и  i \  и  Д ,  

н а з в ш а ю т  т е н з о р  В  =  т и п а  (р — 1 , q — 1 ) с  к о м п о н е н т а м и

ф  . . . j q  _  k j 2  . . . j q

^2  • • - i p  k i 2 ' " i p

Н а п о м н и м ,  ч т о  н а л и ч и е  о д и н а к о в в 1х  в е р х н е г о  и  н и ж н е г о  и н д е к с о в  п р е д у ­

с м а т р и в а е т  с у м м и р о в а н и е  п о  э т о м у  и н д е к с у  (п р а ви л о  и н д е к с о в ) . М о ж н о  у б е -  

д и т в с я ,  ч т о  в в е д е н н а я  о п е р а ц и я  п р и в о д и т  к  т е н з о р у ,  т .е .  д л я  н о в о г о  н а б о р а  

к о м п о н е н т  о с т а е т с я  в е р н в ш  з а к о н  (1 )  п р е о б р а з о в а н и я  т е н з о р о в .

П р и м е р  1 1 .  С в е р т к о й  т е н з о р а  т и п а  ( 1 , 1 )  я в л я е т с я  т е н з о р  в а л е н т н о с т и  

О, т .е .  и н в а р и а н т .  Т е н з о р  т и п а  ( 1 , 1 )  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  с о в о к у п н о с т в  э л е м е н ­

т о в  м а т р и ц в 1 л и н е й н о г о  о п е р а т о р а ,  а  е г о  с в е р т к а  —  э т о  с у м м а  д и а г о н а л в н в 1х  

э л е м е н т о в  м а т р и ц в 1 о п е р а т о р а ,  т .е .  н е  ч т о  и н о е ,  к а к  сл ед  м а т р и ц ы  л и н е й н о го  
операт ора,  к о т о р в ш  о т  B B i6 o p a  б а з и с а  н е  з а в и с и т .



Говорят также о сверт ке двух  т ензоров,  подразумевая под этим сверт­
ку произведения этих тензоров, причем один из двух индексов, по которвш 
ввшолняется свертка, относится к первому тензору, а второй — ко второму. 
Например, ввфажение а^Ц? означает свертку тензоров А  типа (2, 1) и В  типа 
(1,2), в резулвтате которой получается тензор типа (2,2).

Свертка тензора или двух тензоров может ввшолнятвся не по одной паре 
индексов, а по несколвким. Например, рассмотрим тензор а\ типа (1, 1). Про­
изведением этого тензора на себя будет тензор а\с^к типа (2, 2). Это произве­
дение можно свернутв по двум парам индексов. Получим инвариант (тензор 
типа (0, 0)) а\а*•, которвш назвшают инвариантом второго порядка, в отличие 
от инварианта первого порядка — следа линейного оператора. Отметим, что 
другой вариант свертки по двум парам индексов а\а3- дает квадрат инвари­
анта первого порядка.

В евклидовом пространстве выделен к о в а р и а н т н ы й  м е т р и ч е с к и й  т е н з о р  
gij  и к о н т р а в а р и а н т н ы й  м е т р и ч е с к и й  т е н з о р  g v . Свертка тензора А  типа 
( p , q )  с д ^  приводит к тензору типа (р  +  l , q  — 1) и представляет собой опе­
рацию опускания индекса т ензора , а свертка А  с gv  приводит к тензору 
типа ( р — 1, <?+1), т.е. к поднят ию  индекса тензора.  Компонентв1 метриче­
ского тензора в ортонормированном базисе составляют единичную матрицу. 
Поэтому в таком базисе опускание (поднятие) индекса ввшлядит как про­
стая перестановка индекса сверху вниз (снизу вверх), т.е. различие между 
верхними и нижними индексами исчезает. Если рассматривается евклидо­
во пространство и в нем толвко ортонормированнвю базисы, то все индексв1 
можно записвшатБ или толвко внизу, или толвко вверху. Возникающий при 
этом объект назвшают евклидовы м  тензором.


