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ВВЕДЕНИЕ

Одним из приоритетных вопросов в условиях современного информа­
ционного противоборства является достижение уровня технического и алго­
ритмического оснащения, при котором создаются возможности для защиты 
и нарушения работоспособности информационных систем. Как самостоя­
тельный вид информационного противоборства выделяется электронное или 
радиопротиводействие. Радиосигналы специальной формы, применяемые в 
качестве активных помех, предназначены для ухудшения нормальной рабо­
ты радиоэлектронных средств (РЭС). Вопросам теории сигналов специаль­
ной формы, разработки способов и средств их формирования посвящено 
значительное количество трудов отечественных и зарубежных ученых и 
специалистов [1-3, 6 - 8, 14, 18].

Различают активные маскирующие и активные имитационные помехи 
[1, 2]. Активные маскирующие помехи (АМП) создают на входе приёмника 
подавляемого РЭС фон, который затрудняет обнаружение полезных сигна­
лов, их распознавание и определение параметров. Активные маскирующие 
помехи подразделяются на три группы [2]: непрерывные шумовые помехи; 
хаотические импульсные помехи; последовательности детерминированных 
импульсных сигналов. Использование АМП любого типа приводит к 
уменьшению вероятности правильного обнаружения полезного сигнала, 
увеличению вероятности ложной тревоги и снижению точности измерения 
его характеристик. Аналогичная картина имеет место при действии помехи 
на каналы передачи радиотелеграфных и радиотелефонных сигналов. Поме­
ха, складываясь с полезными сигналами, искажает последние на выходе 
приемника, что снижает вероятность правильного распознания переданных 
сигналов. Эффективность АМП зависит от следующих основных факторов 
[1-3]: временной и частотной структуры помехи; временной и частотной 
структуры полезного сигнала; энергетического соотношения помехи и сиг­
нала на входе приемника подавляемого РЭС; мероприятий по контррадио­
противодействию .

Активные имитирующие помехи (АИП) предназначены для внесения 
ложной информации в подавляемые РЭС и, как дополнительная функция, 
для перегрузки соответствующих информационных каналов [3]. При созда­
нии АИП стремятся к полной идентификации с полезным сигналом по со­
путствующим параметрам. Например, при имитации ложной цели, находя­
щейся на одном пеленге с действительной целью, но на иной дальности, по- 
меховый сигнал должен иметь одинаковые с полезным сигналом поляриза­
цию, несущую и поднесущую (при наличии таковой) частоты, но по инфор­
мационному параметру (задержке во времени) отличаться. Информацион­
ные и сопутствующие параметры помехового и полезного сигналов имеют 
между собой статистическую связь, которая в ряде случаев может перехо­
дить в функциональную зависимость [18].

Для формирования активных помех, как правило, необходимо иметь 
информацию о параметрах подавляемых РЭС. В частности, результаты, по-
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лученные с помощью электронной разведки, являются определяющими при 
создании средств электронной атаки и собственных средств электронного 
контрпротиводействия.

Объектами рассмотрения настоящего учебного пособия являются сиг­
налы, представляющие собой различные виды активных помех. При исследо­
вании сигналов, их энергетических спектров и описании методов формирова­
ния использованы основные положения из теории цепей и сигналов, к кото­
рым относятся понятия о спектральной функции, спектры периодических, 
непериодических и случайных сигналов, а также вопросы преобразования 
сигналов в линейных и нелинейных цепях.
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1. ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ СИГНАЛЫ И ИХ СПЕКТРЫ
1.1. Общие положения о радиотехнических сигналах и цепях
В современной радиоэлектронике различают следующие виды сигналов

[4-8]:
1) Произвольные по величине и непрерывные во времени (рис. 1.1). Их 

называют также аналоговыми. Аналоговые сигналы, имеющие раз­
рывы, называют континуальными.

t\ -  точка разрыва АС

О ч
Рис. 1.1 Аналоговый континуальный сигнал 

2) Произвольные по величине и дискретные во времени (рис. 1.2).

S а

- Н t
^ Интервал дискретизации

Рис. 1.2 Произвольный по величине и дискретный во времени сигнал

3) Квантованные по величине и непрерывные во времени (рис.1.3).

Интервал -q"

t
о

Рис. 1.3 Квантованный по величине и непрерывный во времени сигнал 

4) Квантованные по величине и дискретные во времени (рис. 1.4).

ич :

T L И !
^  Интервал А

Рис. 1.4 Дискретно-квантованный сигнал
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Дискретный по времени сигнал обычно называют дискретным сигна­
лом, дискретный во времени и квантованный по уровню сигнал -  цифровым. 
Таким образом, можно различать аналоговые, дискретные (импульсные), 
квантованные и цифровые сигналы. В них амплитуда, частота и фаза могут 
быть детерминированными и случайными.

Детерминированный сигнал -  это сигнал, мгновенное значение которо­
го в любой момент времени можно спрогнозировать, так как известны его 
параметры. К нему относятся, в частности, синусоидальный сигнал, равно­
мерная последовательность импульсов с постоянной амплитудой или с ам­
плитудой, изменяющейся по синусоидальному закону.

Случайный сигнал -  сигнал, мгновенные значения которого априорно 
неизвестны. Определить его амплитуду, частоту и фазу можно лишь с неко­
торой долей вероятности. Разновидностью случайных сигналов считаются 
шумовые помехи.

Сигналы, формируемые в радиопередающих устройствах и излучаемые 
в пространство, являются физическими процессами.

Сигналы, несущие в себе информацию, называются управляющими или 
модулирующими. Сигналы, которые подвергаются модуляции и направля­
ются в пространство, до модуляции называются несущими, а после модуля­
ции -  радиосигналами (модулированными сигналами).

Различают следующие виды радиотехнических цепей [4-8].
1) Линейная цепь с постоянными параметрами - это такая цепь, в кото­

рой параметры цепи не зависят от напряжения и тока, воздействующих на 
цепь.

Такие цепи выполняют операции линейного усиления и фильтрования 
по частоте, т.е. такие, при которых не происходит трансформации исходного 
спектра сигнала.

Линейная цепь подчиняется принципу суперпозиции, который описы­
вается выражением

L
N N

= Х 4 в д ] ,
i=1.  г=1

где L -  некоторый оператор воздействия цепи на сигнал, например, ко­
эффициент усиления сигнала.

Этот принцип, в соответствии с рис. 1.5, указывает на то, что результат 
некоторой операции с суммой N  сигналов равен сумме N  сигналов, каждый 
из которых подвергся той же операции. Принцип суперпозиции или наложе­
ния позволяет любые сложные сигналы разложить на более простые.

2) Линейная цепь с переменными параметрами -  цепь, в которой пара­
метры элементов цепи являются функцией времени взаимодействия с сигна­
лом. К таким цепям относятся цепи с емкостями (конденсаторами) и катуш­
ками индуктивности.

Линейная цепь с переменными параметрами преобразует частотный 
спектр исходного сигнала. На базе конденсаторов и катушек индуктивности с

6



переменными во времени параметрами создаются так называемые парамет­
рические усилители и генераторы [7, 10].

Рис. 1.5. Пример реализации принципа суперпозиции при операциях с сигналами

3) Нелинейная цепь -  цепь, в которой есть элементы с параметрами, за­
висящими от изменяющихся параметров входного сигнала. Нелинейная цепь 
преобразует спектр сигнала с изменением его первоначальной формы и ам­
плитуды. В ней не действует принцип суперпозиции из-за нелинейности ха­
рактеристик преобразования (рис. 1.6).

При анализе сигналов, прошедших через нелинейные цепи, требуется 
применение специальных методов, без разложения на простые составляю­
щие. Нелинейные цепи широко применяются при генерации, модуляции, де­
тектировании и частотном преобразовании сигналов.

1.2 Разложение периодических сигналов в ряд Фурье
Любой произвольный сигнал можно представить в виде суммы элемен­

тарных колебаний [4, 8, 9]. В качестве примера на рис. 1.7 представлено раз­
ложение вектора s трехмерного пространства на три ортогональные состав­
ляющие по осям координат. Это означает, что сигнал представляет собой 
векторную сумму трех элементарных колебаний.

L

и2
Рис. 1.6 Вольт-амперная характеристика нелинейного 

элемента -  полупроводникового диода
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У

s

у

Рис. 1.7 Разложение вектора сигнала 
на три элементарных ортогональных колебания

Электрические колебания более сложной формы можно представить 
разложением вектора s в некотором w-мерном пространстве, где все элемен­
тарные функции также являются ортогональными

Взятая в пределах временного интервала [t\, t{\ величина

•s„(OII= i
2
\ s 2n (t)dt
и

( 1.1)

называется нормой функции, описывающей сигнал sn(t). 
Величина

U

s„(0 l|2= \s ; ( t)d i
и

( 1 .2 )

получила название нормированной функции.
Если элементарные функции у (0 непрерывны, то сложная кусочно­

непрерывная функция, для которой выполняется условие
Л

s ( t ) | dt  < оо ^  з)

может быть представлена в виде суммы ряда [4]

s(t) = Cq5q(/) + Ср̂ (/) + С252Й) + + CjSj(t) +.......+ Cnsn(t), (1.4)

Jl

где C0, Ci, C2,... ,CU..., -  весовые коэффициенты составляющих (эле­
ментарных функций .v,).

Ряд (1.4) носит название обобщенного ряда Фурье, а коэффициенты Со, 
Сь С2,... ,Си..., Сп называются коэффициентами Фурье.

Умножим обе части уравнения (1.4) на sn(t) и проинтегрируем в пре­

делах [ tx, t2 ]
l l l l l
J s(t)sn (t)dt = JC0s0 (t)sn(t)dt+ JQy (t)sn(t)dt+ JC2s2 (t)sn (t)dt+..... .+ JCnsn (t)sn(t)dt (1.5)
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В силу ортогональности элементарных функций ряда интеграл на от­
резке [tx,t2] от произведения Сд.ДБДД при i^ n  равен нулю

\ C is i { t ) s n( t ) d t  =  Q>

h
Поэтому в правой части выражения (1.5) остается только одно послед­

нее слагаемое. В результате с учетом (1.2) получим

|  s { t ) s n (t ) d t  =  С п |  s 2n ( t ) d t  = С  „ |  | s„ ( t )  11:2 ( j 6)
h h

Из (1.6) следует выражение для Сп

с - = и .  L |2  (1.7)
II Sn\l ) II tx

Совокупность коэффициентов Сп при и = 0, 1, 2 ,..., / ...7V,... называется 
спектром сигнала s(t) и полностью определяет этот сигнал.

В соответствии с неравенством Бесселя для ортогональной системы [15,
16]

N
Y.c„\\s„m2<\\s\\2
п=О

следует, что с увеличением N  до оо можно добиться максимально аппрокси­
мированной функции к действительному сигналу s.

При разложении сигналов (функций) в ряд Фурье из простейших орто­
гональных функций наибольшее распространение получила ортогональная 
система основных тригонометрических функций - косинусов и синусов [4, 9, 
16]. Объяснение этому факту заключается в том, что гармоническое колеба­
ние является единственной функцией времени, которая сохраняет свою фор­
му при прохождении через любую линейную цепь с постоянными парамет­
рами. Меняются лишь амплитуда и фаза колебаний.

При анализе гармонических сигналов любой формы необходимо учи­
тывать, что интервал ортогональности колебаний равен периоду колебания

где через со\ обозначается частота основной (первой) гармоники спектра сиг­
нала.

Для гармонических сигналов различают две формы представления ряда 
Фурье: тригонометрическую и комплексную. Для комплексной формы ряда 
Фурье справедливо выражение
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+00

s ( ‘ ) = ' Z C * e ™  . (1.8)
П =-оо

-JWCD]/ _ /,\
Если сравнивать (1.8) с (1.4), то очевидно, что е ~  Sn V )  ■ 
Коэффициенты Фурье полученного ряда (1.8) определяются по форму­

ле (1.7)

° п = и— h ^ \ s^ s^ dt •

II S n V )  I I ?!

Определим значение нормированной функции комплексной величины 
при интервале ортогональности [-7/2, 7/2]

т 
/9 = 2

s j | 2= \ерю''еч,ю''Л = Т
Т

h ~ 2

Следовательно, коэффициенты Фурье определяются как
т 
2

(1.9)

т{ • ( 1Л°)
2

Известна запись [15]
e ~jnaxt _  C0S(n(D t  ̂_  j sm ^ C D ^ t) .

Тогда формулу (1.10) можно переписать в виде разности
т т

1 2 |  2 
с п = ~  j s ^ c o s i n & ^ d t - J -  js(t)sin(n(Dlt)dt  = C nc -  j C m ? q  Л1)

. / j 7 ./ j 7

2 2

где Сис -  косинусная (действительная) часть коэффициента Фурье, С ш — си­
нусная (мнимая) часть коэффициента Фурье.

Иногда коэффициент Фурье записывают следующим образом
С  =\ С  \ e je"п  I п  I ?

Q
где | Сп |= V c i  + С 2Ш , = ~ arct g — - соответственно модуль и начальная

И̂С
фаза коэффициента Фурье.

В этом случае формула (1.8) принимает вид
+оо

Д 0 =  Ц с „ | - е ~ ” ) ( 1 1 2 )
/7 = - 0 0

Перейдем к тригонометрической форме ряда Фурье. При « = 0 ,1 ,2 ,...., 
п коэффициенты Фурье принимают значения

ю



С  - С  е-/(0+0) —ГС-О ^0^ —'-о
С 1 = - С 1 =| С 1 | co s (l• coxt + в х) \

С 2 = - С  2 С2 | cos(2 ■ а>А + 02)

Сп = ~Сп =| Сп | co s (n -0)^ + 6п).  
Тогда (1.12) можно записать в следующей форме

оо

•КО = С0 + ^ А „  cos(п -coxt + 0Л) 5 (1.13)
/2=1

где коэффициент А = 2 \ С „ \ .
В радиотехнике принята следующая форма записи выражения (1.13) [4]

С1 00 л
КО = y f  + X  К  С0К« • ®i0 + sin(« • ® i0], (1.14)

/2 = 1

где <т0=2С0с; а„ = 2С„с; Ъп = 2СЮ.
Если сигнал s(/) представляет собой четную функцию, т.е. s(t)=- s(t), то 

в разложении участвуют только косинусоидальные сигналы (синусоидальные 
обращаются в ноль). Соответственно при разложении нечетной функции - в 
ноль превращаются косинусоидальные сигналы. Таким образом, использова­
ние ряда Фурье при гармоническом анализе сложных периодических сигна­
лов представляет собой эффективное средство для изучения влияния линей­
ных цепей на прохождение сигналов.

На рис. 1.8 представлены примеры комплексной (а) и гармонической 
(б) формы ряда Фурье, описывающего спектр периодического сигнала s(t) с 
периодом Т 2 л; соj. Такой спектр называется линейным или дискретным, так 
как состоит из отдельных линий, соответствующих дискретным частотам О, 
со 1, &>2=2g)i, &>з=3а>1,..., й)п=псо 1, значения которых принадлежат гармониче­
ским колебаниям s0=Cq, у ,  ,v2, ,sy..., ,v„ соответственно.

I\C n

' - 1

' - 2

-C 0 n  -C 0 2  —CO 1 0  COi C02 

a)

C0n  CO

A +

CO

6)
Рис. 1.8 Спектр сложного периодического сигнала: 

а) в форме комплексного ряда Фурье; б) в форме тригонометрического ряда Фурье

В качестве примера произведем гармонический анализ прямоугольного 
колебания в форме меандра (рис. 1.9). Подобные функции имеют место в уст­
ройствах управления параметрами модулирующих элементов, формирующих

и



специальные сигналы. Амплитуду колебаний обозначим через Е , период 
Т=2л/а>\.

Выберем начало отсчета времени, соответствующее, например, тому, 
что функция является нечетной. Тогда в уравнении (1.11) косинусоидальные 
и синусоидальные члены ряда Фурье равны

г

Е °r } Е
СпС = —[ I (-1)cos(h®j -t)dt+ I lcos^Oj •t)dt\ = ----sin(пщ -t) = 0

T  _T_ 0 T
2

T_

„ E V . f . 2E ncol -T 2E 2-тг-п
c ns = —[ \ ( - l ) s m ( n a l - t) t+\\sm(n(ol -t)dt\ = - —  (1-cos— j-— ) = - ----- (1-cos— -—

1 JT о Inco i 2 2 ж-п 2
2

S'
Т 1 
2

т
2 У

- т 0

Рис. 1.9 Колебание в форме меандра 

Так как Г-со = 2тг, получим

Е
С*  = - ( 1 ■cos ли

ли )=
О при и = 0,2,4,...

Е
 2 прии = 1,3,5,...
ли

Тригонометрический спектр сигнала, в котором в соответствии с (1.14)
и полученным выражением для Сп 
К  = 2 \Сп l=2(As =*»> показан на рис. 1.10.

4 4

коэффициенты ряда равны

-Е
л

± Е
Зл 4

£
5л 4

7л ^
9л

Л1 I I I г
2а>1 4©j 6©j 80j

Рис. 1.10 Тригонометрический спектр сигнала в форме меандра

Начальные фазы сигналов sn имеют значение

9п = -arc tg
С nS

С
- a r c tg -

С nS Л

пС о
-arctgiy оо) = - —

Полностью ряд Фурье в тригонометрической форме принимает вид

12



ct
s(t) = —  + 2](a„ coswcoy+ 6„ sinwcoy) = 0 + ^ ( 0  + Уп sinwcoy) =

2  n = 1 n = 1

^  4 £  1 . 4 £  A  1 .
2 ^  S i n W Q /  = ----------  2 j  ~  S I I I W C O / .

и= 1 ,3 ,5  K M  7 t  „ = 1 ,3 ,5  И

Из рисунка 1.11 видно, каким образом осуществляется приближение 
аппроксимированного сигнала к сигналу s(t) по мере возрастания п.

Е 51.24

/ /  \  \ .

-  ж 0 ж (о̂

Ч у  ^  ^
----------

-Г 2 4 ------------------------------------

Рис. 1.11 Аппроксимация сигнала в форме меандра

Итоговый всплеск в точках разрыва функции при оо равен s+AS = 
= \ , \8Е .  Однако с ростом п ширина выброса становится очень узкой и не вно­
сит заметных искажений в спектр сигнала, то есть считается, что такой ряд 
Фурье сходится в среднем. Эффект выброса аппроксимируемой функции по­
лучил название явления Гибсона, характерного для периодических аппрок­
симируемых функций, имеющих точки разрыва [15].

1.3 Распределение мощности в спектре периодических сигналов
Если сигнал s(t)^0 и не ограничен во времени (* = -о о ,о о ) ,  то энергия

сигнала

Э = | p(t)dt = | х2 (t)dt —» оо
где p(t) -  мгновенная мощность сигнала.
Следовательно, для анализа энергетических параметров периодическо­

го сигнала наиболее подходящими остаются два не обращающихся в ноль 
при t = -оо , оо энергетических параметра: средняя мощность сигнала во време­
ни и распределение мощности между отдельными гармониками. Можно счи­
тать, что у гармонического сигнала с периодом повторяемости Т средняя 
мощность за период равна средней мощности в пределах t = -оо, оо

В силу периодичности сигнала^/) и в соответствии с (1.9) нормирован­
ная функция периодического сигнала равна

13



Так как определяемая за период Т средняя мощность п-й составляющей
С

спектра не зависит от фазы, то можно считать, что вп = -arctg —̂  =0. Поэтому
С.

выражение (1.12) можно переписать в следующем виде
00

*(<)= Ж  И ” 1',
/ 7 — — СО

где е jn(°lt = s n( t ) .
Средняя мощность будет равна

(1.15)

‘(0 =
Э О  1 - l o o  l o o  оо

| = 1 | Лд (у = 1 у | с л| ^ л(0 2 4 У |с „ Г г = у |с „
r\ J- м——r/~, тп——rVi тп——rVi

(1.16)

& АУчитывая, что в тригонометрическом ряде Фурье С0 = |С„| = , получим

И + 2Е
/7—1

А. у л2
«о

1 оо

+ - У л 2Л /-U п *
^  /7 = 1

(1.17)

Если s(t) представляет собой текущ ий в линейной цепи ток /(/), то при 
прохождении его через сопротивление г  выделяется мощность

у
p i t )  = r s 2(t) = п 2(t) = r  I 02 + - I , 2 + I 22 + . . .

V  2

1 \
= r

Здесь I . = f -  постоянная составляющая тока; /„ -  A  - амплитуда и-й

гармоники переменного тока. Таким образом, полная средняя мощность сиг­
нала равна сумме средних мощностей, выделяемых отдельно постоянной со-

а оставляющей70 = —  и гармониками с амплитудами /,, / 2, . Поскольку

спектральные составляющие ортогональны на интервале Т , то средняя мощ­
ность не зависит от фаз отдельных гармоник.

1.4 Гармонический анализ непериодических сигналов
Рассмотрим возможность применения гармонического анализа для не­

периодических сигналов с известными параметрами. Для этого представим, 
что непериодический сигнал имеет место в некотором произвольном отрезке 
времени [tx,t2]

(5(7) tx <t < t2
*0= О t < tx,t > t2

Присвоим интервалу [tl,t2\ свойство периода периодической функции
\tx, t2 ] = Т .

В этом случае представляемый сигнал можно записать с помощью ряда 
Фурье (1.15)

14



s( l)=  X C»e
j n a xt

, 0<t<T, (1.18)

271
где col = — , а коэффициенты выражаются через формулу (1.10), в которой

изменены пределы интегрирования

С„ = j ] s ( t ) e - ^ ' d t  

Подставим (1.19) в (1.18)
со {  tсо у *1

(1.19)

ТИ  =  - С О  у  -L  f 2

( 1.20)

Поскольку ряд Фурье (1.20) предполагает, что сигнал v(/) имеет период 
Т , а на самом деле эта функция непериодическая, то мы стремимся к увели­
чению периода: Т  - » оо.

Однако, чем больше Г , тем меньше 0)1 и соответственно коэффициен- 
1

При «j —» 0 возрастает до оо число гармоник, а в спектре - чис­ты С
■Jf

ло составляющих. Спектр становится практически сплошным. Поэтому вме-
2 71

сто значения сох = ~  в выражение (1.20) можно подставить dcol = dco , а вме­

сто пщ - текущую частоту со. Это означает, что если раньше под оох понима­
лось дискретное значение частоты, соответствующее периоду Т  основной 
гармоники периодического сигнала ^(?), то теперь под со понимается не­
прерывная частотная тикала.

С учетом принятых допущений формула (1.20) примет вид
1 со

'(<)=— ?w  2 71 У
| s(t)e jmdt -jmt dao (1.21)

Внутренний интеграл в (1.21), взятый по отрезку времени [t1,t2\> явля­
ется функцией текущей частоты и обозначается

ч

:(<») = J.v(c)
( 1.22)

Функция S(со) называется спектральной плотностью или спектральной 
характеристикой сигнала ^ (f) .

В общем случае, когда значение t\и t2 не определены, спектральная 
плотность записывается с бесконечными границами определения интеграла в 
( 1.22)
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<JU

s(®)= \ s ( t ) e - i ‘‘,dt (123)
- 0 0

Если рассматривать выражения (1.22) или (1.23) при а  = 0, то они све­
дутся к определению так называемой «площади сигнала»

00

S (со = О) = |  s( t )d t
—00

Это означает, что на нулевой частоте спектральная плотность неперио­
дического сигнала равна «площади сигнала». Это правило часто применяется 
при анализе структуры непериодического сигнала.

После подстановки (1.23) в (1.21) получим уравнение, называемое 
двойным интегралом Фурье [4, 6, 10]л со со

( t )=  —  I \ s ( t ) e - iMdt
— со — со

e j a t dco   ̂ (L24)
2 71

который с учетом (1.22) преобразуется в выражение
1 00

s ( t ) =  —  ^ S ( a ) ) e Ja,td (D '  (1.25)
— оо

Выражение (1.23) называют прямым преобразованием Фурье, а выра­
жение (1.25) - обратным преобразованием Фурье.

Обратимся к формуле (1.10)
L 
2

т
Л  

2

и сравним ее правую часть с правой частью выражения (1.23). Видно, что 
выражения отличаются несущественными признаками: отсутствует множи­
тель ИТ, величина псо1 заменена на со, изменены пределы интегрирования. 
Это свидетельствует о том, что, если требуется перейти к комплексной фор­
ме записи выражения (1.23), то все операции и преобразования будут анало­
гичны операциям с коэффициентами ряда Фурье. В результате таких опера­
ций получим спектральную плотность непериодического сигнала в ком­
плексном виде

S ( o ) =  А { ( о ) ~  j B { ( o ) = \ s { ( o ) e j®{fo)\, (1.26)
оо со

где э (щ )=  ^ cotdt  • В(ро)= ^ s(t)sm. cotdt _ косинусоидальная и сину-
— оо —со

соидальная составляющие спектральной плотности.
По аналогии с анализом периодического сигнала получим выражения 

для модуля и фазы спектральной плотности

| « И  = V М Э ] + \в(а>)]2 , (1.27)
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г л (  \@{сд)= -arc tg  (128)
\ A\P)J

Выражение (1.27) представляет собой амплитудно-частотную характе­
ристику (АЧХ), а выражение (1.28) -  фазочастотную характеристику (ФЧХ)
сплошного спектра непериодического сигнала. Функция |^(&,)| - четная от­
носительно оси частоты, а 0(^) - нечетная. В дальнейшем с целью упроще­
ния записи вместо &(со) будем писать 0 0) или просто 0  .

Перейдем к выводу тригонометрической формы записи сигнала через 
спектральную плотность. Формула обратного преобразования Фурье (1.25) с 
учетом (1.27) и (1.28) принимает вид

■< 00

s(t) = —  } \ S { a > Y ^ - \ (129)
— 00

откуда с учетом (1.26) получим
|  ОО |  со

cos (cot + 0 ffl )dco + j —— J|s(fi?)|sin(fitf+ 0 шУю .(1.30)
— со —со

В (1.30) функция под первым интегралом является четной, а во втором 
интеграле подынтегральная функция -  нечетная. Известно, что на интервале 
-  оо до оо интеграл от нечетной функции равен нулю [15]. Отсюда (1.30) за­
пишется в следующей форме

2  00

s ( t ) =  —  J l s ^ c o s ^  + O ^ t f ;  . (1.31)
— оо

Поскольку функция (1.31) является четной, то можно при выводе фор­
мулы, определяющей взаимосвязь непериодического сигнала с его спектром, 
изменить пределы интегрирования, ограничившись положительной частью 
оси частот

1 00
c o s ( ^ +  0 j t t o  . (1 3 2 )

71 о

1.5 Распределение энергии в спектре непериодических сигналов
Для рассмотрения этого вопроса представим, что исследуемый сигнал 

является произведением двух функций времени
s(t)= f ( t )g( t ) .

Тогда, используя формулу (1.23), можно записать выражение для спек­
тральной плотности итогового сигнала

00 00S(® ) = j s{t y jMdt = j f ( t )g ( t )e -J“ dt (1 33)
—  00 —00

Теперь каждую подынтегральную функцию представим в виде инте­
грала (1.25)

17



1 00
f ( t )  = —  jF ( m ) e '" d 0 ,  (1,34)

—00

1 00
g(t)  = —  J G {o)]ejaxdco . (1.35)

—oo

Здесь f ( o )  -  спектральная плотность сигнала f i t ) ,  G (o) -  спектральная 
плотность сигнала g i t ) .

Перепишем выражение (1.33) в следующем виде
^ со I со 1 оо I со

s(®) = — J/(r) Jg (co'y^do)'  eJ0}tdt = —  J g M  \ f ( t ) e j{o}-°}')tdt
r̂J L 2 JL

\e]atdcof (1.36)

В (1.36) введением знака со' показано, что в общем случае частотные 
спектры сигналов f i t )  и g(t)  независимы друг от друга, равно как и сами 
сигналы f i t )  и #(/) могут совпадать или не совпадать на время т друг с дру­
гом. Заключенный в квадратные скобки правой части уравнения интеграл по 
переменной t представляет собой спектральную плотность функции f i t )  при 
значении частоты а ' - а  и обозначается F (со' -  со).

В результате выражение (1.36) записывается следующим образом
*  со

S(<») = —  [С(со')¥(со -  co')dof (1-37)
2 7Г J

—со

и называется сверткой спектров.
Очевидно, что при о = О с учетом выражений (1.33) и (1.37) можно за­

писать
со -  со

J f ( t ) g ( t Y d t  = —  \ G (w ')F(- co')dco' .
—со —со

Заменяя а' на со, что не противоречит принятому допущению (т.е. под 
со’ можно было принять частоту спектра сигнала f i t ) ) ,  получим окончатель­
ное выражение

оо ^ о о  ^ о о

J f ( t )g( t )d t  = —  J G (® )f(- a>)da> = —  J G(®)f*(co)dco ? (1.38)
—00 ^  —00 ^  —00

где f ( - o ) h F*(o ) - комплексно сопряженные функции.
Аналогично можно показать, что произведению двух спектров

s (^) = f (^ )g (^)
соответствует функция времени s(t), являющаяся сверткой функций f i t )  и 
git) [16]

со со со

5(0 = j  f ( T)g(t -  T)dT = j  f ( t  -  T)g(r)dT = —  j  F(coY(co)e]COtdco . (1.39)
—со —со —со

Выражение (1.39) широко используется при анализе прохождения им­
пульсных сигналов через линейные цепи.
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Для исследования распределения энергии в спектре непериодического 
сигнала представим, что т.е. это два одинаковых сигнала.
Тогда энергия сигнала s(t) будет равна

Э =  |  s 2(t)dt = J g ( l ) f ( l )d it

Последний интеграл, выраженный в соответствии с (1.38) через спек­
тральные плотности, имеет вид

оо *  оо

J g(t)f(t)dt = —  J G(co)f* (со)й?со . (1.40)
} I

—оо —оо

Учитывая идентичность сигналов f { t )  и g{t) (в том числе по фазе), по­
лучим

со -* со -* со -* со

Э  = ^ s 2(t)dt = —  J S(<5?)Ŝ  = —  ^\S{co^dco = — ^ S 2{co)dco (1.41)
—со ^  —со ^  —со ^  0

Так как функция S(&>) четная, то ее можно рассматривать при положи­
тельных значениях со . Поэтому в правой части уравнения (1.41) вместо ком­
плексной величины ставится модуль спектральной плотности сигнала.

Выражение (1.40) после подстановки s(t) = g(t) = f ( t ) и соответственно 
S(o) = G( co )  = ¥(со ) принимает вид

ОО | ОС

j s 2{t)dt = —Л ^ 2 (<у)| (142)
—оо ^  О

и называется равенством Парсеваля [16]. Это выражение устанавливает связь 
между энергией сигнала, как функции времени, с модулем его спектральной 
плотности. Как видно из (1.41) и (1.42), энергия непериодического сигнала не 
зависит от фаз спектральных составляющих. Это объясняется их ортогональ­
ностью на интервале [-°о,°о]. Иногда величину б'До)], имеющую смысл
энергии, приходящейся на 1 Гц, рассматривают как спектральную плотность 
энергии сигнала.

Выводы по главе
1. Для теоретического анализа сигналов предварительно осуществляют 

построение их математических моделей. Функции, описывающие сигналы, 
могут принимать как вещественные, так и комплексные значения. Выбор 
формы записи определяется удобством математического анализа.

2. Любой сигнал можно представить вектором, длина которого называ­
ется нормой. Квадрат нормы носит название энергии сигнала.

3. Спектральное представление сложного сигнала представляет собой 
разложение его на сумму (конечную или бесконечную) элементарных гармо­
нических сигналов с различными частотами, фазами и амплитудами.

4. Периодические сигналы представляются в виде рядов Фурье, кото­
рые образуются суммированием бесконечного числа гармоник с частотами,
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кратными основной частоте повторения последовательности. Энергия сигна­
ла равна сумме энергий всех членов обобщенного ряда Фурье.

5. Спектральное представление непериодических сигналов осуществля­
ется путем преобразования их с помощью прямого преобразования Фурье.

6. В частотной области непериодический сигнал характеризуется своей 
спектральной плотностью s(<»). Сигнал и его спектральная плотность взаим­
но связаны прямым и обратным преобразованиями Фурье. Чем меньше дли­
тельность непериодического сигнала, тем шире его спектр. Спектральная 
плотность называется также спектральной функцией или Фурье-образом сиг­
нала.
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2. МОДУЛИРОВАННЫЕ СИГНАЛЫ.
АНАЛИТИЧЕСКИЙ СИГНАЛ

2.1 Радиосигналы с амплитудной модуляцией
Для передачи информации на расстояние применяются сигналы, эф­

фективно излучаемые с помощью антенных устройств и обладающие спо­
собностью распространяться в виде свободных радиоволн. Частота колеба­
ний этих сигналов <э0 выбирается исходя из условий распространения волн, 
расстояния между источником и приемником информации и других факторов 
[1, 4, 11, 14]. В любом случае частота <э0 должна быть больше наивысшей 
частоты Q.m спектра передаваемого сигнала: QOT/co0 <<1.

Если информация заключается в амплитуде колебаний, то амплитуда 
радиосигнала является переменной величиной при постоянстве других пара­
метров. Тригонометрическая форма записи однотонального амплитудно- 
модулированного (AM) сигнала имеет вид

uAM(t) = U(t)cos((u0t + © о ) ,  (2.1)
где U(t) = Uо + ^ д м 4 0  - огибающая AM колебания; Щ -  постоянная состав­
ляющая AM сигнала; кА м -  коэффициент пропорциональности; 
s(t)= 5'0cos(/2+Yo) - модулирующее колебание; S o ,  Q,  уо -  амплитуда, частота и 
начальная фаза модулирующего колебания; &>0, 0ь -  частота и начальная фаза 
несущего колебания.

Введя понятие коэффициента амплитудной модуляции
M  = ^ A = At/

и 0 и 0 ’ V ;
выражение (2.1) можно представить в следующей форме:

U A M  (0  = u 011 + м  cos(Q? + Го )]cos(fiV + ©0) • (2.3)
Процесс формирования AM сигнала показан на рис. 2.1. При М<1 мо­

дуляция является неискаженной, при М>1 наблюдаемый эффект называется 
перемодуляцией [11].

Используя тригонометрическую формулу произведения косинусов в 
(2.3), получим спектральный состав однотонального AM сигнала (рис.2.2)

иАм{*) = и 0с о ^  + ®0) + ^ - с о { { а ) 0 + Q> + 0 O + r0] + ^ y ~ c o f r 0 -0 >  + 0 о -у 0]. (2.4)

Максимум амплитуды такого сигнала определяется коэффициентом 
модуляции

U A M  (Omax = ^0 И + М ]  . (2-5)
Максимальную мгновенную мощность однотонального AM сигнала 

выразим через квадрат суммарного напряжения

Рш,т, = и  Л  i + « ] 2 = A i + « ] 2 ■ (2.6)
Средняя за период модуляции мощность сигнала

Рам = C 02[ l+M cos(Q /-y 0)]2 = U 02 [l + 0.5М2 ]. (2.7)
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Рис. 2.1 Процесс формирования AM сигнала:

a) - несущее колебание; б) - модулирующее колебание; 
в) -  модулированное колебание

При М  = 1 максимальное и среднее значения мощности равны соответ­
ственно

_ А д „ = А [ 1 + 1 ? = 4 А ;  (2.8)
Р ам = /;, [l + 0.5]2 = 1.5/',. (2.9)

Из (2.8) и (2.9) видно, что даже при 100% модуляции (М= 1) пиковая
мощность равна 4Р0, а средняя 1.5%. Это означает, что с точки зрения эффек­
тивности использования мощности AM радиосигнал неэффективен.

При сложном модулирующем сигнале s(t), не рассматривая его формы, 
определим спектральную плотность AM сигнала s(f) = u(t)cos(a>0t + 0 О), кото­
рую, применяя прямое преобразование Фурье и правило смещения спектра 
[16], можно привести к виду

СО 1 1

S н ) = j  ̂ (0  C0S( * V  + © о У Ш°dt = -  ■e~J@0 s  и (а  -  О)0) ■+ -  е _;0° S и (ео + а)0), (2.10)
—со

где Su{ a ± a 0) - спектральная плотность огибающей.
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Рис. 2.2 Спектры амплитудно-модулированных сигналов: 

а) -  при однотональной модуляции; б) - при многотональной модуляции

Из (2.10) видно, что при AM происходит расщепление спектра на две 
части, смещенные относительно начала координат на + о0 и -<э0, эквива­
лентное умножению функции s{t) на гармоническое колебание cos a>0t .

Спектр многотонального модулированного сигнала показан на рис.
2.2,6 и представляет собой симметричную относительно несущего колебания 
структуру из набора гармоник модулирующих колебаний, заключенных ме­
жду верхней и нижней Д  i частотами модуляции.

Для более эффективного использования мощности передатчика приме­
няется балансная модуляция (рис.2.3), при которой подачей AM сигнала на 
колебательный контур, настроенный на частоту соо, подавляется самая мощ­
ная спектральная составляющая - гармоника несущего колебания [11].

Взяв за основу выражение (2.4), получим

иБМ (t) = U0 cos (fit + y0)cos(co0/ + ©0) = cos [(о 0 + fl)t + 0 О + у0]-

и м cos[(co0 -  Q)t + @0 -  у0].
(2 .11)

Здесь имеет место перемножение двух сигналов - модулирующего и не­
сущего. С физической точки зрения выражение (2.11) представляет собой

биения двух гармонических сигналов с амплитудами и м и частотами

= о 0 + Q и ®2 =®0 - Q. При переходе огибающей биений через ноль фаза 
высокочастотного заполнения скачком изменяется на 180° (рис.2.3,6), так
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как функция cos(fi/ + 0„) имеет разные знаки слева и справа от нуля. Этим 
объясняется отсутствие в спектре несущей частоты.

0)
0) 0) 0)

а)

(ЛЛ) ( Л Д ) ^  180

Рис. 2.3 Балансно-модулированный двухтональный сигнал:
а) - правило построения спектра; б) - форма колебаний

При многотональной балансной модуляции аналитическое выражение 
сигнала принимает вид

Дальнейшее повышение эффективности AM достигается подавлением 
несущей и одной (нижней) боковой полосы частот. Такой сигнал называется 
сигналом с одной боковой полосой и обозначается «ОБП» или «SSB» (single 
sideband) [11]. Наряду с повышением мощности полезного сигнала при ОБП 
создаются возможности для уплотнения каналов передачи информации.

2.2 Простые виды угловой модуляции. Функции Бесселя
Существуют модулированные сигналы, которые получаются за счет то­

го, что в несущем гармоническом колебании u(t) = U0(cosa>0t + ®0) передавае­
мое сообщение s(t) изменяет либо частоту <э0, либо начальную фазу 0 О. Ам­
плитуда U0 остается неизменной. Аргумент такого колебания 

= cos®ô + 0 o называется полной фазой и определяет текущее значение фа­
зового угла. Такие сигналы получили название сигналов с угловой модуля­
цией.

Полная фаза высокочастотного колебания в момент t равна

(2 .12)
о
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где первое слагаемое -  набег фазы от времени начала отсчета до рас­
сматриваемого момента, 0 О - начальная фаза колебаний (при t = 0).

Если в результате воздействия сигнала s{t) изменится полная фаза ко­
лебания, то выражение для сигнала можно записать в двух вариантах.

В первом варианте полная фаза в обобщенном виде имеет запись
4>(t) = [costfV + kyMs(t)]+eQ,

где - коэффициент пропорциональности.
Если объектом воздействия несущего сигнала является частота, то сиг­

налом s(t) задается амплитуда отклонения частоты соо. Это отклонение полу­
чило название «девиация частоты» и обозначается сод. Если сигнал л(/) гар­
монический с частотой Q , то мгновенная частота колебаний равна

co{t) = со0 +со д cosQt .
Е[олная фаза такого колебания в момент t с учетом (2.12) имеет значе­

ние
t

T (r )= f  o)Q + сод cos Qtdt + @0
о

Выполняя интегрирование, получим

= + “̂ -s in f^  + 0 О 5 (2.13)

откуда видно, что полная фаза зависит от параметров сигнала s(f).

Амплитуда изменения полной фазы ~^ = т называется индексом угло­

вой модуляции, который не зависит от частоты <э0. Такой сигнал называется 
модулированным по частоте или частотно-модулированным (ЧМ) и имеет 
вид

ичм(*)= U 0 cos[&>(/ + m sin Q t + 0 О]. (2.14)
Во втором варианте результатом воздействия сигнала s(t) является из­

менение фазы несущего колебания
x¥(t) = o)0t + [Q0 + k yMs(t)\. (2.15)

Такой сигнал называется фазомодулированным (ФМ). Если модули­
рующий сигнал -  гармоническое колебание, то в (2.15) можно выполнить 
подстановку

к У М ^ ) =  © m a x  S i n Q ^ ,  

где 0 max - максимальное отклонение (девиация) фазы несущего колебания за
один период модулирующего колебания (рис. 2.4).

Запись сигнала в тригонометрической форме имеет вид
U ^  = U0co{a)0t + ® mss}ism Q t + ®0] . (2.16)

Таким образом, при частотной модуляции девиация частоты сод про­
порциональна амплитуде модулирующего сигнала и не зависит о частоты 
модуляции Q . При фазовой модуляции девиация фазы 0 тах пропорциональна
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амплитуде модулирующего сигнала и также не зависит от частоты модуля­
ции Q (рис.2.4). Кроме того, при ФМ фаза ©(/) является функцией модули­
рующего сигнала, а при ЧМ фаза является функцией интеграла модулирую­
щего сигнала. Физически ЧМ колебание получается путем прямого воздейст­
вия модулирующего сигнала непосредственно на генератор колебаний; при 
ФМ генератор формирует колебание с постоянной частотой, а фаза изменя­
ется вследствие воздействия модулирующего сигнала на последние каскады 
цепи.

Рис. 2.4 Девиация фазы несущего колебания при фазовой модуляции:
а) -  модулирующее колебание; б) - изменение фазы модулиро­

ванного колебания (1) относительно несущего колебания (2)

Различие двух видов модуляции можно наблюдать при пилообразном 
модулирующем сигнале (рис.2.5).

При спектральном анализе сигналов с угловой модуляцией выделяют 
сигналы с малым и большим индексами модуляции, поскольку при 

©
т «  1 и ——  « 1  анализ существенно упрощается.

2 я
Рассмотрим спектральное разложение ЧМ и ФМ сигналов при малых 

индексах модуляции. Оба вида сигналов рассматриваются как сигналы с уг­
ловой модуляцией без разделения на виды.

С целью упрощения анализа запишем обобщенный сигнал в виде (2.14) 
при нулевой начальной фазе и преобразуем его к виду суммы двух квадра­
турных колебаний - косинусного и синусного

и(/) = U0 cos(oo01 + т sin Q/) = uc(t) + us (t) =
= U 0 cos (т Ш )и о cos oo01 ~ U 0 s i n ( m Q t y j 0 sin oo01 ' (2.17)

При малых значениях m можно использовать приближенные равенства 
cos(/wsinQ?)« 1; sin(mQ^) * т sin (& )■

После соответствующих подстановок приближенных значений в (2.17) 
получим

u{t) = U0 cosa>0t+ т^° cos(<g0 + fi)t- Ш̂ ° cos(<g0 - Q ) t . (2.18)
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Рис. 2.5 Изменение параметров сигналов при частотной и фазовой модуляции: 
а) -  пилообразное изменение частоты при частотной модуляции; б) -  изменение фа­
зы, как результат модуляции частоты; в) - зависимость максимального значения из­
менения фазы и девиации частоты от частоты модуляции; г) - пилообразное измене­
ние фазы при фазовой модуляции при ЧМ; д) - изменение частоты, как результат мо­
дуляции фазы; е) - зависимость максимального значения изменения фазы и девиации 
частоты от частоты модуляции при ФМ

Сравнивая (2.18) с (2.3), можно видеть, что формулы различаются толь­
ко знаком перед вторым слагаемым и разным характером индекса модуля­
ции. Это означает, что спектры УМ (рис. 2.6) и AM (рис. 2.2) сигналов отли­
чаются только фазой первой боковой составляющей

U

О
<эп + Г2

Рис. 2.6 Спектр однотонального УМ колебания при т «  1

Однако с ростом индекса модуляции т уравнение (2.18) перестает аде­
кватно отображать спектр УМ колебаний. Например, с ростом т последова­
тельно проявляются 2-я, 3-я и 4-я гармоники колебаний с соответствующими 
частотами <э0 ± 2 Q , со,, ± 3Q со,, ± 4 Q . Соответственно расширяется спектр сиг-
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нала, более сложным становится процесс вычисления амплитуды гармоник. 
В частности, в (2.17) можно более точно определить косинусоидальную и си­
нусоидальную составляющие, увеличивая число членов ряда в разложении 
функции малого аргумента до двух:

cos(/w sin Q t) COSCOq t = 

sin (m sin Q t) sin co0t

I m
■sin2 Q t COSCOq t\

m sin Q t
m
~6

sin3 Q t sin co0t

Тогда, после подстановки этих значений в (2.17) и соответствующих 
преобразований, получим

U

+и„

1-
т. 2  Л

cos co0t + U0m 1-
т
8

2 Л
[cos(co0 + Q)c -  cos(co0 -Q ) t] +

m
[cos(co0 + 2Q)t -  cos(co0 -  2Q)t\ + U0 -^-[cos(co0 + 3Q)t -  cos(co0 -  3Q)c],

(2.19)

g L ' " ' ' " ' j 48
Анализ выражения (2.19) показывает, что с ростом да амплитуда боко­

вых составляющих увеличивается, а амплитуда несущего колебания умень-
.Очевидно, что с ростом индекса модуляции ко-rz дашается на величину 0

личество членов ряда разложения синусоидальной и косинусоидальной со­
ставляющих увеличивается и формула (2.18) существенно усложняется. С 
целью упрощения анализа УМ колебаний при произвольных значениях т 
применяют функции Бесселя, предназначенные для описания сложных коле­
бательных процессов [16]. Вид колебаний определяется набором функций 
Бесселя 1-го рода с различными порядками п. Это означает, что для системы 
бесселевых функций 1-го рода с целыми индексами J„(да) (п=0, ±1, ±2, ...) 
имеет место произвольная функция, которая есть некоторый сигнал, разла­
гаемый в ряд Фурье на отрезке -ж Ч 'сг :

jm  sin 'Т
=  X  J n ( m ) e

jn  sin 'Т

В качестве примера рассмотрим простейший случай однотонального 
ЧМ или ФМ сигнала (2.17), для которого можно найти общее выражение при 
любом да .С учетом того, что1? = Qt , модулированный сигнал в комплексной 
форме будет иметь вид

u(t) = UQ Re[<gj® ot g jm sinQ t ]=O0Re,7® (У
ou

jw s in Q f
(2 .20)

где Jn(m) - функция Бесселя 1-го рода /7-го порядка; п - индекс, определяю­
щий форму зависимости колебания от аргумента -  индекса модуляции т.

Из (2.20) получим математическую модель УМ сигнала
со

i ( t ) = U 0 ^ J n(m)cos(a>0t + nQ.)t . (2.21)и\
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Пользуясь (2.21), разложим косинусоидальную составляющую в (2.17)
в ряд

cos(msinQ^) = J0(m)+2J2(m)cos2Q.t + 2J4(m)cos4Q.t... .
Разложение синусоидальной составляющей имеет вид 
sin(m sin Q t) = J x (m)sin 21 + 2 J 3 (w)sin 3Q t + 2 J 5 (m)cos5Qt. . . .
После введения подстановок сигнал (2.17) в развернутой форме прини­

мает следующую запись
u(t) = U 0 { j 0 (т)cos co0t -  2J l (/w)sin Q t sin co0t + 2J 2 (m)cos 2Q t cos co0t -
-  2J 3 (/w)sin 3Qt sin a>0t + 2J 4 (m)cos4Q t cosa>0t ...} (2.22)
Из формулы (2.22) видно, что начальные фазы боковых колебаний с 

частотами а>0+пО, и т0-пО. совпадают, если п- четное число, и отличаются 
на 180°, если п- нечетное число. Таким образом, при ЧМ и ФМ спектр коле­
баний состоит из бесконечного числа боковых частот, расположенных по­
парно симметрично относительно несущей частоты со,, и отличающихся от
последней на пО., где п- любое целое число. Амплитуда п -ой боковой со­
ставляющей равна Un = ./, {m)U0, где II,, - амплитуда немодулированного коле­
бания, т -  индекс модуляции. Вклад различных боковых частот в суммар­
ную мощность модулированного колебания определяется величиной т , от 
которой зависит функция Jn(m) (табл. 2.1).

К характерным особенностям функций Бесселя можно отнести сле­
дующие:

- с ростом индекса п протяженнее становится область аргументов т , 
при которых эта функция очень мала (изменение значений Jn{m) в столбцах
табл. 2.1);

- с ростом индекса модуляции т расширяется полоса частот, занимае­
мых УМ сигналом (изменение значений Jn{m) в строках табл. 2.1).

Таблица 2.1. Значения Jn(m)n ри различных пит
1 2 3 4 5

0 0,765 0,224 -0,260 -0,397 -0,178
1 0,440 0,577 0,339 -0,066 -0,328
2 0,115 | 0,353 0,486 0,364 0,047
3 0,020 0,129 | 0,309 0,430 0,365
4 0,002 0,034 0,132 0,281 0,391
5 2-10'4 0,007 0,043 0,132 0,261
6 2-10'5 0,001 0,011 0,049 0,131

  - граница устойчивого перехода к J n(m)^>0.

На рисунке 2.7 в качестве примера показано, как изменяется значение 
Jп(т) для и = 2 и /г = 16 в зависимости от индекса модуляции. На рис. 2.8 по­
казаны спектры сигналов с однотональной частотной модуляцией при двух 
значениях т.
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Рис. 2.7 Зависимость функций Бесселя 1-го рода с порядками п=2 и 
п= 16 от индекса модуляции т

т= 1со- со.

а)

а —а■2-10 1 2 о

Q

Q
т=5

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Q

Рис. 2.8 Спектры сигналов с однотональной ЧМ 
при различных индексах модуляции: а) -  т= 1; б) -  т=5

На практике полагают, что допустимо пренебречь всеми спектральны­
ми составляющими с номерами п > т  + 1 [4-9]. Поэтому практическая ширина 
спектра УМ сигнала определяется выражением

п р  = 2 k a x | Q ~ 2 ( ^  +  1 ) Q -

Реальные ЧМ и ФМ специальные сигналы характеризуются условием т » 1. 
В этом случае справедливо выражение: 2|wmax|Q « Im Q . .
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солТак как т = ~^? следовательно, при больших индексах модуляции прак­

тическая ширина спектра ЧМ и ФМ колебания близка к удвоенной девиации 
частоты (рис. 2.9):

А®пр = 2КпахИ~2®й- (2.23)

0,12

0,04

-100 -50 100

0 со

Рис. 2.9 Определение практической ширины спектра УМ сигнала при больших т

Подбором индекса модуляции можно управлять перераспределением 
мощности в спектре модулированного сигнала. В частности, если значение 
т выбрано таким образом, чтобы J 0 (т) = 0 , то несущее колебание с частотой
<э0 в спектре УМ сигнала будет отсутствовать.

2.3 Форма и спектр колебания при сложных видах 
частотной и амплитудно-частотной модуляции

Рассмотренные в 2.2. спектры относятся к ЧМ и ФМ с однотональной 
модуляцией. При УМ по негармоническому закону нахождение спектра ко­
лебания усложняется.

Рассмотрим в качестве примера сигнал, представляющий собой несу­
щее колебание, промодулированное двумя низкими частотами Q| и Q2:

u(t) = UQ cô cDq/1 + щ  sinfV  + т2 s inQ /) = UQ с о s i nQ/  + т2 sinQ^cosoo,/ -  
-  U0 sirip \  s inQ / + т2 s in Q ^ s in o o /. (2.24)

Будем считать, что ml « 1  и т2 « 1 ,  т.е. можно использовать допуще­
ния:

1 хcos х  = 1------ .
2 '

sm x = х

Выполнив элементарные тригонометрические преобразования, полу­
чим исходный сигнал в виде суммы:
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COSC00  ̂+  — W jt/ofcOS^o +  Qj )t ~  COs(cO0 - Q j ) ^ ]  +  

+ —m 2t / 0[cos(co0 + Q 2)^ -c o s ( c o 0 - n 2 > ]  +  —m ^ t / o f c o s ^ o  + 2 Q j )^  +  cos(co0 - 2 Q j ) ^ ]  +
2 8

+ —m 22£ /0[cos(co0 +  2 Q 2)  ̂+  cos(co0 - 2 Q . 2)t\ +  —m lm 2U 0\o,os(®0 + Q t - Q 2)t +
8 2

+  cos(co0 - Q j  + Q 2)^ -c o s ( c o 0 + Q j  + Q 2) ^ -c o s ( c o 0 -  -  Q 2) t .

В спектре сигнала, представленном на рис. 2.10, имеют место спек­
тральные составляющие с частотой <эо,0 о± fi15 со 0±2О.х, а>0± Q2, ®0±2Q2, 
<э0 ±(Q2 - f i j ,  <э0 ±(*А +Q2). Последние два значения частот называются ком­
бинационными. Амплитуды этих составляющих зависят от произведения 
парциальных индексов модуляции.

В общем случае при группе модулирующих колебаний с частотами 
и парциальными индексами модуляции ml,m2,...mN спектр сигна­

ла описывается формулой:
СО СО СО

U (t)  =  U 0 Z  Z  •"  Z J »I(TOl)J »2(/M2)---AAr( ^ ) COS(®0+ «lQ l + A Q 2 + - - - + + % Q Ar>- ( 2 -2 5 )
Щ = —СО Н2 = —СО n N =-<X)

U А

CO0 - 2 Q 2 (£>0-0,2 c o o - 2 Q i СОо c o o + 2 Q i СО 0 + ^ 2 coo+ 2 Q 2 " со

СОо_^ 2 " ^ 1  СОо"^2_̂ ^ 1  СОо_£^1 СОо”̂ ^ 1  СОо_̂ ^ 2 " ^ 1  СОо”̂ ^ 2 _̂ ^ 1

Рис. 2.10 Спектр ЧМ сигнала с двухтональной модуляцией

Из выражений (2.10), (2.18) и (2.25) видно, что при прочих равных ус­
ловиях спектр колебания со сложной угловой модуляцией гораздо богаче 
спектра однотонального спектра УМ сигнала или многотонального AM сиг­
нала. Иногда, сравнивая угловую и амплитудную модуляции несущего коле­
бания, УМ называют модуляцией нелинейного типа из-за наличия комбина­
ционных частот.

Выбор наиболее удобного метода анализа УМ сигнала зависит от ха­
рактера модулирующей функции. В качестве примера рассмотрим широко 
распространенный в качестве помеховых сигналов импульс с линейной час­
тотной модуляцией  (ЛЧМ-импульс), показанный на рис. 2.11. Будем пола­
гать, что частота заполнения импульса линейно возрастает от конца импуль­
са к его концу.

1- Цт!2 +да22)
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a)

б)

- Т и / 2 - Т и / 2

Рис. 2.11 Импульс с линейной частотной модуляцией:
а) -  зависимость амплитуды сигнала от времени; б) -  зависимость 
частоты заполнения импульса от времени

Конкретизируя математическую модель сигнала, считаем ти - длитель­
ность импульса, точка t = 0 соответствует середине импульса, а линейная 
частота в пределах импульса изменяется во времени по закону:

co(t) = (Oq + jut, (2.26)
1где /и - параметр с размерностью — , который зависит от скорости из-

с
менения частоты во времени.

т Т иЗа время девиация частоты равна сод = ju^ - .

Полная фаза сигнала:

ч«(г) = й у  + ^ -

В результате запись JI4M импульса имеет вид:

и л ч м (й U q co s

О

(Ô t + jut"

t < —

t >

(2.27)

(2.28)
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На основании модели (2.28), воспользовавшись прямым преобразова­
нием Фурье (1.23), (2.10) и формулой Эйлера для косинуса суммы аргумен­
тов

cos(tf + Р )  = U ^ j{a+P) + е ~*а+р)),

запишем выражение для спектральной плотности одиночного JI4M -  
импульса:

Ь.
2

s |
(

U q COS CD Qt  +
fJt e~jatdt =

(wq- w}+E- 5 l

2 ~j

' " +T L Iе
(®0+Д+^у

dt (2.29)
_ 5 l  _ k  - L l

2 2 2

Первое слагаемое в правой части (2.29) определяет всплеск спектраль­
ной плотности вблизи частоты со = <э0, а второе -  всплеск вблизи со = -<э0. 
Обычно на практике эффект перекрытия спектров с положительной и отри­
цательной частотами пренебрежительно мал, так как сод = //гн «  <э0. Поэтому 
при определении s(o) в области положительных частот второе слагаемое 
можно отбросить:

J (cD0-Co)t- jUt

d t

. L l

2

, co>0 . (2.30)

Сделаем в показателе степени (2.30) дополнение до полного квадрата:

(со0 -  co)t + —
/  \  L it2 (й>0 — CD)
(co0 - c o ) t  +  ^ - + y 0

2 2 ц

/ \ //С (со. -  о)

2 2ц
(со0 -  со)2 (со0 -  со)

2/и 2 ц
+ Е

2
со0 -  со 

2 ц

Тогда:

s (® )= -y  \ е

(ft)0—® )2 Е  t соо-со
2 ц 2^ 2 ц

dt = — e 2ц 
2

(ю0-ю)2 2 юо~ю
21 2 ц

2 2 

В (2.31) удобно перейти от переменной t к новому аргументу у , сделав 
следующую замену:

(2.31)

г  с о . - с о л 
t — 5-----

V ц
= 4 л у

откуда

У
4тг

с \со -с о  
t ------

V
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В результате (2.31) перепишется следующим образом:

, ч I—  Y 2 .пу2

^  У 1 “У , (2 3 2 )
-il

В (2.32) пределы интегрирования определяются следующим образом: 

У,= г ~  , У2 ~  . (2.33)
^71 f t  -у 7lfl

Если представить подынтегральное выражение в (2.32) в тригономет­
рической форме, то интеграл сводится к комбинации известных функций - 
интегралов Френеля [15]

X
\е>*Г = C (y )  + jS ( y )

О

Civ)= Icos —где

Л
=  Г У  з Ч  -I-  i S K  з Ч

(2.34)

2
с {у )~  j*cos 2 ^  ; ^ (у ) = dy  - интегралы Френеля.

С учетом результатов интегрирования с известными границами выра­
жение (2.32) принимает окончательный вид:

j— {cQq-Co)2

= 2" Ч Ч + Ч Ч + Л У Ч + У Ч ] } ,  (2,35)

В показательной форме спектр JI4M импульса записывается как

(2.36)
Модуль спектральной плотности является амплитудным спектром JI4M 

импульса, иначе называемым амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ) 
сигнала

т  = ^  4 Ч Ч  + Ч Ч Г  + [Д Ч +  Ч Ч Г  . (2.37).

Фазо-частотная характеристика 0(со), JI4M импульса состоит из квад­
ратичного слагаемого 0i(co), определяемого показателем степени в (2.35), и 
остаточного фазового члена 0 2(со)

_ / ч (й>0 -  о))2
e i H  = -  ° ; (2.38)

( 2 - з 9 )

Численный анализ полученных выражений свидетельствует о том, что 
характер частотной зависимости модуля и фазы спектральной плотности 
прямоугольного JI4M импульса зависит от безразмерного числа
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в  -2 / Л  -  5 (2,40)

которое представляет собой произведение частоты девиации /> на длитель­
ность импульса ти и называется базой JI4M  сигнала.

Примеры спектров JI4M импульса с различным значением величины 
базы показаны на рис. 2.12.

В=100 

В=50 

В=10

В=5

В=1

0 СО

Рис. 2.12 Спектр ЛЧМ сигнала при различных значениях базы

В практически важных случаях выполняется условие В »  1. При этом 
видно, что модуль спектральной плотности относительно постоянен в преде­
лах полосы частот шириной 2fd с центром в точке /(). С увеличением базы 
сигнала наблюдается постепенное уменьшение амплитуды осцилляций мо­
дуля спектральной плотности.

При со = о п модуль спектральной плотности равен:

IJL
2ц

поэтому для В  » 1  справедлива запись:

Н И

0 , со <  со0 -  со0

со0 -  со0 <  со <  со0 +  со0

0 , со >  со0 +  со0

Энергетический спектр ЛЧМ сигнала

J V ( ( o ) = S 2 (co) = k U q2
2ц
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также постоянен в полосе частот а>0-а>д, а>0+а>д и стремится к 0 вне этой по­
лосы.

Используем полученные ранее результаты для анализа колебаний вида 
u(t) = U(t)cos[co0t + ©(0], (241)

которое называется сигналом с амплитудно-частотной модуляцией (АЧМ).
По аналогии с (2.17) разделим сигнал на косинусную и синусную со­

ставляющие. Тогда (2.41) можно записать в виде суммы двух квадратурных 
составляющих, каждое из которых модулировано только по амплитуде

u(t) = ис (t)+ us (t) = [f(t)cosO(t)cos(D0t -  [f(t)sinGsin(D0t . (2.42)
Как видно из (2.42), закон амплитудной модуляции для косинусоидаль­

ной составляющей определяется медленной функцией cos 0ft), для синусои­
дальной составляющей -  sin 0(t). Определение спектра колебаний сводится к 
нахождению спектральных функций огибающих квадратурных колебаний 
uc (t) = U(t)cos@(t) и us (t) = и (t)sin®(t) с последующим сдвигом этих спектров на 
величину т0.

Спектральные плотности квадратурных колебаний
( X )  (X )

Sc (o)= j u c (t)e~J(atdt = j[/(?)cos©(?y
—00 —00
ии  ии

S.v(^) = f̂s(iyi0\!l = Jc(/)sin0(/)C

]a tdt

JC0tdt

(2.43)

(2.44)
—00 —00

С целью упрощения анализа в (2.43) фаза 6(t) приравнивается к 0, а в 
(2.44) - к величине -7г/2. Далее применяется правило смещения спектра (2.10). 
Спектральная плотность косинусоидальной составляющей сигнала 
uc (t) = u(t)cos®0t в результате будет иметь вид

s c(® )=  ~ [ s c(® - ®o)+ s c(® + ®о)] . (2.45)

Синусоидальной составляющей сигнала us (t) = Us (t)cosco0t соответствует 
спектральная плотность

s s M =  _ ~ [ s y(® _ ®o)+ s y(® + ®o)]. (2.46)

Так как при со > О правые части выражений (2.45) и (2.46) становятся 
пренебрежительно малыми, то их можно приравнять к 0. Тогда в соответст­
вии с правилом смещения спектра можно записать

s(fi>)=Sc (fi>)-Ss (fi>) = -j[sc (fi>-fi>o)+ 7Ss (fi>-fi>0)] 5 со>  0 (2.47)

Введем подстановку Q = а -  а 0. Тогда со = <э0 + Q , а формула (2.47) пере­
пишется в виде

37



s(®)= s(®„ + n )  = | [ s c (Q)+ySs (n )]5 a  >  0 (2.48)

Структура спектра колебания u(t) при АЧМ зависит от соотношения и 
вида функций U{t) и ©(/). При AM (см. рис.2.2) спектр характеризуется пол­
ной симметрией амплитуд и фаз колебаний на частотах «Пили (fiH,fie) отно­
сительно несущей частоты <э0. В процессе угловой модуляции фазы колеба­
ний боковых частот, как видно из (2.18), (2.19), (2.22) и рис. 2.6 при нечетных 
п сдвинуты на 180°.

При одновременной модуляции по амплитуде и углу спектр может 
быть симметричным или несимметричным относительно <э0 как по фазам, так 
и по амплитудам. В частности, если ©(/) нечетная функция времени, то при 
любом виде функции u(t) спектр колебания u(t) несимметричен. Вместе с 
тем по отношению к точке со = 0 модуль спектральной функции всегда будет 
симметричен. Для получения симметричного относительно со = <э0 спектра 
требуется четность функции @(Д при однозначном поведении функции U(t), 
независимо от того - четная она или нечетная. Если функция u(t) представ­
лена суммой четной и нечетной функций , то спектр сигнала u(t) всегда будет 
несимметричным даже при четной @(Д

Рассмотрим заявленные свойства АЧМ сигнала на примере смешанной 
модуляции на одной и той же частоте амплитудной и частотной модуляции 
С1Ш = = Q при М < 1 и т «  1.

Примем обе функции в качестве четных
U ( t)  = U 0(l + М  cos Q t) ,

© (/) = т cos Q t .
Тогда АЧМ сигнал можно записать в виде

«(f) = С/о (1 + М  cosQ .t)cos{pQt + т cos Q/1) .
Примем известные допущения при малых т :

cos(т cos Q t) « 1, sin (т cos Q t) « m cos Q t .
В результате (2.50) по аналогии с (2.18) перепишется следующим обра-

(2.49)

(2.50)

зом:

и (0  = С/с (l + М  cos Qt)cos co0t - m
M M

+ cos Q t л----- cos 2Qt
2 2

sm sco0t

После преобразований получим

(t) = U0 j cos сo0t +  ̂ [cos(cd0 + Q)t + cos(cd0 -  Q )t] -w

- m sin d>0t + sin(oo0 + Q)t + sin(oo0 -  Q)t
(2.51)

m M
[sin(oo0 + 2Q )1 + sin(oo0 -2 Q ) ]L
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Для амплитуды колебания на частоте <э0 из (2.51) получим значение

Амплитуды колебаний на других частотах

Спектр АЧМ сигнала (2.51) представлен на рис. 2.13. Если в АЧМ сиг­
нале фаза 0(1) является четной функцией, а огибающая U(t) содержит четную 
и нечетную составляющие, то спектр такого сигнала будет существенно от­
личаться от спектра сигнала (2.51).

2.4 Сигналы с ограниченным спектром. Теорема Котельникова
Из предыдущего материала известно, что любой сигнал можно предста­

вить в виде спектра, составляющие которого лежат в интервале от 0 до оо. 
Вместе с тем, на примере сигналов с угловой модуляцией можно убедиться, 
что при со -» оо вклад спектральных составляющих становится пренебрежи­
тельно малым. Кроме того, любое реальное устройство, предназначенное для 
формирования и передачи сигнала, имеет конечные частотные характеристи­
ки, связанные с физическими свойствами материалов, из которых состоят эти 
устройства [9, 10].

Любой сигнал с ограниченным спектром можно получить из формулы 
обратного преобразования Фурье (1.21)

R
где R -  конечный отрезок полосы частот (при со &R S(a) = 0).

В качестве примеров рассмотрим некоторые идеальные сигналы с огра­
ниченным спектром.

S(co)

►
О coo-2Q co0-Q a y  c o q + Q  c o o + 2 Q

Рис. 2.13 Спектр АЧМ сигнала при 0(C) - четной функции 
и U {() - комбинированной функции

со

(2.52)
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1. Идеальный низкочастотный сигнал
Математическая модель идеального низкочастотного (НЧ) сигнала опи­

сывается формулой спектральной плотности (рис. 2.14)
О, со < -со„

S(co) = \So, - ы т<ы<сог
О, со>сот, 

где со т - граничная частота спектра.

(2.53)

соО_  СОщ (От

Рис. 2.14 Спектр идеального низкочастотного сигнала

Мгновенное значение такого сигнала через обратное преобразование 
Фурье имеет вид

Л со

>(?) = —  [ s { t ) e jmtdco = —  • 2со,
О ГГ J

(2.54)2 71 J 2 71 со J
-С О  П 1

Форма такого сигнала (рис. 2.15) -  осциллирующая кривая, симметрич­
ная (четная) относительно начала отсчета времени. С увеличением сот воз­
растают начальные амплитуда и частота осцилляций.

*̂0

>  О)т

(О (От- т

т1

Рис. 2.15 Форма идеального НЧ сигнала

Если S {ю) = S 0Q JCOt° при -  ют < CD < ют , TO
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s (t) = ^ n L s in c [ c o m( t - t 0) \  (2.55)
ж

т.е., поскольку фаза спектральной плотности линейно зависит от частоты
- j W  __  - J O i t g

( в  — в  )5 то сигнал смещается во времени на to в соответствии с рис. 
2.16.

Таким образом, идеальный НЧ сигнал представляет собой идеализиро­
ванную выходную реакцию, возбуждаемую колебанием с равномерной по 
частоте спектральной плотностью. Если граничная частота спектра сот—» оо,

то длительность главного лепестка сигнала — —» 0, т.е. сигнал вырождается в
со

8 - импульс.

Рис. 2.16. Смещение ИНЧ сигналов во времени

2. Идеальный полосовой сигнал (ИПС)
ИПС -  сигнал, равномерный спектр которого ограничен двумя полоса­

ми частот шириной 2Лсо с центрами на частотах -со0 и со0 (рис. 2.17):

S((£>) =
S 0, со0 -  Асо\ < со < со0 + А(о\

О, со < со, A col. со > со0 + Асо\.

2 Лео 2 Лео

О со- С д о 0)0

Рис. 2.17 Спектр идеального полосового сигнала
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Используем обратное преобразование Фурье с учетом симметричности 
спектра относительно начала координат

\sin(con -  А с о \ -  sinicon + Асо\  / , , \
= -— ^ L ^ --------— у^о + Л со-со0 +Асо) =

сод+Асо
|  cos cotdco

сод-Асо
S n sin Acot cos cont „ ,

0 —2/1(0 =

Acot 

2SnAco
sin сA со t cos со J

ж Acot ж
Как видно из рис. 2.18, функция sine Acot с точностью до масштабного 

коэффициента играет роль огибающей идеального ПС. Частота щ  играет 
роль заполняющей.

огиб.

Рис. 2.18 Идеальный полосовой сигнал

3. Ортогональные сигналы с ограниченным спектром
При гармоническом анализе сигналов рассматривалось, каким образом 

из ортогональных спектральных составляющих формируется спектр сигнала. 
Ортогональность заключается в том, что спектральные составляющие не пе­
ресекаются по частоте.

Другой способ ортогонализации заключается в том, что составляющие 
сигнала не пересекаются во времени. Рассмотрим два идеальных НЧ сигнала 
u{t) и v(/), которые имеют одинаковые значения So и сот, т.е. идентичные 
спектры. Далее произведем проверку, могут ли они и при каких условиях 
быть ортогональными во времени.

Будем считать, что

и
О  Ют

den

и
О  ю т

ejate -Jat°dco

ОС) < Ю < О) ,т т  ’

т.е. сигнал u{t) смещен относительно сигнала v(t) на величину t0.
Согласно формуле Релея скалярное произведение двух сигналов с точ­

ностью до коэффициента —  пропорционально скалярному произведению их
2тс

спектральных плотностей [15]
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оо -  со со - о о  оо

(w,v)= [ u(t)v*(t)dt = —  [ u{t) [ v* {(o)e~J(atd(o dt = —  [ v*(co)ico [ u{t)e~]Wtdt 
J 2 % J J 2 % J J

= —  j* m(oo)v* (oo)c/oo = —— (m, v)
271 J 271—oo

Вычислим скалярное произведение двух сигналов в соответствии с фор­
мулой Релея

r j_
2л

шт

(u ,v )=  J u(co)v* (co)dco = S,
I

—  f e J ( a t e - J ( a t e - j a t o d m  

l i r  J

r, CO  £ t 2  m smci
л

Скалярное произведение превращается в 0, когда сигналы являются ор­
тогональными. Это будет иметь место при a>mt0 = кж, (к = ±1, ± 2, ± 3...).

Минимальный во времени сдвиг двух ортогональных сигналов имеет 
место при к = ±1.

■ 71 . 1 
с  = ± — = + —

Аналогично можно построить базис из N  ортогональных сигналов с со­
ответствующими кратными значениями сдвига во времени (рис.2.19). В мо­
мент, когда один из сигналов достигает максимума, все другие сигналы, от­
носящиеся к данном базису, находятся в нуле.

кжж
СО р тв2 шв^

Рис.2.19 Формирование базиса ортогональных во времени сигналов

Теорема Котельникова
Из полученного вывода о двух ортогональных во времени сигналов по­

строим ортогональный базис, позволяющий разложить произвольный сигнал 
с ограниченным спектром в ряд Фурье. Рассмотрим некоторый сигнал, по 
форме соответствующий идеальному НЧ сигналу (2.54)

sin со Js0(t) = A-

Нормированная функция такого сигнала в соответствии с (1.1) равна
sin 2 cot, 2 А 2 г sin 2 cot т жА2

J dt
со

Поэтому функции
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:( f ) = A sine cor
кя
со

к = 0+1+2 (2.56)
m J

будут ортонормированными в том случае, если А =  ,&т
71

В результате выражение для к-й отсчетной функции (2.56) приобретает
вид

(0 =
1<лт sine

71

(  к п )
(от t -------

v у (2.57)

Совокупность функций s k (с)5 к = 0,±1,±2,... ± да образуют базис Котель­
никова [4].

Если s(t) - произвольный сигнал, спектральная плотность которого не 
равна 0 в пределах - с о ш  <  со <  сош  5 то его можно разложить в обобщенный ряд 
Фурье по базису Котельникова:

ОС

к=-со
(2.58)

где ск - коэффициенты ряда, представляющие собой скалярное произведение 
исходного сигнала s(t) и к-й отсчетной функции:

ск
Для вычисления коэффициентов используют формулу Рэлея, связываю­

щую произведение сигналов с произведением спектров.
Через спектральную плотность к-й отсчетной функции получим выра­

жение:
СО .$ F 7®-

Тогда:

ск

ОО 1------------ СО в

= = 1 ^ -  fs(co)v̂  (оэ)
J \  сот 2п J

-со -со D (2.59)

71

СОт 2п

w« j o —
|s ( o > >

-СО;
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Выражение в {} является мгновенным значением сигнала s(t) в к -й от- 
кж к

счетной точке К -■
со. 2 / я

Таким образом
71

О),
(0.

Подставим (2.60) в (2.58) и в результате получим выражение

4 ) =  i x ( 0 sin<
к = - с о

со. t - кж
сот J

(2.60)

(2.61)

которое называется рядом Котельникова. На основании равенства (2.61) тео­
рема Котельникова формулируется так: произвольный сигнал, спектр ко­
торого не содерж ит частот выше f m, мож ет  быть полностью восста­
новлен, если известны отсчетные функции этого сигнала, взятые через

1равны е промеж утки времени At = ----- .
2/т

На рис. 2.20 показан процесс восстановления сигнала s(t) с помощью 
ряда Котельникова, где за основу взят идеальный НЧ сигнал в ограниченном 
поле частот.

иг;*

(к + \)

t

Рис. 2.20 Процесс восстановления исходного сигнала рядом Котельникова

Ошибка, возникающая при аппроксимации произвольного сигнала ря­
дом Котельникова, определяется составляющими спектра, занимающими об­
ласть частот со>сот (рис.2.21).

В качестве меры ошибки аппроксимации принято расстояние, равное 
норме сигнала ошибки.

Запись
2 2

S — S + Sап ош

означает, что энергии (квадраты норм) складываются, так как спектры не пе­
рекрываются (искусственно разделены).
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Рис. 2.21. Формирование нормы сигнала ошибки 

В этом случае справедлива формула

j* Э s (оо )d оо
со и

ОО

В ряде практических задач длительность сигнала конечна и равна Тс, а 
полоса частот также ограничена величиной f m. В теории такого быть не мо­
жет, т.к. функции конечной длительности обладают теоретически бесконеч­
ным спектром (и наоборот). Однако, ориентируясь на минимизацию ||sOMJ  все­
гда можно определить общее число отсчетов, которое необходимо для точно­
го задания исходных сигналов:

Число N  называют числом степеней свободы сигнала sit) или размерно­
стью пространства сигналов, ограниченных по длительности и по частоте. 
Другое известное название (сравните с ЧМ сигналом) -  база сигнала.

С помощью временных выборок сигнала можно выразить его энергию и 
среднюю мощность.

Из формул (1.16), (1.41) известно, что для ортогональной функции

(2.62)

При этом выражение (2.61) принимает вид

(2.63)

СО
2

Отсюда



Из (2.64) видно, что средняя за время Тс мощность непрерывного сигна­
ла равна среднему квадрату выборок, число которых равно N  = 2f mTc.

2.5. Аналитический сигнал. Параметры узкополосных сигналов

Рассмотренные ранее модулированные сигналы являются частными 
случаями из многообразия сигналов, модулируемых по амплитуде и фазе по 
сложным законам. Общим для всех модулируемых сигналов является их уз- 
кополосность. Это означает, что основная часть, будем считать, что все спек­
тральные составляющие группируются в относительно узкой полосе частот 
А со относительно центральной частоты <э0: А со « с о 0 .

Раньше мы представляли сигнал в форме
u{t)=  U  (t) cos \\f(t). (2.1)

Вместе с тем можно заметить, что такая запись может привести к неод­
нозначности, так как для одного и того же конкретного значения сигнала u{t) 
можно привести разные записи, где в одном случае меняется амплитуда, а в 
другом частота.

Например, имеется простое гармоническое колебание с амплитудой и  о и 
частотой ®0:

ux( t )=  U 0 COS(D0t .
Изменим частоту на со1=со0 + А со и подберем соответствующую ампли- 

туду, удовлетворяющую требованиям идентичности сигналов и2 (t) и у (г):
U2(t)= U l(t)=U(t)cOSG)lt = U0(t)cOSG)0t .

Тогда U  о (t)cos(co0)t = u(t)cos(co0 +Дщ)?, откуда, сделав перестановки, по­
лучим

u (t)  = U  C0S*V _ U0coscD0t _ U0
cos(<»0 + Aco)t cosco0tcosAcot -  sin<»0/sin Aco cosco0t - t g со0tsin Aco 

В этом случае не обеспечивается принятое в литературе понятие о нали­
чии в таком сигнале несущей частоты, промодулированной по амплитуде, 
когда огибающая соединяет точки максимальных значений несущей частоты 
[4, 6, 10]. Это означает, что огибающая при такой форме записи может пере­
секать линию несущих колебаний (рис. 2.22, б). Поэтому оперирование такой
записью некорректно с точки зрения возможности получения ошибочных 
практических результатов (например, при детектировании). Чтобы избежать 
подобной неоднозначности, в анализе цепей и сигналов была принята сле­
дующая запись, характеризующая амплитуду и фазу узкополосного сигнала:

U{t) = yja2(t)+ a l( t)  ; (2.65)

глС \ а\ WQ ( t ) = a r c t g —̂ у  (2.66)
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a) б)
Рис. 2.22 Неоднозначность взаимосвязи несущей частоты и огибающей радиосигнала при 

традиционной форме записи: а) немодулированное колебание; б) модулирован­
ное колебание

В (2.65) и (2.66) введена новая функция , которая связана с исход­
ным сигналом a(t) соотношениями

1 °° о( )
б (0  = ----- [ ------ или al(t) = H [a  (г1)], (2.67)

ж — t

(f) = — ГCl] ^ dx или a(t) = H \ax(t)].
Т  J  Т  — /

(2 .68)
71 X — t

— СО

Соотношения (2.67) и (2.68) называются преобразованиями Гильберта, а 
функция axit) - функцией, сопряженной (по Гильберту) исходной функции 
a(t) [15].

Рассмотрим смысл выражений (2.65) - (2.68). Из выражения (2.65) мож­
но сделать предположение, что существуют такие значения u(t), при которых 
al (t) = 0 (первое условие). В этом случае (2.65) записывается как

U (t)  = ^ a 2(t) = a (t) . (2.69)
Продифференцируем по времени (2.65), возведем результат в квадрат и 

получим
d lJ 2{t) d a 2(t) d a l  if)

или
dt dt dt ’

A (t) = A  5 a ( t) = a  , a x (t) = a 1
Отсюда

TTdA 2 da  d a , 
U  = a  —  +

При a 1(?)=0 и U(t) = a(t)
dt dt dt

dU  da
dt dt

Последнее выражение означает, что в точках, где ax{t) = 0 кривые u(t) и 
a{t) имеют общие для них касательные. Это второе условие (необходимое, но 
недостаточное), чтобы считать u(t) огибающей быстро осциллирующей 
функции a{t).
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Третье условие заключается в том, чтобы u{t) сближалась с функцией

условиям как раз и соответствует введение некоторой сопряженной по Гиль- 
берту функции a^t), отвечающей соотношениям (2.67) и (2.68).

Рассмотрим заявленные свойства преобразования Гильберта на примере 
гармонического сигнала. По прежней форме записи требуется, чтобы оги­
бающая исходного сигнала с частотой <э0 была равна U0 . Примем U0 =1. То­
гда a{t) = cos (D0t . В соответствии с (2.67)

ж
Функция a\(t) проходит через ноль, когда исходная функция a(t) прохо­

дит через максимум (выполнение первого условия).
После подстановки значения a{t)v\ ал (/) в формулу (2.65) получим

Это означает, что огибающая u(t) = l = U0. Тем самым выполняется тре­
бование третьего условия: огибающая касается максимальных значений ис­
ходной функции a{t). Аналогичные соотношения получаются, когда

Совокупность основного и сопряженного сигналов представляет собой 
аналитический сигнал , позволяющий однозначно определить огибающую и 
мгновенную частоту узкополосного сигнал, не применяя искусственное по­
нятие опорной частоты.

a{t) в точке, где a\ t)  имеет максимальную амплитуду при а } (t) = 0. Таким

— со

Сделаем замену переменной х = т — t

п J X п
—со —со

COS(DnXCOS(D

—со

1 COS(DnX
 COSCD

п X п J X
—со —со

Известно, что

Отсюда

a(^) = sin®0̂  , аг(1) = - c o s со0t .
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В радиотехнике представление колебаний в виде аналитического сигна­
ла в комплексной форме применяется при исследовании гармонических и не 
гармонических колебаний.

Если задан сигнал в виде действительной функции a(t), то соответст­
вующий ему сигнал представлен в комплексной форме

z ait) = a ( t )+  j a ^ t ) ,  (2.70)
где a x{t)  - функция, сопряженная по Гильберту сигналу а ( / ) .

Его спектральная плотность содержит только положительные частоты

z. ( ® ) = s.(® ) + A ( ® L  • (2-71)
Рассмотрим случай, когда исходный сигнал является суммой синусной и 

косинусной составляющих
a(t) = b cos о) 0t + с sin о) 0t . (2.72)

Тогда сопряженная функция записывается как
(t) = b sin co()t -  с cos(D0t . (2.73)

Если исходный сигнал представляет собой сумму спектральных состав­
ляющих

N
a\t) =

п=0

то сопряженная функция
N

ax(t) =
/ 7 = 0

Если сигналы представлены интегралом Фурье

I X

* ( 0 = 2 Ж  cos®п* + сп sin® ,/), (2.74)

IV

h(t) = 1 Ж  sina)n f  -  c n cosc o j ) . (2.75)

j  CO

cos cot + c(cy)sin cot\dco  ̂ (2.76)
— со

то функция
!  LAJ

ax (/) = — f [Z?(<»)sin col -  c(a>)cos cot]dco . (2.77)
7Г J—со

Таким образом, при преобразованиях гармонического сигнала по Гиль­
берту его амплитуда остается неизменной, а спектральные плотности

(со) = - jS(со) при со > 0, (2.78)
^(со) = jS(&) при со < 0 

по модулю равны между собой при различии фаз на 9 0 °  (составляющие a\(f) 
отстают от составляющих a(t) на 90°).

С помощью (2.66) найдем мгновенную частоту узкополосного сигнала
/ \ ctY dЩ)  = --------------=  —

dt  dt

aAt)
arctg

a a x - a xa

a{t) _

Из (2.79) вычленяется постоянная составляющая @о, линейно зависящая
от / - m0t,  и некоторая функция 0(1). 

В этом случае верна запись
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i//(t) = coQt + Q(t)  + 0 O.
Это означает, что из записи аналитического сигнала можно получить 

традиционное выражение, где выделена так называемая несущая частота <э0
и параметр угловой модуляции 0(t).

Согласно методу преобразований Гильберта огибающая u(t) и мгновен­
ная частота со сигнала однозначно связаны друг с другом и произвольный 
выбор их невозможен. Вместе с тем в случае произвольного сигнала u(t) не 
всегда выполняется условие наглядности физического сигнала огибающей и 
несущего сигнала.

Выводы по главе
1. Процесс модуляции связан с переносом спектра информационного сигна­

ла из области низких частот в область высоких частот.
2. Спектр амплитудно-модулированного (AM) сигнала образуется несущей 

и двумя симметричными группами боковых колебаний. Полоса занимае­
мых частот AM -  колебаний равна удвоенному значению частоты моду­
ляции Fm Из AM -  колебаний формируются сигналы с балансной моду­
ляцией и однополосной модуляцией.

3. При угловой модуляции (УМ) информация заключается в изменении фа­
зы колебаний, причем различают частотную (ЧМ) и фазовую (ФМ) моду­
ляции, которые характеризуются разными принципами реализации.

4. При малых индексах модуляции т ширина спектра ЧМ сигнала прибли­
зительно равна удвоенному значению частоты модуляции. При больших 
индексах модуляции ширина спектра ЧМ сигнала приблизительно равна 
удвоенному значению девиации частоты ТУ

5. Сигналы с линейной частотной модуляцией (JI4M) имеют практически 
равномерный спектр в пределах ограниченной полосы частот, если база 
сигнала В »  1. Корреляционная функция JI4M сигнала имеет лепестко­
вую структуру, причем ширина главного лепестка уменьшается с ростом 
девиации частоты.

6. Сигналы с ограниченным спектром бесконечно протяжённы во времени.
7. Два идеальных НЧ сигнала с ограниченным в пределах \-сот, +сот] спек­

тром становятся ортогональными при строго определенных значениях 
сдвига между ними во времени.

8. Ряд Котельникова представляет собой частный случай обобщенного ряда 
Фурье. Особенностью ряда Котельникова является то, что базисными 
функциями являются НЧ сигналы, сдвинутые на временные интервалы,

7Гкратные величине — . Компоненты ряда Котельникова -  отсчеты разла-

kizгаемого сигнала, взятые через интервалы —  (к  = ±1,±2,...).
со т

9. Узкополосный сигнал -  это сигнал, у которого ширина спектра значи­
тельно меньше центральной частоты. Такие сигналы являются квазигар-
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моническими, т.к. их амплитуда и частота медленно изменяются во вре­
мени.

10. Узкополосный сигнал однозначно характеризуется преобразованиями 
Гильберта между введенным сопряженным и исходным сигналами. Оги­
бающая произвольного узкополосного сигнала равна корню квадратному 
от суммы квадратов исходного и сопряженного сигналов, мгновенная 
частота этого сигнала равна арктангенсу от отношения сопряженного 
сигнала к исходному.

11. Понятие «аналитический сигнал» применяется для упрощения анализа 
проходящего через радиотехнические цепи действительных сигналов и 
сигналов в виде совокупности двух квадратурных сигналов.
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3. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛУЧАЙНЫХ СИГНАЛОВ. 
ШУМЫ

3.1. Стационарные и эргодические случайные процессы.
Моменты случайных величин

Отличительной чертой случайного сигнала является априорная неопреде­
ленность его мгновенных значений. В радиотехнике случайные сигналы часто 
имеют вид шумов. Шумы - хаотически изменяющиеся во времени электромаг­
нитные колебания [1].

До приема сообщений совокупность случайных сигналов рассматривается 
как случайный процесс, представляющий собой ансамбль функций времени, 
подчиняющихся некоторой общей для них статистической закономерности. 
Одна из этих функций, ставшая полностью известной после приема сообще­
ния, называется реализацией случайного процесса. В этом случае реализация 
(апостериорно) становится детерминированной функцией времени.

Рассмотрим некоторые характеристики случайных процессов. Случайный 
процесс x{t) можно представить как совокупность функций (сигналов) 
у(Д х2(Д, х3(Д... . В момент времени / = /, случайные функции образуют сово­
купность случайных величин х, (/,),х2(/,),..., хд.(/,),... . На рис.3.1 представлены ан­
самбль случайных функций и ансамбль случайных величин в момент t = tx.

Ъ

а

Ъ

— I— ■а

СО

Ъ

а

Рис.3.1. Формирование случайного процесса

Как видно из рис. 3.2, выражение для вероятности того, что случайная ве­
личина хДгД попадает в некоторый амплитудный интервал (а,Ь), имеет вид

Ь

Ph( a < x < b ) = ^  p(x; t1)dx ? (3.1)
а
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где p(x;tJ -  одномерная плотность вероятности, которая представляет собой 
некоторый закон распределения случайной величины в интервале всех воз­
можных амплитуд.

При любом виде функции p(x;tl) всегда выполняется равенство
v шах

^p(x\tx)dx = 1 (3 2)
•̂min

Соответственно сумма вероятностей Pt ( a < x < b )  + P't (х < а) + Р ”{х >b) = 1.

mm max

Рис. 3.2 Плотность распределения случайной величины х

Если хк является случайной величиной дискретного типа, то формула 
(3.2) принимает вид

N

2 Х = 1 , (3.3)
/'=1

где 1] - вероятность (интегральная по шуму) соответствующей случайной ве­

личине в момент t x.
Известны следующие аксиомы теории вероятности [17]:

1) Вероятность неотрицательна и не превышает единицы: 0 < P(xt ) < 1..
2) Если хг и х; - несовместные события, т о р (х г + х ; )= р (х г)+ р (х; ), т.е.
Р ( х  е (а , b)  + (с, d)) = Р ( х  е (а, b )) + Р ( х  е (с, d )) .
3) Сумма всех событий, заключенных в X , есть достаточное собы­
тие: р ( х х ) + р ( х 2 ) + ... + р ( х п ) +  ... = 1 .

Из формулы (3.3) можно получить обратное выражение
dP{x)

р{х):
dx

(3.4)

В статистической радиотехнике широко применяются числовые характе­
ристики случайной величины. В частности, моменты п-то порядка случайной 
величины х есть среднее значение п-й степени случайной переменной

___ GO

= х п =< х п (tx) >= ^ х пp { x ) d x \ t=h (3.5)

Простейший момент -  момент первого порядка - называется математиче­
ским ожиданием
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СО

ml = x = <  x{tx )>= |  xp(x)<i\;| t=h (3 5)

Формула (3.6) имеет смысл оценки среднего значения случайной величи­
ны, получаемой при числе опытов к -» оо .

Момент второго порядка
  ии

т2 = х 1 = < т2 (/,)>= ^x2p{x)dx \t=h (3 .7)

представляет собой средний квадрат случайной величины.
В радиотехнике чаще используют центральный момент второго порядка, 

называемый дисперсией

А(*)=<^ =^2={х ~ ^  = > (3-8)
—оо

- W 2. (3.9)
Термин «центральный» характеризует флуктуацию (отклонение) случай­

ной величины от ее математического ожидания. 
Величина

(3-10)
называется среднеквадратическим отклонением и служит для количественного 
описания меры разброса текущих испытаний относительно математического 
ожидания.

Одномерная плотность вероятности дает вероятностное представление о 
случайном процессеx{t) в отдельные фиксированные моменты времени. Более 
полной характеристикой является двумерная плотность вероятности: 
p{xx,x2,tx,t2) позволяющая учитывать связь значений у  и х2, принимаемые 
случайной величиной в произвольные моменты времени. В принципе размер­
ность плотности вероятности можно увеличивать дальше, но в практических 
задачах п=2 является достаточным. Знание двумерной плотности вероятности 
позволяет получить важную характеристику случайного процесса -  ковариа­
ционную функцию, которая является смешанным моментом второго порядка:

оо оо

^ х ( л л ) =  J \ x lx2p (x l , x 2;tl , t 2)dxldx2 . (3.11)
—оо—оо

Ковариационная функция случайного процесса x{t)  представляет собой 
статистически усредненное произведение значений случайной функции x(t) в 
моменты 6 й 2̂

Если 6 = t 2, то ковариационная функция вырождается в величину средне­
го квадрата случайной величины (при этом xf = х: )

оо оо

К х(Ч^г)= = \ Х2Р(Х2^2^Х2 =Mk ( 0 ] .  (3.12)
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Если при исследовании случайного процесса обнаружится некоторая 
взаимосвязь между случайными величинами х. и хк ? то говорят, что эти вели­
чины имеют некоторую статистическую связь, т.е. коррелированны. Если этой 
связи не наблюдается, то величины являются некоррелированными.

Количественная характеристика этой взаимосвязи определяется корреля­
ционной функцией, представляющей собой процесс усреднения произведения 
разности x { tx) = Xj и тх {tx) = Xj и разности x ( t 2) = х2 и тх ( t2) = х2

R x{ h Л  ) = ) - m x(tl )\ [x(t2) - m x(t2)]} =

=  J  - x j x 2 - x 2)p(xl , x 2)dxlx 2 = K x(tl , t 2) - x lx 2 • (з л з )
—oo—oo

Е[ри t x = t 2 = t  величины x t = x 2 =  x ,  а выражение (3.13) в соответствии с 
(3.8) определяет дисперсию случайного процесса Dx(t)

со со , , ,  . со , .

f Г(jCj - х Л х 1 - x l \p(xl , x l )dxlx l = П х -х )  р ( х ) &1х - х 2 =

= К х (t, t) -  x(t) = R x (t, t) = D x (t) .
Часто применяется безразмерный коэффициент корреляции

Я
г, М2 (3.14)

<Ti<T2

П р и  у  = х 2 ги = %  =  ^ %  =  г 21 = г 21 = 1 .
G  G

Особенностью радиотехнических сигналов является их относительная 
стабильность в широком разбросе временных отсчетов. Это означает, что ма­
тематическое ожидание, средний квадрат и дисперсия случайного процесса не 
зависят от времени, а корреляционная функция зависит только от интервала 
г = tx - 12 . Это свойство называется стационарностью в рамках корреляцион­
ной теории (т.е. до моментов не выше 2-го порядка).

Таким образом, для стационарного процесса справедливы следующие вы­
ражения

со

т х  = М {х )  =  |  xp(x)dx,
—со

К  х (т) = M [ x ( t \  x(t + т)Х
Rx{ ' ) = K x { ' ) - ml ,  (3 15)
R x = R x ( 0 ) - m 2x = R x( 0 ) = G 2x,

° х = ^ К х ( 0 ) ~ т х

Особый интерес для исследования представляют сигналы, у которых ус­
реднение по ансамблю реализаций дает тот же результат, что и усреднение од­
ной бесконечной во времени реализации случайного сигнала. Такой процесс 
называется эргодическим. Это значит, что на него можно наложить условия
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эргодичности, которые автоматически включают в себя условие стационарно­
сти.

В этом случае можно записать следующие выражения, эквивалентные 
выражениям (3.15)

т_

1 2
* ( 0 = | im -  W K/ —»СО / JТ̂> ос т

-L
2

т_
21

М = }im -  Г 4 4 4 + 4^>Т  —>со /1 т

^ 4 4 = ^ 4 4 - ( 4

а , = ^ 4 4 - ( 4 4 )  = а

а  „ = ^ K x(0)- \x[t

(3.16)

Применительно к формулам (3.16) можно представить некоторый элек­
трический сигнал, при анализе которого можно выделить постоянную состав­

ляю щ ую ^/") и среднюю мощность Rx(o) = x 2(t) флуктуации амплитуды отно­

сительно x(t) .
Чем медленнее изменяется во времени случайный сигнал 4 4 ?  тем боль­

ше промежуток времени Т 5 в пределах которого наблюдается статистическая 
связь между мгновенными значениями случайного сигнала.

3.2. Гармонические колебания со случайными амплитудой, 
фазой и частотой. Гауссовский случайный процесс

С условием введения понятий апостериорности и априорности изучаемых 
процессов, в дальнейшем будем подразумевать, что 4 4  и x{t) - случайные 
функции времени, хх я  реализация случайной функции х(/).

1. Гармонические колебания со случайной амплитудой (рис.3.3) описыва­
ются выражением

x { t ) = U  c o s ^ / )  5

где амплитуда U-  случайная величина, принимающая любое значение в пре­
делах U  = [0,6/тах ]; фаза * 4 4  = cos(co0/ + @0) _ детерминированная величина.

57



't-й""1

*тОО
3аЬ—

___ -Ж !??
t

У\~:У

\ f ___/1/7 'y\j.1 4 \> ,___

V_
Рис. 3.3 Гармоническое колебание со случайной амплитудой

Будем считать, что cos^F^ )> 0 ;  x(/‘1) = t /c o s xF(/11). Следовательно, плот­
ность вероятности для момента tl имеет вид (рис. 3.4)

р(х; ^ )  = - , 0 < x < U max cosср(д)
Стах COS ф(^)

т.е. амплитуда равновероятно может попасть в любую точку в интервале от О 
до Umax c o sT ^ ).

Cmax cosT p,)

it/.COS'J'fe) c max cos'Pfe)

Рис. 3.4 Плотность вероятности распределения амплитуды 
сигнала со случайной амплитудой

Математическое ожидание

1
м [х (с)]

^max COS )

CnaxCOST )̂
j*x(/1 )dx

p(x)

V У

|  [/max COS ^ ( c )

Дисперсия

Dx(r,)=M[*2( 'l ) ] -« [4 l) ]2 = 7 «maxCos2 Д Д - У 2^ 2 4 ^ )  = ± U 2axcos2 Ч-(Д^  IIICIA I \  1 /  ^

Такой сигнал нестационарен и неэргодичен.

2. Постоянное напряжение случайного уровня (рис.3.5.).
Уровень U сигнала равномерно принимает любое значение в интервале от

^ та х  ДО ^ та х  •

58



p(x):
2 a ^Лпах ^ x ^ ^max

max
U„

x ■■ - L -  f
2 U J'̂-'max

xdx = 0

u„

x2 =
m ax

x1d x -  — U 1ryjj  л мл u max
^^max ^ э

m ax

—  f >j

Dx = xz (*F=t u.max

Здесь необходимо учитывать, что для любой реализации независимо от 
интервала т имеет место равенство -у,;(/, ) = xk ^ i \  откуда

к , i))- X - и : А, (О-
Поскольку новые для момента и корреляции функции не совпадают с ре­

зультатом усреднения по множеству

х ^ ) = х к Фх; х \ ( t ) = x 2k Ф х 2;

К х (0  — хк ^  ^тах  •

Это означает, что реализуемый процесс неэргодичен.

■и„

Рис.3.5. Сигнал с постоянным значением напряжения случайного уровня

3. Гармонические колебания со случайной фазой (рис.3.6). Значения U  и со0

достоверно известны априорно, а начальная фаза 0  - случайная величина рав­
номерно принимающая значения в интервале от —7Г до 7Г . 

к-я реализация из ансамбля реализаций имеет вид
** ( 0 = U o cosipa + 0k)=uo cosfe (0).

Плотность вероятности начальной фазы

р Л 0 ) = -^~’ - п < в < п .2 л
Плотность вероятности полной фазы (равномерной в интервале от 

('O0t — 7T до o)0t + 7г) равна
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C0Qt-7U < 0  <0)Qt + 7T .
2 71

Рис.3.6 Гармонические колебания со случайной фазой

Найдем одномерное распределение плотности вероятности р х{х) случай­
ного процесса x(t). Представим функцию в виде зависимости x{(p(t)) (рис.3.7). 
В промежутке от t x до tx + dt мгновенное значение сигнала оказывается в ин­
тервале от .у до xx + d x .

Вероятность нахождения сигнала в этом интервале можно записать в виде
p dx = р Х х ¥ х  •

Здесь Р х {х)  искомая плотность вероятности. Вероятность ^ .соответст­

вует вероятности попадания случайной фазы y/{t) в заштрихованные области 
y/x,y/x + d y /  и y/2,y/2 + d y / . 

х

Рис.3.7 График, поясняющий определение одномерного распределения плотности 
вероятности р х (х) случайного процесса

Тогда можно записать полученное равенство вероятностей

рсы = рх (-x)dx = 2pw М  = 2{ т - V v  •In
Отсюда

(Л.) dpdX 1 1
dx dx { 2 n ) dx x d:

1 1
X dx

d\]i

-U n < x <Un

Так как x = U 0 cos у / , то
dx
dy/

U0 |sin у/1 = cos2 у/ = -yjUl - x z
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Окончательно получим

Рх(х )=-
lyfl

U q < X < U i

- X2
о

График этой функции напоминает арксинусоиду (рис.3.8).

р(х)

О и,

Рис.3.8. Одномерное распределение плотности вероятности р х{х) 
случайного процесса

Одномерная плотность вероятности не зависит от выбора момента време­
ни t (процесс стационарный)

Среднее по множеству в соответствии с (3.15) равно

M[x(t)]= J xpx(dx) = -  J —
71 -к  V'

=dx = О
U 2 - x 2

(3.17)

1 1 
(?) = lim — f x(t)dt = lim — f cos(ft)0? + 0)dt  = 0

T  —»co T  J T  —>co у  J (3.18)

Среднее по времени (3.16)
L 
~2

'  7  Г - » CO T
_T _  ____

2 2

Поскольку формулы (3.17) и (3.18) справедливы для любой реализации 
случайного процесса, то такой сигнал (процесс) является эргодическим. 

Ковариационная функция по ансамблю реализаций равна
к х (?1 Л ) = м Мб М с )] = м [ и 2 c o s + 6>)cosЦ ? 2 + 6>)] =

=м - и 2 COS (D0 (?J -  t2 ) + COS (D0 [(?i + t 2) + 26]
1 2

Первое слагаемое -  детерминированная величина равная costfyr . Второе 
слагаемое из-за случайной составляющей 9,  которая имеет плотность вероят­

ности р в(о) = — , при усреднении обращается в 0 (фаза изменяется в пределах
2 ж

от —71 до -7"). С учетом усреднения корреляционная функция принимает
вид:

U 2 U 2
^ ( ^ C ) = ^ C0S ®о{*2 ~ Ь ) = - ^ ^ Б С О 0Т .
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Корреляционная функция по ансамблю реализаций равна (3.15)
U

cos со0т

Проведем усреднение произведения хк(t) и xk(t + т) по времени согласно 
(3.16) и определим ковариационную функцию

Если колебания имеют случайную фазу и случайную амплитуду, то про­
цесс будет стационарным, но не эргодическим из-за того, что разные реализа­
ции в разные значения tt обладают неодинаковой дисперсией.

4. Гауссовский (нормальный) случайный процесс (рис.3.9).
Широкое распространение нормального закона подтверждено централь­

ной предельной теоремой [17], в которой доказано, что при суммировании 
большого числа независимых или слабо зависимых случайных величин закон 
распределения суммы стремится к нормальному при любом распределении от­
дельных слагаемых. Сигналы, плотность вероятности которых приближается 
по характеристикам к нормальному закону, являются одним из видов непре­
рывных шумовых помех .

Одномерная плотность вероятности нормального процесса определяется 
выражением

где <у х - среднеквадратическое отклонение; шх - математическое ожидание.
Процесс представляется (что характерно для большинства шумовых по­

мех) как стационарный и эргодический. Потому т х может рассматриваться 
как постоянная составляющая реализации случайного процесса, а <у х - как 
средняя мощность флуктуационной составляющей одной длительной реализа­
ции случайного процесса.

Рассмотрим по рисунку 3.9 основные свойства плотности вероятности
при гауссовском процессе. Функция р {х )  симметрична относительно Щ, при­
чем чем больше сгх, тем меньше максимум, а кривая становится более поло­

гой. На основе функции р ( х )  можно определить относительное время пребы-

U 2 2 U 2 2 2
/С.(г) = lim—  \ co-opt + в)co^co0(t+т)+в]с/1 = lim— 1 [cosco0zdt+ [со^у0{it + т)+2в\сй

T—m T у т̂со 2Т у у
2 I 2 2

COS(ОЛ COStfTT

Соответственно:

К,(т)= К х(т)-(х(1)У = К х(т) = Г - cos а>0т

1
(3.19)

х
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вания сигнала x{t) в некотором интервале уровней амплитуды и другие важ­
ные для практики параметры случайного сигнала.

р (х )

т

Рис.3.9 Плотность рапределения вероятности амплитуды 
в гауссовском случайном процессе

Рассмотрим пример одной из реализаций гауссовского процесса при 
тх = 0 (рис.3.10). Это шумовая помеха, энергетический спектр которой нахо­

дится в пределах от /  = 0 до / тах. Вероятность пребывания значения в 

интервале [я, b\  определяется выражением
и

P ( a < x < b ) = \ p (  x)dx

2сг О

Рис.3.10 Реализация гауссовского случайного процесса

И

С учетом тх = 0 5 получим
Ъ _  X2

'еа<х< b) = —=L—  Ге 2Gxdx = —=L—  Ге 2°х dx— = L —  ie
л/?7ГГТ J  J  2ТГС7 * л/?7ГГТ J

V X  оа

2 at dx =
K G ,

У :
х

G х У

b/ox а/ах

=  Л 7  I е 2 ф ~ Ж  I

а/ст.

л/271 л/2к
dy = Ф

J

-Ф
f  \а
\ ° Х  j

(3.20)
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В (3.20) функция ф ( )  называется интегралом вероятности, для которого 
рассчитаны вероятности пребывания функции х  в интервале и вне интервала,
равного определенным значениям а  и Ъ [17].

Примеры вероятностей для различных значений интервалов 
a = -crx,b = <jx Р(а  < х < b) = 0,6826

а  = -2<тх, b = 2<j x Р(а < х < b) = 0,9544

а = -Зсгх,Ь = Зсгх P ( a < x < b ) =  0,9973

хт т ф  _  max
Пик-фактор нормального случайного процесса 1147 — достигает

®х
значения 3 и больше, тогда как для гармонического сигнала ПФ  = л/2 .

3.3 Спектральная плотность мощности случайного процесса

Если представлять под случайным процессом X(t) ансамбль случайных 
функций времени то каждая из функций имеет собственную, отличную от 
любой другой, спектральную характеристику. Использовать спектральную 
плотность по формуле (1.22), предназначенной для детерминированных сигна­
лов, не представляется возможным, так как она оказывается непригодной для 
случайного процесса. Дело в том, что в промежутке [ t t 2\ усреднение спек­
тральной плотности по ансамблю функций однозначно приводит к нулевому 
спектру процесса

S x (ш) = 0 5 при M [x(t ) \  = 0 .

Причиной этого является случайность и независимость фаз спектраль­
ных составляющих в различных реализациях. Вместе с тем, если анализиро­
вать не спектральные составляющие, дающие представление о токе (напряже­
нии), а формируемую ими мощность, то можно ввести анализируемое для слу­
чайных сигналов x(t) понятие спектральной плотности среднего квадрата 
случайной функции. Значение среднего квадрата суммируемых гармоник не 
зависит от их фаз. Это означает, что сумма гармоник при такой форме анализа 
никогда не будет равна нулю. Для удобства восприятия спектральную плот­
ность среднего квадрата случайной функции можно представить как среднюю 
мощность, выделяемую сигналом x(t) на сопротивлении R = 1 Ом. Эта мощ­
ность распределена по шкале частот в некоторой полосе, связанной с характе­
ром случайного процесса.

Спектральная плотность W(co) средней мощности представляет собой 
среднюю мощность, приходящуюся на 1 Гц при заданной частоте со сигнала. 
Другое часто используемое название спектральной плотности -  энергетиче­
ский спектр.

Смысл такого названия вытекает из размерности функции W(co)

[ИДсу)]=[мощность/частота] =[мощностьх время] = [энергия].
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Если реализовать некоторый шумовой сигнал Xkit) на интервале -772 до 
+772, то можно применить обратное преобразование Фурье и найти спектраль­
ную плотность Sxkt(o )  по формуле (1.22)

+ С ОS (&>)= j  s(t)e~JCDt dt
-со

Тогда энергия отрезка к-й реализации случайного процесса сигнала лу(/)
равна

т_
~2

Г
~2

Средняя мощность &-й реализации на временном отрезке Т  получается 
делением энергии на время

*|$хкТ (®)|
х 2к =  —  f 1, xkT[C0Ji d a

к 2п J Т
—ОО

Совершим предельный переход Т  —» оо, соответствующий классическо­
му анализу случайного сигнала

2
СО | /  \ |  со

—  j* Um ' хкТ— -  dco = —  jV) 7со)da
2ж J Т —>со Т  2ж J

= —  I l im  -———— L a c o = —  \уук ( (D)aco

—со

Здесь подынтегральное выражение представляет собой спектральную 
плотность Wxi ĉo) средней мощности к-й реализации случайного процесса. Ес­
ли случайный процесс - стационарный и эргодический, то для характеристики 
всего процесса достаточно получения функции Wxk(co) только для одной реали­
зации случайного процесса, т.е. можно удалить индекс к и записать

( t ) =  —— f w x(aj)daj 5 где (3.22)
2ж — ии

При интегрировании (получении х2 (t)) первое слагаемое в (3.24) дает 
мощность постоянной составляющей (при со = 0), а второе -  мощность флук- 
туационной составляющей, которая представляет собой дисперсию случайного 
процесса

1
2ж — ии

Таким образом, через W„ обозначается переменная составляющая спек­
тральной плотности средней мощности. Если случайный процесс имеет нуле­
вое математическое ожидание ( x(t) = 0), то получим следующие выражения 
для средней мощности и плотности средней мощности
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x - ( t )  = jw,(a))da>'

Известна теорема Винера - Хинчина, связывающая между собой кова­
риационную функцию Кт(т) и энергетический спектр (спектральную плотность 
средней мощности случайного сигнала) прямым (3.27) и обратным преобразо­
ваниями (3.28) Фурье [4, 9, 18]

Если случайный сигнал имеет нулевое среднее значение (x(t) = 0), то вме­
сто ковариационной функции можно подставить корреляционную функцию

Из (3.27) - (3.30) можно сделать вывод: чем шире спектр случайного 
процесса, тем уже интервал корреляции, и наоборот: чем больше интервал 
времени, тем уже спектр сигнала.

Если в (3.30) подставить Wx(co) = Wq = const при -оо < со < оо, то получим

Из (3.31) видно, что при интервале корреляции т= 0 корреляционная 
функция Rx(0) —» оо. Подобный случайный сигнал в виде шума с игольчатой 
структурой и бесконечно тонкими случайными выбросами называют дельта- 
коррелированным процессом или белым шумом.

Рассмотрим пример соотношений между корреляционной функцией и 
энергетическим спектром. Шум -  гауссовский стационарный процесс с нуле­
вым средним. Среднеквадратическое значение напряжения (/ск=сг„= 2 В, спектр 
равномерный в полосе частот от -со\ до со\ (f\ = 10 МЕц). Такой шум, спектр 
которого показан на рис. 3.11, называется широкополосным  (прямошумовая 
помеха).

00

(3.27)
—00

(3.28)

00

(3.29)
— 00

(3.30)
— со

(3.31)
—со
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w(co)
Wn

-  C0X -  C0X u СО x CO J CO

Рис. 3.11 Спектр шума в виде гауссовского стационарного процесса с нулевым средним 

Спектральная плотность средней мощности прямошумовой помехи
равна

w(co) = W0
U ск

2/х 2-10'
2-10 -7 в__

Гц
Корреляционная функция (при тх=0) с учётом (3.31)

\ 1 У ТТГ С \  ,а,т 1 1 ттг 7  7 sinR \ t ) =   W (co)eJ dco = ------W0 cos cord со = —- 2 -------— =
2ж О 7Г J О тг т2 л 2 л

W0 sm сохт 2 ■ (  \—^ 2 сох  = <7х sm с{сохт)
2 л  сохт

(3.32)

Нормированная корреляционная функция
_  ^ ( Г) _ С1-*(г): sm с (3.33)

График этой функции, показанный на рис. 3.12, известен, причем ши­
рина главного лепестка зависит от отношения л  /а>\, т.е. чем больше со\, тем 
уже лепесток.

Дисперсия шума D = ^ ( 0 ) =  4В 2. Сужение спектра до значения /i=2 
МГц ведет к увеличению ширины лепестка корреляционной функции в 5 раз, а 
также к уменьшению дисперсии. В этом случае D  = R(0) = 2 W o f i  = =0,8 В .

>  R(0)=4b

Л Л Т
сох со1

Рис.3.12 Нормированная корреляционная функция прямошумовой помехи
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3.4 Узкополосный шум. Медленное и быстрое изменение частоты

Из прямошумовой помехи можно перейти к рассмотрению формирова­
ния узкополосного шума. Если из спектра, изображенного на рис. 3.11, в рай­
оне /1 и -fi вырезать узкие полосы частот A f =  JД -  F\\=\-f\ + F l |= l МГц, то по­
лучим узкополосный шум, изображенный на рис.3.13. Условие узкополосно- 
сти определяется отношением F\lf\=Q.\lс о \ « \ .

Дисперсия узкополосного шума (УПШ) D  = 2 F j Wo  = 0 , S B .

wicoj
п v ’

---------1-------------------  i-------->-
- q ^ o - ^ i + Ц  0  0 \-  Q i (Q) Ct\ CO

Рис.3.13. Спектр узкополосной шумовой помехи

Корреляционная функция УПШ с учетом симметричности интегралов 
при W\=W2=Wq имеет вид

-  — (2)q + 0 | / 2  -  6P q + Q | / 2

r (t ) = —  f W1 (tv)ejaTdco + —  f W2 (co)ejaTdco =
2 n  2n

- C O q - 1 2 }  / 2  COq - 1 2 }  / 2

co0-Qj / 21 0 c1 l
— \W0 coscordco = W0 —
71 У  71

sm со о + т sm 
-  +  —

<У0 -

Wr 2 sin —— cos co0 т = W0 2 Fx sin с 
7ГТ 2

COStf>0r (3.34)

Нормированная корреляционная функция УПШ имеет вид

{т) = SH1C
Ц г

V

cosm0r (3.35)

где сомножитель, в аргументе которого имеет место частота /Д, является мед­
ленным, сомножитель с частотой соо -  быстрым.

Огибающая функции (3.35) имеет вид такой же, как при узкой цен­
тральной (нерасщепленной) полосе прямошумовой помехи, но аргументы раз­
ные: в первом случае при замене в (3.32) со\ на Q\ аргумент принимает значе­
ние sin(/2iг), во втором случае в (3.35) - sin(A  г/2). На рис. 3.14 видно, что это
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изменение приводит к расширению в два раза центрального лепестка огибаю­
щей корреляционной функции УПШ.

2 л

Рис. 3.14. Нормированная корреляционная функция узкополосного шума

Высокочастотное заполнение имеет частоту, равную центральной час­
тоте ОХ) спектра шума. Частота щ  является средней за период реализации. Од­
нако узкополосный шум можно практически реализовать и при &>o=const. В 
этом случае сигнал будет характеризоваться следующими параметрами: ам­
плитуда и фаза огибающей -  случайные величины, несущая частота -  детер­
минированная величина. С учетом &>o=const узкополосный шум можно пред­
ставить как высокочастотное колебание с медленно меняющимися амплитудой 
и фазой

х(?) = h(?)cos[<»0? + 0(?)] = U {t) cos (p{t).

Перейдем к анализу узкополосного шума и представим его в форме за­
писи аналитического сигнала, которая, как было показано в параграфе 2.5, 
имеет вид

В этом случае при аналитическом описании УПШ применим подход, 
принятый при анализе детерминированного узкополосного сигнала. Будем 
считать, что энергетический спектр W(co) сконцентрирован около центральной 
частоты соо и симметричен также относительно &>о. Полагаем, что шум х(1) -  
стационарный эргодический процесс с нормальным законом распределения 
плотности вероятности р(х). Это, однако, не означает, что законы распределе­
ния плотности вероятности огибающей U(t), фазы 0(1) и частоты co(t) тоже 
нормальные. Целью дальнейшего анализа УПШ и есть определение этих зако­
нов.

Рассмотрим огибающую U(t) узкополосного шума x{t). Для этого пред­
ставим, что это узкополосный сигнал из двух квадратурных составляющих

x(t) = [f(t)cos@(t)cod((o0t ) -  [f(t)sin&(t)sin(D0t = Uc(t)cosco0t - U s(t)sin(o0t .

Амплитуда и фаза аналитического сигнала для УПШ равны
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u ( f ) = № ( t ) + u 2, ( t ) ;

Плотность вероятности огибающей УПШ U(t) является функцией двух 
переменных

p (u )  = f { p { u c\ p { u s)).
Очевидно, что из квадратурных сигналов сигнал Uc(t) является основ­

ным, a Us{t) -  сопряженным с ним по Гильберту. Если сравнить х(1) и (7С(/), то 
все различие заключается в том, что у Uc(t) отсутствует слагаемое с cosco0t. Это 
означает сдвиг спектра, показанного на рис.3.15, на детерминированную вели­
чину соо слева и справа к середине с удвоением амплитуды

WUr( n )  = 2-WLi(a>0 + n ) .  (3.36)

/ \
О со

Рис. 3.15. Формирование спектра огибающей УПШ

При этом структура спектра сохраняется, также сохраняется закон рас­
пределения x(t). Так как мы приняли, что x(t) - гауссовский случайный сигнал, 
то и огибающая Uc(t) - гауссовский случайный сигнал с нулевым средним. По 
аналогии получается выражение для энергетического спектра сопряженного 
сигнала

WUc(^ )  = 2 -WUx(cd0 + Q ) .  (3.37)
Соответственно, и дисперсии всех сигналов будут одинаковыми:

DUc=DUs=DX= ^ l
Поскольку квадратурные сигналы не коррелированны (R( т=0) = 0), то с 

учетом тх=0 справедлива следующая формула:

U T V ) = D „, + D „, = 2 D i = 2<ti2 , (3.38)
Исходя из того, что УПШ подчинен нормальному закону распределе­

ния, законы распределения квадратурных сигналов описываются выражения­
ми:
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p ( u c ) =

p ( u s ) =

2n  a

u;
2 a 2■e x

U:

2n  a
2(5■e x

(3.39)

Так как Uc(t) и Us(t) статистически независимые величины, то совмест­
ная плотность вероятности определяется выражением [17]

(у 2+С2) и 2

p(Uc, U 3) = p ( U c) p ( U , ) = — ^e ^  = —̂  (3.40)
Для нахождения закона распределения огибающей УПШ произведем 

следующие действия. Сначала определим вероятность нахождения амплитуды 
сигнала U(t) в промежутке d U d U c (рис.3.16)

P*J = p ( U J d U c - p ( U J d U s . (3.40)
Выразим эту вероятность в полярных координатах. Для этого промежуток 
dUsdUc выразим через модуль II и аргумент (фазу) 0  комплексной огибающей

1
Р,и = р ( У  М и  , p d & d U  =

2 л о ;

-и1
•2ст2 U d Q d U (3.41)

dU г / в

0 Us
Рис. 3.16. Переход от декартовой системы координат к полярной при определении 

вероятности нахождения сигнала U{t) в точечном пространстве

Если опустить d 0 d U в формуле (3.41), то получим двумерную плотность 
распределения вероятности

р ( и  , & )  =
и

U ‘

2 at
2 710

(3.42)

Пределы изменения 0 = arc tg  U / U c\ от -ящо +7Г. Следующий шаг анализа 
огибающей - переход от двумерной к одномерной плотности распределения 
вероятности модуля огибающей U{t) путем интегрирования по фазе 0
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и 2 11
и  „ -т-1 и

Ри{и ) =  \ р { и , ® ] р &  =  ^ —^ 2 т  2ст2 = - ^ т е 2ст/ (0<и<оо). (3.43)

Закон, описывающий распределение по формуле (3.43), относится к 
распределению Релея (рис. 3.17). При U=<jx плотность распределения веро­
ятности принимает максимальное значение

P ( U  )тах = — е 2 .

Среднее значение модуля комплексной огибающей
и2ии -  ии ~ I

M[u] = \Up(u)dU = —  2U2\ e  2aldU = J - a x . (3.44)
О ° x  0 ' 2

Средний квадрат модуля комплексной огибающей
1 00 и2

м[и2] = \u 2p(u)dU = — \ и ъе 2a*dU = 2 a 2x . (3.45)
О О

Из (3.43) -  (3.45) и рис. 3.18, на котором изображена реализация УПШ, 
видно, что средняя мощность огибающей равна удвоенной дисперсии шума, а 
ширина шумовой дорожки не превышает (5... 6)ах.

Спектральная плотность мощности огибающей (энергетический спектр) 
определяется в соответствии с (3.27), как

ии

Wu(n) = J* К и (r)e~ja)T dr

Для выделения постоянной Wo и переменной W~ составляющих энерге­
тического спектра выполним разложение ковариационной функции Кц(т) в ряд 
Фурье, ограничившись первыми двумя членами ряда

п а 2 п а 2
+ dr) ,  (3.46)

где Го(г) огибающая нормированной корреляционной функции шума х(1) при
х = 0.

Выполнив подстановку (3.46) в (3.27), получим
2  2  оо

Ж „ ( П ) = Ж 0 + Ж = ^ 2 ^ ( n ) + ^ { r 02( r > - ^ r f r .  (3.47)
— 00

Первое слагаемое соответствует постоянной составляющей огибающей, 
второе - сплошной части спектра. Анализ (3.47) показывает, что спектр оги­
бающей примыкает к частоте &>=0.

72



<U)

<J

Uо а
М

Рис. 3.17 Плотность распределения вероятности 
модуля комплексной огибающей УПШ

x(t)

Рис. 3.18. Реализация узкополосного шума

Следующий этап анализа УПШ заключается в определении одномер­
ной плотности вероятности фазы в  сигнала x(t), для чего вернемся к формуле 
(3.42) и проинтегрируем ее по переменной U

е~°°=0

Р<0

TJ JJсо  и  СО и

(@) = — L— [Ue 2^ d U = - ^ —  \e 2^ d U 2 = 
2 m v J 2 m v J

El
2 2 a 7Y

° x e
2тпУ

1

2к . (3.48)

<ru=-i
Из анализа (3.48) видно, что фаза равновероятно находится в пределах - 

71 < 0  <71, что означает согласованность с пределами интегрирования в (3.43). 
Кроме того, из (3.42) вытекает, чтоp(U, 0 )  = pu(U)p&(0), т.е. величины U  и (9- 
статистически независимые случайные величины.

Корреляционная функция фазы вычисляется приближенными методами 
и равна [15]

Й 0( Д = | , о(х)+ | Д ( х ) +1| Д ( х ) + ...

При т= 0 ряд сходится к 71 /3. Отсюда дисперсия фазы
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GO

D e = \ @ 2 p & ( @ } i @ = - L
J 2 л

0
3

V У

Л

(3.49)
- 7 1

Последний этап анализа УПШ -  анализ статистических параметров 
частоты. Основываясь на формуле x ( t )  = U (t)  cos \\i (t )  5 определим закон 
распределения мгновенной частоты шума, которая, с учетом наличия в составе 
УПШ детерминированной составляющей, равна

со(0 =
d\\i(t) d&(t) _ ,/ ч
- ^  = а>0 + — ^  = а>0 +©'(/)

at at

Из этой формулы видно, что закон распределения мгновенной частоты 
определяется распределением производной от фазы шума. Выражение для 
плотности вероятности случайной величины 0  имеет вид [9]:

р ( 0 ' )  = ----------------- 1---------------- г ?  (3  5 0 )

2А 1 + ( в ?

где Ат = rf2r0(r)
d z z

эквивалентная ширина спектра УПШ; г0( т) . огибаю-
т=О

щая нормированной корреляционной функции шума, обладающего спектром 
W(a>), симметричным относительно центральной частоты соо.

График функции р { 0 )  -  одномодовый (рис. 3.19), причем, среднее зна­
чение абсолютной величины равно |в|=Асэж. Если энергетический спектр рав­

номерен в полосе частот + Q  относительно суо, то |©'| = -5= .
л /3

-0,5

- 2

Рис. 3.19. Плотность распределения вероятности мгновенной частоты УПШ

Если вернуться к записи x(t) = U (t)cos y/(t) и учесть, что y/{t) = co0t + 0  , 
то получим следующие результаты: огибающая U распределена по закону Ре- 
лея, фаза 0 -  равновероятна в интервале от - к  до п, мгновенная частота рас­
пределена по одномодовому закону. Сам процесс x(t), как было определено в 
начале анализа, -  нормальный (гауссовский) шум. Таким образом, выявлено,

74



что законы распределения самого УПШ, огибающей, фазы и мгновенной час­
тоты шума разные.

3.5. Хаотические импульсные последовательности (ХИП)

В общем виде ХИП представляют собой последовательность радиоим­
пульсов с заданной частотой соо заполнения, случайными величинами, в кото­
рых случайными являются амплитуда (/(/), длительность ти или интервалы 7д 
между импульсами.

Наиболее распространенными ХИП для формирования шумовых сигна­
лов являются последовательности импульсов с постоянной амплитудой при 
случайных значениях ги и 7д . Такие помехи, как видно из рис. 3.20, формиру­
ются из прямошумовых помех путем отсечки снизу с последующим преобра­
зованием импульсов сложной формы в прямоугольные импульсы одинаковой 
амплитуды (например, с помощью компаратора и триггера).

Если исходный шум -  стационарный эргодический процесс с нулевым 
математическим ожиданием и нормальным законом распределения плотности 
вероятности р(х), то ХИП характеризуется следующими параметрами [6]:

1 .Математическое ожидание длительности импульсов

М (т , )  =
7Г

Аса„
1 - Ф Г Г  л

. я .
(3.51)

2. Математическое ожидание интервала между соседними импульсами

М(ТА) =
71 1 + ФА У л

л / 1
(3.52)

3. Скорость пересечения порогового уровня Vo

М (У ,)  = - Л е > же' 
п

7
2 (3.53)

где Аеож = d 2r0{r)
dr*

- эквивалентная ширина спектра шума, равная второй
т=0

производной нормированной корреляционной функции шума при интервале
2 7 2

коррекции равном т= 0; Ф(у)=-2=  \e~z dz - табличный интеграл [15];
о

U0 и т ту =— ; z =— ; и о -уровень отсечки в компараторе; и и <тх - текущее значение и 
сг„ о

среднеквадратическое отклонение прямошумового сигнала соответственно.

75



c(f)

T

Рис. 3.20. Формирование ХИП из прямошумовой помехи

Так как в качестве исходного шума используется широкополосный пря­
мошумовой сигнал, то спектр исходного сигнала равномерно распределен по 
шкале частот от -со\ до +о)\. Нормированная корреляционная функция исход­
ного сигнала равна (3.45) r(r)=sinc((D1T). (3.54)

После соответствующих подстановок формулы (3.51)-(3.53) принимают
вид

м ( 0 =

м{т,)=

M(vT)

А®э*

-Л

1 - ф
и п

А®э*

Асо

1+ Ф

л/2сг

U,

V

- £ j l

л/2<а

U о 
. 2 (7 1

Ajl
Л°1

Г ъ

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Изменением Uo осуществляется изменение значений М(ти) и М (Т А). Оче­
видно, что M(VX) определяется шириной спектра исходного шумового сигна­
ла. Обычно выбирают такое значение Uq, чтобы М(т) = М(ТА), т.е. средняя 
скважность импульсов q= (ТА +т)/т=2. В этом случае плотности вероятности 
длительности импульсов ти и интервала между ними подчиняются экспонен­
циальному закону (рис. 3.21)

' и  > °р х(т) = м { у хУ м ^ х\

PT{TA = M (v%y M^ TA  Гд>0 (3.58)
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4 , ( tJ

Рис. 3.21 Плотности распределения временных параметров ХИП 
при скважности q=2

Спектральная плотность ХИП при u=Uq и М(т) = М('1\) равна

Н(со) = 1,()М^ тК аМ 2(Ут) . (3.59)
со

Корреляционная функция
\ 1 гг2 -2М(у )|г|

R V ) = - U ue  . (3.60)

Анализ формул (3.59) и (3.60) показывает, что ширина спектра и корре­
ляционная функция ХИП определяются соответствующими параметрами ис­
ходного шума и уровнем отсечки Uo.

ХИП с постоянной амплитудой могут применяться в качестве прямых 
помех или модулирующего сигнала и при этом оказывают эффективное воз­
действие на KPJI, линии радиосвязи и импульсные РЛС, в которых носителем 
информации не является амплитуда сигнала.

3.6. Информационные характеристики сигналов. Энтропия.
Информационная емкость

Информационные характеристики сигналов основаны на известных по­
ложениях, сформированных в теории информации [6, 17, 18]. Примем Pi -  
априорная вероятность наступления некоторого события (например, вероят­
ность того, что ожидаемый символ в передаваемом цифровом сообщении 
впрд= 1), Р 2 ~ апостериорная вероятность этого события (вероятность того, что 
принятый цифровой сигнал является апрм= 1).

Мерой (количеством) информации является величина

I  = log~~”= logР2 log7] . (3.61)
Р\

Формула (3.61), из которой видно, что чем больше /, тем больше неопре­
деленность исхода, представляет собой основное соотношение теории инфор­
мации [1, 18]. Выбор логарифмической функции для количественной оценки 
информации определен свойствами аддитивности логарифмических функций, 
что удобно при проведении вычислений. Традиционно, поскольку теория ин-

77



формации разрабатывалась применительно к двоичным цифровым системам (О 
и 1), за основание логарифма принята цифра 2.

Например, в идеальном случае события «1» и «О» равновероятны и рав­
ны Л(0)=Л(1)=1/2, при / 2(0,1) = 1.

Отсюда мера информации при приеме «1» или «О»

1 = log2^2-!og2̂ = lo g 2l- lo g 2̂  = -log 2̂ = lo g 22 = l [бит].

7=1 бит -  информация о том, что произошло одно из двух указанных со­
бытий, называется двоичной единицей информации. Очевидно, что с ростом 
неопределенности (например, передача и прием нескольких двоичных симво­
лов) количество информации возрастает.

Традиционно сложилось так, что при анализе непрерывных сигналов по­
следние преобразуются к виду, удобному для двоичного информационного 
анализа. Рассмотрим более подробно с информационной точки зрения неко­
торые виды сигналов, применяемых при постановке помех. Пусть сигнал 
представляет собой последовательность из п символов. Количество перебо­
ров, при которых будут иметь место все варианты цифровых сообщений рав­
но N  = / ”, где L -  длина соотношения (количество символов в сообщении).

Если все сообщения равновероятны, то

Р г = 1 / / ”. (3.62)

Количество информации в одном сообщении (вспомним, что /  2 =1)

In = - log2 Р 2 - log2 P \  = -log2( l / / ”) = n-\ogiL [бит].

Среднее количество информации, приходящееся на один символ

/1 = IJn = /2/2 = -  log2L =  log2/  [бит]. (3.63)
n

Пусть в некотором сообщении длиной L= 20 (например, L -  число яче­
ек, выложенных в некоторый прямоугольник 4x5 символов, расположенных 
слева направо и сверху вниз от 1 до 20) разное количество раз сообщается о 
номере ячейки.

Вероятность того, что выпадет один из символов за номером j ,  равна Pj, 
тогда информация о появлении одного символа j  равна /у = - log2 P j ,  информа­
ция о появлении п символов j  соответственно равна / иу = - wlog2 P j. Полная
информация о появлении всех символов j  = 1.. .20 равна

20

720 = - H nj l0ZPJ • (3-64)
2=1

Средняя информация, приходящаяся на один символ равна



Здесь njn  —» Pj при числе п —>оо. Подставив /у в выражение (3.64) полу­
чим с условием (3.65)

I » = - ” E pj l ° g pj ,  (3.66)
j

/ 1 = - 2 > , 1 о § Р , = Я .  (з.б7)
j

В (3.67) //-эн тр о п и я  (неопределенность). Энтропия максимальна при 
равномерном распределении вероятности: Р\ = /Э = .. .Pj = Р т = Уш. Энтропия 
превращается в 0, когда одна из вероятностей Pj = 1 (остальные=0), т.е. неоп­
ределенность полностью отсутствует. Таким образом, формула (3.63) опреде­
ляет максимально возможное количество информации (равновероятность со­
бытий) в сообщении заданной длины L.

Если рассмотреть сигнал как последовательность дискретных величин, 
то можно определить информационную емкость дискретного сигнала. На­
пример, положительный импульс - «1», отрицательный импульс -  «О», дли­
тельность импульса ти, число импульсов в сообщении равно п. Тогда полная 
длительность сообщения Т=п г„.

Справедлива формула/.р = Ути [18], отсюда количество информации в 
сообщении

1п = п = Т1ти =Tfrv. (3.68)
В частности, 1п/ Т =  С  = /ф -  информационная емкость сигнала при дво­

ичном коде, /гр -  граничная частота, или полоса частот сигнала.
При более сложном кодировании число длинных амплитудных уровней 

импульса равно L. Тогда в соответствии с (3.63) и (3.68)

1п = «log2 L = (77 ти )log2L = Тf TV log2L [бит/символ]. (3.69)

Информационная емкость такого многоуровневого (цифрового) сигнала
равна

С =/гр log2T . (3.70)
Информационная емкость может рассматриваться как скорость передачи 

информации. Если импульсы имеют разную длительность, то формула (3.70) 
усложняется [18].

Любой непрерывный сигнал возможно представить в виде последова­
тельности выборок (отсчетов) согласно теореме Котельникова [6]. Можно 
предположить, что f TV = Fm, где Fm -  наивысшая частота в спектре непрерыв­
ного сигнала. Тогда за время Т реализации сигнала имеет место N  импульсов 
(скважность q=2)

N = 2 F mT + \ .  (3.71)
В реальных РТС присутствуют помехи, в том числе искусственного про­

исхождения. Максимальное количество градаций L (длина сообщения) опре­
деляется отношением [17]
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Pc +P,L

где P c, P n - мощность полезного сигнала и помехи соответственно.
В соответствии с (3.66) полная информация в непрерывном сообщении 

за время Т равна

4 Рс + Рп
у  • (3.72)

Iт п log2 L = (:2FmT + l)log2

Предельная информационная емкость непрерывного сигнала будет равна
q  _  Г  _ ^FmT + 1 1 1 Рс +Рп

Т Т 2 Р„

Р  + Р  
Fm\og2 ^ - ^

VI
(3.73)

п п
Не приводя рассуждений, можно перейти от энтропии дискретных сиг­

налов к энтропии непрерывных сигналов через замену суммирования на ин­
тегрирование [18]

ии

Н  = -  |  р ( х )log 2 p(x)dx (3.74)

где р(х) -  плотность распределения вероятности сигнала х.
Рассмотрим примеры вычисления энтропии случайного сигнала.
1. Гармоническое колебание со случайной фазой

х = U 0 cos[o0? + 0 ( 0 ] .
Плотность распределения вероятности равна

р ( х ) =  1

Подставивр(х) в (3.74) получим
Г

2 2 о - х 2

Н = -
-ип

log2 е— 
ж

lyflK\IUq - х 2
-log- - dx =

о -X 2

ип
In 7Г dx

Ы - х 1

ип
1 п^Щ - х '

U l - x 2
■dx

первый интеграл - табличный
ип

f
I 1

dx . х = arcsin —
.2 Uг

ип
п
2 ,

второй интеграл равен
и

г In -Juq — х 2 % %
— ;  0 dx = — In Пп -  —In 2

J Г 2 IT  2 2
о

Окончательно

U 2 -  х 2
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H  = log2 e[ln n  + InU 0-  In 2] = log2 e In
f  \

- U 0 2 0v j
(3-75)

Среднюю мощность сигнала выразим через Р  = Uq /2, тогда (3.75) при­
мет вид

Н  = log2 е 1п-^= + —In Р
л/2 2

(3.76)

Из (3.76) видно, что энтропия растет с увеличением мощности колебания 
(амплитуды).

2. Гауссовский (нормальный) шум имеет плотность распределения вероятности

Р М  = - Т = -
л/27га

(■Х~тхУ
2<з 2х е х

Примем тх = 0. Подставив это выражение в (3.74) и учитывая, что дис-
2

персия -  суть мощность флуктуаций шума Р ш = a .v, получим

Я  = -
со

1° ё 2 е I I---
J л /2 71G,

2а v In

л \
2 at dx =

/ I-------  \
= log2 e In ^ h zo l  + — = log2 y jb ie P ^ . (3 77)

v 2 7

При одинаковых средних мощностях Р ш энтропия максимальна для нор­
мального шума, т.к. амплитуда у него в принципе не ограничена (хотя 
Я(х—» оо) —» 0).

Выводы по главе
1. Основные характеристики случайной величины хф )  -  вероятность Р  и 
плотность вероятности р(х). Числовые параметры случайной величины -  мо­
менты. Для радиотехнических сигналов применяют моменты 1 и 2 порядка: 
математическое ожидание, дисперсия.
2. Согласно центральной теореме сумма большого числа независимых величин 
с ростом слагаемых распределяется по нормальному закону. Случайный про­
цесс задается бесконечным ансамблем своих реализаций. Основные момент- 
ные функции случайного процесса: математическое ожидание, дисперсия, ко­
вариационная и корреляционная функции.
3. Если статистические параметры случайного процесса неизменны во време­
ни, то процесс называется стационарным. Если моментные характеристики 
случайного стационарного процесса во времени и по реализациям совпадают, 
то такой процесс называется эргодическим.
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4. Преобразование Фурье от функции корреляции называется спектральной 
плотностью мощности стационарного случайного процесса. Чем шире спектр, 
тем хаотичней реализация случайного процесса (шума).
5. Реализации узкополосного шума представляют собой квазигармонические 
колебания, случайно модулированные по амплитуде и фазовому углу. Функ­
ции корреляции узкополосного шума представляются в виде произведения бы­
строго и медленного сомножителей.
6. Огибающая узкополосного нормального шума распределена по закону Рэ­
лея, фаза шума имеет равномерное распределение, мгновенная частота распре­
деляется по одномодовому закону.
7. Хаотические спектральные последовательности формируются из широкопо­
лосного шума путем отсечки по амплитуде и преобразования получившихся 
импульсов сложной формы в прямоугольные с фиксированной амплитудой и 
случайными длительностью и интервалом. Параметры ХИП определяются па­
раметрами исходного шума и уровнем отсечки амплитуды.
8. Радиотехнические сигналы могут описываться информационными характе­
ристиками. Мерой информации является величина /, выражаемая в битах, ко­
торая сформирована для дискретных сигналов, но может с учетом дискретиза­
ции применяться для непрерывных сигналов.
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4. ПРОХОЖДЕНИЕ СИГНАЛОВ 
ЧЕРЕЗ РАДИОТЕХНИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

4.1 Спектральный метод анализа. Метод интеграла наложения
Большинство устройств в радиотехнических системах сигнального на­

значения (для постановки шумов) представляет собой сочетание линейных и 
нелинейных элементов. При анализе цепей стремятся к упрощению, т.е. све­
дению всех практических задач к анализу линейных систем, в том числе при­
ближенными методами для нелинейных систем.

Можно выделить следующие методы анализа:
• Классический метод дифференциальных уравнений -  при анализе про­

стейших систем, описываемых дифференциальными уравнениями не выше 
2-го порядка.

• Спектральный метод (для сложных цепей) - метод интеграла Фурье, опера­
торный метод (преобразования Лапласа).

• Метод интеграла наложения (для импульсных цепей), заключающийся в 
отыскании отклика цепи с заданной импульсной характеристикой на про­
извольный сигнал.

• Комбинированные частные методы, адаптированные к конкретным типам 
сигналов и цепей.

С учетом особенностей функционирования станций постановки помех 
более подробно рассмотрен спектральный метод и даны общие характеристи­
ки метода интеграла наложения.

В основе спектрального метода  лежит использование передаточной
функции К  ( /со) цепи, которая представляется в виде четырехполюсника 

(рис.4.1). При этом принимается Ех = U f;x, Л2 = И вых, К (./со) = .
А

11 Л 2

ш 9

Рис. 4.1. Представление передаточной функции четырехполюсника:
Ех, /j -  входные напряжение и ток; Е 2, / 2 - выходные напряжение и ток

Безразмерная величина К  ( j o )  является важнейшей характеристикой че­
тырехполюсника в стационарном режиме при синусоидальном возбуждении. 
Обычно записывают

K ( j o )  = К ( о ) е Мю\  

где К  (со) - АЧХ, (р{со) - ФЧХ четырехполюсника.
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Если на входе линейной системы действует сигнал произвольной формы 
e(t) с соответствующей спектральной плотностью /'(/со), то они связаны ме­
жду собой преобразованием Фурье

л  00

e(t) = —  [ E(j(o)eJ(0t day

Выходной сигнал можно представить в аналогичной форме, но с учетом 
передаточной функции

1 00
e(t )=  — \E ( jc o )K ( jc o )e ja,tdco . (4.1)

—оо

К  {jco) обладает характером весовой функции по вкладу в интеграл (4.1) 
каждой спектральной составляющей. Вычисление интегралов типа (4.1) ино­
гда затруднено. Эти вычисления облегчаются при переходе от действительной 
переменной со к комплексной р  = сг +  jco  [4, 15], которая имеет размерность 
комплексной частоты. Это позволяет устранить ограничения, вытекающие из
требования абсолютной интегрируемости функции ^ ( / ) .

Выполнив замену, получим
1 c + j c o<?(/) = — \k {p )e ptdp ^
J c -jco

-  C + j c o

u(t) = ~  j  Ё(р Ш р У 'Ф  , (4.3)
J  c -

(4.2)

C - J C C

* oo

Ё(р ) == —  \ e ( t ) e ptd p . (4 .4)
о

Формула (4.4) называется преобразованием Лапласа; Ё { р )  - преобразо­
ванная по Лапласу функция; e{t) -  оригинал; (4.2) -  обратное преобразование 
Лапласа.

Выражение (4.3) можно составить путем алгебраизации с помощью пре­
образования Лапласа интегро-дифференциальных уравнений, описывающих 
электрические цепи. Например, пусть имеется цепь из индуктивности L, со­
противления R и емкости С, а также известный сигнал e{i). Искомая функция
-  ток в цепи i { t ) . Уравнение цепи имеет вид

L ^ -  +  ri + - \ i d t = e(t)  (4 5)
ctt с

Искомой функции i(t) соответствует изображение i { p ) .
Рассмотрим последовательно по уравнению (4.5) сначала производную

— . Применив формулу (4.4) относительно тока в индуктивности L, получим 
dt
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00 , x 00 00

ДйГ е = J*e_P^ /(0 = e_P//(̂ )| + P ^i{t)e~pldt
0 0 о

1 ”  = - i { t  = 0) + p i (p )  = p i ( p ) - i ( o).
pi = i

t =0

Аналогично для емкости

О

где С -  постоянная, соответствующая моменту t = О, т.е.

о
При нулевых начальных условиях алгебраизация еще более упрощается: 

при t = 0 ток в индуктивности iL = 0 , а напряжение на емкости ис = 0, откуда

где z (p )  - операторное сопротивление, которое определяется параметра­
ми цепи.

В ряде случаев вместо спектрального метода, заключающегося в разло­
жении сложного сигнала на гармонические составляющие, применяют метод 
интеграла наложения, основанного на разбиении сигнала на короткие им­
пульсы [4]. Метод базируется на импульсной характеристике цепи gi t) ,  пред­
ставляющей собой отклик цепи на воздействие в виде единичного импульса 
s(t). В момент времени t0 происходит суммирование всех коротких импуль­

сов размерностью Et в промежутке от 0 до t0 (рис. 4.2). При А? —» 0 спра­
ведлива формула

Производной к-го порядка /(/;,(/) соответствует изображение p kl { p ) .  В 
итоге интегродифференциальное уравнение принимает вид

z { p ) i {p )  = E{p),

о

еы х (4.6)
о
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О Т Т +  At t  ^

Рис. 4.2. Эпюра входного сигнала

В общем случае, если начало сигнала совпадает с началом отсчета 
времени т , выражение (4.6) запишется как

t

sebiit)= Is(t)^t-r)dT (4.7)
—00

Для реальных цепей g ( t  -  г) = 0 при t  < т . С учетом этого
t t

'v,,,x (0 = J ^  -  т)^(тУг = J s(z)g(t -  т У г . (4.8)

Интеграл (4.8) называется сверткой входного сигнала s(t) с импульсной 
характеристикой цепи g( t) .  Сигнал на выходе в момент t  получается накопле­
нием мгновенных значений входного сигнала, взятых с весом g ( t  — т) 
предыдущее время (рис.4.3).

за все

t - T .

Рис. 4.3. Эпюра, поясняющая метод интеграла наложения

На основании (4.8) можно сделать вывод, что сигнал 5вых (0  на выходе 
линейной цепи определяется как взаимная корреляционная функция для вход­
ного сигнала >s(x) и функции g * { t  — x \  которая является зеркальным отра­
жением импульсной характеристики цепи.

Иногда вместо импульсной характеристики используют переходную
функцию h { t ) , являющуюся откликом цепи на единичный скачок
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h(t)=\g(r)dT,

\ ъ ( Л  (4'9)
г ( т ) Л т

at
При формировании сигналов специальной формы часто возникает необ­

ходимость в преобразовании сигналов, имеющем характер дифференцирова­
ния или интегрирования.

Дифференциальное и интегральное преобразование имеют вид соответ­
ственно

ds(t) 
dt‘ о —Т - ,  (4.10)

•s„»(0 = — \s{t)dT'Г J ’T , , (4-11)

где r0 -  постоянная величина, имеющая размерность времени.
Дифференцирование и интегрирование -  линейные математические 

операции. В реальных цепях они выполняются радиотехническими элемента­
ми типа конденсаторов и катушек индуктивности в сочетании с резистором.

Представим, что в RC-цепи s(t) -  входной сигнал, равный

s( t )  = Ri i t) + J* i ( t ) d t . Обозначим постоянную времени т0 = RC и умножим 

это выражение на С
т 0/ (^) +  |  i(t)dt = С s{t)

Здесь г0 -  очень малая величина, поэтому первое слагаемое стремится к 
нулю. Возьмем производную

dt ’
Откуда

n^ ds(J )  ds(d )Ur =  Rl(t) ~  RC— —  =  T0 — —
dt dt

Таким образом, мы получили дифференцирующее звено.
При больших То первое слагаемое намного больше второго и его можно 

отбросить
. . .  С С s(t)х(t) х —  s(t) =  s(t) = ----- .

x0 RC R
На конденсаторе будет напряжение

Uc=^ \ dt d̂t ~ ^ I s^ dt •

Вариант интегрирующего RC-звена показан на рис. 4.4.
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R

s(t) i(t)

С
—  Uc

b
Рис. 4.4. Интегрирующее Ж7-звено

Аналогично получаются формулы для RL -  цепей. При выходном сиг­
нале, снимаемом с индуктивности, получаем дифференцирующее звено

т di т d  
sebAt) = L — * L  —  dt dt

s(t) =  t .
ds(t) 

dt
Если выходной сигнал снимается с резистора, то получается интегри­

рующее звено

seblxit) = RKt)~— \s(t)dt

Уточним понятие большого и малого значения постоянной времени то. 
При точном дифференцировании спектральная плотность сигнала имеет вид

^ в ы х (ю) = уют05(ю)
Это означает, что четырехполюсник имеет передаточную функцию, со­

ответствующую дифференцированию

K g U ® )  = j m  о- (4.12)
Для точного интегрирования передаточная функция равна

К и О ® ) = — —̂ . (4.13)
о

Реальная передаточная функция (с учетом сопротивления) для диффе­
ренцирующего звена записывается как

R у® т0 До
тоСО« 1; (4.14)

R +
1

= RC-
1 + АСсо 1 + т0До 5

До С
для интегрирующего звена

1

к ( М  =
ДоС

1 +
Д оС

1 +
Т о С О » 1 . (4.15)

4.2. Формирование шума в линейных цепях

Известно, что примерами реализаций стационарных случайных процес­
сов с нормальным законом распределения являются шумы, обусловленные 
атомистической структурой вещества и электричества [1-3]. Для получения
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шума с заданными энергетическими характеристиками его необходимо уси­
лить. Исследование линейной цепи формирования шума сводится к определе­
нию основных статистических характеристик шума: энергетического спектра 
и корреляционной функции.

Связь между энергетическими спектрами на выходе и входе усилителя 
(четырехполюсника) определяется выражением

К ь IX(co) = K 2(coWBX(co). (4.16)

Если входной шум имеет смысл /2(0 , а выходной шум u2(t) , то 
X 2(cq) = Z 2(cq), где Z -  импеданс цепи. В соответствии с теоремой Винера -  
Хинчина [15] корреляционная функция шума на входе цепи равна

00
Rj(  т) = ---- lK ( G ) ) C 0 S G ) T < iG ) .

2 tz J
о

Соответственно при т=0 получается выражение для дисперсии шума

Д,( 0) = ст? = D f.

В линейной цепи закон распределения как входного, так и выходного 
сигнала одинаковый - нормальный. Изменяются лишь дисперсия и корреля­
ционная функция (а значит, и энергетический спектр).

Рассмотрим влияние нагрузок на характеристики выходного шума.
1. Апериодическая нагрузка в виде параллельного соединения R u  С.
Полезное нагрузочное сопротивление шунтируется внутренними емко­

стями элементов апериодического усилителя. Передаточную функцию выра­
зим через импеданс

Z 2(cd) =
R 2

1 + (coCRf  ’
откуда энергетический спектр на выходе цепи равен

/ ч 2R 1e l ()
Ж„(ш)= 0

1 + (coCR)2 ’

где е  = 1.6 • 10“19 Кл -  заряд электрона; / 0 ~ 1 мА - среднее значение
силы тока.

Корреляционная функция
2 2„ . . 1 _ т Г coscoxfifa) eI()R a  fcoscoxt/co

R „ 4 ) =  —  2I<>eR \— , W =  ---------------------------- ■

2л J 1 + (ыСЯ) л J a - + ( 02 , 2(If0
где a=\/RC.

со

\̂ rr\ 2 2
a  + Ю 2 a

CO 7

j* COS Ю ТО Ю  _  71 ^_ a |x |
Учитывая, что J 2 ~ = A e [15], окончательно получим

о
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R u(T) = ^ e ~ R C
2 С

Дисперсия шума (при х = 0)

д 1=ст2 = а 2(0 =

С увеличением интервала т корреляционная функция RtM )  убывает

экспоненциально. При | т\ = (2 ...3 )RC Ru(T)~ ®  . Это означает, что интервал 
корреляции в 2-3 раза превышает постоянную времени цепи RC =ти. При ко­
эффициенте усиления к величина эффективного напряжения на выходе цепи
£/эф вых Щ ф .

2. Нагрузка -  колебательный LC-контур, шунтированный резистором R 
(резонансный усилитель).

RПри большой добротности ( Q -  >>1)

г ^ - д г т .l + (co-coJ X,

где i k = 2n ^ L C  -  постоянная времени; а>р= \I-Jl c  - резонансная часто­
та контура.

Корреляционная функция

2п
2e l()R ‘ 1т COS юх с/оо

+ (со — 0) р  ^ т 2
Р ) к

Введем обозначение Oj = со -  со тогда

Я
eI0R 2 °°Г cos (о^ + оо  ̂)х б щ(T )=£v y  г

71 J
- с о ,

1 + оо2х |

eH R x

п
COSCDpX

00 00 

COS (DiTdCDi
2 2 ~ S m ( D p T

00

1 “
-со.

+  CDi Tk

2 Q

i "-CO ,

, 2 2 + CDi Xk

При Q » 1  слагаемое ®PTk ~ ® P _ 2 < 2 » 1  Поэтому cop  в интегра-

лах можно заменить на -  оо. Второй интеграл (от нечетной функции) равен 
нулю, а первый интеграл в приближении равен
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Корреляционная функция для колебательного контура принимает вид

R„(т ) = е /°Д2
л

2 тгтж. 
coscd Т-— -е х р

V Тк J

e!0R ‘
exp

V Тк J
cosoo^x = eI0R а е

1 1
где a  = — =  затухание контура при шунтировании.

х к 2 R C

Окончательно получаем

R u О) =

а /  = R{ 0) = 2 eI0R :

e!0R

2С
ах

е 1 1 cos (DрТ .

a  e L R
и эф <5

I el^R  

2 С2 2С  ’
График нормированной корреляционной функции шума на выходе ко­

лебательного контура показан на рис. 4.5. Вырезание из равномерного спектра 
входного шума узкой полосы, совпадающей с резонансной характеристикой 
контура (рис.4.6), придает шумовому напряжению на выходе характер ВЧ- 
колебания с медленно меняющимися амплитудой и фазой. Мгновенное зна­
чение шумового напряжения изменяется с центральной (средней) частотой сор. 
Огибающая изменяется медленно с частотой

2лQ =
(2 . . .3 ) т *  '

г(т)

о

Рис. 4.5 График нормированной корреляционной функции 
на выходе резонансного контура



fF(2nt)
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t

Рис. 4.6 Спектр шумового сигнала на выходе колебательного СС-контура

Энергетический спектр при пропускании через полосовой фильтр с цен­
тральной частотой соо и полосой ± Q имеет постоянное значение 
W(со) = Wn .Функция корреляции в этом случае принимает вид

Wn Wf\ г / , , , ,
R (т) = -^ -  }coscordco = —^-[sin^o + -  sin(fi>o ~ - 4 T\ =

2 71 CDq-Q 2 пт

W,
(4.17)

0
пт

sinQrcos^QT.

4.3 Прохождение ЧМ сигналов через избирательные системы

При синусоидальной модуляции амплитуды передача колебаний через 
контур, точно настроенный на несущую частоту, не сопровождается измене­
нием формы огибающей. Имеет место некоторое уменьшение глубины моду­
ляции (рис. 4.7).

М вЫХ _ J   _ ______ 1______
(4.18)

М '  =
М + а

1

1 +
2Q
со п V Р J

Кроме того, происходит сдвиг фазы выходного сигнала относительно 
входного на угол

2Q
ср = arctg Q (4.19)

Это свидетельствует о незначительных изменениях AM колебания. При 
частотной модуляции неравномерность АЧХ и ФЧХ контура оказывает более 
сложное влияние на параметры выходного колебания [4].
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— I - -0.5-

—  ■Q

Рис. 4.7 Изменение глубины модуляции при прохождении ЧМ 
колебания через колебательный контур

Влияние цепи приводит к следующим явлениям
• искажение закона изменения мгновенной частоты и мгновенной фазы ко­

лебания;
• изменение амплитуды полезного частотного отношения (девиации) в за­

висимости от частоты модуляции Q;
• возникновение паразитной AM.

Рассмотрим воздействие на резонансную систему ЭДС с частотой 
со(?) = со0 + со̂  cosQ? Сама ЭДС запишется так е(0  = cos((D(/ + m sinQ t)  ^

где m = ~Q ~ индекс модуляции. Коэффициент передачи к(усо)= к(со)е7ф(̂ю̂

Вид АЧХ и ФЧХ показан на рисунке 4.8, а. Колебательные системы обычно
настраивают на среднюю частоту ЧМ типа со р = ®о . Прямое применение
спектрального метода из-за большого количества частотных составляющих 
затруднено. Поэтому применяют мет од мгновенной частоты  [4] при усло­
вии, что частота Q модуляции очень низка. Это позволяет без больших по­
грешностей определить амплитуду и фазу колебаний на выходе цепи. Предпо­
лагается, что установление стационарных колебаний на выходе происходит 
практически одновременно с изменением частоты колебаний на входе. Это

предположение тем ближе к истине, чем больше период модуляции Т = ^  и

1
чем меньше постоянная времени 1 -  ' .

а Аю0
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К(со), ср(со)
ср(со) К(а>)

2 Аса

2п

4п
т

Рис. 4.8. Вид АЧХ и ФЧХ (а), спектра (б) сигнала и колебания частоты модуляции (в)

Таким образом, первое условие применимости метода мгновенной час­
тоты записывается так

Q
Лео,

« 1

Второе условие применимости (практической)
со„

<1
Лео,

(4.20)

(4.21)

Напряжение на выходе избирательной цепи

иеьА1) = Е 0 Re{sxp{/T(0}- £0 '© )}= E 0K((a)Rq  (exp{/F(0 + q>(©)}),

где i|/(0 = со0t + m sinQt -  полная фаза ЭДС на входе цепи; ср(со) -  аргу­
мент коэффициента передачи цепи. Выделим амплитуду выходного сигнала

U(t) = EqK((E) = Е0к ( щ  + (£)д COS ш )

Мгновенная частота на выходе контура

<’\ ал о = Е + Е =<’\ л о + т . (4.22)
dt  dt

Здесь составляющая ^(t) , которая по условию намного ниже частоты 
девиации £,(t) «  ооц характеризует влияние цепи на частоту колебания на вы­
ходе.
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Если известно уравнение фазовой характеристики цепи ср(со), то

4 ф ( ш ) ]  < % ( < » < , + « > ,  COS П г ) ]

dt dt
При периодической модуляции частоты оо0 функция с,(/ ) -  также перио­

дическая функция времени, которая разлагается в ряд Фурье. При настройке 
цепи на среднее значение вынуждающей частоты со0 фазовая характеристика 
(см. рис. 4.8,а) симметрична с переменой знака, т.е. антисимметрична относи­
тельно ОХ). В этом случае ряд Фурье (см. парагр. 2.2) будет содержать только 
нечетные гармоники Г2, 3Q , 5Q и т.д. Тогда можно записать (с учетом не­
четности функции 4(0)

4(0 = Ci sin + Сз sin + С5 sin 50? + • • •, (4.24)
где в!, s3, s5,... - амплитуды частотных гармоник.
Подставим (4.24) в (4.22). В результате получаем приближенное значе­

ние частоты сигнала на выходе цепи
ювых(0 ~ ®о + cojCosQ? + s1sinQ? + 8 3 sin3Q? + S5 sin5Qt + ... «

« со0 + -J<z>d + s f  cos(Q?-Y)+s3sin3Q? + ... « ^
« co0 + cô  cos(Q? -  Y)+s3sin3Q? + ... .

В (4.25) ef « ( o 2d , поэтому sf отбрасывается, a

1 = arctg—  (4.26)

представляет собой фазовый сдвиг (запаздывание) сигнала.
Таким образом, влияние цепи на характер колебания сказывается в фа­

зовом сдвиге У и возникновении нечетных гармоник. Последнее обстоятель­
ство имеет наиболее значимое влияние.

Рассмотрим одиночный колебательный контур, передаточная функция 
которого определяется выражением

1

irr • \ 7®с
= ^  у — , (4.27)

Д[1 + Х ® - ® о К ]
где соо -  средняя частота, тк =1/2Асоо - постоянная времени колебательно­

го контура.
Учитывая, что со -  со0 = со̂  cosClt и «  cd0 , можно записать (4.27) в 

форме

К ( М « g ------ —  = , g  (4.28)
7(l + 7G)gTt cosQ0 ^ l  + (cogTt cosQO

где ф = - — + arctg(pdxK cosQc)
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На основании (4.23) найдем £(/)

т = ^ =
Qcdoi ,  sinQ t

dt 1 + ю 2т , 2 cos2 Q t '5 Л

По аналогии с выводом формулы (1.10) из гармонического анализа пе­
риодических сигналов получим выражения для гармоник е\, £3

- 2 п
е \ = — f^(/)sin Qtd(Qt) ,

71 о
- 2 п

£3 = — [£(?) sin 3Qtd(Qt) .
71 J

(4.29)

о
После интегрирования получаются следующие окончательные значения

2
£1 =

8з -

тхк 

2

(д/пью^т|" -1),

а - 1 (4.30)
тхк 2 2

Фазовый сдвиг первой и второй гармоник ЧМ колебания в резонансной 
цепи определяется исходя из выражения (4.26)

у  = arctg £ l
со„

arctg
niCOgTk V

Ф  + c o l l i  -1' g l k (4.31)

В (4.31) под знаком arctg находится коэффициент гармоник К г\ на час­
тоте Q. На частоте 3Q коэффициент гармоник получается равным

з

К гз=-
8 3 2 1 +  с о 2 т |

&g т “ Л
(4.32)

На рисунке 4.9 представлен график зависимости , показы­
вающий, что коэффициент гармоник на частоте 3/2 возрастает по квадратич­
ному закону с ростом частоты девиации и постоянной времени.

При ЮЛ, « !  формулы (4.31) и (4.32) упрощаются

у ~ О т к, (4.33)

(® Л ,)3К г 3 Ат
(4.34)

При ~ * 1 ( т » 1 ) ,  т е. при девиации, равной полосе пропускания
контура, формулы (4.33) - (4.34) дадут результаты
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0,8
Y = (4.35)m 5

(4.36)m

1 ̂ тКгЪ

0.06

0.04

0.5 1.0 1.5

Рис. 4.9. График зависимости т К г3 от a d z

Из полученных результатов можно сделать вывод, что если применим 
метод мгновенной частоты, то предельные искажения в одиночном контуре не 
превышают долей процента.

Паразитную амплитудную модуляцию рассмотрим качественно (для ре­
зонансной частоты соо = сор). Из рис. 4.10 видно, что основная частота измене­
ния огибающей амплитуды U  равна 2Q, а сама амплитуда зависит от доброт­
ности контура. Такой вариант анализа относится к случаю относительно мед­
ленного изменения частоты, не выходящей за пределы полосы пропускания 
колебательного звена. Вместе с тем в системах постановки помех широкое 
распространение получили такие устройства, в которых используется качание 
частоты колебаний в достаточно широких пределах, когда неизвестно точ­
ное значение частоты подавляемой РТС.

Зададимся значением входной ЭДС

s(t) = Eq cos сор н------
V JУ

t >0. (4.37)

Для удобства анализа примем амплитуду E q — 1 . Частота со в этом вы­
ражении будет меняться по линейному закону

\  У

т.е. скорость изменения частоты равна р .
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П t

П t
Рис. 4.10. Появление паразитной амплитудной модуляции 
при прохождении ЧМ сигнала через избирательную цепь

Определим сигнал на выходе избирательной цепи с заданными значе­
ниями резонансной частоты с о р и полосы пропускания А с о р . Полоса пропуска­
ния конечна, поэтому частота с о ( 0  будет меняться не в пределах от c o i  до с о 2 , 

а в пределах полосы пропускания от со, до со, в промежутке времени A t =  t 2 -  t i

(рис. 4.11). Приравняем А с о о  к а=1/тк. За счет пилообразного качания частоты 
процесс можно считать периодическим.

со
2Дш = 2 а

со0 = со
СОц

1 А*  1

Рис. 4.11. Пилообразное качание частоты

Применение спектрального подхода представляется нецелесообразным 
из-за его сложности. Считается, что более эффективно применение метода ин­
теграла наложения [4]. В качестве избирательной цепи берем одиночный ко­
лебательный контур. Выходной сигнал снимается с емкости Ueblx(t) = Uc (t).

Введем следующие обозначения: сор - резонансная частота контура; со0 
- центральная частота спектра сигнала; Л с о п = с о „  - с о ^  -  отклонение резонанс-
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Q = со -  со „ - откло-нои частоты относительно центральной частоты сигнала; -- -  —р
нение текущей частоты сигнала от резонансной.

С учетом обозначений текущая частота может быть записана как
со =соо + £2 = С0р + Дсо0 + £2. (4.39)

Коэффициент передачи контура
k (j (£>)=k \j ((d p + Дю0 + о ) ] = ^ 1[/(Дсо0 + п )] . (4.40)

Как видно из (4.40), вводится некоторый коэффициент K l \ j  (Д<э0 + Q)], 
где аргументом является £2 , Дсо0 имеет смысл постоянного параметра, при 

этом Дю0 « Дюк ( Доок -  полоса пропускания резонансной цепи). Будем счи­
тать, что добротность Q настолько велика, что в полосу Дсок не попадают гар­
моники с частотой 2 £2 , 3 £2 и т.д.

А щ  + £2
« 1.

со,

В этом случае передаточная функция для колебательного звена будет 
иметь вид

1

K(j(D) =
J & C

R  +  j(aL  н—
1

усос

1 = со ;
LC р '

со pCR

1 ®PQ 

j

1
со

1+ JQ
2 (Д со 0 +  £2) (Д со0 +  £2)

со СОСО,

со L
^ ~  = QR *

Q
j

1

1 +  7
2 (Д со 0 +  О )

со.
Q

(4.41)

Введем понятие обобщенной расстройки
а = 2(Лш „+П)е

со.
(4.42)

Тогда (4.41) примет вид

К 1 Q 1
7 1 + Р

В соответствии с преобразованием Фурье запишем выходной сигнал в 
форме, когда интегрирование ведется только по положительным значениям со

^вых(0 = Ке-
00

— [s((A)K(j(i))eJC0td(i)
71 J

Сделаем замену
S((d)= S((d0 +П) = 5 1(П).

(4.43)

(4.44)
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В этих новых обозначениях (рис. 4.12) спектральная плотность 5, (£2) 
выражена через разностную частоту Q , принимающую положительные и от­
рицательные значения. Подставим в выражение (4.43) значения К\ и S\ из 
(4.40) и (4.44). В результате получим

^вых = Re

00- [̂(0)̂1 [у (Лю0 + Ще]П{ ■ dQ
71 J

J&t

—оо
(4.45)

S(co)

-  со.

-Q

СО

>  Q

Рис. 4.12. Переход от передаточной функции в области положительных значений со0 
(по отклонению Q текущей частоты со от резонансной со )

Пределы ±°о взяты в предположении, что при высокой добротности (см. 
рис. 4.12) K(jco) и АГу[/(Асо0 +Q)] уменьшаются быстрее, чем Q становится
соизмеримой с | coo I - Таким образом, достигается «укорочение» записи выра­
жения (4.43) для любых типов сигналов (в том числе ЧМ и в виде 8-функции) 
при прохождении сигнала через цепь с большой добротностью Q.

Очевидно, что укорочению записи передаточной функции соответствует 
и укорочение записи тесно с ней связанной импульсной характеристики. Учи­
тывая, что спектральная плотность 8-функции равна 1 {S\{0)  = 1 ), можно по­
лучить следующее общее выражение для импульсной характеристики
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g ( t )  = Re У® <У
GO

-  k l [ 7 ( A
71 J

со о +  С 2 ) ] е у ш  • dQ

Re
C + JGO

2e j a 0t
—  f  A T i[(>A ci>o + P ) ] e p' - dP  J2%j

с - J  GO

(4.46)

Очевидно, что g (0  зависит от cop, но при принятых ограничениях вы­
ражение (4.46) удовлетворяет требованиям к точности проводимого анализа. 
Для одиночного резонансного контура в соответствии с (4.41) и (4.46) полу­
чим точное окончательное выражение

оо„
g ( 0  = — exp 

ю.'ее

t

Ч  sin®св*

где - VZc резонансная частота; юсв - LC  4 L1

(4.47)

-  частота свободных

2 L 2 Q
колебаний; ък -  —  -  у— -  постоянная времени колебательного контура.

г со.

Для получения укороченного выражения для импульсной характеристи-
2 Q

ки введем величину тk = — 5 a в (4.46) заменим на р.  Тогда (4.46) пере-
со.

пишется

g(  0  = Re 2е
c+J«> — е р dp

/«V х Г J
л ь-rj^

- 1 -Inj 4 1J  С — J0о2Т/ «Л» 1 + (УА®о + Р)И
(4.48)

Подынтегральная функция имеет один полюс в точке р \=  -[(\ It)+j Лсоо\. 
Вычет в данной точке

ехр
YQSi = V T k  J

ехр(-у'АсУ00
Ч

Таким образом

g{t)  = Re 2еУ®о f Q (

е Tk e~JAa О* 

тк 20  тк
е sin(co0 -  Aa>o)t. (4 49)

Ч

Учтем, что 2Q/tk=cop, coq-Acoq =сор. Тогда
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g(t) = (йре s in  со ( 4 .5 0 )

При добротности Q » 1  частота cop«coCB, т.е. выражение (4.50) мало отли­
чается от выражения (4.47). Поскольку а  «1/т, то можно записать

g(t) = сосъе ^sin  a?cbt. (4.51)

На рис. 4.11 через At обозначено пребывание мгновенной частоты co(t) в 
полосе пропускания контура 2Аа>о=2а.  При сигнале (4.37) и импульсной ха­
рактеристике (4.51) получим в соответствии с (4.6) следующее выражение для 
выходного сигнала

SH1 (® 1
(Зт2

р г +  2
+ сopt ■ dx (4-52)

В (4.52) частота со о заменена на частоту coi Это означает, что частота 
входного сигнала может отличаться от соо. Существует выражение для (4.52), 
которое удобно для интегрирования [4]. Оно имеет вид

со
(0 = ~ ^ е Im-

г l ) ^
I (4.53)

Показатель степени в подынтегральном выражении можно дополнить до 
квадрата суммы

УРС +  [а  -  у (со -  сох )}и +  d 2 -  d 2 = Ш--х + d
\ 2

d 2 = ¥ - d 2,

а - Д ш  - © J  П р
d =------ )=+=-------£ = J - - x  + d.

V 2г д е '  “  4 Ш

Тогда выражение (4.53) приведется к виду

Ueblx(t) = ̂ f e ~ atIm
t IJ—т+аejmpt-d2 j e{V 2 dx > = ® Р _ е ~ м  Im< 

2

|  2  jmpt - d 2
l l f T+d

j e ^ d ^

0

Примем co(z) = e 1 + V_
л/л

j' ee  d^

.(4.54)

. Такая функция табулирована [15], а в

качестве Z\ и Z2 могут быть приняты верхние пределы интегралов
a - j i& p -G , , )

d = Zj = ■
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l M , + d = Z 2 = M + a - ^ - ^ >

После подстановок получим окончательное выражение
1

= U(t) COS

2л/2 VP

fit2

j y f j
eZl Zl со(Z2) -  co(Z ,)]

co  ̂+ • + cp(0

(4.55)

Если представить, что coi=0, то можно получить эпюры относительных 
значений огибающей (с учетом того, что UBbIX max/E0= 1) для различных значе-

ОСний параметра —j= (рис.4.13). При линейном изменении частоты co(t) обоб-
\Р

„ ,^ _ 2(Р _
Q . Причем, прищенная расстройка пропорциональна времени со

t=0 отклонение Аа>(0) =-сор, расстройка а(0) = -2Q. В момент времени ?=сор/р
ОС(cy(t) проходит через сур) получим Aco(t)=0, c/(t)=0. При - = —» °о (т.е. при /?-»0,

л/Р
когда скорость изменения частоты стремится к нулю) кривая представляет со­
бой обыкновенную резонансную характеристику (стационарный режим). С

ауменьшением отношения —j= резонансная характеристика контура меняется:
л/Р

размывается и смещается вправо (при положительной р)  или влево (при отри­
цательной р). При больших Р  появляются осцилляции из-за сложения вынуж­
денных колебаний соо (или coi) и собственных колебаний контура (сосв).

—  = 0,5

a(t)■5 0 5
Рис.4.13. Эпюры относительных значений огибающей при различных значениях па- 

■Ja
раметра
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4.4. Передача сигналов через линейные цепи с переменными 
параметрами

1. Импульсная и передаточная характеристики цепи 
В составе линейного четырехполюсника часто имеют место элементы, 

параметры которых являются функциями времени. В таких цепях в процессе 
некоторого промежутка времени характер зависимости sl!hlx f(s,.x)  меняется. 
Соответственно частотная передаточная и импульсная характеристики также 
являются функциями времени (рис.4.14)

K(jco,t)

Рис.4.14. Четырехполюсник с переменными во времени параметрами

Рассмотрим импульсную характеристику параметрической цепи. Здесь 
t\=t-r -  интервал между моментом т приложения единичного импульса и мо­
ментом t. Наблюдение выходного сигнала gftJ\J определяет величину отклика 
в момент t на единичный импульс, подаваемый на вход цепи в момент r=t-t\. 
сигнал s(t), то в соответствии с принципом суперпозиции выходной сигнал 
будет равен

00

* в ы х ( 0 =  \ s ( r ) g ( t , t { ) d T .  ( 4  5 6 )
—  00

Эта формула может быть записана
00

w (  0  = \ ^ ( t - h ) s ( t A ) d h- (4.57)
—  00

Для физически осуществимой цепи g(t,t\)=0 при 1\ /-г<0 (т.е. при x>t). 
Окончательно запишем

t
seux(  0 =  \ s ( T ) g ( t , t i ) d T .  (4.58)

—  00

Перейдем к рассмотрению передаточной функции . С этой це­
лью обратимся к выражению (4.57) и представим функцию s(t-ti) через об­
ратное преобразование Фурье:

00

s(t - t x) = — [̂(w)̂-7®̂-̂ ^
271 J

—00

где . спектральная плотность сигнала s(t).
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Теперь выражение (4.57)можно записать следующим образом с исполь­
зованием преобразования Фурье

Г пп Л
00

’ вы х (0 = 1 L  h ) e

Mt-tо
2л

\  —00

d(£> g(t ,  ti )dti =

00 (  00

j n ' e - M d t o

—co\—co
00

g { t , t x)dtx =

00

=  2 л  j e

(4.59)

d(D .

Внутренний интеграл представляет собой преобразование Фурье от ин­
тегральной характеристики, что по аналогии с преобразованием Фурье для 
сигнала можно представить как функцию передаточной характеристики че­
тырехполюсника К  (jco,t).

В результате получим выражение, аналогичное (4.1)

3 б Ь / Х '.(0  = —  \ S ( c o ) K ( jc o d ) e jcotdco.
—  00

Выделим внутренний интеграл в (4.59):
#  00

K { jc o , t )  = \ g ( t J l )e~jcotld t l

(4.60)

(4.61)
—00

и назовем его передаточной функцией линейной системы с переменными па­
раметрами.

В сложных цепях строгое определение передаточной функции K (jo) , t )  
является трудоемкой задачей, поэтому для каждого конкретного случая при­
меняют различные методы упрощения, исходя из медленности изменения

K ( jo ) , t ) и особенностей структуры цепи. Кроме того, для определения пере­
даточной функции параметрической цепи необходимо знать импульсную ха­
рактеристику этой цепи. При определении импульсной характеристики ис­
пользуют дифференциальное уравнение системы в виде

d ng ( t , r )
а п if) ■

d n  ̂и!t г!
+ а п_х ( t ) --------------- + ... + *о (t)g(t ,  г)  = S(t -  т) (4.62)

d t n d t ‘
где a/t)  - коэффициенты, являющиеся функциями времени (в линейных 

цепях они являются постоянными величинами); d(t-x) - подаваемый на вход 
единичный импульс (^-функция); g(t, т) - отклик цепи на единичный импульс 
в момент t= т.
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Поскольку d(t-i) =0 при / г, то общее решение можно искать из одно­
родного уравнения

/ ч d ng(t, т) d n~l g(t ,T) ч Л
an (t) ------ -----+ ------ —j—  + ••• + а о ( О ё ^ ’т) -  0 (4.63)

d tn d tn~l
при условии, что до момента приложения 5(t-x)- импульса в цепи отсутство­
вали токи и напряжения.

Общее решение однородного дифференциального уравнения п-то по­
рядка представляет собой сумму из п линейно независимых частных реше­
ний [15]

п п

g(t, т) = Z Vi (О =Z Vi (t, т) 5
i=\ i= 1

где Ф/ (T) - значения частных функций, зависящие от начальных усло­
вий. В практических задачах обычно ищутся решения уравнения не выше 2- 
го порядка.

2. П реобразование спектра сигнала в параметрической цепи
При формировании специальных сигналов используют преобразование 

параметров цепи по некоторому периодическому закону. Например, перио­
дическое изменение емкости по пилообразному закону с частотой Q .

Соответственно будет меняться и передаточная функция K(j(D,t). 

Представим функцию K(j(d,t) через ряд Фурье

^ О сО ,0 = ^ оО®)+^10®)С08( ^  + ^1 )+ ^2 0 ® )С08(2^  + ^2) +
cos (iflt + x¥j ) + ...

В (4.64) K 0(j(o), ^ (/со ), ..., Kjijcd) - не зависящие от времени коэффи­

циенты. Произведение ^ ;(yo)cos(/Q?+ VF;) образует i-ю параметрическую 
цепь, представляющую линейную цепь с постоянными параметрами, допол­
ненную устройством, изменяющим коэффициент передачи по закону 
cos(/Qz + Ч*).

Основываясь на выражении (4.64), любую параметрическую цепь мож­
но представить (рис. 4.15) в виде параллельного соединения четырёхполюс­
ников с передаточными функциями K t (yco)cos(zQZ + Ч ()
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к(&У'н

Рис. 4.15. Представление передаточной функции параметрической цепи

Входы на схеме подключены параллельно, а выходы -  последователь­
но, т.к. необходимо, чтобы выходной сигнал представлял собой сумму на­
пряжений, снимаемых с суммарного выходного сопротивления. Такое пред­
ставление передаточной функции позволяет легко установить характер пре­
образования спектра сигнала в параметрической цепи. Разберем простейший 
пример, когда на входе цепи имеется гармоническое колебание с амплитудой 
U  = 1 и частотой со.

s(t) = coscot = Rc ejat. (4.65)

Сигнал на выходе 1-го четырёхполюсника равен

5овых (0 =  R e  [ко 0 < * У "‘ ] = Re [к0 (со>/ф"е<ш \ = KQ ( o ) c o s (cot +  cp0 ) .

Передаточная функция 2-го четырёхполюсника имеет вид 

Кх (yoo)cos(Q t + 'P j ) = Kx (co)eM c o s (Q t + ^  ) .

Тогда сигнал на выходе 2-го четырёхполюсника будет равен

51вых ( 0  =  R e [ ^  ( с о У 'е ^  cos(Q ^ +  )] =  Кг (co)cos(cc)t + qy )co s(Q ^  +  ) =

= \ К Х (co){cos[(co +  +  qy +  'P j ] +  co s  [(о  -  +  qy -  4 ^  ]}.

Таким образом, сигнал 51Вых(0 представляет собой две боковые спек­
тральные составляющие с комбинационными частотами со + Q  и со -  Q .

По аналогии сигнал на выходе /-го четырёхполюсника можно записать 
в виде

^вых(0 = i Kt (®){cos[(cd + zQ > + ф,. +  %  ]+  c o s [(ш -  zQ> + ф,. -  % ]}.
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Результирующий выходной сигнал является суммой п выходных сигна­
лов

^вых(0 = ^о(®)с08(ю? + фо) +

+ ̂ ^^(cd){cos[(cd + /Q)?+ Ф г + xpJ+cos[(<jo-/Q)? + срг -Ч* ]}. (^.66)
i=1

Выражение (4.66) определяет следующее свойство параметрической це­
пи: при изменении передаточной функции по любому периодическому зако­
ну с основной частотой Q гармонический входной сигнал с частотой со по­
сле преобразования образует на выходе цепи спектр, содержащий частоты оо, 
oo±Q, oo±2Q, oo + zQ и т.д.

Если на вход цепи поступает сложный сигнал в диапазоне [col5 со2], т0 
данное свойство будет иметь место для всех спектральных составляющих в 
этом диапазоне. Поскольку цепь является линейной, то взаимодействия меж­
ду составляющими в диапазоне [cOj, со2] не будет по определению.

Рассмотрим более подробно формулу (4.66) на примере линии задерж­
ки, изменяющейся во времени по закону т(7) = т0 (1 + w cosQ ?). Передаточная 
функция четырёхполюсника равна

k ( j  оод)= e“>T(0 =ехр{- yooTofl + mcosQz1)}.

На вход подается гармоническое колебание s(t) = Re(e7“?). Выходной 
сигнал будет равен
i Bb]s( /)  =  R е ^ б 'с м У " '  }= R e p - '“ 'o(1+” °“ D')e /”' }= cos{<»(/-T0)-m <»T0 c o s f i } .

Получается фазомодулированное колебание, в котором фаза зависит от 
частот Q и со. Мгновенная частота колебания равна производной от фазы по 
времени

со(t) = co + /wcoT0Q sinQ ? = co(l + /wQi0 sinQ?).

С учетом разложения ^(усо) в ряд Фурье спектр колебания на выходе 
четырёхполюсника будет содержать частоты оо и оо ± /Q , / = 1,2,3,... Ампли­
туды составляющих спектра зависят от параметра М  = /жот0, который имеет 
смысл индекса модуляции при УМ.

Другой вид параметрической цепи - колебательный контур с периоди­
чески изменяющейся ёмкостью. Дифференциальное уравнение, описываю­
щее колебательный контур из элементов с постоянными параметрами

C — +ri + —  [idt = /  (t) 
dt С J •

Для параметрической цепи это уравнение будет иметь вид

C^ Y t + r i + ~ (̂f) \ Ш + Г№  = . (4.67)

При решении интегродифференциальных уравнений для параметриче­
ских цепей удобно перейти к дифференциальному уравнению с переходом от
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неизвестной переменной i{t) к заряду q{t): q(t) = ^i(t)dt. Тогда уравнение
(4.67) примет вид

dt2
r(t) +

dL{t)
dt dt c(0 (4.68)

Так как переменной является только ёмкость С, a L и г постоянные, то
(4.68) можно записать

r d  q(t) dq(t) q „. . L— + r J + ——  = f { t ) (4.69)d r  dt С {t)
Приведем (4.69) к канонической форме поэтапно. Сначала введем зна­

чение переменной емкости

о д  =
С

1 + m c o s C l t '

Разделим (4.69) на L, введем коэффициент затухания а = —  и резо-
2L

нансную частоту при отсутствии параметрического воздействия

СО р  =  COq =
1

L C q при т =  О

Получим неоднородное уравнение
d 2q ^ г dqit) ^ q(1 + m cosQ t ) 1
d t L dt LCo L

или
d 2q t d q f )  i q{\ + m cos f i t)  _  1

I ^ ОС I / I. /
d t L dt L C q L

Сделаем подстановку
-atq = ye ,

которая предназначена для исключения из (4.70) производной от q. 
Тогда первая производная от q равна

f dy

(4.70)

dq dy _at _at —- = —  e - a y e
dt dt V

- a y  
dt j

- a t

Вторая производная от q равна:

- a t  . 2 ____ - a td 2q d y  _ 2 a ± e-«,+ a > „ ,  =
dt d t dt

^ d 2 у  ̂ dy 9 Л 
—— - 2 a ---- ha у

ydt dt j

(4.71)

(4.72)

Подставим (4.71) и (4.72) в (4.70)

d у  „ dy ? — 2a —  + a  у
dl‘ dt

e~at + 2a dy—  - a y  
dt

- a t + ®0 (i + m cos Q/)>'i - a t  f i f
e = — .(4.73)

Далее после сокращения одинаковых противоположных по знаку чле­
нов получим
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d 2y  

d t1
- a  y  + 2 2 (Oq +G)QmcosQt У:

Д О
Le - a t  ,

И Л И

d  у 
d t 2

( ® o - a 2 )I 2 ^  / ( O ety + yGiQincosQ.t =
L

a t

(4.74)
2 2 2В (4.74) ю0 -  a  =(DCB есть квадрат собственной частоты контура в от­

сутствие модуляции емкости; a

времени контура.

1 СО,

2 L т. 26
затухание; тк - постоянная

Q t
Введем понятие безразмерного времени Т = — . Для удобства даль-

5 4со1 2тю>1неишего решения обозначим о = — —, s = ---- — . В результате неоднородное
СУ СУ

уравнение (4.74) примет вид

У" + [б + s cos 2 т\у = ехр
СУУ

2a Т

V Q / f 2Т_л
у Q у (4.75)

2 ТЕсли сигнал на входе отсутствует: f{t )  = /I —  I = 0, то (4.75) переходит в

эазработана [15] 
.У = 0 . (4.76)

уравнение Матье, теория которого хорошоy" + [5 + scos2r 
Общее решение уравнения (4.76) имеет вид

у  =  А е ' 1' ц , 1( т ) + В е - ' 1' ц , У Т ) ,  (4.77)
где А  и В -  некоторые постоянные; (р, (/) и ф2(/) - периодические функции с

_ СУ0 2%
периодом л или 2% (т.е. ~^~ = 7Z ^  = ~Q ^  " показательь зависящий от

8 и 8 .
Перейдем от величины у  к заряду q и от безразмерного времени У к /

q = ye - a t
Q—(4-a \t

A e K l '  cpj
^ о Д

у  Be

2a
Из (4.78) следует, что если |ц(е, б)| то одно из слагаемых неогра­

ниченно возрастает с ростом t. Это означает, что решение уравнения (4.78)
2а

неустойчиво. Такая цепь может работать и как усилитель (при |ц| < ) и как

Q—(4 +a  \t

ф2
^ о Д

(4.78)

генератор (при 2а> — ). Точное вычисление величины ц требует сложных

вычислений и графоаналитических построений [4, 15,18].
Таким образом ясно, что для возбуждения колебаний требуется, чтобы 

частота С2 изменения емкости была определенным образом связана с часто-
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той собственных колебаний сосв контура, а глубина модуляции емкости т -  с 
затуханием контура. Для решения задачи параметрического усиления основ­
ное значение имеет характер воздействия внешнего сигнала на изначально 
устойчивую систему.

4.5. Воздействие гармонических сигналов на параметрические 
системы со случайными характеристиками

Исследование статистических характеристик сигналов на выходе ли­
нейных систем со случайно изменяющимися параметрами -  одно из основ­
ных направлений при создании и анализе специальных сигналов [4].

Рассмотрим два типовых примера воздействия гармонических сигналов.
1. Случайная амплитудная модуляция

На вход цепи (рис. 4.16) подается сигнал S(t)  = U 0 cosc o j  - гармониче­

ское колебание с амплитудой U  о и частотой <3)0 . Случайная функция х ( ()? 
описывающая коэффициент передачи модулятора, принадлежит ансамблю 
реализаций стационарного случайного процесса X ( t ) . Будем считать, что за­
данными (априорно известными) являются математическое ожидание тх и 

функция корреляции Rx( t )  модулятора.

S(t) = U0cosa)ot ^  ^ S Bblx(t) = y(t)
— — >

Т
x(t)

Рис. 4.16. Упрощенная схема случайного амплитудного 
модулятора

Исследование цепи проведем с помощью корреляционного метода, суть 
которого заключается в получении корреляционной функции и дисперсии 
выходного сигнала.

Выходной сигнал модулятора SBblx (t ) = у(  I ) является реализацией слу­
чайного процесса Y (t)  и описывается выражением

y(t )  = x ( t ) -U 0 -cosgV • (4.79)

Математическое ожидание такого гармонического колебания 
ту = у  = 0 5 так как независимо от величины математического ожидания

{т х = 0 или тх ф О) усреднение функции cosco0t дает нулевое значение.
Функция корреляции выходного сигнала имеет вид

Ry (т) = y ( t )  ■ y ( t  + т) = U q x(t) ■ x(t + z )cosa)0t ■ cosa)0(t + т). (4.80)

Распитием в (4.80) произведение косинусов через сумму косинусов
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COS 00Qt  • COS CD0 ( t  -  T) =  ~  [cos (D0 (2 1 +  t )  +  COS Ю0т]

После усреднения по времени правая часть последнего выражения при­
обретает вид

co s ю 0(2 1 +  т) +  co s  ю 0т
2

= — cos ю 0т

о
В результате усреднения получим окончательное выражение для функ­

ции корреляции

R y (T) = ^ U 20 x ( t ) -x ( t  +  T)coscQ0T (4.81)

Следует отметить, что находящееся под знаком усреднения произведе­
ние является ковариационным моментом случайного процесса X(t)

К х (т)  = M [ x ( t )  • x( t  + т)]  = R x (т)  + т ] , (4.82)

в котором величины Ах(т) и  т] априори известны.
Из (4.81) и (4.82) получаем окончательное выражение, связывающее 

функции корреляции выходного сигнала y(t) и случайного коэффициента пе­
редачи:

Ry ^  = \ и 0 [R x(т) + m l  ]cos ° V . (4.83)

Дисперсия выходного случайного процесса:

<4(т) = д,(°) = 4(/о И  +ml \  (4.84)

Анализ выражения (4.83) показывает, что если реализации X(t) изменя­
ются существенно медленнее сигнала s(t) (£2х«а>0), то выходное колебание 
является реализацией узкополосного случайного процесса. Особенность кор­
реляционной функции выходного сигнала заключается в том, что если мате­
матическое ожидание тх ^  0 5 то при интервале корреляции т —» оо /(. (г) ^ 0.

Спектр мощности процесса 7(0, т.е. спектральную плотность мощности 
можно определить в соответствии с теоремой Винера -  Хинчина по формуле 
[18]:

со со

(сэ) = J  Ry (z')e~J(OXdT = — U 0о 2х j*i?x ( t ) c o s  ( c o q T ^ o s  ( c o t  }dz +

—  CO — CO

1 : 2  Л  ,  4 .  (4.85)+ —U 0 mx j c o s  (COq T ) d r  .

CO

После преобразований формула (4.85) примет вид
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w №  = \ u2o °

| и 20т 2хтг[д(со0 +со) + д(со0 -со)]

сю сю

|  r x ( t )c o s ( cq0 +  co jT ch  +  |  r x ( t ) c o s (co0 -  co jT ch +

(4.86)

где : W  =
*xM

o.
коэффициент корреляции функции случайной моду­

ляции.
Примерный вид графиков функции корреляции и спектральной плотно­

сти мощности выходного процесса, описываемых соответственно формулами 
(4.83) и (4.86), показан на рис. 4.17.

г

а о

а) б)
Рис. 4.17. Примерные виды графиков функций Ry(r) (а) и Wy(a>) (б) 

при случайной амплитудной модуляции

На выходе случайного амплитудного модулятора присутствуют две 
спектральные компоненты
-  непрерывная, обусловленная случайными флуктуациями амплитуды.
-  дискретная, которая соответствует прохождению на выход немодулиро- 

ванного несущего колебания.
Дискретной компоненте спектра соответствуют гьфункции на частотах

Ш
±coq. Чем больше отношение — , тем значительнее доля дискретной состав­

а х

ляющей.
Если X(t)~ случайный процесс, то, как проиллюстрировано на рис. 4.18, 

огибающая узкополосного процесса на выходе параметрической цепи с шу­
моподобным коэффициентом передачи x(t) есть результат нелинейного без-
инерционного преобразования случайного процесса X (t): Uy (D = \U„x(l) |.
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Рис. 4.18. Форма сигнала на выходе случайного амплитудного модулятора

2. Случайная угловая модуляция
В результате флуктуации передаточной функции модулятора возникает 

выходной сигнал

Формула (4.87) соответствует модуляции фазы сигнала 
4 ) = и ,  cos(co0t + 90) по случайному закону.

Корреляционная функция выходного сигнала

после преобразования сводится к сумме слагаемых под знаком момента ус­
реднения

Первое слагаемое в (4.88) имеет в аргументе co0t , что соответствует ко­
синусу четной функции. В результате усреднения это слагаемое обращается в 
ноль. С учетом второго слагаемого окончательно получаем

Если т —̂ 0 , то Hm cos(x(t  + т) -  x(t))  = 1, a Hm sin(x(t + т) -  x(t)) = 0 .

мощности гармонического сигнала на входе модулятора.
По аналогии с предыдущим примером можно сделать вывод: если слу­

чайный процесс X ( t ) ,  описывающий коэффициент передачи модулятора, об­
разован медленными реализациями (П х « со0), то сигнал на выходе модуля­
тора -  узкополосный случайный процесс с центральной частотой со0.

При этом если случайный процесс X { t )  является гауссовским, то спра­
ведлива следующая формула, которая выводится из выражения (4.89)

(4.87)

Ry (т) = UgM{cos[co0t + x(tj\:os\co0(t + т) + x(t + Tj]}

Дисперсия сигнала Ry (0) = = <jy т.е. дисперсия шума на выходе равна
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Ry CO = ~ y  ■ exp{- a  J [l -  rx (t)]}cos co0t. (4.90)

Энергетический спектр такого сигнала повторяет спектр сигнала со слу­
чайной амплитудной модуляцией, описываемый формулой (4.85).

2
При дисперсии входного сигнала <тх » 1  выходной сигнал со случай­

ной угловой модуляцией становится широкополосным, а дискретная состав­
ляющая спектра исчезает. Непрерывная составляющая энергетического спек­
тра вблизи центральной частоты со0 описывается гауссовской функцией

( 4 ' 9 1 )

где сгх - среднеквадратическое отклонение входного сигнала; /""(О) -
вторая производная от коэффициента корреляции при т = 0 , соответствует 
скорости изменения функции модуляции.

Эффективная ширина спектра выходного сигнала равна [4]

А0)эф = у[27гсгх ^ -  гх "(0) . (4.92)

4.6. Прохождение случайных сигналов через нелинейные цепи

1. Передаточная характеристика нелинейной цепи
Основные радиотехнические преобразования при формировании сигна­

лов специальной формы осуществляются посредством нелинейных сигналов, 
а также линейных систем с переменными параметрами. Однако даже линей­
ные периодические системы часто реализуются с помощью нелинейных эле­
ментов (полупроводниковых диодов, усилителей и т.д.), которые работают в 
существенно нелинейном режиме.

Для анализа и расчета нелинейных цепей требуется знание их переда­
точных характеристик, которые часто имеют сложный вид. С целью упроще­
ния анализа прохождения случайных сигналов через нелинейные цепи ис­
пользуется аппроксимация передаточных характеристик рядами элементар­
ных функций. К таким аппроксимантам относятся степенные полиномы, ку­
сочно-линейные функции, тригонометрические ряды и т.д. [18].

Если известна характеристика нелинейного четырехполюсника, то для 
первичного исследования наиболее часто используются степенные полиномы 
[4]. В общем виде аппроксимирующий полином записывают в виде

i(u) = i(U0) + ах(и - U 0) + а2(и -  U0)2 + a3( u - U 0)3 +... (4.93)

Если нелинейным элементом является транзистор, то величинам / и и в 
(4.70) можно присвоить следующий физический смысл: i - ток коллектора; и 
-  напряжение между базой и эмиттером. Для вакуумного триода: i -  анодный 
ток, и -  напряжение между сеткой и катодом.
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Коэффициенты а\, а2, а3 определяются выражениями и имеют смысл:
f  Ж \

Qj
di 

v du j
U=Ur,

крутизна вольтамперной характеристики (BAX) в точ­

ке 11 ~ U q ;

а2

а3 =

2 !

3!

d 2i

du2v
- первая производная крутизны ВАХ с коэффициен­

т е /П

du 
V У

том 1/2 в точке и = и о;

- вторая производная крутизны ВАХ с коэффициен-
U = U  Q

том 1/6 в точке u = Un.
Коэффициент передачи с достаточной степенью точности может описы­

ваться двумя или тремя членами ряда. Рассмотрим некоторый элемент, в ко­
тором, при разложении коэффициента передачи в аппроксимирующий ряд, 
имеет место только составляющая а2 (остальные отсутствуют или не учиты­
ваются), а входной сигнал состоит из двух гармонических колебаний

ux{t) = U l COS(D̂ t + U 2 COS(D2t .

На выходе такого элемента с квадратичным характером коэффициента 
передачи формируется сигнал

U y {t) = а 2и 2 = a 2 (U\ cosco^ + 6/2 cos o)2t)2 = —̂ - { и 2 + и 2 ^+° 2^ 1 cos2co1̂  +

a U 2
+ 2^ 2 cos2a)2t + a 2U iU 2 [cos(<j)i + (ti2 )t + cos(<x>i - cq2 )?] •

Слагаемые с частотами 2(ol и 2co2 представляют собой гармоники вход­
ных сигналов. Слагаемые с частотами +со2 и -со2 - комбинационные ко­
лебания, возникшие в процессе преобразования.

При более полном составе спектр входного сигнала (cOj , со 2 ,со3 ,.... сои)
на выходе нелинейного элемента, передаточная функция которого при ап­
проксимации имеет составляющие более высокого порядка, включает гармо­
ники COj, OJ 2 , С03 , ■ ■ ■ ■ , СОп , ПСОJ , п со 2 , псо3 ПСОп , п со ( ± тпсок .

Таким образом, при любом сложном периодическом воздействии с час­
тотой со0 на выходе нелинейного элемента имеет место также периодический
процесс с основной частотой со0 и дополнительными гармониками. При по­
даче на вход нелинейного элемента нескольких колебаний с различными час­
тотами на его выходе за счет взаимодействия гармоник возникают комбина­
ционные частоты. Наличие комбинационных частот является отличительной 
особенностью нелинейных цепей.
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2. Преобразование случайного сигнала в безынерционном нелинейном 
элементе

К безынерционным нелинейным элементам (БНЭ) относятся такие, в 
которых при обработке сигналов отсутствуют интегральные (апериодиче­
ские) процессы, например, высокочастотные диоды и транзисторы в режимах 
малого сигнала. Для анализа прохождения случайных сигналов через безы­
нерционные нелинейные элементы самым сложным представляется нахож­
дение корреляционной функции [4, 7, 10]. Общих методов анализа преобра­
зования случайных сигналов в таких цепях и устройствах на сегодняшний 
день не существует. Как правило, разработчики специальной аппаратуры ре­
шают конкретные практические задачи.

Одним из путей анализа БНЭ является идеализация характеристик ана­
лизируемых элементов и устройств на их основе. Задача ставится в следую­
щем виде. Пусть имеется некоторый нелинейный элемент. На вход поступает 
случайное колебание x(t) с заданной плотностью вероятности р ( х ) . Требует­
ся найти плотность вероятности р(у) выходной величины y(t) . Связь меж­
ду х и у  определяется некоторой нелинейной зависимостью у = / (х ) .

Если / (х) определяет однозначно соответствие х и у  независимо от зна­
чений х до момента начала анализа, то

Если обратная функция X  = (р(у) неоднозначна, т.е. имеет более одного 
решения, то

где х15 х2, ... - значения входной величины х, соответствующие выход­
ному значению у.

Будем считать, что устройство из двух нелинейных элементов имеет 
симметричную характеристику. Это может быть двуканальный детектор из 
двух диодов с квадратичными характеристиками. Характеристика зависимо- 
сти детектора у=ах  показана на рис. 4.19. Входной сигнал -  гауссовский 
случайный процесс.

Производная квадратичной функции

Р(у) = Р(х)~г при Р(х) > 0, р(у) > 0
dy

(4.94)

(4.95)

dx
При решении дифференциального уравнения получаются два корня
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Xl -  +л ! ~a 2

x2 z_
a 2

У

X

Рис. 4.19. Преобразование случайного сигнала в квадратичном детекторе

Подставив полученные значения в (4.95), находим плотность распреде­
ления выходного сигнала

р(у) =

Р
V

_х
а 2 у

Р
+ V

_х
а2 у

2а2 л\—  2 а 2 \ —
а2 а2

О

при у  > О,

при у  < 0.

(4.96)

Введем значение х, выраженное через у , в уравнение для р (х )

■2 - у- х 12

Р(*1,2)
1 2 а , 1 2 d  2 ст2х

л[2 по. 4~2
е.

по. (4.97)
X \  ^  IV х

После подстановки (4.97) в (4.962) получим окончательное выражение 
для плотности распределения выходного сигнала

р(у) =

-у

1

л[2пох

0

2 аусгг 1
е -~1=  при у >  0,

у у
при у  < 0.

(4.98)
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График такого распределения, показанный на рис. 4.20, представляет 
собой убывающую экспоненту. Как отмечалось ранее, анализ нелинейной 
цепи после получения закона распределения выходной цепи сводится к опре­
делению энергетического спектра выходного процесса. Из-за сложности ана­
лиза спектра на выходе нелинейного элемента, естественно, применяемым 
путем остается определение корреляционной функции с последующим пре­
образованием Фурье.

В соответствии с условиями, на вход нелинейной цепи поступает функ­
ция x ( t )  стационарного случайного процесса. При этом y  =  f ( x ) - характе­
ристика нелинейной цепи.

Р(У)

0,5 1

Рис. 4.20. Плотность распределения случайного сигнала на 
выходе двухканального квадратичного детектора

Ковариационная функция выходного сигнала имеет вид

K y (t) = M [ y ( t ) , y ( t  + т)] = M { f [ x ( t ) ] f [ x ( t  +  T)} .  (4.99)

Для усреднения произведения /[х(?)]-/[х(? + т)] необходимо знать дву­
мерную плотность распределения входного процесса p ( x t , x t+ т) .

Если эта функция априори известна, то ковариационная функция равна
ОО ОО

К у {т)= \ \ f l (xl ) f ( x 2 ) p ( x b x 2 )dxldx2  ̂ (4.100)
— 00—00

где -И = x(t), х2 = x(t + т) .
Такой интеграл, как правило, весьма сложен для вычисления, поэтому 

применяются различные обходные способы. Например, нелинейная цепь, как
_  2

и в предыдущем примере, характеризуется зависимостью у  — а 2х  . 
Двумерная плотность вероятности такого процесса x(t)равна [15]

р ( х  1 ,х2) =
1

-ехр
2 г х 1х 2 +  х 2

(4.101)
2 ^ ( 1 - г 2)

где г  = гх{т) -  коэффициент корреляции величин хх = x(t), х2 = x(t + т)
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Подставим (4.101) в (4.100) и, зная, что /(х) = у = а2х2, получим

К у (т) =
а2

ОО ОО
2 2 Xj -2rxjX2+X2

2лчт^ V l-T  - 0 0 -

|  J x 2x2e 2сг^ ^  r ) dx^dx2 =
00—00

00
11

2,тгг2 V I - 3  /
N

2е 2ст?(1-г2)
00

N

2гх^х2 +Х2  

2<72 (1 -г 2 ) dX'
— 00

(4.102)

■dx-

Внутренний интеграл в (4.102) вычисляется путем дополнения квадрата
2 2 2 2 разности х2 -2 rx ix 2 = (х2 - ^ т )  -/■ ^  и заменой переменной

x 2 - r x j = z  (т.е. x 2 = z  +  r x j ) .
Тогда выражение в фигурных скобках (4.102) примет вид

..2 2Г X1 СО

2 а 2(1-г2) 2 /1 „2 >
е ' ' j*(z2 + 2rx^z + r 2x2jb r ;<fz =

2 2 
Г X,

2 a 2( l - r 2) 4тж<хъх{ \ -  г 2) 2 + 0 + 4тл1аху1

Подставим (4.103) в (4.102) и получим
,2а .

а ' ( 1 - г 2 j j x f e  2,7х dxj + г 2 J х (е  2°xdx,

(4.103)

Окончательное выражение для ковариационной функции имеет вид

К у (т) = a 2 c r ^ [ ( l - r 2 ) - 3 r 2 = а \ а \  + 2 a 2 R 2 ( r ) . (4.104)

Если процесс узкополосный, то корреляционную функцию ^ ( О бход­
ного сигнала можно записать так

Rx(T) = ^ x ro(T) 1 1 о— + — cos2&>nr
2 2 и

(4.105)

где г0 (т) - огибающая корреляционной функции узкополосного процесса. 
Подставим (4.105) в (4.104) и получим

К  у (т) = а2а х + а2 а хг0 (т) + а2 а хг0 (т) cos 2со0т .
Далее применим преобразование Фурье (в соответствии с теоремой Ви­

нера - Хинчина) и получим выражение для энергетического спектра
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Wy {co)= ^ К у (т)е JC0Xdr  = а 22о 4х 2кё(со)+ a|er^ j*r/(i)e JC0Xdr +
—  00 —00

(4.106)
+ ajer^ г02(т)со5(2с{;0т)е JC0Xdr .

-00
Слагаемые в выражении (4.106) имеют следующий физический смысл 

(рис. 4.21)

а 2а 1 2nd((o)=Wy0{co) - постоянная составляющая выходного колеба­
ния;

оо

а 2° 4х | ro (l )e Jond x = W y нч(о )  - низкочастотная флуктуационная состав-
—оо

ляющая колебания (спектр группируется у частоты со =0);
оо

a l п 4х |  /;) (t]cos(2oj0 r)e-JcoxdT=WyB4((o)- высокочастотная флуктуацион-
—оо

ная составляющая (спектр группируется у частоты 2соо; со о -  центральная час­
тота случайного сигнала х(6)).

соО

Рис. 4.21. Энергетический спектр случайного сигнала 
на выходе квадратичного двухканального детектора

Выводы по главе

1. Большинство устройств в радиотехнических системах специального на­
значения (для постановки шумов) представляет собой сочетание линейных и 
нелинейных элементов. При анализе цепей стремятся к упрощению, т.е. све­
дению всех практических задач к анализу линейных систем, в том числе при­
ближенными методами для нелинейных систем.
2. В основе спектрального метода лежит использование передаточной функ­
ции К  (/со) цепи, которая представляется в виде четырехполюсника. Спек­
тральная плотность выходного сигнала является произведением частотного 
коэффициента передачи и спектральной плотности колебания на входе. С це­
лью устранения ограничений при вычислении интеграла (4.1), определяюще­
го выходной сигнал, применяют преобразования Лапласа интегро- 
дифференциальных уравнений, описывающих электрические цепи.
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3. Сигнал на выходе цепи есть свертка входного сигнала и импульсной ха­
рактеристики. Выбором постоянной времени цепи определяется ее характе­
ристика как дифференцирующего или интегрирующего звена. Частотный ко­
эффициент передачи и импульсная характеристика цепи связаны парой пре­
образований Фурье.
4. Исследование линейной цепи формирования шума сводится к определе­
нию основных статистических характеристик шума: энергетического спектра 
и корреляционной функции. Спектральные плотности мощности стационар­
ных случайных процессов на входе и выходе стационарной линейной цепи 
связаны между собой квадратом модуля частотного коэффициента передачи. 
Функция корреляции случайного процесса (белого шума) на выходе аперио­
дической цепи имеет экспоненциальный характер. Нормированная корреля­
ционная функция шума на выходе колебательного контура представляет со­
бой экспоненциально затухающее колебание резонансной частоты контура.
5. Прохождение ЧМ сигналов через узкополосный резонансный усилитель 
сопровождается изменением во времени огибающей, полной фазы и мгно­
венной частоты сигнала, возникновением нечетных гармоник и паразитной 
амплитудной модуляции. Задача воздействия ЧМ сигналов на резонансный 
контур решается методом мгновенной частоты при условии, что частота мо­
дуляции намного ниже центральной частоты, а частота девиации меньше или 
равна полосе пропускания контура. При этом предельные искажения в оди­
ночном контуре не превышают долей процента.
6. При качании частоты колебаний в широких пределах для анализа приме­
няется метод интеграла наложения, как более простой. При этом достигается 
«укорочение» записи выражения для любого типа выходного сигнала и им­
пульсной характеристики цепи. При линейном изменении частоты обобщен­
ная расстройка контура пропорциональна времени. При уменьшении скоро­
сти изменения частоты огибающая выходного сигнала стремится к резонанс­
ной характеристике контура, при увеличении скорости -  появляются осцил­
ляции из-за сложения собственных и вынужденных колебаний, происходит 
смещение и размывание резонансной характеристики контура.
7. В сложных параметрических цепях строгое определение передаточной

функции K(jco,t)  является трудоемкой задачей, поэтому для каждого кон­
кретного случая применяют различные методы упрощения, исходя из мед­

ленности изменения K(jco,t )  и особенностей структуры цепи. Кроме того, 
для определения передаточной функции параметрической цепи необходимо 
знать импульсную характеристику этой цепи.
8. При изменении передаточной функции по любому периодическому закону 
с основной частотой Q  гармонический входной сигнал с частотой оо после 
преобразования образует на выходе цепи спектр, содержащий частоты оо, 
oo±Q, oo±2Q, ..., oo±/Q и т.д. Если на вход цепи поступает сложный сиг­
нал в диапазоне [cOj, со2], то данное свойство будет иметь место для всех 
спектральных составляющих в этом диапазоне.
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9. Для возбуждения колебаний в параметрической цепи (колебательный кон­
тур с переменной емкостью) требуется, чтобы частота Q изменения емкости 
была определенным образом связана с частотой собственных колебаний сосв 
контура, а глубина модуляции емкости т -  с затуханием контура. Для реше­
ния задачи параметрического усиления основное значение имеет характер 
воздействия внешнего сигнала на изначально устойчивую систему.
10. Для анализа воздействия гармонического сигнала на цепь со случайной 
функцией модуляции применяется корреляционный метод. Если реализации 
случайного модулирующего процесса изменяются существенно медленнее 
сигнала ( / Д « о 0), то выходное колебание является реализацией узкополос­
ного случайного процесса. На выходе случайного амплитудного модулятора 
присутствуют две спектральные компоненты: непрерывная, обусловленная 
случайными флуктуациями амплитуды, и дискретная, которая соответствует 
прохождению на выход немодулированного несущего колебания. При слу­
чайной гауссовской угловой модуляции и большой дисперсии выходной сиг­
нал становится широкополосным, а дискретная составляющая спектра исче­
зает.
11. С целью упрощения анализа прохождения случайных сигналов через не­
линейные цепи используется аппроксимация передаточных характеристик 
рядами элементарных функций, например степенные полиномы (если из­
вестна характеристика нелинейного четырехполюсника). При любом слож­
ном периодическом воздействии с частотой со0 на выходе нелинейного эле­

мента имеет место также периодический процесс с основной частотой ю0 и 
дополнительными гармониками.
12. Одним из путей анализа безынерционных нелинейных элементов являет­
ся идеализация характеристик анализируемых элементов и устройств на их 
основе. При этом, например, в квадратичном детекторе определяются имею­
щие место постоянная, низкочастотная (в районе центральной частоты сиг­
нала) и высокочастотная (в районе удвоенного значения центральной часто­
ты) флуктуационные составляющие выходного колебания.
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