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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Дифференциальные и разностные уравнения – одна из основных 
дисциплин по программе бакалавриата направления 38.03.05 Бизнес-
информатика очной формы обучения.  

Целью дисциплины является изучение теоретических основ, задач, 
моделей и методов теории дифференциальных уравнений, разностных 
уравнений и систем дифференциальных уравнений, а также формиро-
вание у студентов умения самостоятельно решать задачи научной и 
прикладной значимости, обладая методами решения дифференциаль-
ных и разностных уравнений. 

Задачами учебного курса являются развитие логического и 
алгоритмического мышления, овладение основными методами 
исследования и решения дифференциальных и разностных уравнений, 
выработка умения самостоятельно расширять математические знания 
и проводить постановку и математический анализ прикладных задач. 
Авторы надеются, что данное учебное пособие поможет студентам 
овладеть основными методами теории дифференциальных уравнений 
в достаточной степени для изучения математических методов в 
экономике и других дисциплин специализации. 

В учебном пособии представлен краткий теоретический материал 
по теме «Дифференциальные уравнения и системы дифференциальных 
уравнений», приведены решения задач на составление и интегрирова-
ние обыкновенных дифференциальных уравнений, дан краткий обзор 
теории дифференциальных уравнений в частных производных, приве-
ден ряд дифференциальных моделей различных процессов.  

Кроме того, приведено достаточное количество заданий для само-
стоятельного изучения, задачи для подготовки к контрольной работе с 
разобранными примерами. 

В списке литературы присутствует ряд относительно давних ис-
точников, однако это классическая литература – в ней заложены ос-
новы теории дифференциальных уравнений.  
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Теория дифференциальных уравнений является одним из самых 
больших разделов современной математики, обладающих рядом осо-
бенностей. Первая особенность – это непосредственная связь теории 
дифференциальных уравнений с приложениями. При изучении неко-
торых явлений реального мира создается их математическая модель, 
то есть, пренебрегая второстепенными характеристиками явления, за-
писываются основные законы, управляющие этим явлением, в матема-
тической форме. Очень часто эти законы можно выразить в виде диф-
ференциальных уравнений.  

Исследуя полученные дифференциальные уравнения вместе с 
начальными условиями, получают сведения о происходящем явлении. 
Изучение математической модели математическими методами позво-
ляет получить качественные характеристики физических явлений и 
рассчитать с заданной степенью точности ход реального процесса. На 
основе анализа дифференциальных уравнений так были открыты элек-
тромагнитные волны, и только после экспериментального подтвержде-
ния Герцем фактического существования электромагнитных колеба-
ний стало возможным рассматривать уравнения Максвелла как мате-
матическую модель реального физического явления.  

Как известно, теория обыкновенных дифференциальных уравне-
ний начала развиваться в XVII веке одновременно с возникновением 
дифференциального и интегрального исчисления. Через обыкновен-
ные дифференциальные уравнения шли приложения нового исчисле-
ния к задачам геометрии и механики; при этом удалось решить задачи, 
которые в течение долгого времени не поддавались решению. В небес-
ной механике оказалось возможным не только получить и объяснить 
уже известные факты, но и сделать новые открытия (например, откры-
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тие Леверье в 1846 году планеты Нептун на основе анализа дифферен-
циальных уравнений).  

В настоящее время теория обыкновенных дифференциальных 
уравнений представляет собой сильно разветвленную теорию. Одними 
из основных задач этой теории являются существование у дифферен-
циальных уравнений таких решений, которые удовлетворяют допол-
нительным условиям, единственность решения, его устойчивость. 
Важными для приложений являются исследование характера решения, 
нахождение методов численного решения уравнений. Теория должна 
дать в руки инженера и физика, экономиста, биолога методы эконом-
ного и быстрого вычисления решения.  

Итак, первая черта теории дифференциальных уравнений – ее 
тесная связь с приложениями. Дифференциальные уравнения нахо-
дятся как бы на перекрестке математических дорог. С одной стороны, 
новые важные достижения в топологии, алгебре, функциональном ана-
лизе, теории функций и других областях математики сразу же приво-
дят к прогрессу в теории дифференциальных уравнений и тем самым 
находят путь к приложениям. С другой стороны, проблемы физики, 
экономики и др., сформулированные на языке дифференциальных 
уравнений, вызывают к жизни новые направления в математике, при-
водят к необходимости совершенствования математического аппарата, 
дают начало новым математическим теориям, имеющим внутренние 
законы развития, свои собственные проблемы.  

Дифференциальным уравнением называется уравнение, в кото-
рое входит хотя бы одна производная искомой функции. Например: 

     
2 2 2

2
2 2 2

, , , , .
d y u u

m F t x x t a u u x t
dx t x

 
   

 
 

Дифференциальное уравнение может содержать и дифференци-
алы, но эта форма должна сводиться к указанной. Например: 

00  yyxydxxdy . 
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Порядком дифференциального уравнения называется порядок 
старшей производной, входящей в данное уравнение. 

Дифференциальное уравнение называется обыкновенным, если 
искомой является функция одной переменной. Если же искомой явля-
ется функция нескольких переменных, то дифференциальное уравне-
ние называется уравнением в частных производных.  

Общая структура ДУ n-го порядка имеет вид: 

   0,,,,,  nyyyyxF  . 

Если дифференциальное уравнение можно разрешить относи-

тельно  ny , то получаем уравнение следующего вида: 

    1,,,,,  nn yyyyxfy  . 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Определение. Дифференциальное уравнение вида  

0)',,( yyxF  (1) 

называется дифференциальным уравнением первого порядка. 
Определение. Решением дифференциального уравнения называ-

ется функция )(xy  , обращающая это дифференциальное уравнение 

в верное функциональное равенство. 
Определение. Интегральной кривой дифференциального урав-

нения называется график решения )(xy   этого дифференциального 

уравнения.  
Определение. Семейством интегральных кривых дифференци-

ального уравнения называется множество всех интегральных кривых 
дифференциального уравнения. 

Задача Коши для дифференциального уравнения  
первого порядка 

Задача Коши состоит в нахождении того решения )(xy   диф-

ференциального уравнения (1), которое удовлетворяет условию 

00
yy xx   или 00)( yx  , где 00, yx  – заранее заданные числа, назы-

ваемые начальными условиями задачи Коши. 
Геометрический смысл задачи Коши состоит в том, что среди 

семейства интегральных кривых дифференциального уравнения (1) 
надо найти ту интегральную кривую, которая проходит через данную 
точку  00,yx . 
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Определение. Общим решением дифференциального уравнения 
первого порядка называется функция вида  Cxy , , удовлетворяю-

щая условиям: 
1) при каждом допустимом значении С эта функция является ре-

шением дифференциального уравнения; 
2) при любых допустимых начальных условиях существует 

единственное значение постоянной 0CC   такое, что функция 

)( 0Cx,y   является решением задачи Коши дифференциального 

уравнения с этими начальными условиями. 
Иногда в процессе решения дифференциального уравнения об-

щее решение получается заданным неявно соотношением вида 
0)(  Cy,x,  или Cyx,  )( . Эти соотношения называют общим ин-

тегралом дифференциального уравнения. 
Определение. Частным решением дифференциального уравне-

ния называется то решение этого уравнения, которое получается из 
формулы общего решения при каком-либо значении постоянной C.  

Основные типы дифференциальных уравнений  
первого порядка 

Дифференциальные уравнения с разделенными переменными 
Дифференциальным уравнением с разделенными переменными 

называется дифференциальное уравнение вида 

0)()(  dyyMdxxN . 

Решение уравнения основано на следующей теореме. 
Теорема. Если функция )(xN  имеет первообразную )(xP , а 

функция )( yM  – первообразную )( yQ , то общий интеграл дифферен-

циального уравнения имеет вид СxPyQ  )()( . 

Пример. Найти общее решение или общий интеграл уравнения 

0
1

)1(
2

2 


 dy
y

y
dxx . 
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Решение. Задано дифференциальное уравнение первого порядка 
с разделенными переменными. Проинтегрируем обе части уравнения, 
получим общий интеграл уравнения: 

RCC,yx
x

 1ln
2

1

3
2

3

. 

Дифференциальные уравнения с разделяющимися  
переменными 

Это уравнение вида  

0)()()()( 2211  dyyMxNdxyMxN . 

Приведем уравнение к уравнению с разделенными переменными, 
разделив обе части уравнения на произведение 0)()( 21  xNyM . 

0
1

2

2

1  dy
(y)M

(y)M
dx

(x)N

(x)N
. 

Далее интегрируем обе части полученного равенства. 
Пример. Найти общее решение или общий интеграл уравнения 

0)1()1( 22  dyxydxyx . 

Решение. Дано дифференциальное уравнение первого порядка с 
разделяющимися переменными. Разделим переменные, для этого раз-

делим обе части уравнения на произведение 011( 22  )(x)y . 

Тогда уравнение примет вид: 

2 2
0

1 1

x y
dx dy

x y
 

 
. 

Это дифференциальное уравнение первого порядка с разделен-
ными переменными. Проинтегрируем обе части уравнения, получим 
общий интеграл уравнения  

Cyx ln1ln1ln 22   
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или 

0,)1()1( 22  CCxy . 

Результат получен при условии, что 0)1()1( 22  xy . Пусть 

теперь 0)1()1( 22  xy . Функции 1y , 1x  являются решени-

ями данного уравнения. Очевидно, что эти решения получаются из об-

щего при 0C , поэтому выражение Cxy  )1()1( 22  является об-

щим интегралом данного уравнения при любом RC  . 

Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 

Линейным дифференциальным уравнением первого порядка 
называется уравнение вида )()( xqyxpy  , где )(xр и )(xq  – непре-

рывные в интервале ),( ba  функции. 

Линейное дифференциальное уравнение будет однородным, 
если 0)( xq , и неоднородным, если 0)( xq .  

Для решения неоднородного существует несколько способов. 
I способ. Метод вариации произвольной постоянной (метод Ла-

гранжа). 
Метод заключается в том, что общее решение линейного диффе-

ренциального уравнения ищется в том же виде, что и общее решение 
соответствующего однородного уравнения, в котором вместо произ-
вольной постоянной берется произвольная функция. 

Тем самым задача по отысканию общего решения линейного не-
однородного уравнения сводится к нахождению этой функции. 

Пример. Найти общее решение или общий интеграл уравнения 
222 )1(2)1( xxyyх  . 

Решение. Уравнение  

2
2

1
1

2
xy

x

x
y 


  

является неоднородным линейным дифференциальным уравнением 
первого типа. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение:  
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0
1

2
2




 y
x

x
y . 

Разделив переменные и проинтегрировав, получим общее реше-
ние однородного уравнения  

)(1 2хCу  . 

Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде  

)(1)( 2ххcу  . 

Для определения неизвестной функции )(xc  подставим функ-

цию y  в данное уравнение, получим тождество  

22 12)(2)()1()( xxxcxxcxxc  . 

Тогда Сxxcxc  )(,1)( . 

Итак, общее решение данного дифференциального уравнения 
имеет вид  

)1()( 2xСxy  . 

II способ. Метод Бернулли. Общее решение линейного неодно-
родного уравнения ищется в виде ( ) ( ),у u x v x   где )(),( xvxu  – непре-

рывно дифференцируемые произвольные функции. 
Это ДУ решается с помощью подстановки    xvxuy  , причем 

одна из функций (например  xv ) подбирается так, чтобы относи-

тельно другой –  xu  исходное уравнение максимально упростилось. 

  qpvvuvuqpuvvuvu  . 

Подберем  xv  так, что   0 pvv . Тогда qvu  . Находим  xv  

из следующих соотношений: 

 
pdx

evpdxvpdx
v

dv
ln . 

Отсюда 
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Cdxqeuqeu
v

q
u

pdxpdx
   . 

Таким образом, окончательно находим 

 





  

pdxpdx
eCdxqey . 

Пример. Найти общее решение или общий интеграл уравнения 

2
2

1
1

2
xy

x

x
y 


 . 

Решение. Будем искать решение в виде )()( xvxuу  . Подставим 

функцию в данное уравнение, получим верное функциональное тож-
дество 

2
2

1
1

2
xuv

x

x
vuvu 


 . 

Сгруппируем второе и третье слагаемые. 

2
2

1
1

2
xv

x

x
vuvu 









 . (*) 

Будем считать, что функция )(xv  такова, что 0
1

2
2





x

x
v . 

.0:|0
1

2
2




 vdxv
x

x
dv  

,0
1

2
2




 dx
x

x

v

dv

 
.1lnln 2 Cxv   

Будем считать, что 0,0)(  Cxv , получим 21 xv  .  

Тогда тождество (*) примет вид: 

22 1)1( xxu  . 
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Отсюда .,1 Cxuu   

Таким образом, общее решение данного уравнения запишется 
следующим образом:  

).1)(( 2xCxy   

Однородные дифференциальные уравнения  
первого порядка 

Определение. Функция ),( yxf  называется однородной функ-

цией степени m, если в результате умножения обоих ее аргументов х и 

у на одну и ту же величину k  она приобретает множитель mk , то есть 

).,(),( yxfkkykxf m  

Определение. Дифференциальное уравнение вида ( , )M x y dx   
( , ) 0+N x y dy  , где )( yx,M  и )( yx,N  – однородные функции одной и 

той же степени однородности m, называется однородным урав- 
нением.  

Запишем уравнение в виде ),( yxfy  , где 
),(

),(
),(

yxN

yxM
yxf   – 

однородная функция нулевой степени. Однородные уравнения реша-

ются с помощью замены 
x

y
z  . 

Пример. Найти общее решение или общий интеграл уравнения 

2

22

x

xyyx
y


 . 

Решение. Дано дифференциальное уравнение первого по- 
рядка. Определим тип уравнения. Рассмотрим функцию 

2

22

),(
x

xyyx
yxf


 . 

Так как 

),(
)(

),(
22

222

22

22222

yxf
xk

xyyxk

xk

xykykxk
kykxf 





 , 
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то функция однородная нулевой степени. Следовательно, данное урав-
нение является однородным. 

Введем замену 
x

y
z  . Тогда zxzyzxy  ,  и уравнение при-

мет вид  

2

222 )(

x

zxzxx
zxz




 
  zzzxz  21 , 

  01 2  zx
dx

dz
, 

 
0

1 2


 x

dx

z

dz
, 

 
C

x

dx

z

dz


  21
, 

Cx
z




 ln
1

1
. 

Выполним обратную замену, получим 



Cx
xy

x
ln

 
общий 

интеграл уравнения. 

Уравнения первого порядка в полных дифференциалах 

Определение. Дифференциальное уравнение ( )P x,y dx   
( ) 0Q x,y dy   называется уравнением в полных дифференциалах, если 

левая часть этого уравнения представляет собой полный дифферен-
циал некоторой функции ),( yxu , то есть dyyxQdxyxPdu ),(),(  . 

Пример. Найти общий интеграл уравнения ( )x y 1 dx    
3( 2) 0x y dy    . 

Решение. Дано дифференциальное уравнение первого порядка. 
Определим тип уравнения. Если предположить, что это уравнение в 

полных дифференциалах, то 1),(  yxyxP , 2),( 3  yxyxQ . 
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Для того, чтобы выражение dyyxQdxyxP ),(),(   являлось пол-

ным дифференциалом некоторой функции ),( yxu  по теореме об экви-

валентности четырех предложений [2] необходимо, чтобы функции 
),( yxP , ),( yxQ  были непрерывны вместе с частными производными 

y

P




 и 
x

Q




 в некоторой односвязной области D и 
x

Q

y

P








 в этой обла-

сти. 

В нашем случае 1



y

P
, 1



x

Q
. Так как 

x

Q

y

P








, то данное 

уравнение в полных дифференциалах, то есть левая часть уравнения 
является полным дифференциалом некоторой функции 

dyyxdxyxdu )2()1( 3   и уравнение можно записать в виде 

0du   Сyxu ),(  – общее решение уравнения. Задача свелась к 

отысканию вида функции ),( yxu . 

Мы получили с одной стороны  

   dyyxdxyxdu 21 3  , 

с другой стороны полный дифференциал функции двух переменных 
записывается в виде  

u u
du dx dy.

x y

 
 
 

 

Тогда 

     

































 ;2
4

2,

,1

;2

,1

4
33

xCy
y

xydyyxyxu

yx
x

u

yx
y

u

yx
x

u

 

 

   





























;2
4

,

,1

2
4

4

4

xCy
y

xyyxu

yx
x

xCy
y

xy

 



17 

   









;2
4

,

,1)(
4

xCy
y

xyyxu

yxxCy

 

   









;2
4

,

,1)(
4

xCy
y

xyyxu

xxC

 

 

   

2

24

1
( ) ,

2

1
, 2 .

4 2

x
C x C

xy
u x y xy y C

 
 





    

 

Подставив  yxu ,  в общий интеграл уравнения, получим 

 
C

x
y

y
xy 




2

1
2

4

24

. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Дифференциальные уравнения с разделенными  
и разделяющимися переменными 

В задачах 1–8 найти общий интеграл или общее решение дан-
ного дифференциального уравнения. 

1. 0 dyydxx . 

2.   032  dyydxxx . 

3. 05  yxy . 

4.   xx eyye 1 . 

5. 0)1(  dyxdxxy . 

6. dyxydxy 12 . 

7.     022  dyyxydxxyx . 

8. yyyx ln . 

В задачах 9–12 построить семейство интегральных кривых дан-
ного уравнения и выделить ту кривую, которая проходит через задан-
ную точку ),( 000 yxM . 

9. 02  dyydxx ; )2,1(0M . 

10. 
12

1




x
y ; )1,1(0M . 

11. 01 2  dxxdyx ; )1,0(0 M , )0,1(M . 

12. 
2

1

x
y  ; )1,1(0M , )1,1( M . 

В задачах 13–17 найти решение задачи Коши для дифференци-
ального уравнения, удовлетворяющего заданному начальному усло-
вию. 



19 

13. xy sin ; 0)0( y . 

14.   021 22  xyyx ; 1)0( y . 

15. 21 xyxy  ; 2)1( y . 

16. 3 23 yy  ; 0)2( y . 

17. 2yyyx  ; 5,0)1( y . 

18. Найти линию, проходящую через точку )3,2(  и облада-

ющую тем свойством, что отрезок любой ее касательной, заклю-
ченный между координатными осями, делится пополам в точке 
касания. 

19. Найти линию, проходящую через точку )0,2(  и облада-

ющую тем свойством, что отрезок касательной между точкой ка-
сания и осью ординат имеет постоянную длину, равную двум. 

20. Найти все линии, у которых отрезок касательной 
между точкой касания и осью абсцисс делится пополам в точке 
пересечения с осью ординат. 

21. Материальная точка массой m  движется прямоли-
нейно под действием силы, прямо пропорциональной времени, 
отсчитываемому от момента 0t , и обратно пропорциональной 
скорости движения точки. В момент 10t  с скорость равнялась 

0,5 м/с, а сила – 5104   Н. Какова будет скорость спустя минуту 
после начала движения? 

Линейные дифференциальные уравнения первого порядка  
и уравнения Бернулли 

В задачах 22–33 найти общее решение дифференциального 
уравнения. 

22. 22 xyxy  . 

23.   062 2  dyxydxy . 

24. 2
14

xyy
x

y  . 
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25. 0costg 2  xyxyy . 

26. xxyy 2sincos
2
1 . 

27.    222 121 xxyyx  . 

28. xyy 42  . 

29. 1
21
2




 y
x

x
y . 

30. 
22

1

yx
y


 . 

31. 0 yxexy x . 

32. xxyy 42  . 

33. xexyxyx  23)1( . 

34. Найти линию, у которой начальная ордината любой ка-
сательной на две единицы масштаба меньше абсциссы точки ка-
сания. 

35. Точка массой m  движется прямолинейно, на нее дей-
ствует сила, пропорциональная времени, протекшему от мо-
мента, когда скорость равнялась нулю. Кроме того, на точку дей-
ствует сила сопротивления среды, пропорциональная скорости. 
Найти закон зависимости скорости от времени. 

36. Точка массой m  движется прямолинейно, на нее дей-
ствует сила, пропорциональная кубу времени, протекшему с мо-
мента, когда скорость равнялась 0v . Кроме того, точка испыты-

вает противодействие среды, пропорциональное произведению 
скорости и времени. Найти зависимость скорости от времени. 

Однородные дифференциальные уравнения  
первого порядка 

В задачах 37–48 найти общее или частное решение данного диф-
ференциального уравнения. 
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37. y
x

y
y  . 

38. 2
2

2


x

y
y . 

39. dyydxydyx  . 

40. 0)()(  dyyxdxyx . 

41.   x
x

y
arctgyyx 






 . 

42. 





 

x

y

x

y
y ln1 . 

43. 22 yxyyx  . 

44.   023 22  dxxydyxy , 1)0( y . 

45. 2



yxx

yxy
, 1)1( y . 

46. 
x

xy
y


 , 0)( ey . 

47. 
yx

yx
y




 . 

48. 
x

y

y

x
y  . 

49. Найти линию, у которой квадрат длины отрезка, отсе-
каемого любой касательной от оси ординат, равен произведению 
координат точки касания. 

50. Найти кривую, у которой точка пересечения любой ка-
сательной с осью абсцисс одинаково удалена от точки касания и 
от начала координат. 

51. Какой поверхностью вращения является зеркало про-
жектора, если лучи света, исходящие из точечного источника, 
отразившись, направляются параллельным пучком? 
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Дифференциальные уравнения первого порядка  
в полных дифференциалах 

В задачах 52–58 найти общее решение данного дифференциаль-
ного уравнения. 

52.     0352 22  dyxydxxy . 

53.     022 2323  dyyxydxxyx . 

54.   02  dyyexdxe yy . 

55.   yxyy  2 . 

56.     0332 232  dyyxdxyxx . 

57.     0222  dyxyxdxyx . 

58.   0cossin  dyxdxex y . 

Разные дифференциальные уравнения первого порядка 

В задачах 59–71 найти общий интеграл или общее решение дан-
ного дифференциального уравнения. 

59. 02  yxyxyx . 

60. 12 2  yyx . 

61.   02 2  dyxdxyxy . 

62. yxyyy  2 . 

63. )(2 xyyyx  . 

64. yxyyx 322  . 

65. yeyx y  2 . 

66.   03  dyxyxydx . 

67.     02  dyxyydxxxy . 

68.     0cossin 2  dxxxydyyx . 

69.     02  dyxxedxxye yy . 

70.     02cossincos  dyyxxdxyxxx . 

71.   02  dxydyxydxydyx . 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

Дифференциальные уравнения,  
допускающие понижение порядка 

Рассмотрим некоторые типы дифференциальных уравнений 
высших порядков, допускающие понижения порядка. 

I. Уравнение n-го порядка, не содержащее искомой функции и ее 

производных до (n-1) порядка включительно:    0nx,yF .  

Будем считать, что оно разрешимо относительно старшей про-

изводной:   )(xfy n  , где функция )(xf  непрерывна в интервале  a,b . 

Такие уравнения решаются путем интегрирования n раз. Каждый раз 
порядок производной понижается на единицу. 

Пример. Найти общее решение уравнения: xy sin . 

Решение: Дано дифференциальное уравнение третьего порядка, 
допускающее понижение порядка, так как уравнение не содержит ис-
комой функции y  и ее производных до второго порядка. 

Следовательно, уравнение решается путем интегрирования. 

1cos Cxy  , 

21sin CxCxy  , 

32
21

2
cos CxCx

C
xy  . 

II. Уравнение, не содержащее искомой функции у: 

0),,,,( )(  nyyyxF  . 

Понижение порядка уравнения происходит после замены 

)(xzy  , тогда )(xzy  ,…, )()( )1()( xzxy nn  , где x  – независимая пе-

ременная. 
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Пример. Найти общий интеграл уравнения .yyyx 1)(2 2   

Решение. Задано дифференциальное уравнение второго порядка, 
допускающее понижение порядка, так как уравнение не содержит ис-
комую функцию. 

Выполнив замену )(xzy  , )(xzy  , получим дифференциаль-

ное уравнение первого порядка 12 2  zzxz . 

,0)1(2 2  dxzxzdz  

,0
1

2
2


 x

dx

z

zdz
 

,
1

2
2  


С
x

dx

z

zdz
 

.
12

C
x

z



 

Выразим z , получим: 1 Cxz . 

Сделаем обратную замену yz  , получим дифференциальное 

уравнение первого порядка с разделенными переменными 

1 Cxy , 

интегрируя которое, найдем общее решение данного уравнения 

1

2

3

1 3

)1(2
1 C

C

Cx
CdxCxy 


  . 

III. Уравнение, не содержащее независимую переменную х: 

0),,,( )(  nyyyF  . 

Понижение порядка происходит с помощью замены ),( yzy   

zzyyzy xy  )( , … 



25 

Пример. Найти общий интеграл уравнения:   12  yyy , 

 0y . 

Решение. Задано дифференциальное уравнение второго порядка, 
допускающее понижение порядка, так как уравнение не содержит не-
зависимую переменную x. 

Выполним замену )( yzy  , zzy  , получим дифференциаль-

ное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными: 

12  zzzy . 

0)1( 2  dyzyzdz , 

0
12


 y

dy

z

zdz
, 

1
2 lnln1ln

2

1
cyz  , 

1
2 1 czy  . 

Выразив z , получим 1
2

1 









y

c
z . 

Выполнив обратную замену yz  , получим дифференциальное 

уравнение первого порядка с разделяющимися переменными:  

y

yc
y

22
1 

 , 

,
2

1

dx
yc

ydy



  

,y
2

1
2

2
1 cxс   

.
4

)( 3

2
2

2 c
y

cx   
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Линейные однородные дифференциальные уравнения  
с постоянными коэффициентами 

 Это уравнение вида  

    0... 1
1

1  
 yayayay nn

nn . 

Определение. Множество функций nyyy ...,,2,1 , определенных 

в интервале ),( ba , на котором непрерывны коэффициенты линейного 

однородного дифференциального уравнения, образуют фундамен-
тальную систему линейного однородного дифференциального урав-
нения, если: 

1) nyyy ...,2,1  решения линейного однородного дифференци-

ального уравнения; 
2) nyyy ...,2,1  линейно независимы в интервале ),( ba . 

Теорема (о структуре общего решения линейного однород-
ного дифференциального уравнения). Если nyyy ,...,2,1  образуют 

фундаментальную систему линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения, то функция  

nn ycycycy  ...2211  

является общим решением линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения, где ic произвольные постоянные. 

Таким образом, задача по отысканию общего решения линей-
ного однородного дифференциального уравнения сводится к отыска-
нию фундаментальной системы этого уравнения.  

Вид фундаментальной системы линейного однородного диффе-
ренциального уравнения с постоянными коэффициентами зависит от 
корней характеристического уравнения: 

0... 1
1

1  


nn
nn akakak . 

1. Пусть характеристическое уравнение имеет действительные 

различные корни nkkk ...,,, 21 . Тогда функции 1 2
1 2 , ...,k x k xy e y e   
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n
nk xy e  образуют фундаментальную систему линейного однородного 

дифференциального уравнения. Следовательно, общее решение этого 
уравнения в случае различных действительных корней характеристи-

ческого уравнения имеет вид xk
n

xkxk necececy  ...21
21 . 

2. Пусть характеристическое уравнение имеет действительные 
корни, среди которых есть повторяющиеся. Обозначим корни 

rkkk ,...,, 21 , где 1k  кратности 1s , 2k ,…, rk  различные, nrs  11 . 

Тогда функции ,1
1

xkey   ,1
2

xkxey   ...,,12
3

xkexy 
 

,11
1

1 xks
s exy 

 
xk

n
xk

s
reyey  ...,,2

1 1  образуют фундаментальную систему линей-

ного однородного дифференциального уравнения. 
3. Пусть характеристическое уравнение имеет комплексный ко-

рень ik  
1

. Так как коэффициенты характеристического уравне-

ния naaa ...,,, 21 – действительные числа, то из алгебры известно, что 

и число ik  
2

 также является корнем характеристического урав-

нения. Тогда функции ,cos1 xey x   xey x  sin2   будут линейно 

независимыми решениями линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения. 

4. Если корень характеристического уравнения ik  
1

 

имеет кратность s, тогда каждому корню ik  
1

, ik  
2

 соот-

ветствует s линейно независимых решений линейного однородного 
дифференциального уравнения, которые имеют вид 

xey x  cos1   xey x  sin2   

xxey x  cos3   xxey x  sin4   

xexy x  cos2
5   xexy x  sin2

6   




  xexy xs
s  cos1

12  


 xexy xs
s  sin1

2  

Пример. Найти общее решение уравнения 
    0310 IVV  yyy . 
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Решение. Задано линейное однородное дифференциальное урав-
нение с постоянными коэффициентами пятого порядка. Общее решение 
уравнения запишется в виде 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5y c y c y c y +c y c y    , где 

54321 ,,,, ccccc – произвольные постоянные, функции 54321 ,,,, yyyyy  

образуют фундаментальную систему данного уравнения. Чтобы ее 
найти, составим и решим характеристическое уравнение.  

,0310 345  kkk  

.285,285,0 54321  kkkkk  

Тогда фундаментальная система данного дифференциального 

уравнения имеет вид: ,10
1  xey  ,0

2 xxey x   ,202
3 xexy x   

xey )285(
4

 , xey )285(
5

 . 

Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 

.)285(
5

)285(
4

2
321

xx ececxcxccy    

Пример. Найти общее решение уравнения  

  0168IV  yyy . 

Решение. Задано линейное однородное дифференциальное урав-
нение четвертого порядка с постоянными коэффициентами. Общее ре-
шение уравнения запишется в виде 44332211 ycycycycy  , где 

4321 ,,, cccc – произвольные постоянные, функции 4321 ,,, yyyy  обра-

зуют фундаментальную систему данного уравнения. Чтобы ее найти, 
запишем и решим характеристическое уравнение. 

,0)4(0168 2224  kkk  

.2,2 4321 ikkikk   

Тогда фундаментальная система данного дифференциального 

уравнения имеет вид: xxey x 2cos2cos0
1  , xxey x 2sin2sin0

2  , 

xxy 2cos3  , xxy 2sin4  . 
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Итак, общее решение данного дифференциального уравнения 
запишется в виде:  

xxсxxсxсxсy 2sin2cos2sin2cos 4321  . 

Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  
с постоянными коэффициентами 

Линейным неоднородным дифференциальным уравнением с по-
стоянными коэффициентами называется уравнение  

)(1
)1(

1
)( xfyayayay nn

nn  
  , где Rai  , ni ,1 . 

Линейное однородное дифференциальное уравнение, соответ-
ствующее этому уравнению, имеет вид:  

    0... 1
1

1  
 yayayay nn

nn . 

Теорема (о структуре общего решения линейного неоднород-
ного дифференциального уравнения). Если Y является общим реше-
нием линейного однородного дифференциального уравнения, соответ-
ствующего данному линейному неоднородному дифференциальному 

уравнению, а у  является частным решением линейного неоднород-

ного дифференциального уравнения, то функция у Y у   является 

общим решением линейного неоднородного дифференциального урав-
нения. 

Общее решение линейного неоднородного дифференциального 
уравнения всегда можно найти методом вариации произвольных по-
стоянных. Но в некоторых случаях особого вида правой части уравне-
ния этого метода при отыскании общего решения можно избежать. В 
этих случаях частное решение неоднородного дифференциального 
уравнения y  ищется отдельно. Рассмотрим эти случаи. 

I. Правая часть линейного неоднородного уравнения с постоян-

ными коэффициентами имеет вид:    xPexf m
ax , где а – действи-

тельная постоянная,  xPm  – многочлен степени 0m . 
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В этом случае y  ищется в виде  xQexy m
axs , где  xQm  мно-

гочлен той же степени, что и  xPm , но записанный с неопределенными 

коэффициентами, s – кратность корня ak   характеристического урав-

нения 0... 1
1

1  


nn
nn akakak  для линейного однородного 

уравнения, соответствующего данному линейному неоднородному 
дифференциальному уравнению.  

Если число а не является корнем характеристического уравне-
ния, то 0s . 

Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения 
xexyy )1( 2  . 

Решение. Дано линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. Общее 

решение этого уравнения записывается в виде у Y у  , где Y является 

общим решением линейного однородного дифференциального уравне-

ния 0 yy , а у  является частным решением данного линейного не-

однородного дифференциального уравнения. 
Найдем общее решение уравнения 0 yy . По теореме о 

структуре общего решения линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения оно имеет вид 1 1 2 2Y c y c y  , где 2,1 yy  образуют фун-

даментальную систему однородного уравнения. Чтобы найти фунда-
ментальную систему, составим и решим характеристическое уравне-
ние. 

1,00 21
2  kkkk . 

Получили, что корни характеристического уравнения действи-

тельные различные, поэтому xx eyey  2
0

1 ,1  и общее решение 

однородного дифференциального уравнения запишется в виде 
x

1 21Y c c е    . 

Правая часть данного дифференциального уравнения имеет вид 
xexxf )1()( 2  .  
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Здесь   1,2,12
m  amxxP . Следовательно, частное ре-

шение данного линейного неоднородного уравнения у  запишется в 

виде )( 2 CBxAxexy xs  . 

Сравним число 1a  с корнями характеристического уравнения 
1,0 21  kk . Делаем вывод: а не является корнем характеристиче-

ского уравнения, поэтому 0s .  

Подставим )( 2 CBxAxey x   в данное уравнение. Для этого 

найдем 

))2(( 2 CBxABAxey x 


, 

)22)4(( 2 CABxABAxey x 


. 

При подстановке получим равенство двух многочленов: 

1223)62(2 22  xCABxABAx . 

Из алгебры известно, что два многочлена равны, когда равны ко-
эффициенты при одинаковых степенях x. В нашем случае получаем си-
стему: 

,122 Ax  

,062  ABx  

.12230  CABx  

Следовательно, .
4

9
,

2

3
,

2

1
 CBA

 
Тогда частное решение 

линейного неоднородного дифференциального уравнения имеет вид: 

.
4

9

2

3

2

1 2 





  xxey x  

Итак, функция 





  

4

9

2

3

2

1
1 2

21 xxeeccy xx  является 

общим решением данного линейного неоднородного уравнения. 
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II. Правая часть линейного неоднородного уравнения с постоян-
ными коэффициентами имеет вид:  

)sin)(cos)(()( xxNxxMexf mn
x   , 

где  ,  – действительные постоянные, )(,)( xNxM mn  – многочлены 

возможно разных степеней. 

В этом случае y  ищется в виде: ( ( )cos xαx sy e x P x    
( )sin )Q x x  , где )(,)( xQxP  многочлены одной и той же степени 

наибольшей из степеней многочленов )(,)( xNxM mn , записанные с 

неопределенными коэффициентами, s – кратность корня )( ik    

характеристического уравнения 0... 1
1

1  


nn
nn akakak  для 

линейного однородного уравнения, соответствующего данному линей-
ному неоднородному дифференциальному уравнению.  

Если число i   не является корнем характеристического 

уравнения, то 0s . 
Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения 

2
cos223

x
eyyy x . 

Решение. Дано линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Общее решение этого уравнения записывается в виде у Y у  , 

где Y является общим решением линейного однородного дифференци-

ального уравнения 023  yyy , а у  является частным решением 

данного линейного неоднородного дифференциального уравнения. 
Найдем общее решение уравнения 023  yyy . По теореме 

о структуре общего решения линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения оно имеет вид 1 1 2 2Y c y c y  , где 2,1 yy  образуют фун-

даментальную систему однородного уравнения. Чтобы найти фунда-
ментальную систему, составим и решим характеристическое уравне-
ние 
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 0232 kk  2,1 21  kk . 

Корни характеристического уравнения действительные различ-
ные. Тогда общее решение линейного однородного уравнения запи-

шется в виде 
2

1 2
x xY c e c e  . 

Правая часть данного дифференциального уравнения имеет вид 

2
cos2)(

x
exf x . 

Здесь 0,0,0)(,2)(,
2

1
,1  mnxNxM mn . 

Частное решение у  данного линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения запишется в виде 





 

2
sin

2
cos

x
B

x
Aexy xs . 

Сравним число 
2

1
i

i    с корнями характеристического 

уравнения 2,1 21  kk . Делаем вывод: i   не является корнем 

характеристического уравнения, поэтому 0s . 

Подставим 





 

2
sin

2
cos

x
B

x
Aey x  в данное уравнение. Для 

этого найдем 

cos sin ,
2 2 2 2

x B x A x
y e A B
                

 
 3

cos 3 sin .
4 2 2

x A x x
y e B B A
          

 

При подстановке получим равенство 

1 1 1
cos sin 2 2cos

2 4 2 2 2 2

x x x
A B B A

          
   

. 

Очевидно, что равенство выполняется, если равны коэффици-

енты при sin
2

x
 и при cos

2

x
 соответственно. Получаем систему 
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































.16

,4

.4

,2
2

1

.0
2

1
2

,2
2

1

4

1

A

B

BA

B

AB

BA
 

Следовательно, 16cos 4sin
2 2

x x x
y e

    
 

. 

Итак, функция 2
1 2 4sin 16cos

2 2
x x x x x

y c e c e e
     
 

 является об-

щим решением данного линейного неоднородного уравнения. 
Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения 

xxeyyy x sin22  . 

Решение. Дано линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Общее решение этого уравнения записывается в виде у Y у  , 

где Y является общим решением линейного однородного дифференци-

ального уравнения 022  yyy , а у  является частным решением 

данного линейного неоднородного дифференциального уравнения. 
Найдем общее решение уравнения 022  yyy . По теореме 

о структуре общего решения линейного однородного дифференциаль-

ного уравнения оно имеет вид 1 1 2 2Y c y c y  , где 2,1 yy  образуют 

фундаментальную систему однородного уравнения. Чтобы найти фун-
даментальную систему, составим и решим характеристическое урав-
нение 

 0222 kk ikik  1,1 21 . 

Корни характеристического уравнения комплексные сопряжен-
ные. Тогда общее решение линейного однородного уравнения запи-
шется в виде  

1 2cos sinx xY c e x c e x  . 
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Правая часть данного дифференциального уравнения имеет вид 

xxexf x sin)(  . Здесь  

1,0,)(,0)(,1,1  mnxxNxM mn . 

Частное решение у  данного линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения запишется в виде 

 xDCxxBAxexy xs sin)(cos)(  . 

Сравним число ii  1  с корнями характеристического 

уравнения ikik  1,1 21 . Делаем вывод: i   единожды явля-

ется корнем характеристического уравнения, поэтому 1s . 

Подставим  xDCxxBAxxey x sin)(cos)(   в данное урав-

нение. Для этого найдем: 

.)sin)222)244(2((

cos)222)424(2(((

,)sin))()((

cos))2()(((

2

2

2

2

xDCBxBACAx

xDABxCDACxey

xDxBCDxAC

xBxDBAxCAey

x

x











 

При подстановке получим равенство 

xxxCBAxxDACx sinsin)224(cos)224(  . 

Приравняем соответствующие коэффициенты при xsin  и xcos , 

получим систему относительно неизвестных постоянных A, B, C, D. 















































.
4

1

,0

,0

,
4

1

.022

,04

,022

,14

.1224

,0224

D

C

B

A

DA

C

CB

A

CBAx

DACx
 

Следовательно, частное решение у  имеет вид  
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





  xxxey x cos

4

1
sin

4

1
. 

Итак, общим решением данного линейного неоднородного диф-
ференциального уравнения является функция  

.sin
4

1
cos

4

1
sincos 21 






  xxxexecxecy xxx

 

Решим задачу Коши для уравнения xxeyyy x sin22   с 

начальными условиями: 22

4

1

2
,

2




eyey 












 .  

Найдем у . 







  xxexexecxexecy xxxxx sin

4

1
cos

4

1
)cossin()sincos( 21

.cos
4

1
sin

4

1
sin

4

1
cos

4

1






 






  xxxexxxe xx  

Подставим начальные условия в выражения для у  и у , получим 



























.1441

,
8

1

.
44

1

4

1

,
8

21

2

222
2

2
1

2

22
2

2













cc

c

eeecece

eece

 














.
2

1

8

,
8

1

1

2





c

c
 

Таким образом, решение задачи Коши имеет вид 

1 1 1
cos 1 sin cos sin

8 2 8 4 4
x x xy e x e x xe x x

                
     

. 
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СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

Нормальные системы обыкновенных  
дифференциальных уравнений 

Определение. Совокупность соотношений вида: 
















,0),...,,,,...,,,(

......................................................

,0),...,,,,...,,,(

,0),...,,,,...,,,(

2121

21212

21211

nnn

nn

nn

yyyyyyxF

yyyyyyxF

yyyyyyxF

 

где x – независимая переменная, у1, у2,…,уn – искомые функции, назы-
вается системой дифференциальных уравнений первого порядка. 

Определение. Система дифференциальных уравнений первого 
порядка, разрешенных относительно производных от неизвестных 
функций, называется нормальной системой дифференциальных урав-
нений. 

Такая система имеет вид: 






















).,...,,,(

........................................

),,...,,,(

),,...,,,(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

 (1) 
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Для примера можно сказать, что график решения системы двух 
дифференциальных уравнений представляет собой интегральную кри-
вую в трехмерном пространстве. 

Теорема. (Теорема Коши). Если в некоторой области (n-1)-мер-
ного пространства функции ),,...,,,( 211 nyyyxf  ),,...,,,( 212 nyyyxf  … 

),...,,,( 21 nn yyyxf  непрерывны и имеют непрерывные частные произ-

водные по nyyy ,...,, 21 , то для любой точки 0 10 20 0n( x , y , y ,..., y ) этой об-

ласти существует единственное решение: 

)(...),(),( 2211 xyxyxy nn    

системы дифференциальных уравнений вида, определенное в некото-
рой окрестности точки х0 и удовлетворяющее начальным условиям 

.,...,,. 020100 nyyyx  

Определение. Общим решением системы дифференциальных 
уравнений вида будет совокупность функций ),...,,,( 2111 nCCCxy  , 

),...,,,( 2122 nCCCxy  ,… ),...,,,( 21 nnn CCCxy  , которые при под-

становке в систему (1) обращают ее в тождество. 

Нормальные системы линейных однородных  
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами 

При рассмотрении систем дифференциальных уравнений огра-
ничимся случаем системы трех уравнений (n = 3). Все нижесказанное 
справедливо для систем произвольного порядка. 

Определение. Нормальная система дифференциальных уравне-
ний c постоянными коэффициентами называется линейной однород-
ной, если ее можно записать в виде: 





















.

,

,

333231

232221

131211

uazaya
dx

du

uazaya
dx

dz

uazaya
dx

dy

  



39 

Решения указанной системы обладают следующими свойствами: 
1) Если y, z, u – решения системы, то Cy, Cz, Cu , где C = const, 

тоже являются решениями этой системы. 
2) Если y1, z1, u1 и y2, z2, u2 – решения системы, то y1 + y2, z1 + z2, 

u1 + u2 тоже являются решениями системы. 
Решения системы ищутся в виде:  

; ; , constkx kx kxy e z e u e k       . 

Подставляя эти значения в систему и перенеся все члены в одну 
сторону и сократив на ekx, получаем: 













.0)(

,0)(

,0)(

333231

232221

131211





kaaa

akaa

aaka

 

Для того, чтобы полученная система имела ненулевое решение, 
необходимо и достаточно, чтобы определитель системы был равен 
нулю, т.е.: 

0

333231

232221

131211







kaaa

akaa

aaka

. 

В результате вычисления определителя получаем уравнение тре-
тьей степени относительно k. Это уравнение называется характери-
стическим уравнением и имеет три корня: k1, k2, k3. Каждому из этих 
корней соответствует ненулевое решение системы дифференциальных 
уравнений: 

,,, 111
111111

xkxkxk euezey    

,,, 222
222222

xkxkxk euezey    

.,, 333
333333

xkxkxk euezey    
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Линейная комбинация этих решений с произвольными коэффи-
циентами будет решением системы: 

;321
332211

xkxkxk eCeCeCy    

;321
332211

xkxkxk eCeCeCz    

.321
332211

xkxkxk eCeCeCu    

Пример. Найти общее решение системы уравнений: 








.22

,25

yxy

yxx
 

Составим характеристическое уравнение: 

;042510;04)2)(5(;0
22

25 2 



kkkkk

k

k
 

.6;1;067 21
2  kkkk  

Решим систему уравнений: 








.0)(

,0)(

2221

1211




kaa

aka
 

Для k1: 














.02

,024

;0)12(2

,02)15(

11

11

11

11







 

Полагая 11   (принимается любое значение), получаем: 

.21   

Для k2: 














.042

,021

;0)62(2

,02)65(

22

22

22

22







 

Полагая 22   (принимается любое значение), получаем: 

.12   
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Общее решение системы: 








.2

,2
6

21

6
21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

Этот пример может быть решен другим способом. 
Продифференцируем первое уравнение: yxx  25 . 

Подставим в это выражение производную у =2x + 2y из второго 
уравнения, получим 

yxxx 445  . 

Подставим сюда у, выраженное из первого уравнения: 

xxxxx 10245  , 

067  xxx , 

1;6 21  kk , 

;6; 66 tttt BeAexBeAex   

;55652 66 tttt BeAeBeAexxy   

tt BeAey 6

2

1
2  . 

Обозначив 21 2

1
; CBCA  , получаем решение системы: 









.2

,2
6

21

6
21

tt

tt

eCeCy

eCeCx
 

Пример. Найти решение системы уравнений 








.

,

xzyz

zyy
 

Эта система дифференциальных уравнений не относится к рас-
смотренному выше типу, т.к. не является однородной (во второе урав-
нение входит независимая переменная х). 
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Для решения продифференцируем первое уравнение по х. Полу-
чаем: 

.zyy   

Заменяя значение z  из второго уравнения, получаем: 

xzyyy  . 

С учетом первого уравнения, получаем: .2 xyy   

Решаем полученное дифференциальное уравнение второго по-
рядка: 

.2;0;02;02;2 21
2  kkkkyyxyy  

Общее решение однородного уравнения: .2
21

xeCCy   

Теперь находим частное решение неоднородного дифференци-
ального уравнения по формуле  

;)(;1;0);( BAxxQrxQexy xr    

;2;2;2 AyBAxyBxAxy   

4

1
;

4

1
;242  BAxBAxA . 

Общее решение неоднородного уравнения: 

).1(
4

12
21  xxeCCy x  

Подставив полученное значение в первое уравнение системы, 
получаем: 

).1(
4

1 22
21  xxeCCz x  

Пример. Найти решение системы уравнений: 
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










.3

,3

,

zyw

wyz

wzy

 

Составим характеристическое уравнение: 

;0
13

3

3

13

1

1
;0

13

13

11

















k

kk

k
k

k

k

k

 

;067;03333)1( 32  kkkkkk  

.3,2,1 321  kkk  

1) k = –1. 


















;0;

03

03

0

. 

Если принять  = 1, то решения в этом случае получаем: 

xx ewezy   111 ;;0 . 

2) k2 = –2. 

.;;

023

023

02


















 

Если принять  = 1, то получаем: 

.;; 2
2

2
2

2
2

xxx ewezey    

3) k3 = 3. 

.;
3

2
;

033

033

03

















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Если принять  = 3, то получаем: 

.3;3;2 3
3

3
3

3
3

xxx ewezey   

Общее решение имеет вид: 





















.3

,3

,2

3
3

2
21

3
3

2
21

3
3

2
2

xxx

xxx

xx

eCeCeCw

eCeCeCz

eCeCy
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Дифференциальные уравнения, допускающие 
понижения порядка 

В задачах 72–80 найти общее или частное решение данного 
дифференциального уравнения. 

72. .01)()1( 22  yyx  

73. .sin xxy   

74. .sin xxy   

75. xexy 2 . 

76. .02)( 2  yyy  

77. .yyx   

78. .1)( 2  yyy  

79. yxxy  2)1( 2 ; .3)0(,1)0(  yy  

80. .0)(
1

2 2 


 y
y

y  

Линейные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами 

В задачах 81–112 найти общее или частное решение данного 
дифференциального уравнения. 

81. .065  yyy  

82. .096  yyy  

83. .04  yy  

84. 03  yyy . 

85. 016  yy . 
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86. .04  yy IV  

87. .)()2( nn yy   

88. .096  yyy IVV  

89. .02  yyy IV  

90. .0 yyyy  

91. .045  yyy IV  

92. .0910  yyyV  

93. .044  yyy  

94. 02  yyy ; .2)2(,1)2(  yy  

95. xeyy 4 ; .3)0(,4)0(  yy  

96. 326416 2  xxyyy . 

97. xyy 93  . 

98. 32 2  xxyy . 

99. xeyyy 267  . 

100. xxeyyy 22  . 

101. xyyy cos2  . 

102. xyyy sin823  . 

103. .sin xxyy   

104. .5sin35 2 xxyy   

105. .2 2xeyy x   

106. .2sin23 xxyyy   

107. .sin4 xyy   

108. .43 4 xx xeeyyy    

109. .62 xxeyyy   

110. .2
x

e
yyy

x

  
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111. .
1

1
23




xe
yyy  

112. .
sin

1

x
yy   

Системы обыкновенных дифференциальных уравнений  

В задачах 113–117 найти общее или частное решение данной 
системы дифференциальных уравнений. 

113. 







.

,

yxy

yxx
 

114. 







.35

,32

yxy

yxx
 

115. 







.sin2

,cos2

txy

txx
 

116. 







.sin3

,cos2

txy

txx
 

117. 








.2

,
3

3

xey

yex
t

t

 

  



48 

 
 
 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ  
В ФИЗИКЕ, ГЕОМЕТРИИ И ЭКОНОМИКЕ 

Математические модели реальных объектов всегда широко ис-
пользовались в науке и технике для проверки достоверности гипотез, 
получения экспериментального материала.  

Под математической моделью понимается приближенное опи-
сание какого-либо класса явлений внешнего мира, выраженное с по-
мощью математической символики. Для того, чтобы получить коли-
чественную информацию о явлении, нужно найти адекватное мате-
матическое описание всех его существенных особенностей, которые 
и будут представлять математическую модель. Обычно это уравне-
ние или система уравнений, описывающие элементарные процессы, 
из которых складывается исследуемое явление. При этом часто воз-
никает такая ситуация, что не удается непосредственно найти законы, 
связывающие величины, характеризующие явление, но в то же время 
можно установить зависимость между этими величинами и их произ-
водными или дифференциалами, то есть получить дифференциаль-
ные уравнения. Такие модели называются дифференциальными. 

В настоящее время практически все разделы физики посвящены 
построению, а также исследованию математических моделей различ-
ных физических объектов и явлений. Математические модели исполь-
зуются не только в физике, но и в других научных областях. Большим 
достижением в химии и биологии является разработка и исследование 
математических моделей для биологических систем и различных хи-
мических процессов. Широкое применение математические модели 
нашли в экономике, экологии, а также в социологии, медицине и про-
мышленности. 
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Рассмотрим дифференциальные модели первого порядка в фи-
зике, геометрии и экономике. 

При решении задач физики или механики с помощью диффе-
ренциальных уравнений, в том числе первого порядка, рекомендуется 
следующая последовательность действий: 

1. Установить величины, изменяющиеся в данном явлении, и 
выявить физические законы, связывающие их. 

2. Выбрать независимую переменную и функцию этой перемен-
ной, которую мы хотим найти. 

3. Исходя из условий задачи, определить начальные или крае-
вые условия. 

4. Выразить все фигурирующие в условии задачи величины че-
рез независимую переменную, искомую функцию и ее произ-
водные. 

5. Исходя из условий задачи и физического закона, которому 
подчиняется данное явление, составить дифференциальное 
уравнение. 

6. Найти общий интеграл или общее решение дифференциаль-
ного уравнения. 

7. По начальным условиям найти частное решение. 
8. Исследовать полученное решение.  
Пример. Лодка замедляет свое движение под действием сопро-

тивления воды, которое пропорционально скорости лодки. Начальная 
скорость лодки 1,5 м/с. Через 4 секунды скорость ее 1 м/с. Когда ско-
рость лодки уменьшится до 1 см/с? Какой путь может пройти лодка до 
остановки? 

Решение. Пусть сила сопротивления воды kvFs  , где v ско-

рость лодки, k коэффициент пропорциональности. Учитывая второй 
закон Ньютона, получим равенство 

kvvm  . 

0 ln ln
k dv k dv k k

v v v dt v t C
m dt m v m m

            
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k
t

mv Ce   – общее решение дифференциального уравнения. Найдем 

произвольную постоянную из условий задачи Коши. Поскольку 
начальная скорость равна 1,5 м/с, то начальное условие задачи Коши 

выразится равенством   5,10 v , из которого находим 
2

3
C . Коэффи-

циент k  определяем из условия: через 4 секунды скорость была равна 
1 м/с, то есть  

3

2
ln

4

1

3

2
ln41

2

3
1)4(

4


m

k

m

k
ev m

k

. 

Таким образом, в данной задаче зависимость между скоростью 
лодки и временем имеет вид: 

125,025,0
3

2
ln

4

1

3

2

3

2

2

3

2

3
)(


















tt

etv .  

Найдем зависимость пути от времени, учитывая, что    tvts  . 

Следовательно,  

Cdtts

t

t































3

2
ln

3

2
4

3

2
)(

125,0

125,0

. 

Постоянную C  найдем из начального условия 0)0( s . 


































3

2
ln

3

2
4

0

3

2
ln

3

2
4

CC . 

Итак, 


























 1
3

2

3

2
ln

6
)(

25,0 t

ts . 
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Теперь найдем момент времени, когда 01,0v м/с. 

01,0
3

2 125,0











, 

5,1lg

2

3

2
lg

2

3

2
lg

01,0lg
125,0 t , 

501
5,1lg

2
4 








t  с. 

Пройденный путь при этом  

15
5,1ln

6
1

1003

2

3

2
ln

6
)( 






 


ts  м. 

При решении геометрических задач с помощью дифференци-
альных уравнений, в том числе первого порядка, рекомендуется следу-
ющая последовательность действий: 

1. Сделать чертеж и ввести обозначения. 
2. Отделить условия, имеющие место в произвольной точке ис-

комой линии, от условий, выполняющихся лишь в отдельных 
точках, то есть начальных условий. 

3. Выразить все упомянутые в задаче величины через коорди-
наты произвольной точки и через значение производной в 
этой точке, учитывая геометрический смысл производной. 

4. По условию задачи составить дифференциальное уравнение, 
которому удовлетворяет искомая кривая. 

5. Найти общее решение этого уравнения и получить из него с 
помощью начальных условий уравнение искомой линии.  

Пример. Найти кривую, проходящую через точку )5,4(N , если 

в любой ее точке отрезок нормали, заключенный между осями коорди-
нат, делится пополам. 
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Решение. Строим чертеж (рис. 
1) и вводим обозначения: )(xfy   – 

уравнение искомой кривой. Коорди-
наты точки )5;4(N  – начальные усло-

вия – пока не учитываем. ),( yxM  – 

любая точка кривой и AB  – нормаль к 
кривой в точке М, уравнение которой 

имеет вид: )(
1

xX
y

yY 


 .  Рис. 1 

Составим дифференциальное уравнение, исходя из условия, что 
BMAM  .  
Точки ),0( 0YA и )0,( 0XB  лежат на нормали. Поэтому из уравне-

ния нормали получаем: 
y

x
yY


0  и xyyX 0 .  

Используя формулу расстояния между двумя точками, найдем: 

 
  2

2

2
22

0
2 1)( y

y

x
xyYAM 


 , 

  2222
0

2 1)( yyyxXBM  . 

Таким образом, задача свелась к решению дифференциального 
уравнения 

 
     222

2

2

11 yyy
y

x 


. 

После упрощений получим дифференциальное уравнение 

x
y

y
  . Это дифференциальное уравнение первого порядка с разделя-

ющимися переменными. Разделяя переменные и интегрируя, найдем 

общий интеграл Cxy  22 . Это семейство равносторонних гипер-
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бол. Подставляя координаты заданной точки, находим значение кон-

станты 9C . Уравнение искомой кривой имеет вид 922  xy   

(рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2 
 
Математические модели в экономических процессах принято 

называть экономико-математическими моделями. Экономико-матема-
тическая модель – это математическая модель, предназначенная для 
исследования экономической проблемы. При экономико-математиче-
ском моделировании в некоторых случаях исследуемый объект или яв-
ление можно описать дифференциальным уравнением или системой 
дифференциальных уравнений.  

В качестве примера рассмотрим экономическую модель, опи-
сываемую линейным дифференциальным уравнением первого по-
рядка. 

Пример. Задача освоения производственных мощностей 
Пусть constn   – производственная мощность,  tx  – фактиче-

ское производство, основанное на этой мощности в момент времени t. 
При этом, очевидно, что   ntx  . Дадим аргументу t  приращение t , 

тогда фактическое производство  tx  получит прирост производства 

x . Предположим, что прирост производства пропорционален недо-
использованной мощности 
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   ttxnx   . 

Переходя к пределу при 0t , получаем линейное дифферен-

циальное уравнение первого порядка для освоения производственной 

мощности 


1

,  Tnx
dt

dx
T . 

Начальным условием для этого уравнения является соотноше-

ние 

   nxxx  00 ,0 . 

Общим решением уравнения является функция 

  T

t

Centx


 . 

Константа C  находится из начального условия 

nxC  0 . 

Таким образом, закон освоения производственных мощностей 

имеет вид 

    T

t

enxntx


 0 . 

Закон показывает, что процесс освоения производственных 

мощностей завершается выходом на заданный размер мощности 

  ntx
t




lim . 

В частном случае, при 00 x , решение принимает вид 

  










T

t

entx 1 . 
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Пример. Односекторная модель экономического роста Солоу 
В односекторной модели экономическая система фигурирует 

как единое целое предприятие, производящее один универсальный 
продукт, подлежащий потреблению и инвестированию. Националь-
ный доход (ВВП) Y  задается однородной производственной функцией 
первого порядка 

 LKFY , . 

Здесь K  – объем капиталовложений (производственных фон-
дов), L – объем затрат труда (число занятых),    LKFLKF ,,   . 

Разделив обе части производственной функции на L, получаем 

   kf
L

K
F

L

LKF

L

Y
y 






 1,

,
. 

Здесь y  – производительность труда, 
L

K
k   – величина фондо-

вооруженности. Будем предполагать, что: 
1. Скорость роста трудовых ресурсов пропорциональна объему 

затрат труда: 

L
dt

dL  ,  10  . 

2. Инвестиции расходуются на увеличение производственных 

фондов 
dt

dK
 и амортизацию K : 

K
dt

dK
I  . 

Здесь   – годовой темп прироста числа занятых,   – норма 

амортизации (доля выбывших за год основных производственных 
фондов). 

Обозначая h  – норму инвестиций, находим 
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K
dt

dK
hYI   

или 

  KLKhF
dt

dK  , . 

Из формулы для фондовооруженности 
L

K
k   следует, что  

LKk lnlnln   или, после дифференцирования, 

L

L

K

K

k

k 






. 

Получаем дифференциальное уравнение вида 

    


k

kf
h

k

k
 

или 

   kkhfk   . 

Полученное уравнение представляет собой нелинейное диффе-
ренциальное уравнение первого порядка с разделяющимися перемен-
ными. Начальным условием для уравнения является соотношение 

 
0

0
00

L

K
kk  .  

Пусть производственная функция имеет вид  

  LKLKF , . 

Тогда   kkf  , и исследуемое уравнение принимает вид 

 kkh
dt

dk   , 

общее решение уравнения которого имеет вид: 
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 
2

2














 t

Ce
h

tk



. 

Произвольная константа находится из начального условия 

   2
2

00 CkC
h

kk 










 

. 

Здесь 
 2

2

 


h
k . Таким образом  kkC 0  и функция, 

являющаяся решением уравнения, принимает вид: 

   
2

2
0 















t
ekkktk



. 

Пример. Простейшая модель изменения зарплаты и занято-
сти 

Рынок труда, на котором взаимодействуют работодатели и наем-
ные рабочие, характеризуется зарплатой p(t) и числом занятых N(t).  

Пусть на нем существует равновесие, т.е. ситуация, когда за 
плату 00 p  согласны работать 00 N  человек. Если по каким-то при-

чинам это равновесие нарушается (например, по возрасту часть работ-
ников уходит на пенсию либо у предпринимателей возникают финан-
совые трудности), то функции p(t) и N(t) отклоняются от значений 

00 , Np . 

Будем считать, что работодатели изменяют зарплату пропорци-
онально отклонению численности занятых от равновесного значения. 
Тогда  

0),( 101   NN
dt

dp
. 

Предположим, что число работников увеличивается или умень-
шается также пропорционально росту или уменьшению зарплаты от-
носительно значения 0p , т.е.  
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0),( 202   pp
dt

dN
. 

Дифференцируя первое уравнение по t и исключая из него с по-
мощью второго уравнения величину N, приходим к стандартной мо-
дели колебаний  

)(
)(

0212
0

2

pp
dt

ppd


   

заработной платы относительно положения равновесия (аналогично и 
для величины N(t)). Из первого интеграла этого уравнения  

2 2
1 0 2 0( ) ( ) const 0N N p p       

видно, что в некоторые моменты ,2,1,  itt i , когда 0pp   (т. е. зар-

плата становится равной равновесному значению), имеем 0NN  , т.е. 

число занятых больше равновесного, а при 0NN   получаем 0pp  , 

т.е. зарплата превышает равновесную. В эти моменты фонд заработной 
платы, равный pN, превышает равновесное значение 00 Np  (или 

меньше его), если при подходе к моменту it  выполнено 0pp   или 

0NN   (и наоборот). Но в среднем за период колебаний величина pN 

равна 00 Np .  

Пример. Модель рынка с прогнозируемыми ценами 
В простых моделях спрос и предложение полагают зависящими 

только от цены, но в реальных ситуациях спрос и предложение зависит 
еще от тенденции ценообразования и темпов изменения цены. В моде-
лях с непрерывными и дифференцируемыми по времени t  функциями 
эти характеристики описываются соответственно первой и второй про-
изводными от функции цены ( )P t . 

Рассмотрим пример, в котором функция спроса и предложения 
будет задаваться следующим образом: 

1823)(  PPPtD ,   ,334)(  PPPtS  
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где )(tD  – спрос, )(tS  – предложение.  

Принятые выражения вполне объяснимы. Спрос зависит от тем-
пов изменения цены. Если темп увеличивается, то интерес рынка к то-
вару становится больше и наоборот. Если же цена становится выше, 
при этом наблюдается быстрый рост цены, то это отпугивает покупа-
телей, поэтому слагаемое с первой производной входит в функцию 
спроса со знаком "" . 

Предложение еще в большей мере усиливается темпом измене-
ния )(tP , поэтому слагаемое, содержащее )(tP , входит со знаком "" . 

Требуется установить зависимость цены от времени.  
Поскольку равновесное состояние рынка характеризуется равен-

ством )()( tStD  , то приравняем выражения: 

,3341823  PPPPPP  

приведем подобные: 

,1552  PPP  

характеристическое уравнение будет иметь вид:  

.0522  kk  

Решая квадратное уравнение, получаем сопряженные комплекс-
ные корни: 

,21
2

42
2,1 i

i
k 


  

следовательно, обобщенное решение однородного уравнения имеет 
вид: 

),2sin2cos( 210 tCtCeP t    

где 1C , 2 const.C    

Найдем частное решение неоднородного уравнения: ч.н.P A,  
откуда 0.ч.нP ,   следовательно .3A  

Тогда обобщенное решение принимает вид: 
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.3)2sin2cos( 21   tCtCeP t
 

Полученная функция описывает зависимость цены от времени. 
При наложении начальных условий в конкретных примерах можно 

найти ,, 21 CС тогда функция позволит строить прогноз изменения цены 

со временем. 
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УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Определение. Дифференциальным уравнением в частных произ-
водных называется уравнение относительно неизвестной функции не-
скольких переменных, ее аргументов и ее частных производных раз-
личных порядков. 

0
...

,...,,...,,,,...,,
1

121

21 



















nk
n

k

k

n

n xx

u

x

u

x

u

x

u
xxxF . 

Порядком дифференциального уравнения в частных производ-
ных называется порядок старшей производной, входящей в это урав-
нение. Решением уравнения будет некоторая функция 

),...,,( 21 nxxxuu  , которая обращает уравнение в тождество. 

Линейные однородные дифференциальные уравнения  
в частных производных первого порядка 

Дифференциальное уравнение в частных производных первого 
порядка от функции ),...,,( 21 nxxxuu   можно в общем виде записать 

как 

0,...,,,,...,,
21

21 
















n

n x

u

x

u

x

u
xxxF . 

Линейное уравнение в частных производных имеет вид: 

0),...,,(...),...,,(),...,,( 21

2

212

1

211 











n

nnnn x

u
xxxX

x

u
xxxX

x

u
xxxX , 

где Xi – некоторые заданные функции. 
Очевидно, что одним из решений такого уравнения будет функ-

ция u = C. 
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Рассмотрим систему уравнений: 

n

n

X

dx

X

dx

X

dx
 ...

2

2

1

1  или 
n

n

n

n

nnnn X

X

dx

dx

X

X

dx

dx

X

X

dx

dx 112211 ...;;    

– указанная система называется нормальной. 
Общее решение этой системы имеет вид: 






















).,...,,,(

..........................................

),,...,,,(

),,...,,,(

12111

12122

12111

nnnn

nn

nn

CCCxfx

CCCxfx

CCCxfx

 

Если разрешить эти уравнения относительно постоянных С, по-
лучим: 
















 .),...,,(

.................................

,),...,,(

,),...,,(

1211

2212

1211

nnn

n

n

Cxxx

Cxxx

Cxxx






 

Каждая из функций k является интегралом системы. 
Теорема. Если ),...,,( 21 nxxx  – интеграл указанной системы, то 

функция ),...,,( 21 nxxxu   – решение исходного уравнения. 

Определение. Задача об определении функции u (x1, .., xn), удо-
влетворяющей дифференциальному уравнению в частных производ-
ных порядка k и некоторым начальным условиям, заданным на гипер-
поверхности γ, называется задачей Коши для дифференциального 
уравнения в частных производных.  

Наряду с задачей Коши большое значение в практике имеют за-
дачи, где дополнительные условия при ( 2k ) ставятся не на одной 
кривой, а на двух и более (другими словами, р-условий на одной кри-
вой, (к – р)-условий – на другой). 

Так, для уравнения второго порядка: 
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1

2

1

1

( ) 0,

( ),

( )

x xx yy xyF x, y,u,u ,u ,u ,u

u g x,y

u g x,y





  




 

или  













).(),(

),(),(

,0),,,,,,(

2

1

yybu

yyau

uuuuuyxF xyyyxxx


  

Дополнительные условия могут иметь и более сложный вид. 
Определение. Задача для дифференциального уравнения в 

частных производных, в которой дополнительные условия ставятся 
на нескольких границах (кривых), называется граничной или краевой 
задачей. 

Классификация основных типов уравнений  
математической физики 

Большая часть всех уравнений в частных производных второго 
порядка, линейных относительно вторых производных, являются 
представителями трех различных классов уравнений, которые суще-
ственно отличаются друг от друга по методам исследования и по фи-
зической природе. Рассмотрим более подробно уравнения трех основ-
ных типов уравнений математической физики. 

1) Волновое уравнение. (Уравнение колебаний струны, электро-
колебания, крутильные колебания вала и др.) Это простейшее уравне-
ние гиперболического типа: 

2

2
2

2

2

x

u
a

t

u








. 

2) Уравнение теплопроводности (уравнение Фурье). Это про-
стейшее уравнение параболического типа. Описывает процессы теп-
лопроводности, фильтрации жидкости и газа, некоторые вопросы тео-
рии вероятностей: 
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2

2
2

x

u
a

t

u








. 

3) Уравнение Лапласа. Это простейшее уравнение эллиптиче-
ского типа. Описывает магнитные и электрические поля, гидродина-
мику, диффузию и др.: 

0
2

2

2

2









y

u

x

u
. 

В этих уравнениях функция u зависит от двух переменных, од-
нако задача может быть расширена для случая трех переменных: 

1) волновое уравнение: ;
2

2
2

2

2
2

2

2

y

u
a

x

u
a
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u
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2) уравнение теплопроводности: ;
2

2
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2
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u
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3) уравнение Лапласа: 0
2

2
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2
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
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ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 

1. Дайте определение обыкновенного дифференциального 
уравнения. 

2. Как определить порядок дифференциального уравнения? 
3. Дайте определения: решения дифференциального уравнения 

первого порядка, общего интеграла, общего решения и частного реше-
ния дифференциального уравнения первого порядка. 

4. Сформулируйте задачу Коши для дифференциального урав-
нения первого порядка.  

5. Что такое интегральная кривая дифференциального уравне-
ния? Сколько можно построить интегральных кривых, проходящих че-
рез заданную точку? Какая теорема дает ответ на этот вопрос? 

6. Перечислите основные типы дифференциальных уравнений 
первого порядка. 

7. Запишите общий вид дифференциального уравнения первого 
порядка с разделяющимися переменными. Каков алгоритм решения 
этого уравнения?  

8. Приведите общий вид линейного дифференциального урав-
нения первого порядка. Перечислите методы решения такого уравне-
ния. 

9. Каков порядок действий при решении линейного дифферен-
циального уравнения первого порядка методом Бернулли? 

10. Какая функция называется однородной степени однородно-
сти m? Какое дифференциальное уравнение первого порядка называ-
ется однородным? Запишите замену переменной, с помощью которой 
решается такое уравнение. 

11. Как проверить, является ли данное дифференциальное урав-
нение первого порядка уравнением в полных дифференциалах? Опи-
шите метод решения такого уравнения. 

12. Дайте определения: общего и частного решений дифферен-
циального уравнения n-го порядка. 
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13. Сколько произвольных постоянных должно содержать об-
щее решение дифференциального уравнения n-го порядка? 

14. Перечислите дифференциальные уравнения n-го порядка, 
допускающие понижения порядка. Укажите замены переменной, с по-
мощью которых понижается порядок дифференциального уравнения в 
случаях, когда уравнение не содержит искомой функции или незави-
симой переменной. 

15. Запишите общий вид линейного однородного дифференци-
ального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. Как 
составить характеристическое уравнение для данного линейного одно-
родного дифференциального уравнения? 

16. Какова структура решения линейного однородного диффе-
ренциального уравнения? 

17. От чего зависит вид фундаментальной системы линейного 
однородного дифференциального уравнения? 

18. Запишите общий вид линейного неоднородного дифферен-
циального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами. 
Какова структура общего решения этого уравнения? 

19. От чего зависит вид частного решения линейного неодно-
родного дифференциального уравнения? 
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ПРИМЕР ВАРИАНТА КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Целью контрольной работы по курсу «Дифференциальные урав-
нения» является приобретение студентом навыков: 

 решения простейших дифференциальных уравнений пер-
вого порядка; 

 нахождения общего и частного решений линейного диф-
ференциального уравнения с постоянными коэффициен-
тами и правой частью специального вида при различных 
начальных условиях; 

 применения обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка к решению физических и геометри-
ческих задач. 

Прежде чем приступать к выполнению контрольной работы, 
следует ответить на теоретические вопросы для самопроверки и ре-
шить достаточное количество задач по каждому разделу изучаемой 
темы. 

Контрольная работа должна выполняться студентом самостоя-
тельно. Несамостоятельно выполненная работа не дает возможности 
преподавателю указать студенту на недостатки в его работе, в усвое-
нии им учебного материала, в результате чего студент не приобретает 
необходимых знаний и может оказаться неподготовленным к экза-
мену. 

 
Найти общий интеграл или общее решение уравнений 1-4: 

1.  yyxyx  22 . 

2.     11122  xyxyxx . 

3. 0)2sincos1(cossin 2  dyyxdxyx . 
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4. 432 2  xyyy . 

5. Найти семейство интегральных кривых уравнения xy tg  

и выделить ту, которая проходит через точку   10 y . 

6. Найти кривые, у которых тангенс угла между положитель-
ным направлением оси Оx и касательной обратно пропорционален ор-
динате точки касания. Построить семейство этих кривых. 

7. Количество света, поглощаемое слоем воды малой тол-
щины, пропорционально количеству падающего на него света и тол-
щине слоя. Слой воды толщиной 35 см поглощает половину падаю-
щего на него света. Какую часть света поглотит слой толщиной в 2 м? 

 
Рассмотрим решение данного варианта контрольной работы. 
№ 1. Найти общий интеграл или общее решение уравнения 

yyxyx  22 . 

Решение. Уравнение yyxyx  22  является дифференци-

альным уравнением первого порядка. Запишем уравнение в виде 

x

yyx
y




22

. 

Рассмотрим функцию 
x

yyx
yxf




22

),( . Так как 

 








kx

yyxk

kx

kykykx
kykxf

2222 )()(
),(  

),(
22

yxf
x

yyx



 , 

то функция однородная нулевой степени. Следовательно, данное урав-
нение является однородным дифференциальным уравнением первого 
порядка. 



69 

Введем замену 
x

y
z  . Тогда zxy  , zxzy   и уравнение при-

мет вид 

zzzxz
x

zxzxx
zxz 


 2

22

1
)(

, 

01 2  zx
dx

dz
, 

0
1 2


 x

dx

z

dz
. 

Проинтегрировав обе части уравнения, получим 

Сxzz lnln1ln 2   

или 

  0,1 2  ССzzx . 

Выполнив обратную замену, получим общий интеграл уравне-
ния 

2

1 ,
y y

x С С R
x x

          
 

или 

RССyxy  ,22 , 

CyCx 222  . 

Получили семейство парабол при 0С  и ось Oy  при 0C . 

№ 2. Найти общий интеграл или общее решение уравнения 

    11122  xyxyxx . 
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Решение. Уравнение 1)1()12( 2  xyxyxx  является ли-

нейным неоднородным дифференциальным уравнением первого по-
рядка. Запишем его в виде 

2)1(

1

1 






x

x

x

y
y . 

Решение уравнения будем искать в виде )()( xvxuу  . Подста-

вим функцию в данное уравнение, получим верное функциональное 
тождество 

2)1(

1

1 






x

x

x

uv
vuvu . 

Сгруппируем второе и третье слагаемые: 

2)1(

1

1 













x

x

x

v
vuvu . 

Будем считать, что функция )(xv  такова, что 0
1

1





x
v . 

Cxv
x

dx
dv 


 1lnln0

1
. 

Будем считать, что 0,0)(  Cxv , получим 1 xv . Тождество 

примет вид 

2)1(

1
)1(





x

x
xu . 

Тогда 
3)1(

1





x

x
u . Следовательно, 























  dx
xx

dx
x

x
dx

x

x
xu

3233 )1(

2

)1(

1

)1(

2)1(

)1(

1
)(  
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C
xx








1

1

)1(2

1
4

. 

Таким образом, общее решение данного уравнения запишется 
следующим образом: 

4

1 1
( 1)

2( 1) 1
y C x

x x

 
      

, RC . 

№ 3. Найти общий интеграл или общее решение уравнения 

0)2sincos1(cossin 2  dyyxdxyx . 

Решение. Уравнение 0)2sincos1(cossin 2  dyyxdxyx  яв-

ляется дифференциальным уравнением первого порядка.  
Выясним тип уравнения. По виду данное уравнение похоже на урав-

нение в полных дифференциалах, тогда yxxP 2cossin)(  , 

yxxQ 2sincos1)(  .  

Найдем yx
y

P
2sinsin 




, yx
x

Q
2sinsin 




. 

Из равенства 
x

Q

y

P








 и непрерывности функций )(xP , )(xQ , 

y

P




, 
x

Q




 следует тип данного уравнения – уравнение в полных диффе-

ренциалах, то есть левая часть уравнения является полным дифферен-
циалом некоторой функции ),( yxu . Тогда уравнение можно записать 

в виде 0du . Следовательно, cyxu ),(  – общее решение уравнения 

и задача свелась к отысканию вида функции ),( yxu . 

В ходе решения мы получили, с одной стороны,  

dyyxdxyxdu )2sincos1(cossin 2  , 

с другой стороны – полный дифференциал функции двух переменных 

записывается в виде dy
y

u
dx

x

u
du








 . 
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Тогда 


















.2sincos1

,cossin 2

yx
y

u

yx
x

u

 













 
.2sincos1

),(cossin),( 2

yx
y

u

yCdxyxyxu

 















.2sincos1

),(coscos),( 2

yx
y

u

yCyxyxu
 

 













.2sincos1)(coscos

),(coscos),(

2

2

yxyCyx
y

yCyxyxu
 








.2sincos1)(2sincos

),(coscos),( 2

yxyСyy

yCyxyxu
 








.1)(

),(coscos),( 2

yС

yCyxyxu
 

Итак, yxyyxu 2coscos),(  . Следовательно, общий интеграл 

уравнения имеет вид Cyxy  2coscos , RC . 

№ 4. Найти общий интеграл или общее решение уравнения 

432 2  xyyy .  

Решение. Уравнение 432 2  xyyy  является линейным 

неоднородным дифференциальным уравнением третьего порядка с по-
стоянными коэффициентами. 
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Общее решение этого уравнения записывается в виде у Y у  , 

где Y является общим решением линейного однородного дифференци-

ального уравнения 02  yyy , а у  – частным решением данного 

линейного неоднородного дифференциального уравнения. 
Найдем общее решение уравнения 02  yyy . По теореме 

о структуре общего решения линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения оно имеет вид 1 1 2 2 3 3Y c y c y c y   , где 1y , 2y , 3y  об-

разуют фундаментальную систему однородного уравнения. Чтобы 
найти фундаментальную систему, составим и решим характеристиче-
ское уравнение 

1,002 321
23  kkkkkk . 

Получили, что корни характеристического уравнения действи-
тельные, то есть кратные, поэтому  

xxx exyeyey   32
0

1 ,,1  

и общее решение однородного дифференциального уравнения запи-

шется в виде 1 2 3
x xY c c e c xe    . 

Правая часть данного дифференциального уравнения имеет вид 

43)( 2  xxf .  

Здесь   23 4 2 0mP x x , m , a    . Следовательно, частное ре-

шение данного линейного неоднородного уравнения у  запишется в 

виде )( 2 CBxAxxy s  . 

Сравним число 0a  с корнями характеристического уравнения 
1,0 321  kkk . Делаем вывод, что а является единожды корнем 

характеристического уравнения, поэтому 1s . 

Подставим CxBxAxy  23  в данное уравнение. Для этого 

найдем 

СхВхАy 


23 2 ; 
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ВАхy 26 


; 

Аy 6


. 

При подстановке получим равенство двух многочленов 

4346)212(3 22  xCBAxBAAx . 

Получаем систему 


























.22

,6

,1

.446

,0212

,33

C

B

A

CBA

BA

A

 

Таким образом, функция 

xxxxececcy xx 226 23
321    

является общим решением данного линейного неоднородного уравне-
ния, где 321 ,, ccc  – произвольные постоянные. 

№ 5. Найти семейство интегральных кривых уравнения xy tg  

и выделить ту, которая проходит через точку   10 y . 

Решение. Рассмотрим дифференциальное уравнение xy tg . 

Это дифференциальное уравнение первого порядка с разделенными 
переменными. Найдем его общее решение, проинтегрировав его пра-
вую и левую части по x: 

Cxdxxyxy   coslntgtg . 

Таким образом, семейство интегральных кривых представляет 

собой множество кривых вида xСy cosln , RC . 

Определим кривую, проходящую через точку 1)0( y , то есть 

решим задачу Коши с начальным условием 1)0( y : 

10cosln1  CС . 
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Следовательно, уравнение искомой кривой: xy cosln1 . 

№ 6. Найти кривые, у которых тангенс угла между положитель-
ным направлением оси Оx и касательной обратно пропорционален ор-
динате точки касания. Построить семейство этих кривых. 

Решение. Строим чертеж (рис. 3) и вводим обозначения: 
)(xfy   – уравнение искомой кривой, ),( yxM  – точка касания,   – 

угол между положительным направлением оси Ox и касательной. 

 
 

Рис. 3 

 
По геометрическому смыслу производной tg y . По условию 

задачи tg  обратно пропорционален ординате точки касания, то есть 

1
tg

y
 . Получаем дифференциальное уравнение 

y
y

1
 . 

Решая его, находим общий интеграл: 

Cx
y

Cdxdyydxdyy   2

2

, RC . 

Таким образом, искомые кривые имеют уравнения вида 

C
y

x 
2

2

, где С – произвольная постоянная, RC . Это семейство па-

рабол с вершинами на оси Ox  (рис. 4). 
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Рис. 4 

№ 7. Количество света, поглощаемое слоем воды малой тол-
щины, пропорционально количеству падающего на него света и тол-
щине слоя. Слой воды толщиной 35 см поглощает половину падаю-
щего на него света. Какую часть света поглотит слой толщиной в 2 м? 

Решение. Пусть количество света, которое проходит на глубину 
h , равно )(vh . Возьмем участок бесконечно малой толщины h , 

найдем количество света )( hhv  , которое останется после прохож-

дения этого участка. Согласно условию задачи на участке поглотится 
hhvk )(  света, где k  – коэффициент пропорциональности. Тогда 

hhkvhvhhv  )()()( , 

)(
)()(

hkv
h

hvhhv





. 

После перехода к пределу при 0h  получаем дифференци-
альное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными: 

kvv  , 

0 kdv
v

dv
, 

khCevCkhv  lnln . 
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Отметим, что по условию задачи )0(vC  . Таким образом, зави-

симость количества света, которое останется после прохождения 

участка длины h , равно khevhv  )0()( . 

Для нахождения неизвестного коэффициента k  воспользуемся 
тем, что после прохождения участка 0,35 м поток света ослабел в 2 
раза, то есть  

5,0
)0(

)35,0( 35,0   ke
v

v
. 

Логарифмируя последнее выражение, получим 

35,0

2ln
2ln35,0  kk . 

35,035,0

2ln

2)0()0()(

h
h

vevhv


 . 

Часть света, которая останется после прохождения двухметро-
вой преграды: 

02,022
)0(

)2( 7

40
35,0

2




v

v
 или 2%. 

Таким образом, поглотится 100 – 2 = 98 % света. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ ПОДГОТОВКИ  
К КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЕ 

1. Найти общее решение или общий интеграл дифференциального 
уравнения. 

1) 02)1( 22  xyyx  2) 0)(2 22  dyyxdxxy  

3) 422 xyyx   4) 0)2(  dyxdxyx  

5) yyx 24)1(   6) 0)()(  dyyxdxyx  

7) xeyyx  )(  8) 
y

xyy 21  

9) 0)1(  dyxdxxy  10) 0)2( 22  dyxdxxyy  

11) 012  xyyx  12) 0)2()2( 2323  dyyxydxxyx  

13) )cos( xxyxy   14) dyxydxy 12  

15) xeyyy  2  16) 2
2

2


x

yy  

17) 
2

2 xxexyy   18) 22

2

yx

xyy


  

2. Найти общее решение уравнения 2332 yxxyy  . Найти и постро-

ить интегральную кривую, проходящую через точку )1,0( . 

3. Найти множество интегральных кривых дифференциального урав-

нения 
12

1




x
y . Выделить и построить ту интегральную кри-

вую, которая проходит через точку )1,1(M . 
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4. Найти общее решение дифференциального уравнения 
  yxyxy  . Найти частное решение этого уравнения, удовле-

творяющее условию 21 xy . 

5. Найти общее решение дифференциального уравнения 3 23 yy  . 

Построить несколько интегральных кривых этого уравнения и вы-
делить ту, которая проходит через точку )0,2( . 

6. Найти общее решение дифференциального уравнения x
x

y
y 3

 
)0( x . Выделить решение, удовлетворяющее начальному условию 

11 xy . 

7. Найти общее решение дифференциального уравнения 

0)46()63( 3222  dyyyxdxxyx  и частное решение этого урав-

нения при условии 01 xy . 

8. Найти общее решение дифференциального уравнения 422 xyyx   

и выделить решение, удовлетворяющее начальному условию 
1

2.
x

y

  

9. Найти частное решение уравнения  32 2  xxeyy x , если 

  20 y ,   20 y . 

10. Найти общее решение уравнения xyy 3cos8 . 

11. Найти частное решение уравнения 61810102 2  xxyyy , 

если   10 y ,   2,30 y . 

12. Найти общее решение уравнения xxyy 5sin35  . 

13. Найти частное решение уравнения xxeyy 4 , если   00 y , 

  50 y . 

14. Найти частное решение уравнения xyy sin4 , если 1
2







y , 

4
2







 y . 

15. Найти частное решение уравнения xexyyy 22445  , если 

  00 y ,   40 y . 
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16. Найти общее решение уравнения xxyy 3sin35 2  . 

17. Найти частное решение уравнения xyyy 2sin84  , если 

  1,00 y ,   9,10 y . 

18. Найти общее решение уравнения 432 2  xyyy . 

19. Найти общее решение уравнения  xxeyyy x  2323 . 

20. Найти общее решение уравнения 0
2





yx

u
. 

21. Определить тип, записать характеристическое уравнение, найти 
уравнения характеристик, привести к каноническому виду уравне-

ние 0
2

2

2

2









y

u

x

u
. 

22. Найти общее решение уравнения z
y

z
xy

x

z
x 








)( 2 . 

23. Найти общее решение системы 












.2

,2

zy
dx
dz

zy
dx
dy

 

24. Найти общее решение системы 












.

,
2

y
dx
dz

z
y

dx
dy

 

25. Найти общее решение системы 












.43

,2

zy
dx
dz

zy
dx
dy

 

26. Найти то решение уравнения 0







y

u
x

x

u
y , которое удовлетво-

ряет условию при 0x , yyu 2),0(  . 

27. Найти то решение уравнения 0
3

1
)1(

2

1 2 








y

u
xy

x

u
x , которое 

удовлетворяет условию при 0x , 2),0( yyu  . 
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Приложение 1 
 

Таблица производных элементарных функций 
 

1. 0)( C  

2. 1)( x  

3.   uuu 
 1   

4.   u
u

u 


2

1
 

5. u
uu











2

11
 

6.   uee uu 


 

7.   uaaa uu 


ln  

8.   u
u

u 
1

ln  

9.   u
au

ua 
ln

1
log  

 

10.   uuu  cossin  

11.   uuu  sincos  

12.   u
u

u 
2cos

1
tg  

13.   u
u

u 
2sin

1
ctg  

14.   u
u

u 



21

1
arcsin  

15.   u
u

u 



21

1
arccos  

16.   u
u

u 



21

1
arctg  

17.   u
u

u 



21

1
arcctg  
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Приложение 2 
 
 

Таблица интегралов 
 

 

1. Cdx 0  

2. Cxdx   

3. C
x

dxx 





 1

1




 , 1  

4. Cx
x

dx
 ln  

5. Cedxe xx   

6. C
a

a
dxa

x
x  ln

 

7. Cxdxx  cossin  

8. Cxxdx  sincos  

9. Cxdxx  coslntg  

10. Cxdxx  sinlnctg  

11. Cx
x

dx


 arctg
1 2

 

12. C
a

x

axa

dx


 arctg
1

22
 

13. C
ax

ax

aax

dx






 ln

2

1
22

 

14.  


Cx
x

dx
arcsin

1 2
 

15.  


C
a

x

xa

dx
arcsin

22
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16. CAxx
Ax

dx



 2

2
ln  

17. C
a

xa
xa

x
dxxa  arcsin

22

2
2222  

18. CAxx
A

Ax
x

dxAx  222 ln
22
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