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Введение

Известно, что интеграл Лебега можно определять несколькими эквивалент-
ными способами. В данном пособии мы вводим абстрактный интеграл Ле-
бега от измеримой функции (случайной величины) по конечной (точнее,
по вероятностной) мере с помощью подхода (см. [5]), который считается
наиболее конструктивным (см. [2]) и традиционно принят в теории веро-
ятностей.1 По определению математическое ожидание (среднее значение)
случайной величины есть интеграл Лебега от нее, поэтому в дальнейшем
мы будем употреблять первое или второе понятие (а также соответствую-
щее обозначение

∫
или E) исходя из удобства.

В первой главе мы определяем основные понятия и вводим интеграл
Лебега последовательно в три этапа: для простых неотрицательных слу-
чайных величин, для произвольных неотрицательных, для любых. Кроме
того подробно разбираются все основные свойства интеграла Лебега, необ-
ходимые для операций над ним.

Во второй главе мы формулируем и доказываем теорему о замене пере-
менных в интеграле Лебега; результаты, связанные с предельным перехо-
дом представлены в настоящем пособии теоремой о монотонной сходимости
и теоремой Лебега о мажорируемой сходимости. Затем коротко описывает-
ся структура построения интеграла Лебега по мере Лебега на вещественной
прямой с доказательством корректности его определения. При этом постро-
ение самой меры Лебега не рассматриваются и предполагаются известными
(см., например, [2], [4]). Наконец, используя доказанные теоремы, выводятся
формулы для вычисления математического ожидания случайной величины
с явно заданным распределением вероятностей.

В третьей главе рассматриваются моменты случайной величины, осо-
бо выделяются моменты второго порядка, в частности, центральный сме-
шанный момент двух случайных величин (ковариация). Рассматривается
связь некоррелированности, независимости и слабой ассоциированности па-
ры случайных величин.

Наконец, в четвертой главе сформулированы и доказаны наиболее из-
вестные неравенства для моментов.

Далее мы будем считать, что все случайные величины заданы на веро-
ятностном пространстве (Ω,F,P) с σ-алгеброй F подмножеств множества
Ω, на которой задана счетно-аддитивная вероятностная мера P. Под запи-
сью

∑
Ai мы будем понимать конечное или счетное объединение попарно

несовместных событий Ai, а под
⋃
Ai — конечное или счетное объединение

произвольных событий Ai. Произведение (пересечение) событий A
⋂
B бу-

дем записывать как AB. Запись 1A(ω) будет означать индикатор события

A. Т.е. 1, когда ω ∈ A, и 0 иначе. Под ξ
a.s.
= η будем понимать равенство

случайных величин с вероятностью единица (almost surely).

1Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки Россиии в рамках базовой части госу-

дарственного задания
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Глава 1. Определение и свойства

Интеграл Лебега простой случайной величины

Определение 1. Случайную величину ξ : Ω → R будем называть про-
стой, если она принимает конечное число значений, т.е. существует
представление

ξ(ω) =
k∑

i=1

xi1Ai
(ω),

где xi ∈ R,
k∑
i=1

Ai = Ω, Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . .

Определение 2. Интегралом Лебега простой случайной величины

ξ(ω) =
k∑

i=1

xi1Ai
(ω),

k∑

i=1

Ai = Ω

называется число ∫

Ω

ξ(ω) P(dω) =
k∑

i=1

xi P(Ai).

В дальнейшем нижний предел Ω будем для краткости опускать. Инте-
грал Лебега случайной величины ξ будем также обозначать Eξ.

Замечание 1. Отметим, что определение корректно, в том смысле, что
значение интеграла не зависит от представления величины ξ. Действи-
тельно, предположим, что ξ имеет также другое представление

ξ(ω) =
m∑

j=1

yj1Bj
(ω),

m∑

j=1

Bj = Ω.

Поскольку 1AiBj
= 1Ai

1Bj
, и

1Ai
=

m∑

j=1

1AiBj
, 1Bj

=
k∑

i=1

1AiBj
,

то

ξ =
k∑

i=1

m∑

j=1

xi1AiBj
=

m∑

j=1

k∑

i=1

yj1AiBj
.

Обозначим pij := P(AiBj). Для произвольных i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m
либо pij = 0, либо pij > 0. Во втором случае AiBj 6= ∅, а значит, ∃ω ∈
AiBj и ξ(ω) = xi = yj. В обоих случаях xipij = yjpij. Таким образом,

k∑

i=1

xi P(Ai) =
k∑

i=1

m∑

j=1

xipij =
k∑

i=1

m∑

j=1

yjpij =
k∑

i=1

yj P(Bj).
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Некоторые свойства интеграла Лебега простой случайной
величины

1. Для c ∈ R

E(cξ) = cEξ. (1)

2. Пусть ξ 6 η, тогда
Eξ 6 Eη. (2)

3.
|Eξ| 6 E |ξ| . (3)

4.
E(ξ + η) = Eξ + Eη. (4)

Доказательство п.1. Пусть

ξ =
k∑

i=1

xi1Ai

pi := P(Ai). Тогда

cξ =
k∑

i=1

cxi1Ai

E(cξ) =
k∑

i=1

cxipi = c

k∑

i=1

xipi = cEξ.

Доказательство п.2.

ξ =
k∑

i=1

xi1Ai
, η =

m∑

i=1

yj1Bj
,

{Ai}ki=1 и {Bj}mj=1 разбиения. Тогда, поскольку

1Ai
=

m∑

j=1

1AiBj
, 1Bj

=
k∑

i=1

1AiBj
,
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ξ =
k∑

i=1

m∑

j=1

xi1AiBj
, η =

m∑

j=1

k∑

i=1

yj1AiBj
, (5)

Обозначим, как и выше,
pij := P(AiBj). (6)

Тогда

Eξ =
k∑

i=1

m∑

j=1

xipij, Eη =
k∑

i=1

m∑

j=1

yjpij. (7)

Теперь, для любых i = 1, k, j = 1,m если pij = 0, то xipij = yjpij = 0. Если
pij > 0, то AiBj 6= ∅, тогда ∀ω ∈ AiBj ξ(ω) = xi, η(ω) = yj, а поскольку
ξ 6 η, то xi 6 yj. Итак, для любых i, j xipij 6 yjpij, значит Eξ 6 Eη.

Доказательство п.3. Ясно, что − |ξ| 6 ξ 6 |ξ|. Тогда в силу свойств 1 и 2

−E |ξ| 6 Eξ 6 E |ξ| ,
откуда |Eξ| 6 E |ξ|.
Доказательство п.4. Используя (5), (6) и (7), имеем

ξ + η =
k∑

i=1

m∑

j=1

(xi + yj)1AiBj

E(ξ + η) =
k∑

i=1

m∑

j=1

(xi + yj)pij =
k∑

i=1

m∑

j=1

xipij +
k∑

i=1

m∑

j=1

yjpij = Eξ + Eη.

Интеграл Лебега неотрицательной случайной величины

Лемма 1. Введем последовательность

ϕn(x) =
n2n∑

k=1

k − 1

2n
1[k−1

2n ,
k

2n )(x) + n1[n,+∞)(x), x ∈ R. (8)
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График функции ϕn(x) для случая n = 2
Функция ϕn(x) обладает следующими свойствами

1. Для любого x ∈ R, n ∈ N ϕn(x) неотрицательная борелевская про-
стая (принимающая конечное число значений) функция;

2. для любого x > 0 ϕn(x) ↑ x, n→ ∞;

3. для любого n ∈ N и x 6 y ϕn(x) 6 ϕn(y).

Доказательство. Утверждения пунктов 1 и 3 очевидны, заметим только,
что функции ϕn(x) борелевские как линейные комбинации индикаторов:
действительно, прообраз любого борелевского множества при отображении
ϕn представляет собой конечную сумму полуинтервалов, а это множество
борелевское.

Докажем утверждение пункта 2. Сначала покажем поточечную сходи-
мость. Зафиксируем произвольное x > 0 и выберем достаточно большое
n > x. Тогда существует натуральное 1 6 kx 6 n2n такое, что

kx − 1

2n
6 x <

kx
2n
.

Тогда ϕn(x) = kx−1
2n , и

|ϕn(x) − x| < 1

2n
→ 0, n→ ∞.

Подчеркнем, что, доказанная сходимость поточечная. Поскольку последнее
неравенство выполняется только для 0 6 x < n, то равномерная сходимость
также будет иметь место на любом ограниченном множестве в R+, но не на
всем R+.

Покажем теперь монотонность по n, т.е., что ϕn+1(x) > ϕn(x) для всех
x > 0 и n. Зафиксируем произвольно n и x > 0. Далее возможны три
случая:
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1. x > n+ 1. В этом случае

ϕn+1(x) = n+ 1 > n = ϕn(x).

2. n 6 x < n+ 1. Тогда существует натуральное kx

n2n+1 + 1 6 kx 6 (n+ 1)2n+1

такое, что
kx − 1

2n+1
6 x <

kx
2n+1

.

Тогда

ϕn+1(x) =
kx − 1

2n+1
> n = ϕn(x).

3. x < n. Тогда существует 1 6 kx 6 n2n такой, что

kx − 1

2n
6 x <

kx
2n
.

Тогда верно одно из двух неравенств:

2kx − 2

2n+1
6 x <

2kx − 1

2n+1
,

2kx − 1

2n+1
6 x <

2kx
2n+1

.

Тогда выполняется, соответственно, одно из двух равенств

ϕn+1(x) =
2kx − 2

2n+1
, ϕn+1(x) =

2kx − 1

2n+1
.

Т.е. ϕn+1(x) >
2kx−2
2n+1 = kx−1

2n = ϕn(x).

Теорема 1. Если ξ(ω) > 0, то найдется последовательность простых
неотрицательных случайных величин ξ1, ξ2, . . . таких, что ξn(ω) ↑ ξ(ω),
n→ ∞ для всех ω ∈ Ω.

Доказательство. Положим

ξn := ϕn(ξ),

где функции ϕn(x) заданы равенством (8). Благодаря пункту 1 леммы 1 ξn
измеримы как борелевские функции случайной величины ξ (т.е. действи-
тельно являются случайными величинами), неотрицательны и просты. Из
пункта 2 леммы 1 следует утверждение теоремы.

Пусть ξ неотрицательная случайная величина на (Ω,F,P). В силу тео-
ремы 1 найдется последовательность простых неотрицательных случайных
величин ξn ↑ ξ. В силу (2)

∫
ξn dP 6

∫
ξn+1 dP .

Следовательно, существует конечный или бесконечный предел lim
n

∫
ξn dP.

В следующей лемме и ее следствии будет показано, что этот предел не
зависит от выбора последовательности {ξn} с указанными свойствами.

9



Лемма 2. Задана неотрицательная случайная величина ξ. Пусть η и
ξn, n > 1 простые неотрицательные случайные величины, причем

ξn ↑ ξ > η.

(ξn существуют в силу теоремы 1). Тогда

lim
n

∫
ξn dP >

∫
η dP .

Доказательство. Выберем произвольное ε > 0. An = {ξn > η − ε}.
ξn = ξn1An

+ ξn1An
> ξn1An

> (η − ε)1An

∫
ξn dP >

∫
(η − ε)1An

dP =

∫
η1An

dP−εP(An) =

=

∫
η dP−

∫
η1An

dP−εP(An) >

C := max
ω

η(ω)

>

∫
η dP−C P(An) − ε.

Очевидно, An+1 ⊆ An, и ∩An = ∅, значит P(An) → 0. Переходя к пределу в
последнем неравенстве и учитывая произвольность ε, получаем утвержде-
ние леммы.

Следствие 1. Задана неотрицательная случайная величина ξ. Пусть ξn
и ηm последовательности простых неотрицательных случайных величин,
таких, что

ξn ↑ ξ, ηm ↑ ξ.
Тогда

lim
n→∞

∫
ξn dP = lim

m→∞

∫
ηm dP .

Доказательство. Для любого m ξn ↑ ξ > ηm, и в силу леммы 2

lim
n→∞

∫
ξn dP >

∫
ηm dP

Переходя к пределу по m получим

lim
n→∞

∫
ξn dP > lim

m→∞

∫
ηm dP

Аналогично получаем противоположное неравенство.
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Определение 3. Интегралом Лебега неотрицательной случайной вели-
чины ξ называется величина

Eξ =

∫
ξ dP := lim

n→∞

∫
ξn dP, (9)

где последовательность неотрицательных простых случайных величин
ξn ↑ ξ.

В силу следствия 1 определение корректно, т.е. предел (9) не зависит от
выбора последовательности простых с.в.

Утверждение 1 (линейность интеграла Лебега от неотрицатель-
ных величин).
Пусть ξ > 0, η > 0. Если max{Eξ,Eη} <∞, то E(ξ + η) <∞, и

E(ξ + η) = Eξ + Eη.

Если max{Eξ,Eη} = ∞, то E(ξ + η) = ∞.

Доказательство. В силу теоремы 1 существуют последовательности про-
стых неотрицательных случайных величин ξn ↑ ξ, ηn ↑ η. Тогда ξn + ηn ↑
ξ + η, и по определению интеграла Лебега от неотрицательной случайной
величины

Eξ = lim
n

Eξn, Eη = lim
n

Eηn,

E(ξ + η) = lim
n

E(ξn + ηn) = lim
n

(Eξn + Eηn) .

Последнее равенство следует из (4). Если теперь max{Eξ,Eη} <∞, то огра-
ниченность E(ξ+η) и доказываемое равенство следуют из свойств пределов
последовательностей. Если же, например, Eξ = ∞, то

lim
n

(Eξn + Eηn) > lim
n

Eξn = Eξ = ∞.

Интеграл Лебега произвольной случайной величины

Пусть ξ - случайная величина. Введем неотрицательные случайные вели-
чины

ξ+ := max{ξ, 0} = ξ1{ξ>0}, ξ− = −min{ξ, 0} = −ξ1{ξ<0}
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Пример графика некоторой функции
ϕ : R 7→ R.
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На следующем рисунке показано, как выглядят графики ϕ+ и ϕ−
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и отметим очевидные равенства

ξ = ξ+ − ξ−, |ξ| = ξ+ + ξ−. (10)

Определение 4. Будем говорить, что математическое ожидание слу-
чайной величины ξ определено и конечно, если

max
{
Eξ+,Eξ−

}
<∞.

В этом случае полагают

Eξ := Eξ+ − Eξ−.

Если Eξ+ = ∞, Eξ− <∞, то Eξ := +∞,
если Eξ+ <∞, Eξ− = ∞, то Eξ := −∞,
если Eξ+ = ∞, Eξ− = ∞, то математическое ожидание не определено.

Замечание 2. Из утверждения 1 и второго равенства в (10) следует,
что Eξ определено и конечно тогда и только тогда, когда E |ξ| <∞.

Замечание 3. Интегралом Лебега от случайной величины ξ по измери-
мому множеству A ∈ F будем называть

∫

A

ξ dP :=

∫
ξ1A dP = Eξ1A.

Прежде всего отметим, что данное определение корректно, так как при
A ∈ F функция ξ1A измерима, т.е. является случайной величиной.

Свойства интеграла Лебега произвольной случайной вели-
чины

1. Пусть c ∈ R, E |ξ| <∞. Тогда E |cξ| <∞, и

E(cξ) = cEξ.
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2. Пусть ξ 6 η, а Eξ и Eη определены. Тогда

−∞ 6 Eξ 6 Eη 6 ∞
в том смысле, что
из −∞ < Eξ следует −∞ < Eη и Eξ 6 Eη
из Eη <∞ следует Eξ <∞ и Eξ 6 Eη.

3. Пусть E |ξ| <∞, тогда
|Eξ| 6 E |ξ| .

4. Пусть E |ξ| <∞, E |η| <∞. Тогда E |ξ + η| <∞, и

E(ξ + η) = Eξ + Eη.

5. Если Eξ определено, то для каждого A ∈ F определено E(ξ1A). Если
Eξ конечно, то E(ξ1A) также конечно.

6. Если ξ
a.s.
= 0, то Eξ = 0.

7. Если Eξ = 0, ξ > 0, то ξ
a.s.
= 0.

8. Если ξ
a.s.
= η и E |ξ| <∞, то E |η| <∞ и Eξ = Eη.

9. (Неравенство Коши-Буняковского) Пусть с.в. ξ и η таковы, что
Eξ2 <∞, Eη2 <∞. Тогда E |ξη| <∞ и

(Eξη)2 6 Eξ2Eη2.

Доказательство п.1. Предположим сначала, что c > 0, и ξ > 0. По теоре-
ме 1 существует последовательность неотрицательных простых случайных
величин ξn ↑ ξ. Тогда cξn ↑ cξ и, используя определение интеграла Лебега
неотрицательной случайной величины, равенство (1) и свойства пределов,
имеем

E(cξ) = lim
n

E(cξn) = c lim
n

Eξn = cEξ.

Теперь пусть ξ знакопеременная случайная величина, а c ∈ R. Если c > 0,
то очевидно

(cξ)+ = cξ+, (cξ)− = cξ−,
и

E(cξ) = E(cξ)+ − E(cξ)− = E(cξ+) − E(cξ−) = cEξ+ − cEξ− = cEξ.

Если c < 0, то очевидно

(cξ)+ = −cξ−, (cξ)− = −cξ+
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и

E(cξ) = E(cξ)+ − E(cξ)− = E(−cξ−) − E(−cξ+) = −cEξ− + cEξ+ = cEξ.

Доказательство п.2. Пусть 0 6 ξ 6 η. Рассмотрим последовательность
функций ϕn(x), заданных равенством (8), и введем случайные величины

ξn := ϕn(ξ), ηn := ϕn(η)

Ввиду пункта 3 леммы 1 ξn 6 ηn. Ввиду пункта 2 леммы 1 ξn ↑ ξ, ηn ↑ η.
Ввиду свойства (2)

0 6 Eξ = lim
n

Eξn 6 lim
n

Eηn = Eη 6 ∞.

Пусть теперь ξ 6 η произвольные случайные величины. Непосредственно
нетрудно проверить, что

ξ+
6 η+, ξ− > η−. (11)

Предположим, что Eξ > −∞, тогда Eξ− < ∞, следовательно, ввиду (11),
Eη− <∞, и Eη > −∞. Далее, либо Eη+ = ∞, и доказываемое неравенство
выполняется автоматически, либо Eη+ <∞, тогда снова ввиду неравенств
(11) Eξ+ <∞ и

Eξ = Eξ+ − Eξ− 6 Eη+ − Eη− = Eη.

Аналогично рассматривается случай Eη <∞.

Доказательство п.3. Ясно, что − |ξ| 6 ξ 6 |ξ|. Тогда в силу свойств 1 и 2

−E |ξ| 6 Eξ 6 E |ξ| ,
откуда |Eξ| 6 E |ξ|.
Доказательство п.4. Поскольку

|ξ + η| 6 |ξ| + |η| , |ξ − η| 6 |ξ| + |η| ,
то в силу свойства 2 и утверждения 1

E |ξ + η| <∞, E |ξ − η| <∞.

Предположим, что ξ > 0, η > 0, ξ > η. Тогда в силу утверждения 1

E(ξ − η) + Eη = Eξ ⇒ E(ξ − η) = Eξ − Eη. (12)

Теперь предположим только, что ξ > 0, η > 0. В следующей цепочке ра-
венств четвертое выполняется в силу (12), а пятое в силу утверждения 1.

E(ξ − η) = E(ξ − η)+ − E(ξ − η)− = E(ξ − η)1{ξ>η} − E(η − ξ)1{ξ<η} =
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= E
(
ξ1{ξ>η} − η1{ξ>η}

)
− E

(
η1{ξ<η} − ξ1{ξ<η}

)
=

= Eξ1{ξ>η} − Eη1{ξ>η} − Eη1{ξ<η} + Eξ1{ξ<η} =

= E
(
ξ1{ξ>η} + ξ1{ξ<η}

)
− E

(
η1{ξ>η} + η1{ξ<η}

)
= Eξ − Eη. (13)

Наконец, пусть ξ и η знакопеременные случайные величины. В следующей
цепочке третье равенство выполняется в силу (13), четвертое в силу утвер-
ждения 1.

E(ξ + η) = E(ξ+ − ξ− + η+ − η−) = E((ξ+ + η+) − (ξ− + η−)) =

= E(ξ+ + η+) − E(ξ− + η−) = Eξ+ + Eη+ − Eξ− − Eη− = Eξ + Eη.

Доказательство п.5. Следует из того, что

(ξ1A)+ = ξ+
1A 6 ξ+, (ξ1A)− = ξ−1A 6 ξ−.

Доказательство п.6. Пусть сначала ξ
a.s.
= 0 простая случайная величина.

ξ =
k∑

i=1

xi1Ai
,

k∑

i=1

Ai = Ω.

Если xi 6= 0, то

Ai ⊆ {ξ = xi} ⊆ {ξ 6= 0} ⇒ P(Ai) 6 P{ξ 6= 0} = 0 ⇒ Eξ = 0.

Пусть теперь ξ
a.s.
= 0, ξ > 0. Обозначим A := {ξ = 0}, P(A) = 1. По теореме

1 существует последовательность простых ξn > 0, ξn ↑ ξ. Ясно, что для
любого n A ⊆ {ξn = 0}, т.е. P{ξn = 0} = 1 ⇒ Eξn = 0 ⇒ Eξ = lim

n
Eξn = 0.

Теперь пусть ξ
a.s.
= 0 произвольная (знакопеременная) случайная величина.

Тогда |ξ| a.s.= 0. По свойству 3 интеграла Лебега |Eξ| 6 E |ξ| = 0.

Доказательство п.7. Замечая, что при ξ > 0 для любого натурального n

1{ξ> 1
n} = 1{nξ>1} 6 nξ,

пользуясь свойствами 1 и 2, имеем

P

{
ξ >

1

n

}
= E1{ξ> 1

n} 6 nEξ = 0.

Из очевидного равенства

{ξ > 0} =
∞⋃

n=1

{
ξ >

1

n

}
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следует

P {ξ > 0} 6

∞∑

n=1

P

{
ξ >

1

n

}
= 0,

откуда в силу ξ > 0
P {ξ = 0} = 1.

Доказательство п.8. ξ
a.s.
= η ⇔ η − ξ

a.s.
= 0. В силу свойств 6 и 4

Eη = E(η − ξ) + Eξ = Eξ.

Доказательство п.9. Если Eξ2 = 0 или Eη2 = 0, то по свойству 7 либо

ξ
a.s
= 0 либо η

a.s
= 0, и неравенство выполнено тривиально. Пусть Eξ2 > 0 и

Eη2 > 0. Рассмотрим случайные величины

ξ1 :=
|ξ|√
Eξ2

, η1 :=
|η|√
Eη2

.

Заметим,

0 6 E (ξ1 − η1)
2 = Eξ2

1 − 2Eξ1η1 + Eη2
1 = 2 − 2Eξ1η1,

откуда

Eξ1η1 6 1 ⇔ E |ξη| 6
√

Eξ2
√

Eη2 ⇒ |Eξη| 6
√

Eξ2
√

Eη2.

Последний переход выполняется в силу свойства 3.
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Глава 2. Замена переменных и предельный переход под знаком
интеграла Лебега

Замена переменных

Теорема 2. Пусть ξ с.в. на (Ω,F,P). Тогда для любой борелевской функ-
ции g(x) : R → R

∫

R

g(x) Pξ(dx) =

∫

Ω

g (ξ(ω)) P(dω). (14)

Если определен один из интегралов, то определен и второй.

Замечание 4. На первый взгляд может показаться, что интеграл в ле-
вой части – еще не введенный нами объект. Однако, полагая в качестве
вероятностного пространства (Ω,F,P) тройку (R,B(R),Pξ), мы видим,
что это уже известный нам интеграл Лебега от случайной величины
g(x) по вероятностной мере Pξ (поскольку g : R → R борелевская, т.е.
измерима на вероятностном пространстве (R,B(R),Pξ), она является
случайной величиной).

Доказательство. Рассмотрим в качестве g(x) = 1B(x), B ∈ B(R). Тогда
(14) принимает вид

Pξ(B) = P{ξ(ω) ∈ B},
а это равенство выполнено как определение распределения случайной вели-
чины. Таким образом, (14) выполняется также для всех борелевских про-
стых функций g(x) в силу свойств 1 и 4 (линейность).

Пусть g(x) неотрицательная борелевская. Рассмотрим последователь-
ность простых неотрицательных функций

gn(x) = ϕn(g(x)),

где ϕn(·) задано формулой (8). В силу леммы 1 для каждого x ∈ R

gn(x) ↑ g(x). Кроме того, отсюда же следует, что для любого ω ∈ Ω
gn(ξ(ω)) ↑ g(ξ(ω)).

Поскольку, как установлено выше,
∫

R

gn(x) Pξ(dx) =

∫

Ω

gn (ξ(ω)) P(dω),

то совпадают (конечные или бесконечные) пределы

lim
n

∫

R

gn(x) Pξ(dx) = lim
n

∫

Ω

gn (ξ(ω)) P(dω).

По определению интеграла Лебега это равенство и есть равенство (14).
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Пусть g(x) произвольная борелевская. Предположим, первый интеграл
в (14) определен и конечен. То есть конечны интегралы

∫

R

g+(x) Pξ(dx) <∞,

∫

R

g−(x) Pξ(dx) <∞.

Тогда в силу доказанного выше конечны интегралы
∫

Ω

g+ (ξ(ω)) P(dω) <∞,

∫

Ω

g− (ξ(ω)) P(dω) <∞.

Таким образом, второй интеграл в (14) определен, конечен и совпадает с
первым. Аналогично рассматриваются остальные случаи.

Теорема о монотонной сходимости

Теорема 3. Пусть ξ, ξ1, . . . , ξn, . . . неотрицательные случайные величи-
ны, причем ξn ↑ ξ и Eξn 6 K < ∞ (равномерная ограниченность). Тогда
Eξ 6 K и

lim
n→∞

Eξn = Eξ.

Замечание 5. Отличие в данной формулировке от определения интегра-
ла Лебега состоит в том, что случайные величины ξn не предполагаются
простыми.

Доказательство. Для каждого k > 1 введем последовательность (она су-

ществует по теореме 1)
{
ξ
(n)
k

}

n>1
простых неотрицательных случайных ве-

личин таких, что ξ
(n)
k ↑ ξk для всех ω при n→ ∞. Обозначим

ζ(n) := max
16k6n

ξ
(n)
k . Тогда

ζ(n−1)
6 ζ(n) = max

16k6n
ξ
(n)
k 6 max

16k6n
ξk = ξn 6 ξ.

Существует lim
n
ζ(n) =: ζ. Для 1 6 k 6 n выполняется

ξ
(n)
k 6 ζ(n)

6 ξ.

Устремляем n→ ∞, получим, что для любого k

ξk 6 ζ 6 ξ.

Устремляем k → ∞, получим ζ = ξ. Поскольку ζ(n) > 0 простые, и ζ(n) ↑ ζ,
то

Eξ = Eζ = lim
n

Eζ(n)
6 lim

n
Eξn 6 K <∞.
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С другой стороны
Eξn 6 Eξ ⇒ lim

n
Eξn 6 Eξ.

Следствие 2. Пусть для любого n 0 6 ξn 6 η, Eη <∞ и ξn ↓ ξ a.s. Тогда

lim
n→∞

Eξn = Eξ.

Доказательство. Прежде всего заметим, что 0 6 Eξ 6 Eη <∞.
Обозначив ξ′n := η − ξn, отметим, что

ξ′n > 0, Eξ′n 6 Eη, ξ′n ↑ η − ξ,

и в силу теоремы 3
lim
n→∞

Eξ′n = E(η − ξ).

Теорема Лебега о мажорируемой сходимости

Теорема 4. Если |ξn| 6 η, Eη <∞ и ξn → ξ, то E |ξ| <∞ и

lim
n→∞

Eξn = Eξ.

Доказательство. Будем сначала предполагать, что ξn > 0.
Обозначая ζn := inf

m>n
ξm и учитывая, что

lim
n→∞

ζn = lim inf
n→∞

ξn = lim
n→∞

ξn = ξ, ζn 6 ξn 6 η,

отметим, что
ζn > 0, ζn ↑ ξ, Eζn 6 Eη,

и в силу теоремы 3 Eξ 6 Eη <∞ и

lim
n→∞

Eζn = Eξ.

Таким образом, справедлива цепочка

Eξ = lim
n→∞

Eζn = lim inf
n→∞

Eζn 6 lim inf
n→∞

Eξn. (15)

Обозначая ζ ′n := sup
m>n

ξm, и учитывая, что

lim
n→∞

ζ ′n = lim sup
n→∞

ξn = lim
n→∞

ξn = ξ, ξn 6 ζ ′n 6 η,
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отметим, что

0 6 ζ ′n 6 η, ζ ′n ↓ ξ, Eξ 6 Eζ ′n 6 Eη <∞,

и в силу следствия 2
lim
n→∞

Eζ ′n = Eξ.

Таким образом, справедлива цепочка неравенств

Eξ = lim
n→∞

Eζ ′n = lim sup
n→∞

Eζ ′n > lim sup
n→∞

Eξn. (16)

Из (15) и (16) получаем

Eξ = lim inf
n→∞

Eξn = lim sup
n→∞

Eξn,

т.е.
∃ lim
n→∞

Eξn = Eξ <∞.

Теперь пусть ξn произвольная последовательность, удовлетворяющая
условию теоремы. Тогда из сходимости ξn → ξ следует |ξn| → |ξ|, и из
формул

ξ+
n =

|ξn| + ξn
2

, ξ−n =
|ξn| − ξn

2
получим

ξ+
n → ξ+, ξ−n → ξ−.

Поскольку ξ+
n 6 |ξn| 6 η и ξ−n 6 |ξn| 6 η, то в силу доказанного выше

Eξ+ <∞, Eξ− <∞, lim
n→∞

Eξ+
n = Eξ+, lim

n→∞
Eξ−n = Eξ−,

откуда следует утверждение теоремы.

Замечание 6. Можно считать, что последовательности случайных ве-
личин в теоремах 3 и 4 сходятся лишь a.s. Действительно, мы можем
переопределить исходные случайные величины на событии нулевой веро-
ятности так, чтобы сходимость ξn → ξ имела место на всем простран-
стве. При этом в силу свойства 8 соответствующие математические
ожидания не изменятся.

Более того, теорема Лебега остается в силе, если вместо сходимости
a.s. потребовать сходимость ξn к ξ лишь по вероятности (см. [2]), т.е.
чтобы для любого ε > 0 P {|ξn − ξ| > ε} → 0, n→ ∞.

О классическом интеграле Лебега на вещественной прямой

При рассмотрении типов распределений вероятностей, а именно, абсолют-
но непрерывного распределения, возникают такие новые объекты как плот-
ность распределения f(x) и интеграл Лебега по мере Лебега на веществен-
ной прямой от функции плотности

F (x) =

∫

(−∞,x]

f(t)λ(dt), (17)
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который, как правило, традиционно записывают в том же виде, что и со-
ответствующий интеграл Римана:

F (x) =

x∫

−∞

f(t) dt. (18)

Связано это, видимо, с тем, что на практике плотность распределения ча-
ще всего является интегрируемой по Риману (а вообще говоря, может даже
не быть борелевской), и соответствующие интегралы (17) и (18) совпада-
ют. Тем не менее, при рассмотрении общего случая нужно понимать, что
в формуле функции распределения (18) мы как и в (17) имеем дело с ин-
тегралом Лебега по мере Лебега на прямой, и для дальнейшего изложения
нам понадобится определить этот объект.

Основное отличие от уже введенного нами понятия интеграла состоит в
том, что мера Лебега не является конечной, т.е. λ(R) = ∞. Из-за этого инте-
грал от простой функции (например, константы) может быть бесконечным.
В связи с этим несколько модифицируем схему построения.

Далее мы считаем меру Лебега λ заданной на борелевской σ-алгебре
B(R) и счетно-аддитивной на ней (это предполагается известным). Введем
множество A ∈ B(R) такое, что λ(A) < ∞. Определим интеграл Лебега в
три этапа:

1. для простой неотрицательной функции с носителем конечной лебего-
вой меры ∫

R

f(x)1A(x)λ(dx), (19)

2. для борелевской неотрицательной функции
∫

R

f(x)λ(dx) (20)

3. и, наконец, интеграл (20) для произвольной борелевской f(x).

Итак, пусть сначала функция f(x) > 0 простая, т.е. принимает конечное
число значений и имеет вид

f(x) =
k∑

i=1

xi1Bi
(x),

k∑

i=1

Bi = R, xi > 0.

Определим интеграл от функции f(x)1A(x)

∫

R

f(x)1A(x)λ(dx) :=
k∑

i=1

xiλ(BiA) 6 λ(A)
k

max
i=1

xi <∞.
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Заметим, что значение интеграла не зависит от выбора представления
функции f(x). Доказательство полностью аналогично данному в замеча-
нии 1. Кроме того, отметим, что выполняются все аналогичные свойства
интеграла от простых случайных величин.

Теперь считаем, что f(x) > 0 борелевская. Существует последователь-
ность простых неотрицательных функций fn(x) таких, что fn(x) ↑ f(x) – в
качестве таковых можно, например, как и раньше, взять, fn(x) = ϕn(f(x)),
где ϕn(x) определены формулой (8). Введем последовательность борелев-
ских подмножеств прямой An ∈ B(R), таких, что An ↑ R и λ(An) < ∞.
Поскольку

∀x ∈ R 0 6 fn(x)1An
(x) ↑ f(x), n→ ∞,

существует конечный или бесконечный предел (при n→ ∞) интегралов от
этих функций. Определим теперь интеграл

∫

R

f(x)λ(dx) := lim
n→∞

∫

R

fn(x)1An
(x)λ(dx) (6 ∞)

и отметим, что это определение корректно, т.е. не зависит от выбора по-
следовательностей fn(x) и An. Для доказательства этого факта нужно рас-
смотреть аналоги соответствующих утверждений (леммы 2 и следствия 1):

Лемма 3. Задана борелевская функция f(x) > 0. Пусть g(x) и fn(x) про-
стые неотрицательные борелевские функции (n > 1), причем для каждого
x ∈ R

fn ↑ f > g.

(в качестве fn(x) можно взять ϕn(f(x))).
Пусть к тому же B,An ∈ B(R), n = 1, 2, . . . такие, что An ↑ R,

λ(An) <∞, λ(B) <∞.
Тогда

lim
n

∫
fn(x)1An

(x)λ(dx) >

∫
g(x)1B(x)λ(dx).

Доказательство. Для произвольного ε > 0 положим

Cn := {x : fn1An
> (g − ε)1B} .

Сразу отметим, что из fn1An
↑ f следует

∀x ∈ R ∃n ∈ N : fn1An
> f − ε > g − ε > (g − ε)1B,

т.е.
⋃
n
Cn = R. Тогда

⋂
n
Cn = ∅. таким образом, Cn ↓ ∅. Отметим также, что

Cn ⊆ B, поэтому λ(Cn) 6 λ(B) < ∞. В силу непрерывности меры Лебега
в нуле (с учетом конечности λ(Cn)) отсюда следует λ(Cn) → 0.

Ввиду неравенства

fn1An
> fn1AnCn

> (g − ε)1BCn
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имеем
∫

R

fn1An
dλ >

∫

R

(g − ε)1BCn
dλ =

∫

R

g1BCn
dλ− ελ(BCn) =

=

∫

R

g1B dλ−
∫

R

g1BCn
dλ−ελ(BCn) >

∫

R

g1B dλ−λ(Cn) max
x∈R

g1B−ελ(B).

Теперь n→ ∞, ε→ 0.

Следствие 3. Задана борелевская функция f(x) > 0. Пусть fn(x) и
gm(x) последовательности простых неотрицательных борелевских функ-
ций таких, что

fn(x) ↑ f(x), gm(x) ↑ f(x),

и последовательности борелевских множеств An и Bm таких, что

An ↑ R, Bm ↑ R, λ(An) <∞, λ(Bm) <∞.

Тогда

lim
n→∞

∫

R

fn(x)1An
(x)λ(dx) = lim

m→∞

∫

R

gm(x)1Bm
(x)λ(dx).

Доказательство. следует из леммы 3 и полностью аналогично выводу
следствия 1 из леммы 2.

Наконец, для знакопеременной борелевской функции f(x) интеграл Ле-
бега вводится так же, как в определении 4.

Нетрудно убедиться, что свойства интеграла Лебега 1 − 9, доказанные
в параграфе , выполняются и для интеграла по мере Лебега на прямой.
Также выполняются теоремы о монотонной и мажорируемой сходимости.

Вычисление математического ожидания случайной величи-
ны с заданным распределением вероятностей

Определение 5. Распределением случайной величины ξ будем называть
вероятностную меру на B(R), определяемую равенством

Pξ(B) = P {ξ ∈ B} , B ∈ B(R).

Определение 6. Случайную величину ξ будем называть дискретной, если
ее распределение сосредоточено на не более чем счетном множестве, т.е.
если существует такое множество A = {a1, a2, . . . } ⊂ R, что

Pξ(A) =
∑

i

Pξ({ai}) = 1.

Элементы ai, для которых pi := Pξ({ai}) > 0 называют атомами распре-
деления. А соответствующие pi - весами.
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Замечание 7. Обозначая Bi := {ξ = ai} ∈ F, можно представить

ξ(ω) =
∑

i

ai1Bi
(ω), ω ∈ B =

∑

i

Bi, P (B) = 1.

Определение 7. Случайную величину ξ будем называть абсолютно-
непрерывной, если существует такая неотрицательная измеримая функ-
ция fξ(y), что

Pξ(B) =

∫

B

fξ(y)λ(dy), B ∈ B(R).

Функция f(y) называется плотностью распределения.

Замечание 8. Если функция fξ(y) интегрируема по Риману на отрезке
[a, b], то

Pξ(B) = (R)

b∫

a

fξ(y) dy.

Заметим, что абсолютно-непрерывное распределение однозначно можно
задать, взяв в качестве плотности любую неотрицательную интегри-
руемую функцию f(y) такую, что

∫

R

f(y)λ(dy) = 1.

Определение 8. Случайную величину будем называть сингулярной (от-
носительно меры λ), если для любого x ∈ R P{ξ = x} = 0, и существует
такое A ∈ B(R), что

P{ξ ∈ A} = 1, λ(A) = 0.

Замечание 9. Как следует из определения, множество A имеет мощ-
ность континуума. Действительно, если бы A было не более чем счетно,
то из условия P{ξ = x} = 0, ∀x ∈ R следовало бы, что P{ξ ∈ A} = 0 в
силу счетной аддитивности P. Из условия P{ξ = x} = 0, ∀x ∈ R следует
также, что функция распределения непрерывна.

Дискретное распределение

Утверждение 2. Математическое ожидание дискретной случайной ве-
личины, заданной распределением {(xi, pi)}∞i=1 определено, конечно и вы-
числяется по формуле

Eξ =
∞∑

i=1

xipi, (21)

если только сходится ряд
∑ |xi| pi.
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Доказательство. Пусть ξ неотрицательная дискретная случайная величи-
на с распределением {(xi, pi)}∞i=1. Тогда

ξ(ω) =
∞∑

i=1

xi1Ai
(ω), ω ∈ A =

∞∑

i=1

Ai, P(A) = 1,

где xi > 0, P(Ai) = pi.
Таким образом,

ξ(ω)
a.s.
= ξ̂(ω) :=

∞∑

i=1

xi1Ai
(ω), ω ∈ Ω.

Вычислим Eξ по определению интеграла Лебега. Введем последователь-
ность простых неотрицательных случайных величин

ξn(ω) :=
n∑

i=1

xi1Ai
(ω), xi > 0.

Очевидно, что ξn ↑ ξ̂. Тогда по определению интеграла Лебега (и с учетом
свойства 8)

Eξ = Eξ̂ = lim
n

Eξn = lim
n

n∑

i=1

xipi =
∞∑

i=1

xipi (6 ∞).

Если ξ знакопеременная дискретной случайная величина, то ξ̂ = ξ̂+ − ξ̂−,
где

ξ̂+ =
∑

{i : xi>0}
xi1Ai

, ξ̂− =
∑

{i : xi<0}
(−xi)1Ai

.

Если ряд
∑
xipi сходится абсолютно, т.е.

∑ |xi| pi <∞, то

Eξ̂+ =
∑

{i : xi>0}
xipi <∞, Eξ̂− =

∑

{i : xi<0}
(−xi)pi <∞,

и выполняется (21).

Следствие 4. Если g(x) борелевская функция, то

Eg(ξ) =
∞∑

i=1

g(xi)pi, (22)

если только ряд сходится абсолютно.
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Пример 1.

1. Пусть ξ имеет распределение Бернулли с параметром p ∈ (0, 1), т.е.
принимает значения 0 и 1 с вероятностями 1−p и p соответствен-
но. Тогда по формуле (21)

Eξ = 0 · (1 − p) + 1 · p = p

(можно считать, что все pi в (21), начиная с третьего равны нулю).

2. Пусть ξ имеет биномиальное распределение с параметрами n ∈ N и
p ∈ (0, 1). Тогда по формуле (21)

Eξ =
n∑

k=0

kPn(k) =
n∑

k=0

kCknp
k(1 − p)n−k =

=
n∑

k=1

n!

(k − 1)!(n− k)!
pk(1 − p)n−k =

= np
n∑

k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1(1 − p)n−k =

замена m = n− 1, r = k − 1

= pn

m∑

r=0

m!

r!(m− r)!
pr(1 − p)m−r = np.

Можно вычислить это математическое ожидание иначе. Если ξk -
случайные величины с распределением Бернулли B(p), 0 < p < 1, то
их сумма ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn как раз имеет биномиальное распределение
Bi(n, p), и

E (ξ1 + · · · + ξn) = Eξ1 + Eξ2 + · · · + Eξn = np.

3. Пусть ξ имеет геометрическое распределение с параметром
p ∈ (0, 1), т.е. с вероятностью 1 принимает натуральные значения,
и

P{ξ = n} = pqn−1, n = 1, 2, . . . , q = 1 − p.

Тогда по формуле (21)

Eξ =
∞∑

n=1

npqn−1 = p
∞∑

n=1

f ′n(q),

где fn(x) = xn. Замечая, что f ′n(x) непрерывны, а на отрезке [0, q]
ряд из f ′n(x) сходится равномерно (q < 1), имеем для x ∈ [0, q]

∞∑

n=1

f ′n(x) =
d

dx

∞∑

n=1

fn(x) =
d

dx

∞∑

n=1

xn =
d

dx

(
x

1 − x

)
=

1

(1 − x)2
.
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Таким образом

Eξ = p
1

(1 − q)2
=

1

p
.

4. Пусть ξ имеет распределение Пуассона с параметром λ > 0, т.е.
ξ ∼ (k, πk)

∞
k=0, где

πk =
λk

k!
e−λ, λ > 0.

Тогда по формуле (21)

Eξ =
∞∑

k=0

kπk =
∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ =

∞∑

k=1

λk

(k − 1)!
e−λ = λ

∞∑

k=1

λk−1

(k − 1)!
e−λ = λ.

5. Пусть ξ такая же, как и выше. Вычислить Eξ2. По формуле (22) (с
g(x) = x2)

Eξ2 =
∞∑

k=0

k2πk =
∞∑

k=0

k2λ
k

k!
e−λ =

∞∑

k=2

k(k − 1)
λk

k!
e−λ +

∞∑

k=1

k
λk

k!
e−λ =

=
∞∑

k=2

λk

(k − 2)!
e−λ + λ = λ2

∞∑

k=2

λk−2

(k − 2)!
e−λ + λ = λ2 + λ.

Абсолютно непрерывное распределение

Утверждение 3. Пусть g(x) борелевская функция. Математическое
ожидание случайной величины g(ξ), где ξ имеет абсолютно непрерывное
распределение и плотностью fξ(x) вычисляется по формуле

Eg(ξ) =

∫

R

g(x)fξ(x) dx (23)

если только интеграл сходится абсолютно. В частности, если∫

R

|x| fξ(x) dx <∞, то

Eξ =

∫

R

xfξ(x) dx. (24)

Доказательство. По теореме о замене переменных верно (14), т.е.

Eg(ξ) =

∫

R

g(x) Pξ(dx)
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Поэтому нужно лишь показать выполнение равенства
∫

R

g(x) Pξ(dx) =

∫

R

g(x)fξ(x) dx (25)

для любой борелевской функции g(x) (при условии абсолютной сходимости
интеграла в правой части).

Заметим, что по определению абсолютно-непрерывного распределения
для любого B ∈ B(R) выполняется

Pξ(B) =

∫

B

fξ(x) dx, (26)

где интеграл понимается, вообще говоря, как интеграл по мере Лебега.
Перепишем (26) как

∫

R

1B(x) Pξ(dx) =

∫

R

1B(x)fξ(x) dx.

Тогда в силу линейности интеграла Лебега (свойств 1 и 4) и соответствую-
щих свойств интеграла по мере Лебега равенство (25) выполнено для всех
простых борелевских функций g(x).

Покажем выполнение равенства для неотрицательной борелевской функ-
ции g(x). Обозначим

gn(x) := ϕn (g(x)) ,

где ϕn(x) задана формулой (8). В силу леммы 1 функции gn(x) простые
неотрицательные и gn(x) ↑ g(x) для всех x ∈ R. Тогда

∫

R

g(x) Pξ(dx) = lim
n→∞

∫

R

gn(x) Pξ(dx) = lim
n→∞

∫

R

gn(x)fξ(x) dx.

Поскольку для всех x ∈ R 0 6 gn(x)fξ(x) ↑ g(x)fξ(x) и
∫

R

gn(x)fξ(x) dx 6

∫

R

g(x)fξ(x) dx <∞

ввиду условия абсолютной сходимости интеграла в правой части, по теоре-
ме о монотонной сходимости для интеграла Лебега на прямой

lim
n→∞

∫

R

gn(x)fξ(x) dx =

∫

R

g(x)fξ(x) dx,

и утверждение доказано для неотрицательных g(x).
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Пусть, наконец, g(x) произвольная борелевская. Тогда, поскольку
0 6 g+ 6 |g| и 0 6 g− 6 |g|, интегралы в правых частях следующих
равенств конечны и
∫

R

g+(x) Pξ(dx) =

∫

R

g+(x)fξ(x) dx,

∫

R

g−(x) Pξ(dx) =

∫

R

g−(x)fξ(x) dx,

откуда следует требуемое.

Замечание 10. Особо отметим, что, вообще говоря,

Eg(ξ) 6= g (Eξ) .

Пример 2.

1. Пусть ξ имеет равномерное распределение на отрезке [a, b]. Тогда она
имеет плотность fξ(x) = 1

b−a1[a,b](x). По формуле (24)

Eξ =
1

b− a

b∫

a

x dx =
a+ b

2
.

2. Пусть ξ имеет нормальное распределение N(a, σ2) с плотностью

fa,σ(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , x ∈ R, σ > 0.

-3 -2 -1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

Графики плотностей нормального распределения N(0, 1), N(1, 1),
N(0, 1/2)

Вычислим Eξ, используя (24).

Eξ =
1√
2πσ

+∞∫

−∞

x e−
(x−a)2

2σ2 dx =
1√
2πσ

+∞∫

−∞

(x− a) e−
(x−a)2

2σ2 d(x− a)+
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+
1√
2πσ

+∞∫

−∞

a e−
(x−a)2

2σ2 dx =
1√
2πσ

+∞∫

−∞

y e−
y2

2σ2 dy + a

+∞∫

−∞

fa,σ(x) dx = a.

Вычислим E(ξ − a)2, используя (23).

E(ξ − a)2 =
1√
2πσ

+∞∫

−∞

(x− a)2 e−
(x−a)2

2σ2 dx =

[
x = σy + a
dx = σdy

]
=

=
σ2

√
2π

∞∫

−∞

e−y
2/2 dy = σ2

∞∫

−∞

f0,1(y) dy = σ2.

В частности, если случайная величина η имеет стандартное нор-
мальное распределение N(0, 1), то

Eη = 0, Eη2 = 1.

3. Пусть ξ имеет показательное распределение с плотностью

fξ(x) =

{
αe−αx, x > 0
0, x < 0

где α > 0.

1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

Графики плотностей показательного распределения при
α = 1/2, 1, 2

Тогда по формуле (24)

Eξ = α

∞∫

0

xe−αx dx =
1

α
.
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4. Пусть ξ такая же как и выше, а η имеет стандартное нормальное
распределение N(0, 1). Тогда по формуле (23)

Eξ1/2 = α

∞∫

0

√
x e−αx dx =

[
αx = 1

2y
2

α dx = y dy

]
=

√
1

2α

∞∫

0

y2 e−y
2/2 dy =

=
1

2

√
1

2α

∞∫

−∞

y2 e−y
2/2 dy =

1

2

√
1

2α

√
2π Eη2 =

1

2

√
π

α
.

5. Пусть ξ имеет гамма-распределение Γ(α, λ) (α > 0, λ > 0) с плотно-
стью

fξ(x) =

{
αλ

Γ(λ) x
λ−1 e−αx, x > 0

0, x 6 0
, Γ(λ) =

∞∫

0

tλ−1 e−t dt.

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

0.5

1.0

1.5

2.0

Графики плотностей гамма-распределения при
α = 2, λ = 0.5, 1, 1.4, 1.9

Тогда для натурального k по формуле (23)

Eξk =
αλ

Γ(λ)

∞∫

0

xk+λ−1 e−αx dx =
1

Γ(λ)αk

∞∫

0

(αx)k+λ−1 e−αx d(αx) =

=
Γ(k + λ)

Γ(λ)αk
=
λ(λ+ 1) · · · · · (λ+ k − 1)

αk

6. Пусть ξ имеет двойное показательное распределение с функцией рас-
пределения Fξ(x) = e−e

−x

и плотностью fξ(x) = e−xe−e
−x

.
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0.35

График плотности двойного показательного распределения

Воспользуемся формулой (24). Делая подстановку y = e−x

Eξ =

0∫

−∞

xe−xe−e
−x

dx = −
∞∫

0

e−y ln y dy = γ ≈ 0, 5772156649 . . .

постоянная Эйлера-Маскерони (см. [1], cтр. 15,31).

7. Пусть ξ имеет стандартное (θ = 1) распределение Коши с плотно-
стью

fξ(x) =
1

π(1 + x2)
.

-4 -2 2 4

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

Графики плотностей распределения Коши при θ = 0.5, 1, 2

Поскольку нет требуемой абсолютной сходимости, т.е

1

π

+∞∫

−∞

|x| dx
1 + x2

= +∞,
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то не существует конечного математического ожидания. Более то-
го, так как по формуле (23)

Eξ+ = Eξ1{ξ>0} =
1

π

+∞∫

0

x dx

1 + x2
= +∞,

Eξ− = E
(
−ξ1{ξ<0}

)
=

1

π

0∫

−∞

−x dx
1 + x2

= +∞,

математическое ожидание вообще не определено.

Произвольное распределение

Лемма 4. Пусть ξ неотрицательная случайная величина с функцией рас-
пределения Fξ(x). Тогда

Eξ =

∞∫

0

(
1 − Fξ(x)

)
dx, (27)

где интеграл в правой части понимается как интеграл Римана.
Для произвольной случайной величины

Eξ = −
0∫

−∞

Fξ(x) dx+

∞∫

0

(
1 − Fξ(x)

)
dx, (28)

если оба интеграла конечны. В случае, когда бесконечен один из интегра-
лов, Eξ равно ±∞ соответственно. Если бесконечны оба, Eξ не определе-
но.

Доказательство. Введем последовательность

ϕ̂n(x) =
n2n∑

k=1

k − 1

2n
1(k−1

2n ,
k

2n ](x) + n1(n,+∞)(x), x ∈ R. (29)

Замечание 11. В отличие от последовательности ϕn(x), заданной ра-
венством (8), функции ϕ̂n(x) непрерывны слева (а не справа):
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График функции ϕ̂n(x) для случая n = 2

Полностью аналогично лемме 1 можно утверждать, что ϕ̂n(x) неотри-
цательные борелевские монотонные простые функции, и для всех x > 0
ϕ̂n(x) ↑ x, n→ ∞ .

Введем случайные величины ξn := ϕ̂n(ξ). Ясно, что ξn простые неотри-
цательные случайные величины, при этом ξn ↑ ξ для всех ω ∈ Ω. Таким
образом по определению интеграла Лебега

Eξ = lim
n→∞

Eξn. (30)

Вычислим Eξn.

Eξn = E

(
n2n∑

k=1

k − 1

2n
1{k−1

2n <ξ6
k

2n} + n1{ξ>n}

)
=

=
n2n∑

k=1

k − 1

2n
P

{
k − 1

2n
< ξ 6

k

2n

}
+ nP {ξ > n} =

=
n2n∑

k=1

k−1∑

i=1

1

2n
P

{
k − 1

2n
< ξ 6

k

2n

}
+ nP {ξ > n} =

=
n2n−1∑

i=1

n2n∑

k=i+1

1

2n
P

{
k − 1

2n
< ξ 6

k

2n

}
+ nP {ξ > n} =

=
1

2n

n2n−1∑

i=1

P

{
i

2n
< ξ 6 n

}
+ nP {ξ > n} =

=
1

2n

n2n−1∑

i=1

(
Fξ(n) − Fξ

(
i

2n

))
+ n

(
1 − Fξ(n)

)
=
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=
1

2n

n2n∑

i=1

(
Fξ(n) − Fξ

(
i

2n

))
+ n

(
1 − Fξ(n)

)
=

= n− 1

2n

n2n∑

i=1

Fξ

(
i

2n

)
=

1

2n

n2n∑

i=1

(
1 − Fξ

(
i

2n

))
.

Введем последовательность простых функций на [0,+∞)

fn(x) :=
n2n∑

i=1

(
1 − Fξ

(
i

2n

))
1[ i−1

2n ,
i

2n )(x)

и заметим, что

Eξn =

∫
fn(x)λ(dx). (31)

Для любого x > 0 при достаточно больших n (именно для n > x) найдется
ix,n 6 n2n такой, что

x ∈
[
ix,n − 1

2n
,
ix,n
2n

)
,

∣∣∣∣x−
ix,n
2n

∣∣∣∣ 6
1

2n
, fn(x) = 1 − Fξ

(
ix,n
2n

)
.

Таким образом, при n→ ∞, учитывая, что Fξ(x) непрерывна справа,

ix,n
2n

↓ x ⇒ fn(x) ↑
(
1 − Fξ(x)

)
1[0,+∞)(x), x ∈ R.

Отсюда по теореме о монотонной сходимости для интеграла по мере Лебега
можно утверждать, что

lim
n→∞

∫
fn(x)λ(dx) =

∫

[0,+∞)

(
1 − Fξ(x)

)
λ(dx) =

∞∫

0

(
1 − Fξ(x)

)
dx. (32)

Последнее равенство означает здесь переход к интегралу Римана, и оно
справедливо, поскольку подынтегральная функция интегрируема по Рима-
ну на любом отрезке ввиду того, что имеет не более чем счетное число точек
разрыва. Из (30), (31) и (32) следует первое утверждение леммы.

Для знакопеременной случайной величины ξ рассмотрим ξ+ и ξ−. При
x > 0

1 − Fξ+(x) = P
{
ξ+ > x

}
= P {ξ > x} = 1 − Fξ(x).

Тогда

Eξ+ =

∞∫

0

(
1 − Fξ+(x)

)
dx =

∞∫

0

(
1 − Fξ(x)

)
dx.

Снова при x > 0

1 − Fξ−(x) = P
{
ξ− > x

}
= P {−ξ > x} = P {ξ < −x} =
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= P {ξ 6 −x} − P {ξ = −x} = Fξ(−x) − P {ξ = −x} .
Запишем интеграл от ξ− следующим образом

Eξ− =

∫

[0,+∞)

(
1 − Fξ−(x)

)
λ(dx) =

∞∫

0

Fξ(−x) dx−
∫

[0,+∞)

P {ξ = −x} λ(dx).

Поскольку функция распределения имеет не более чем счетное число точек
разрыва, то подынтегральная функция во втором интеграле равна нулю по-
чти всюду относительно меры Лебега. Следовательно этот интеграл равен
нулю в силу аналога свойства 6 для интеграла по мере Лебега. В первом
интеграле, проведя замену y = −x, получим

Eξ− =

0∫

−∞

Fξ(y) dy.

Следствие 5. Пусть ξ неотрицательная случайная величина с функцией
распределения Fξ(x). Тогда

Eξp = p

∞∫

0

xp−1
(
1 − Fξ(x)

)
dx, p > 0. (33)

Доказательство. Перепишем (27) следующим образом

Eξ =

∞∫

0

P {ξ > x} dx.

Тогда для p > 0

Eξp =

∞∫

0

P {ξp > x} dx =

∞∫

0

P

{
ξ > x1/p

}
dx =

∞∫

0

P {ξ > t} d (tp) =

= p

∞∫

0

tp−1
P {ξ > t} dt = p

∞∫

0

tp−1
(
1 − Fξ(t)

)
dt.
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Пример 3.

Пусть ξ неотрицательная величина, имеющая показательное рас-
пределение с плотностью и функцией распределения соответствен-
но

fξ(x) =

{
αe−αx, x > 0
0, x < 0

, Fξ(x) =

{
1 − e−αx, x > 0
0, x < 0

где α > 0. Тогда по формуле (27)

Eξ =

∞∫

0

e−αx dx =
1

α
.

1.2. Пусть ξ такая же как и выше. По формуле (33)

Eξ1/2 =
1

2

∞∫

0

1√
x
e−αx dx =

[
αx = 1

2y
2

α dx = y dy

]
=

√
2α

2α

∞∫

0

e−y
2/2 dy =

=
1

2
√

2α

∞∫

−∞

e−y
2/2 dy =

√
2π

2
√

2α

∞∫

−∞

f0,1(y) dy =
1

2

√
π

α
.

3. Пусть ξ сингулярная случайная величина с функцией распределения
F (x), которая построена следующим образом. Положим

F (x) = 0, x < 0, F (x) = 1, x > 1.

Делим полуинтервал [0, 1) на 3 равные части, на интервале (1/3, 2/3)
полагаем F (x) = 1/2. Каждый из оставшихся полуинтервалов де-
лим на 3 части, и полагаем на [1/9, 2/9) F (x) = 1/4, а на [7/9, 8/9).
F (x) = 3/4. И т.д. Таким образом функция F (x) определена на объ-
единении всех интервалов постоянства - на множестве, которое мы
обозначим как C. При этом множество значений этой функции на
всех указанных интервалах всюду плотно в отрезке [0, 1] (на верти-
кальной оси).

Множество C - объединение всех интервалов постоянства имеет
меру Лебега

λ(C) =
∞∑

k=0

2k

3k+1
=

1

3
· 1

1 − 2/3
= 1,

тогда λ(C) = 0.

Выберем произвольную точку x0 ∈ C. Ясно, что

∀δ > 0, ∃x′ ∈ C ∩ (x0 − δ, x0), ∃x′′ ∈ C ∩ (x0, x0 + δ),
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иначе C содержит интервал, что невозможно ввиду λ(C) = 0. То-
гда, выбирая δ последовательно все меньше и меньше, можно вы-
брать в C последовательности x′k ↑ x0, x

′′
k ↓ x0. Ввиду монотонно-

сти F (x) на C монотонны и последовательности F (x′k) ↑ и F (x′′k) ↓,
к тому же они ограничены, значит существуют пределы, и

lim
k→∞

F (x′k) 6 lim
k→∞

F (x′′k).

Покажем, что пределы равны. Предположим, что неравенство стро-
гое. Тогда в силу плотности множества {F (x), x ∈ C}

∃x ∈ C : F (x) ∈
(

lim
k→∞

F (x′k), lim
k→∞

F (x′′k)
)
.

Снова ввиду монотонности F (x) на C

∀k ∈ N x′k < x < x′′k.

Следовательно, x = x0 /∈ C, что противоречит x ∈ C. Ввиду проти-
воречия

lim
k→∞

F (x′k) = lim
k→∞

F (x′′k) =: y0.

Отсюда следует

∀ε > 0 ∃x′ ∈
{
x′k
}
, x′′ ∈

{
x′′k
}

:

F (x′) < y0 < F (x′′),
∣∣F (x′′) − F (x′)

∣∣ < ε.

Выберем δε так, чтобы (x0 − δε, x0 + δε) ⊂ (x′, x′′) (это возможно в
силу x0 ∈ (x′, x′′)). Наконец, ввиду монотонности F на C

∀x ∈ C ∩ (x0 − δε, x0 + δε), F (x′) 6 F (x) 6 F (x′′),

то есть y0 и F (x) принадлежат одному промежутку длины менее
ε, значит, |F (x) − y0| < ε. Следовательно

∀x0 ∈ C ∃ lim
x→x0

F (x) = y0.

Определим F (x0) := y0. Аналогично поступаем так во всех точках
из C. Теперь F (x) определена на всей оси и непрерывна. Поэтому
P{ξ = x} = F (x) − F (x− 0) = 0 в каждой точке x отрезка [0, 1].

С другой стороны,

P{ξ ∈ C} =
∑

I

P{ξ ∈ I},

где суммирование идет по всем интервалам, входящим в C. Но на
каждом таком интервале F (x) постоянна, т.е. P{ξ ∈ I} = 0.
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Таким образом, P{ξ ∈ C} = 0, и P{ξ ∈ C} = 1. При этом, как
показано выше, λ(C) = 0.

Итак, случайная величина ξ действительно имеет сингулярное рас-
пределение. Вычислим математическое ожидание. Заметим, что по
построению 1 − F (x) = F (1 − x) и воспользуемся формулой (27)

Eξ =

1∫

0

(
1 − F (x)

)
dx =

1∫

0

F (1 − x) dx =

1∫

0

F (y) dy,

откуда следует, что

1 = 2

1∫

0

F (x) dx ⇒ Eξ =
1

2
.

Следствие 6. Если ξ > 0 a.s., дискретная целочисленная случайная ве-
личина, т.е.

∞∑

k=0

P {ξ = k} = 1,

тогда

Eξ =
∞∑

n=1

P {ξ > n} . (34)

Доказательство.

Eξ =

∞∫

0

(
1 − Fξ(x)

)
dx =

= lim
N→∞

N−1∑

n=0

n+1∫

n

(
1 − Fξ(x)

)
dx = lim

N→∞

N−1∑

n=0

(
1 − Fξ(n)

)
=

= lim
N→∞

N−1∑

n=0

P
{
ξ > n

}
= lim

N→∞

N∑

n=1

P
{
ξ > n

}
=

∞∑

n=1

P
{
ξ > n

}
.

39



Пример 4. Пусть ξ имеет геометрическое распределение с параметром
p ∈ (0, 1), т.е. с вероятностью 1 принимает натуральные значения, и

P{ξ = n} = pqn−1, n = 1, 2, . . . , q = 1 − p.

Вычислим математическое ожидание ξ, используя формулу (34).

P {ξ < n} =
n−1∑

k=1

P {ξ = k} =
n−1∑

k=1

pqk−1 = p
1 − qn−1

1 − q
= 1 − qn−1.

P {ξ > n} = qn−1.

Eξ =
∞∑

n=1

qn−1 =
1

1 − q
=

1

p
.
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Глава 3. Моменты. Связь независимости, некоррелированности и
слабой ассоциированности случайных величин

Моменты случайных величин

Определение 9. Моментом порядка k случайной величины ξ называется
Eξk.

Если определено и конечно Eξ, то центральным моментом порядка k
называется E (ξ − Eξ)k. Центральный момент второго порядка

Dξ = E (ξ − Eξ)2 = Eξ2 − (Eξ)2

называется дисперсией, а величина

σ =
√
Dξ

среднеквадратичным отклонением.

Определение 10. Пусть случайные величины ξ и η такие, что E |ξ| <∞,
E |η| <∞, E |ξη| <∞. Тогда определен смешанный центральный момент

cov(ξ, η) = E(ξ − Eξ)(η − Eη) = Eξη − EξEη,

который называется ковариацией случайных величин ξ и η. Если к тому
же 0 < Dξ <∞, 0 < Dη <∞, то определена величина

ρ(ξ, η) =
cov(ξ, η)√
DξDη

,

которая называется коэффициентом корреляции.

Определение 11. Случайные величины ξ и η называются некоррелиро-
ванными, если cov(ξ, η) = 0, т.е.

Eξη = EξEη.

Замечание 12. Заметим, что при наличии конечного математическо-
го ожидания конечность дисперсии эквивалентна конечности момента
второго порядка:

E |ξ| <∞ ⇒
(
Dξ <∞ ⇔ Eξ2 <∞

)
.

Кроме того, конечность момента второго порядка обеспечивает конеч-
ность первого:

Eξ2 <∞ ⇒ E |ξ| <∞,

что следует из неравенства Коши-Буняковского, записанного для случай-
ных величин |ξ| и 1:

(E |ξ| · 1)2 6 Eξ2E12.

Также, конечность вторых моментов двух случайных величин обеспечи-
вает конечность смешанного момента:

E |ξη| 6
√

Eξ2
√

Eη2.
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Свойства дисперсии, ковариации, коэффициента корреля-
ции

1. Dξ > 0.

2. Если a =const, то Da = 0. Если Dξ = 0, то ξ
a.s
=const.

3. D(a+ bξ) = b2Dξ.

4. Если Dξ <∞, Dη <∞, то
(
cov
(
ξ, η
))2

6 DξDη.

5. Если Dξ <∞, Dη <∞, то ξ и η некоррелированные ⇐⇒ D(ξ + η) =
Dξ +Dη.

6. Ковариация билинейна.

7. |ρ(ξ, η)| 6 1.

8. Для любых a ∈ R, b > 0 ρ(ξ, a± bξ) = ±1. Обратно, если ρ(ξ, η) = ±1,

то η
a.s.
= a± bξ для некоторых a ∈ R, b > 0.

Доказательство 1. Dξ = E(ξ − Eξ)2 > 0.

Доказательство 2. Da = E(a − Ea)2 = 0. Если Dξ = E(ξ − Eξ)2 = 0 то в

силу свойства 7 интеграла Лебега ξ − Eξ
a.s
= 0.

Доказательство 3. D(a + bξ) = E(a + bξ − Ea − Ebξ)2 = b2E(ξ − Eξ)2 =
b2Dξ.

Доказательство 4. Неравенство Коши-Буняковского для величин ξ − Eξ
и η − Eη.

Доказательство 5. D(ξ + η) = E(ξ −Eξ + η −Eη)2 = E(ξ −Eξ)2 + 2E(ξ −
Eξ)(η − Eη) + E(η − Eη)2 = Dξ + 2 cov

(
ξ, η
)

+Dη.

Доказательство 6. Обозначим ξ′1 := a(ξ1 − Eξ1), ξ
′
2 := b(ξ2 − Eξ2), η

′ :=
η − Eη.

cov
(
aξ1 + bξ2, η

)
= E(ξ′1 + ξ′2)η

′ = Eξ′1η
′ + Eξ′2η

′ = a cov
(
ξ1, η

)
+ b cov

(
ξ2, η

)
.

Аналогично по второму аргументу.

Доказательство 7. Следует из свойства 4.

Доказательство 8. В силу билинейности ковариации

cov
(
ξ, a± bξ

)
= 0 ± b cov

(
ξ, ξ
)

= ±bDξ.

Поскольку в силу свойства 3 D(a± bξ) = b2Dξ, то

ρ(ξ, a+ bξ) =
±bDξ√
b2Dξ2

= ±1.
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Обратно, пусть для определенности ρ(ξ, η) = 1. Обозначим

ξ1 :=
ξ − Eξ√
Dξ

, η1 :=
η − Eη√
Dη

.

Очевидно, Eξ2
1 = Eη2

1 = Eξ1η1 = 1. Таким образом

E (ξ1 − η1)
2 = Eξ2

1 − 2Eξ1η1 + Eη2
1 = 1 − 2 + 1 = 0.

Тогда в силу свойства 7 интеграла Лебега ξ1
a.s.
= η1, т.е.

η
a.s
=

√
Dη√
Dξ

ξ −
√
Dη√
Dξ

Eξ + Eη.

Независимость и некоррелированность

Напомним определение независимости событий

Определение 12. События A и B называются независимыми (относи-
тельно вероятности P), если

P(AB) = P(A) P(B)

Определение 13. Говорят, что множества A1, . . . , An независимы в со-
вокупности (относительно вероятности P), если для любых
k = 1, . . . , n и 1 6 i1 < i2 < · · · < ik 6 n

P(Ai1 · · ·Aik) = P(Ai1) · · ·P(Aik).

Определение 14. Случайные величины ξ, η называются независимыми,
если для любых B1, B2 ∈ B(R) независимы события {ξ ∈ B1} и {η ∈ B2}.

Случайные величины ξ1, ξ2, . . . , ξn называются независимыми в сово-
купности, если для любых борелевских B1, B2, . . . , Bn события {ξ1 ∈
B1}, {ξ2 ∈ B2}, . . . , {ξn ∈ Bn} независимы в совокупности.

Независимость бесконечной последовательности случайных величин
означает независимость в совокупности любого конечного набора этих
величин.

Как известно, случайные величины ξ и η независимы в точности тогда,
когда их совместная функция распределения представима в виде произве-
дения маргинальных:

Fξ,η(x, y) = Fξ(x)Fη(y).

Доказательство можно найти, например, в [5].
В этом параграфе мы докажем полезное свойство независимых случай-

ных величин: интеграл Лебега их произведения совпадает с произведени-
ем интегралов каждой из величин. Сначала рассмотрим вспомогательное
утверждение.
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Лемма 5. Пусть ξ и η независимые случайные величины, ϕ(x) и ψ(x)
произвольные борелевские функции на R (в частности, они могут совпа-
дать). Тогда ϕ(ξ) и ψ(η) также независимые случайные величины.

Доказательство. Ввиду равенств для любых B1, B2 ∈ B(R)

{ϕ(ξ) ∈ B1} = {ξ ∈ ϕ−1(B1)}, {ψ(η) ∈ B2} = {η ∈ ψ−1(B2)}
множества в левых частях измеримы (т.е. являются событиями, а функции
ϕ(ξ) и ψ(η) являются случайными величинами) и независимы, поскольку
измеримы и независимы множества в правых частях.

Теорема 5. Если случайные величины ξ и η независимы и E |ξ| < ∞,
E |η| <∞, то E |ξη| <∞ и

Eξη = EξEη.

Доказательство. Пусть сначала ξ и η простые независимые.

ξ =
k∑

i=1

xi1Ai
, η =

m∑

j=1

yj1Bj
.

Тогда события Ai и Bj независимы для любой пары (i, j) : i = 1, k и
j = 1,m, и

Eξη =
k∑

i=1

m∑

j=1

xiyj P(AiBj) =
k∑

i=1

m∑

j=1

xiyj P(Ai) P(Bj) = EξEη.

Пусть теперь ξ > 0, η > 0, независимые. Рассмотрим последовательность
борелевских функций ϕn(x), определенных формулой (8). Введем случай-
ные величины ξn = ϕn(ξ), ηn = ϕn(η).

В силу леммы 1 для каждого n случайные величины ξn и ηn простые
неотрицательные, ξn ↑ ξ, ηn ↑ η, а ввиду леммы 5 независимые. Тогда, как
показано выше,

Eξnηn = EξnEηn.

Функции ξnηn простые и ξnηn ↑ ξη. Поэтому, ввиду конечности Eξ и Eη,

Eξη = lim
n

Eξnηn = lim
n

EξnEηn = lim
n

Eξn lim
n

Eηn = EξEη.

Пусть, наконец, случайные величины ξ и η знакопеременные. Нетрудно ви-
деть, что

ξη = ξ+η+ − ξ+η− − ξ−η+ + ξ−η−. (35)

Поскольку
ξ+ = ψ+(ξ), η+ = ψ+(η),
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где ψ+(x) = x1[0,+∞)(x) борелевская функция, по лемме 5 случайные ве-

личины ξ+ и η+ независимы. Аналогично независимы и остальные пары
величин в (35). Таким образом

Eξη = Eξ+η+ − Eξ+η− − Eξ−η+ + Eξ−η− =

= Eξ+Eη+ − Eξ+Eη− − Eξ−Eη+ + Eξ−Eη− =

=
(
Eξ+ − Eξ−

) (
Eη+ − Eη−

)
= EξEη.

Следствие 7. Если случайные величины независимы, и определена их ко-
вариация, то они некоррелированы.

Обратное, вообще говоря, неверно.

Пример 5. Рассмотрим дискретную случайную величину ξ такую, что

P{ξ = −1} = P{ξ = 0} = P{ξ = 1} =
1

3
.

Пусть η = ξ2. Очевидно, ξ и η зависимы. Формально в этом можно убе-
диться, рассматривая вероятности событий

P{ξ > 0, η > 0} =
1

3
, P{ξ > 0} =

1

3
, P{η > 0} =

2

3
.

Покажем, что ξ и η некоррелированы. В самом деле, замечая, что ξ3 = ξ,

Eξ = 0, Eη =
2

3
, Eξη = Eξ3 = Eξ = 0 ⇒ cov

(
ξ, η
)

= 0.

Слабо ассоциированные случайные величины

Как показывает последний пример, некоррелированные случайные вели-
чины могут быть зависимы. Однако если они обладают дополнительным
свойством слабой ассоциированности, то они необходимо независимы. Ни-
же мы приведем простое доказательство этого факта для пары случайных
величин. Доказательство для общего случая, основанное на оценке характе-
ристических функций, как и общее определение слабой ассоциированности,
можно найти в [3].

Введем определение ассоциированности для случая двух случайных ве-
личин.

Определение 15. Две случайные величины ξ и η называются слабо асо-
циированными или положительно ассоциированными (обозначается PA),
если

cov
(
f(ξ), g(η)

)
> 0 (36)

для любых неубывающих борелевских функций f(x) и g(x), для которых
ковариация (36) определена.
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Замечание 13. В определении отрицательной ассоциированности (NA)
знак в (36) меняется на ”6”.

Далее для удобства будем обозначать случайные величины буквами X
и Y .

Теорема 6. Пусть X и Y некоррелированные PA случайные величины.
Тогда X и Y независимы.

Доказательство. Введем для каждого u ∈ R пару последовательностей
неубывающих функций:

fn(x; u) =






−1 , x 6 u
n(x− u) − 1 , u < x 6 u+ 1

n
0 , x > u+ 1

n

gn(x; u) = nx− fn(x; u).

Зафиксируем произвольные точки s, t ∈ R. Заметим, что

|gn(x; u)| 6 |nx| + 1.

Из этой оценки следует, что

E |gn(X; s)gn(Y ; t)| 6 E (|nX| + 1) (|nY | + 1) =

= n2E |XY | + nE |X| + nE |Y | + 1 <∞,

E |gn(X; s)| 6 nE |X| + 1 <∞, E |gn(Y ; t)| 6 nE |Y | + 1 <∞,

поскольку известно, что определена ковариация величин X и Y . В силу
свойства PA

cov
(
gn(X; s), gn(Y ; t)

)
> 0,

n2cov
(
X, Y

)
− cov

(
nX, fn(Y ; t)

)
− cov

(
fn(X; s), nY

)
+

+cov
(
fn(X; s), fn(Y ; t)

)
> 0,

откуда с учетом cov
(
X, Y

)
= 0 получаем два неравенства

cov
(
fn(X; s), nY − fn(Y ; t)

)
+ cov

(
nX, fn(Y ; t)

)
6 0,

cov
(
nX − fn(X; s), fn(Y ; t)

)
+ cov

(
fn(X; s), nY

)
6 0.

Замечая, что все слагаемые в этих неравенствах неотрицательные (в силу
свойства PA), делаем вывод, что все они равны нулю. Вычитая из второго
слагаемого третье или из четвертого первое, получим для любого натураль-
ного n

cov
(
fn(X; s), fn(Y ; t)

)
= 0,
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то есть

Efn(X; s)fn(Y ; t) = Efn(X; s)Efn(Y ; t). (37)

Легко видеть, что для любого x ∈ R при n→ ∞

fn(x; u) → f(x; u) =

{
−1 , x 6 u
0 , x > u

Также заметим, что

fn(x; s)fn(y; t) → f(x; s)f(y; t) =

{
1 , x 6 s, y 6 t
0 , else

В силу теоремы Лебега о мажорируемой сходимости при n→ ∞
Efn(X; s) → Ef(X; s) = −FX(s),

Efn(Y ; t) → Ef(Y ; t) = −FY (t),

Efn(X; s)fn(Y ; t) → Ef(X; s)f(Y ; t) = FX,Y (s, t)

где FX(·), FY (·) функции распределения случайных величин X и Y , а
FX,Y (·, ·) функция их совместного распределения. Таким образом, переходя
к пределу в (37) по n→ ∞, получим

FX,Y (s, t) = FX(s)FY (t),

что и означает независимость случайных величин X и Y .

Следствие 8. Если X и Y некоррелированные NA случайные величины,
то они независимы.

Доказательство. Положим X∗ := −X И покажем, что величины X∗ и
Y Обладают свойством PA. Выберем произвольные борелевские неубы-
вающие функции f(x) и g(x), для которых определена ковариация
cov
(
f(X∗), g(Y )

)
. Заметим, что функция f∗(x) := −f(−x) неубывающая.

Тогда ввиду того, что X и Y NA, имеем

cov
(
f(X∗), g(Y )

)
= cov

(
− f∗(−X∗), g(Y )

)
= −cov

(
f∗(X), g(Y )

)
> 0,

т.е. X∗ и Y PA. Поскольку cov
(
X∗, Y

)
= −cov

(
X, Y

)
= 0, то по теореме

6 X∗ и Y независимы. Следовательно, X и Y независимы в силу леммы
5.
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Пример 6. Из теоремы 6 и ее следствия сразу следует, что некоррели-
рованные случайные величины из примера 5 не являются ни PA ни NA

(так как иначе они были бы независимыми). Отсутствие этих свойств
можно также показать, используя определение 15.

Действительно, рассмотрим неубывающие борелевские функции

f1(x) = 1[0,+∞)(x), f2(x) = 1(0,+∞)(x), g(x) = x.

Вычислим ковариации cov
(
f1(ξ), g(η)

)
и cov

(
f2(ξ), g(η)

)
.

Ef1(ξ) = E1{ξ>0} =
2

3
, Ef2(ξ) = E1{ξ>0} =

1

3
, Eg(η) = Eξ2 =

2

3
,

Ef1(ξ)g(η) = Eξ2
1{ξ>0} =

1

3
, Ef2(ξ)g(η) = Eξ2

1{ξ>0} =
1

3
,

cov
(
f1(ξ), g(η)

)
=

1

3
− 2

3
· 2

3
= −1

9
, cov

(
f2(ξ), g(η)

)
=

1

3
− 1

3
· 2

3
=

1

9
.

Таким образом свойства PA и NA не выполняются.
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Глава 4. Неравенства

Неравенства Маркова, Чебышева

Лемма 6 (Неравенство Маркова). Если ξ > 0, и Eξ < ∞, то для
любого ε > 0

P{ξ > ε} 6
Eξ

ε
.

Доказательство.

Eξ > Eξ1{ξ>ε} > εE1{ξ>ε} = εP{ξ > ε}.

Следствие 9 (Неравенство Чебышева). Если ξ произвольная случай-
ная величина, и Eξ2 <∞, то для любого ε > 0

P{|ξ − Eξ| > ε} 6
Dξ

ε2
.

Доказательство. Применить неравенство Маркова к случайной величине
(ξ − Eξ)2.

Пример 7. Пусть ξ, ξ1, ξ2, . . . одинаково распределенные случайные ве-
личины, и E |ξ| <∞. Тогда в силу неравенства Маркова для любого ε > 0

P

{ |ξn|
n

> ε

}
= P {|ξn| > εn} = P {|ξ| > εn} 6

E |ξ|
εn

→ 0, n→ ∞,

что означает (см. [5]) сходимость по вероятности

|ξn|
n

P→ 0, n→ ∞.

Неравенство Пэли-Зигмунда

Лемма 7. Пусть случайная величина ξ > 0, 0 < Eξ2 < ∞. Тогда для
r ∈ (0, 1) выполняется

P {ξ > rEξ} > (1 − r)2
(Eξ)2

Eξ2
.

Доказательство. Прежде всего отметим, что Eξ > 0, так как в случае

Eξ = 0 в силу свойства 7 интеграла Лебега выполнялось бы ξ
a.s.
= 0, а

значит, Eξ2 = 0, что неверно по предположению.
Рассмотрим неотрицательную случайную величину η такую, что Eη = 1,

Eη2 <∞. Для любого t > 0 выполняется
(
t1{η>r} − (η − r)

)2
> 0,
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откуда

t21{η>r} > 2t1{η>r}(η − r) − (η − r)2 > 2t(η − r) − (η − r)2 =

= −η2 + 2η(t+ r) − 2tr − r2.

Переходя к математическому ожиданию обеих частей, получим

t2 P {η > r} > −Eη2 + 2t+ 2r − 2tr − r2 > −Eη2 + 2t(1 − r).

В качестве t подставим Eη2/(1 − r).

P {η > r} >
2(1 − r)

t
− Eη2

t2
=

2(1 − r)2

Eη2
− (1 − r)2

Eη2
=

(1 − r)2

Eη2
.

Наконец, подстановка в полученное неравенство η := ξ/Eξ завершает до-
казательство.

Двусторонняя оценка

Лемма 8. Пусть случайная величина ξ > 0 a.s., функция g(x) непрерывна
на [0,+∞), g(0) = 0, строго монотонно возрастает и g(x) ↑ +∞, x →
+∞. Тогда

∞∑

n=1

P {ξ > g(n)} 6 Eg−1(ξ) 6

∞∑

n=0

P {ξ > g(n)} . (38)

В частности, для произвольной случайной величины ξ и любого r > 0

∞∑

n=1

P

{
|ξ| > n1/r

}
6 E |ξ|r 6

∞∑

n=0

P

{
|ξ| > n1/r

}
.

Замечание 14. Прежде всего отметим, что в силу условия ξ > 0 a.s.

выполняется ξ
a.s.
= ξ+ и g−1(ξ)

a.s.
= g−1(ξ+). Поэтому в силу свойства 8

интеграла Лебега
Eg−1(ξ) = Eg−1(ξ+). (39)

Кроме того ввиду строгой монотонности g(x)

{ξ > g(n)} =
{
ξ+

> g(n)
}
, n > 1; {ξ > g(n)} =

{
ξ+ > g(n)

}
, n > 0.

(40)
Заметим, что достаточно доказать выполнение неравенства для неот-
рицательных (на всем Ω) случайных величин. Действительно, если оно
выполнится для неотрицательных случайных величин, то оно выполнит-
ся и для ξ+, откуда в силу (39) и (40) оно также выполнится для исход-
ной a.s. неотрицательной величины ξ.
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Доказательство. Следуя замечанию, будем считать ξ неотрицательной.
Обозначим ψ(x) := g−1(x) и введем дискретные случайные величины

η :=
∞∑

j=1

j 1{j6ψ(ξ)<j+1}, ζ :=
∞∑

j=0

(j + 1)1{j<ψ(ξ)6j+1}.

Нетрудно видеть, что η 6 ψ(ξ) 6 ζ, следовательно ввиду свойства 2

Eη 6 Eψ(ξ) 6 Eζ.

Вычислим левую и правую часть этого неравенства.

Eη =
∞∑

j=1

j P {j 6 ψ(ξ) < j + 1} =
∞∑

j=1

j∑

n=1

P {j 6 ψ(ξ) < j + 1} =

=
∞∑

n=1

∞∑

j=n

P {j 6 ψ(ξ) < j + 1} =
∞∑

n=1

P {ψ(ξ) > n} =
∞∑

n=1

P {ξ > g(n)} .

Eζ =
∞∑

j=0

(j + 1) P {j < ψ(ξ) 6 j + 1} =
∞∑

j=0

j∑

n=0

P {j < ψ(ξ) 6 j + 1} =

=
∞∑

n=0

∞∑

j=n

P {j < ψ(ξ) 6 j + 1} =
∞∑

n=0

P {ψ(ξ) > n} =
∞∑

n=0

P {ξ > g(n)} .

Неравенство для абсолютного момента порядка r есть частный случай (38)

для случайной величины |ξ|, когда g(x) = x1/r.

Неравенство (38) позволяет получить

Второе доказательство следствия 6. Положив в (38) g(x) = x, получим

∞∑

n=1

P {ξ > n} 6 Eξ 6

∞∑

n=0

P {ξ > n} .

Поскольку ξ принимает целые значения, неравенство обращается в равен-
ство. Действительно,

∞∑

n=1

P {ξ > n} =
∞∑

n=1

P {ξ > n− 1} =
∞∑

n=0

P {ξ > n} .
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Пример 8. Используя неравенство (38), можно усилить результат при-
мера 7. Действительно, если E |ξ| <∞, то

∞∑

n=1

P

{|ξn|
n

> ε

}
=

∞∑

n=1

P {|ξn| > εn} =
∞∑

n=1

P {|ξ| > εn} 6 E
|ξ|
ε

=
1

ε
E |ξ| <∞,

откуда следует (см. [5]) сходимость почти наверное

|ξn|
n

a.s.→ 0, n→ ∞.

Неравенство Иенсена

Лемма 9. Пусть g(x) выпуклая вниз борелевская функция, E |ξ| < ∞.
Тогда

Eg(ξ) > g (Eξ) .

Доказательство. Ввиду выпуклости вниз функции g(x) для любой точки
s ∈ R найдется функция hs(x) = ax+ b такая, что

g(x) > hs(x), g(s) = hs(s).

В частности, при s = Eξ имеем

Eg(ξ) > Ehs(ξ) = hs(Eξ) = g(Eξ).

Замечание 15. Заметим, что из выполнения неравенства Иенсена сле-
дует выпуклость функции g(x). Действительно, если ξ произвольная дис-
кретная случайная величина такая, что

P{ξ = x} = p, P{ξ = y} = q, p+ q = 1,

где x 6= y, то либо

P{g(ξ) = g(x)} = p, P{g(ξ) = g(y)} = q,

либо
P{g(ξ) = g(x) = g(y)} = 1.

В обоих случаях
Eg(ξ) = p g(x) + q g(y).

С другой стороны
Eξ = px+ qy,

и из неравенства Иенсена имеем

p g(x) + q g(y) > g (px+ qy) ,

что и означает выпуклость вниз.
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Неравенство Ляпунова

Лемма 10. Если 0 < s < t, то

(E |ξ|s)1/s 6

(
E |ξ|t

)1/t
.

Доказательство. Пусть g(x) = |x|t/s – выпуклая вниз функция, η = |ξ|s.
В силу неравенства Иенсена

Eg(η) > g(Eη) ⇒ E |ξ|t > (E |ξ|s)t/s .

Неравенство Гёльдера

Лемма 11. Пусть 1 < p <∞, 1 < q <∞, 1/p+1/q = 1. Если E |ξ|p <∞,
E |η|q <∞, то E |ξη| <∞, и

E |ξη| 6 (E |ξ|p)1/p (E |ξ|q)1/q .
Доказательство. Если E |ξ|p = 0 или E |η|q = 0, то в силу свойства (7)

интеграла Лебега либо ξ
a.s
= 0, либо η

a.s
= 0, и неравенство выполнено триви-

ально. Пусть E |ξ|p > 0, E |η|q > 0. Рассмотрим случайные величины

ξ1 =
|ξ|

(E |ξ|p)1/p
, η1 =

|η|
(E |ξ|q)1/q

.

В силу выпуклости вверх логарифмической функции

ln

(
1

p
ξp1 +

1

q
ηq1

)
>

1

p
ln ξp1 +

1

q
ln ηq1 = ln(ξ1η1),

откуда

ξ1η1 6
1

p
ξp1 +

1

q
ηq1, ⇒ Eξ1η1 6

1

p
Eξp1 +

1

q
Eηq1 =

1

p
+

1

q
= 1,

что и завершает доказательство.

Замечание 16. Отметим, что неравенство Коши-Буняковского (свой-
ство 9 интеграла Лебега) является частным случаем неравенства Гёль-
дера для p = q = 2.

Следствие 10. Если p > 0, q > 0, r > 0, и 1/p + 1/q = 1/r, и при этом
E |ξ|p <∞, E |η|q <∞, то E |ξη|r <∞, и

(E |ξη|r)1/r 6 (E |ξ|p)1/p (E |ξ|q)1/q .
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Доказательство. Запишем неравенство Гёльдера для случайных величин
|ξ|r, |η|r и степеней (порядков) p/r, q/r. Действительно,

1

p/r
+

1

q/r
=
r

p
+
r

q
= 1.

Таким образом

E |ξη|r 6

(
E |ξ|r·

p

r

)r/p (
E |η|r·

q

r

)r/q
.

Неравенство Минковского

Лемма 12. Если E |ξ|p <∞, E |η|p <∞, 1 6 p <∞, то E |ξ + η|p <∞ и

(E |ξ + η|p)1/p 6 (E |ξ|p)1/p + (E |η|p)1/p .
Доказательство. Функция g(x) = xp выпукла вниз при x > 0, p > 1 ,
поэтому (|ξ + η|

2

)p
6

(|ξ| + |η|
2

)p
6

|ξ|p + |η|p
2

.

Отсюда следует, что E |ξ + η|p <∞, а при p = 1 сразу следует и доказыва-
емое неравенство. Пусть p > 1. Тогда

|ξ + η|p = |ξ + η| |ξ + η|p−1
6 |ξ| |ξ + η|p−1 + |η| |ξ + η|p−1 .

Перейдем к математическим ожиданиям и применим неравенство Гёльдера
в обоих слагаемых для степеней p и p/(p− 1) поскольку

1

p
+

1

p/(p− 1)
=

1

p
+
p− 1

p
= 1.

Получим
E |ξ + η|p 6 E |ξ| |ξ + η|p−1 + E |η| |ξ + η|p−1

6

6 (E |ξ|p)1/p (E |ξ + η|p)(p−1)/p + (E |η|p)1/p (E |ξ + η|p)(p−1)/p ,

откуда

(E |ξ + η|p)1/p 6 (E |ξ|p)1/p + (E |η|p)1/p .

54



Литература

[1] Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. Т. 1. М.:
Наука, 1973. 296 с.

[2] Богачев В.И. Основы теории меры. Т.1. Москва-Ижевск: НИЦ Регу-
лярная и хаотическая динамика; Институт компьютерных исследова-
ний, 2006. 584 с.

[3] Булинский А.В., Шашкин А. Предельные теоремы для ассоциирован-
ных случайных полей и родственных систем. М.: Физматлит, 2008.
480 с.

[4] Колмогоров А.Н., Фомин С.В. Элементы теории функций и функци-
онального анализа. М.: Наука, 1989. 624 с.

[5] Ширяев А.Н. Вероятность-1. М.: МЦНМО, 2004. 520 c.

[6] Yuan Shih Chow, Henry Teicher. Probability Theory: Independence,
Interchangeability, Martingales. Springer, 1997.

[7] Olav Kallenberg. Foundations of Modern Probability. Springer, 1997.

55



Учебное издание

Новиков Сергей Яковлевич,

Савинов Евгений Анатольевич

ИНТЕГРАЛ ЛЕБЕГА В ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Учебное пособие

Публикуется в авторской редакции
Титульное редактирование Т. И. Кузнецовой
Компьютерная верстка, макет Е. А. Савинова

Подписано в печать 22.10.2014.
Гарнитура Times New Roman. Формат 60 × 84/16.

Typeset by LATEX. Бумага офсетная. Печать оперативная.
Усл.-печ. л. 3,25. Уч.-изд. л. 3,5. Тираж 100 экз. Заказ № 2543.

Издательство «Самарский университет»,
443011, Самара, ул. Академика Павлова, 1.

Отпечатано на УОП СамГУ


