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Посвящается светлой памяти 
Рашита Каримовича Вафина 

 
ПРЕДИСЛОВИЕ  

Сопротивление материалов – раздел механики, посвящённый 
расчётам на прочность и жёсткость. Курс сопротивления материалов 
изучается во всех технических вузах и относится к общеинженер-
ным дисциплинам. Для повышения уровня подготовки студентов по 
этой дисциплине Министерством образования СССР в 1981 году 
было принято решение о проведении Всесоюзной олимпиады по со-
противлению материалов. С 1981 по 1985 годы Всесоюзная олим-
пиада проходила в Бакинском политехническом институте (Азер-
байджан). После 1985 года Всесоюзные олимпиады проводились в 
Ростове-на-Дону (два раза), Туапсе (два раза), Алма-Ате (Казах-
стан). Первым председателем жюри Всесоюзной олимпиады по со-
противлению материалов был кандидат технических наук, профес-
сор кафедры «Сопротивление материалов» Московского высшего 
технического училища имени Н.Э. Баумана (ныне Московский госу-
дарственный технический университет имени Н.Э. Баумана) Кон-
стантин Константинович Лихарев. Начиная с 1984 года, в течение 
двадцати пяти лет, вплоть до своей кончины, Всесоюзной олимпиа-
дой руководил доктор технических наук, профессор той же кафедры 
Рашит Каримович Вафин. С 2009 года эстафету принял представи-
тель той же кафедры (ныне кафедра «Прикладная механика») доктор 
технических наук, профессор Покровский Алексей Михайлович. 

Заслуги профессора Вафина Р.К. в становлении Олимпиадного 
движения по сопротивлению материалов неоценимы, особенно в 
самые тяжёлые времена, связанные с развалом Советского Союза. 
Были годы (1986, 1992, 1993), когда олимпиада в связи с экономиче-
скими трудностями не проводилась. С 1991 года олимпиада получи-
ла статус Всероссийской с международном участием. В разные годы 
в олимпиаде принимали участие представители Белоруссии, Кирги-
зии, Монголии, Украины, Туркменистана. На олимпиаду приезжают 
команды из вузов, представляющих все регионы России – от Кали-
нинграда (руководитель команды д-р техн. наук, проф. Притыкин 
А.И.) до Владивостока (руководитель команды канд. техн. наук, доц. 
Васильченко Н.П). Трижды Всероссийская олимпиада проводилась 
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в Старом Осколе Белгородской области (руководитель команды 
канд. техн. наук, доц. Солодковская В.Г.). По два раза – в Дзержин-
ске Нижегородской области (руководитель команды канд. техн. на-
ук, доц. Шурашов А.Д.), Нижнем Новгороде (руководители команды 
ныне покойный канд. техн. наук, проф. Глявин Ю.В. и канд. техн. 
наук, доц. Ильичёв Н.И.), Новочеркасске Ростовской области (руко-
водители команды канд. техн. наук, проф. Логвинов В.Б. и канд. 
техн. наук, доц. Алексеев С.А.), Перми (руководитель команды канд. 
техн. наук, доц. Римм Т.Э.), Санкт-Петербурге (руководитель ко-
манды канд. техн. наук, доц. Яковлева Е.Л.), Улан-Удэ (руководи-
тель команды канд. техн. наук, проф. Егодуров Г.С.). В организации 
и проведении двух олимпиад на берегу озера Байкал (Улан-Удэ) ак-
тивное участие принимала заведующая кафедрой «Сопротивление 
материалов» Восточно-Сибирского государственного технологиче-
ского университета, д-р техн. наук, проф. Бохоева Л.А. Два раза 
Всероссийская олимпиада проводилась в Самаре (руководитель ко-
манды канд. техн. наук, доц. Шадрин В.К.)  

За время проведения Всесоюзной олимпиады по сопротивлению 
материалов сформировалась команда единомышленников, активи-
стов олимпиадного движения. Это, в первую очередь, многолетний 
соратник Р.К. Вафина, к сожалению тоже ушедший от нас в 2011 
году, канд. техн. наук, доц. Кисенко Игорь Дмитревич. С 2009 года в 
связи с преклонным возрастом он перестал быть руководителем ко-
манды МГТУ им. Н.Э. Баумана. В настоящее время ею руководит 
канд. техн. наук, доц. Наумов А.М. Около тридцати лет участвует в 
олимпиадном движении канд. техн. наук, доц. кафедры «Физика 
прочности» Научно-исследовательского ядерного университета 
(МИФИ) Исаченко Валентин Владимирович, который возглавляет 
Московскую региональную олимпиаду по сопротивлению материа-
лов. Активное участие в проведении Московской олимпиады при-
нимают канд. техн. наук, проф. Московского университета путей 
сообщения Романов Ю.И. и канд. техн. наук, проф. Московского 
технического машиностроительного университета Щербаков В.И. 

Практически ежегодно побеждают на региональных олимпиа-
дах и привозят свои команды на Всероссийскую олимпиаду канд. 
техн. наук, доц. Лебедев Г.Б. и Шушунов В.В. (Новосибирск); 
канд. физ.-мат. наук, доц. Авилкин В.И. (Ростов-на-Дону); канд. 
техн. наук, доц. Шмелева Т.В. (Иваново); канд. техн. наук, доц. 
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Попенов А.И. (Уфа); канд. техн. наук, доц. Урбанович В.С. 
(Ижевск); канд. техн. наук, доц. Макаренко С.В. (Комсомольск-на-
Амуре). За исключением последних двух на олимпиаду, как правило, 
приезжали представители Украины: команда Киевского государст-
венного архитектурно-строителъного университета (руководитель 
канд. техн. наук, доц. Иваненко П.А.) и команда Горловского авто-
мобильно-дорожного института (руководитель канд. техн. наук, доц. 
Космак В.А.). 

За последние три года на Всероссийской олимпиаде стали появ-
ляться новые команды, ежегодно добивающиеся успехов на регио-
нальных олимпиадах. Руководители этих команд: канд. техн. наук, 
доц. Маврина С.А. (Владимир); канд. техн. наук, доц. Ноздрин М.А. 
и Роменская И.Т. (Иваново); канд. техн. наук, доц. Алексеева Е.Г. 
(Тверь), канд. техн. наук, доц. Залесский К.Е. (Тула). 

География представителей вузов на Всероссийских олимпиадах 
по сопротивлению материалов год от года только расширяется, чис-
ленность участников возрастает, что позволяет сделать вывод о не-
ослабевающем интересе студентов и преподавателей к этому меро-
приятию. Надеемся, что опубликование данного учебного пособия 
позволит студентам лучше подготовиться к олимпиадам по сопро-
тивлению материалов и добиться на них лучших результатов. 

Авторы выражают искреннюю благодарность всем, кто был ка-
ким-то образом причастен к составлению конкурсных задач для 
Всероссийских студенческих олимпиад по сопротивлению материа-
лов. 
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Часть 1. УСЛОВИЯ ЗАДАЧ 

1.1. Олимпиада 1994 г.,  
г. Самара, СГАУ 

94.1 Найти перемещение узла С (рис. 
94.1) .  Дано: F, Е, d. 

94.2 Изменение температуры по вы-
соте балки равно Δ t  = t2 – t1 (рис. 94.2). 

Найти наибольшее нормальное на-
пряжение. Дано: Е = 2·105 МПа,  
α = 12·10- 6  1/град, Δ t  = 50°С . 

94.3 Траверса CD (рис. 94.3)  по-
лучила перемещение δ. Найти F. Да-

но: Е, А, l, δ. 

94.4 Жёсткая опора В заменена на уп-
ругую (рис. 94.4) .  Какова должна быть 
жесткость этой опоры, чтобы замена не 
повлияла на величину коэффициента за-
паса? Дано: Е, J, l. 

94.5 При каком эксцентриситете е 
(рис. 94.5)  стержни 1 и 2 не подвергаются 
изгибу? Размер а задан. 

94.6 Показания тензорезисторов 1 и 2 
(рис. 94.6)  на поверхности тонкостенной 
оболочки отличаются в 5 раз. Найти ко-
эффициент Пуассона μ. 

94.7 Каков наибольший процент экономии материала при замене 
балки 1 на балку 2 (рис. 94.7) без снижения прочности? 

t1 

t2 h 

Рис. 94.2 

F 

E l 

A A A A 

C D 

a a a a a a 

Рис. 94.3 

упругая опора 

3 l  2 l  l 

F 

F 

B 

Рис. 94.4 

x 

 

R = 100 d 10 d 

Е 

Е 

Рис. 94.1 

C 

р 2

1

цилиндрическая

 оболочка

 

Рис. 94.6

D

dl

q 

q 
1 

2 

Рис. 94.7

е

 

а

 

2а

 

жесткие

 плиты

 
Е 1  = 2Е

 
Е2 = Е

 

FF

 

1 
2 

а

 Рис. 94.5
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1.2. Олимпиада 1995 г., Челябинск, ЧГТУ 

95.1 При каком значении силы F отсут-
ствует реакция правой опоры (рис. 95.1)? 
Дано: q, l. 

95.2 Найти размеры 
и направление полу-

осей эллипса, в который переходит окружность 
при деформации элемента (рис. 95.2). Дано: σ, 
Е, μ. 

95.3 При каком значении силы F будет раз-
рушен бетонный кубик с ребром а (рис. 95.3)? 
Дано: а, l, EJ, σв – предел прочности бетона. 

95.4 Стержень нагружен осевыми силами с 
линейным изменением их интенсивности (рис. 95.4). Найти переме-
щение сечения В. Дано: q, l, ЕА. 

95.5 Концевое сечение В соединяется с неподвижным шарниром 
С (рис. 95.5). Найти изгибающий момент в сечении D.  
Дано: , R, ЕJ. 

95.6 При сборке стержневой системы сечения А стержня 1 и 
трубки 2 были взаимно повернуты на угол β, а затем соединены 
штифтом 3 (рис. 95.6). Определить потенциальную энергию дефор-
мации системы. Дано: β, l, G, J. 

 

τ = σ 

σ 

σ

r 

Рис. 95.2 

ЕJ 

2 l  l 

Рис. 95.3 

F ЕJ a  

B 

l  
l  

EA 

q 

Рис. 95.4 Рис. 95.5 

R 
ΔEJ

B
CD 

2 ll

2J
J

1 23

Рис. 95.6 

A

A

β 

до сборки 

По А-А 

l 

Рис. 95.1 

l /2 l /2 

F q 
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Рис. 96.1 

1 l  = 4а  
b  = 3а  

q 

2а  
B 

2a  

C 

1.3. Олимпиада 1996 г., г. Нижний Новгород, НГТУ 

96.1 Ha стальную пластинку действу-
ет нагрузка, распределённая по линии 
СВ (рис. 96.1). Построив эпюры внут-
ренних усилий, определить, во сколько 
раз прочность пластинки в сечении 1 
больше (меньше), чем в сечении 2. При 
расчёте считать справедливыми формулы 
для определения напряжений, получен-

ные для брусьев постоянного сечения. При подсчете Wк принять  
α = 0,267. 

96.2 Брус растянули силой F, перекрывающей 
зазор Δ (рис. 96.2). В момент касания нижнего 
торца бруса с опорой В его приварили к ней свар-
кой, после чего силу F сняли. Определить оста-
точные усилия в брусе и положение сечения С по-
сле разгрузки, полагая напряжения, возникающие 
в брусе, упругими. При расчёте считать Δ << а. 
Жесткость сечения бруса принять равной ЕА. 

96.3 Конcтрукция состоит из упругой балки 
СВ и связанной с ней тонкой упругой струны 
СК (рис. 96.3). В процессе монтажа конструк-
ции струну натянули так, что после окончания 
сборки она оказалась растянутой силой F0. На 
собранную конструкцию приложили силу F. 
Построить график, ха-
рактеризующий зави-

симость перемещения точки С от силы F 
при 2F0 > F > 0, Аа2/Jx = 5. 

96.4 Диаметр бруса круглого сечения 

изменяется по закону 





 

l

z
dd z

3
10 . Он 

закручен равномерно распределённым 
скручивающим моментом интенсивности 
т (рис. 96.4). Определить максимальные 

2
a

 

F

Δ
 

a  

D 

C 

B 

Рис. 96.2 

EJx  

EA

a 
F 

B С 

K 

a

Рис. 96.3 

d
0

 

x
x 

x x x

m 

4
d

0
 

z 

l 

Рис. 96.4 
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напряжения в брусе. Модуль сдвига материала бруса равен G. Гипо-
тезу плоских сечений для бруса считать справедливой. 

96.5 Средняя опора C балки квадратного 
сечения получила осадку Δ (рис. 96.5). Как 
изменятся наибольшие нормальные напря-
жения в балке, если при тех же условиях 
балка будет заменена балкой круглого се-
чения той же высоты? Дайте обоснование 

Вашему заключению. 

96.6 В абсолютно жёстком материале сде-
лано гнездо квадратного сечения aa высотой 
h (рис. 96.6). В нём силой F сжат материал М 
с упругими константами E, v. Определить, 
пренебрегая трением со стенками, на сколько 
поднимется крышка K, если материал М на-
греть на t°. Коэффициент линейного расши-
рения материала М равен α. 

96.7 Стержень 
круглого сечения сде-
лан из пористого материала, причём плот-
ность пор пропорциональна расстоянию от 
центра С (рис. 96.7). В целом поры ослабля-
ют сечение на 25%. Определить осевой мо-
мент инерции сечения относительно гори-
зонтальной оси x. 

96.8 Балка постоянного сечения за-
креплена на двух опорах (рис. 96.8). 
Левая опора – шарнирно неподвижная, 
правая – в виде короткой трубки, кото-

рая под малым уг-
лом наклонена к 
оси z и может свободно перемещаться вдоль 
этой оси, изгибая балку. При каком a прогибы в 
точках С и В будут равны по абсолютному зна-
чению? Трением между трубкой и балкой пре-
небречь. 

a 

Δ
 

a

C 

Рис. 96.5 

l 

F 

β
l

Рис. 96.9 

α Fl  

F K 

М 

Рис. 96.6 

a 

h  

Рис. 96.8 

a/2

z 

a /2 

K 

B 
α 

l
C

Рис. 96.7 

ρ 

R

y 

x 
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96.9 Определить при каких величинах α и β максимальный изги-
бающий момент в раме (рис. 96.9) будет иметь наименьшее значение 
(по абсолютной величине). 

1.4. Олимпиада 1997 г., г. Новочеркасск, НГТУ 

97.1 Доказать, что работа силы F равна 
потенциальной энергии деформации 
стержневой системы (рис. 97.1). Дано: F, l, 
ЕA. Деформациями стержней I и II пренеб-
речь. 

97.2 При какой 
глубине сверления 
a (рис. 97.2) наи-
большие касатель-

ные напряжения на левом и правом участ-
ках будут одинаковы? Геометрические ха-

рактеристики сечений 
указаны на рисунке. 

97.3 Стержень нагружен парой сил М в двух 
вариантах: слева и справа от шарнира С (рис. 
97.3). Найти линейное перемещение шарнира и 
работу пары сил М в обоих вариантах. Дано: M, 
l, EJ. 

97.4 Два стержня рамы равномерно нагреты на tо (рис. 97.4). 
Найти наибольшие напряжения, полагая l = 15a. Дано: tо, Е,  
α – коэффициент линейного расширения материала стержней. 

М EJ 

С
С М

l  l  

Рис. 97.3 

7 l3 l x a 

J, W

16J, 8W

12J, 6W М

Рис. 97.2 

I 

II 

a a 

a a 

l  

2l
 

Рис. 97.1 

F 
EA 

δ 

l l l

1

2
a

0,2a

Рис. 97.5 

F
t °  

t °  

l

a 

a

Рис. 97.4 

С 

D 

a 2a 

p

Рис. 97.6 

l
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97.5 Найти наибольшее нормальное напряжение в поперечном 
сечении стержня 1 (рис. 97.5) в момент закрытия зазора δ. Деформа-
циями правого стержня 2 пренебречь. Дано: l, а, δ, Е. 

97.6 Толстостенный цилиндр без днищ помещен без натяга в же-
сткую обойму и нагружен внутренним давлением р (рис. 97.6). Найти 
и указать напряжения на гранях элементов С и D. Дано: р, а, коэффи-
циент Пуассона μ = 1/3. 

1.5. Олимпиада 1998 г., г. Нижний Новгород, НГАСУ 

98.1 Как изменить величину си-
лы F, чтобы удаление одной связи в 
опоре В (рис. 98.1) не повлияло на 
величину вертикального перемеще-
ния узла С? Длина стержней l. 

98.2 При каком значении длины 
а (рис. 98.2) линейные перемещения 

сечений А и В будут одинаковы? Дано: l = 120 мм. 

98.3 Определить 
напряжение σ, при 
котором элемент 
(рис. 98.3) испытыва-
ет чистый сдвиг. 
Найти наибольшее 
касательное напря-
жение. 

98.4 Стержень прижат к круговому лекалу радиуса R (рис. 98.4). 
Считая деформации упругими и перемещения малыми, найти наи-

большее нормальное напряжение и размер 

а зоны контакта. Принять 
lR

JE
F

4
 , 

h=R/700, Е = 2,1·105 МПа. 

EA
F1 

С 

В 
В 

С 

Рис. 98.1 

l 

l 

l 

F 

a 
l  R 

EJ h 

Рис. 98.4 

F F

120 МПа

20

30

10 σ

Рис. 98.3 

60

l 

F 

2 l  

B

a

Рис. 98.2 
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98.5 Резервуар находится под наружным 
гидростатическим давлением (рис. 98.5). Объ-
емный вес жидкости равен γ Н /м3 . Опреде-
лить напряжения на гранях элемента А и най-
ти эквивалентное напряжение. Дано: γ, h, d, δ, 
v = σ т р /σ т с  = 0,8. 

98.6 Плоская рама 
выполнена из стержней 
квадратного поперечного 
сечения (рис. 98.6). Найти 

наибольшие нормальные напряжения при на-
гружении рамы силой F. Дано: F = 450 Н, 
l = 0,8 м, а = 15 мм. 

1.6. Олимпиада 1999 г., г. Пермь, ПГТУ 

99.1 Известно, что А1=А3=А ,  принять 
А2=nA. Найти зависимость перемещения wK 
точки приложения силы F (рис. 99.1) от вели-
чины А .  

99.2 При каком значении q (рис. 99.2) зазор 
δ закрывается? Найти наибольшее напряжение 
σm ax при нагрузке 2q.  Дано: δ, a, l, Е. 

99.3 Определить размер b, при котором жёсткие плиты А и В 
(рис. 99.3) смещаются параллельно друг другу. Дано: а = 30 мм,  
E1 = 2,1·105 МПа, E2 = 0,7·105 МПа. 

F 

a/
3  

Рис. 99.3 

A ВЕ 1

Е 2

F 

b 

a 

a  
a  

C 

C 

C – C

EJ1=∞  

l  q δ 

a

a  

l  l  

Рис. 99.2 

d 
2d 

δ

h  
4h

 
2h

 

h  

Рис. 98.5 

d 
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Рис. 99.1 

A1

A2

A3

l  l  

l  

F 

C K 

D 

a 

l  l

2l
 a  

F 

Рис. 98.6 
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99.4 Балки 1 и 2 установлены с просве-

том 
JE

lF
с

64

3

  (рис. 99.4) и имеют контакт в 

сечении К. Как изменится величина просве-
та при нагружении силой F и чему равна его 
максимальная величина? Дано: F, l, Е, J. 

99.5 Тензоре-
зистор 1 указы-

вает на отсутствие линейной деформации 
(рис. 99.5). Полагая μ = 1/3, найти значение 
пары сил. Дано: d = 32 мм, F = 1 кН. 

99.6 Заданы 
эпюры (рис. 
99.6) поперечных сил Qу (кН) и изгибаю-
щих моментов Мх (кН·м). Эпюра изги-
бающих моментов построена на сжатой 
стороне стержня. Восстановить нагрузку, 
учитывая, что длина пролёта l = 1 м. 

1.7. Олимпиада 2000 г., г. Старый Оскол, СТИ, филиал МИСиС 

00.1 Стержень нагружен распределёнными 
парами сил (рис. 00.1). Какую работу должна 
совершить дополнительно приложенная пара 
сил Т, чтобы сечение К не имело углового пе-
ремещения? Дано: t, l, G, d. 

00.2 Две кольце-
вые пружины жестко 
соединены с основа-

нием и стержнем 1, деформациями кото-
рого следует пренебречь (рис. 00.2). Най-
ти δ – наибольший допускаемый ход 
стержня. Дано: R, h, Е, [σ]. 

00.3 Измеренная датчиком 1 
продольная деформация составила  
ε = 5·10-4. Найти взаимный угол 
поворота сечений А и В при l = 15h 
(рис. 00.3). 
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EJ 1 

l  

2  3 l /4 
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F 

Рис. 99.4 
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l  

Mx 

Qy 

Рис. 99.6 

3 

Рис. 00.2 

h
R R ccc-c

δ 
F 1

А  

Рис. 00.3 
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l l  1 В  

x
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d  

M M 

1

Рис. 99.5 

Рис. 00.1 

x 

x x x x 

2 t  t  
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00.4 Напряжённое состояние, указанное на 
рис. 00.4, дополняется всесторонним равномер-
ным сжатием. В результате вся потенциальная 
энергия деформации оказывается связанной 
только с изменением формы. Найти коэффици-
ент запаса по текучести, если предел текучести 
σ т  = 240 МПа. Использовать теорию наиболь-
ших касательных напряжений. 

00.5 На каком расстоянии а (рис. 00.5) следует установить пра-
вую опору, чтобы была обеспечена равнопрочность стержней? Како-

во значение F, при котором стержни будут ра-
ботать с двукратным коэффициентом запаса? 
Пределы текучести материала при растяжении 
и при сжатии одинаковы σтр = σтс = σт.  
Дано: l, d, σт. 

00.6 Темпера-
тура стержня после установки его на 
опорах (рис. 00.6) изменяется как по 
длине l, так и по высоте сечения h. Гра-
диент температуры по высоте растёт от 
нуля в левом сечении до t = t1  – t2  > 0 
в заделке. Полагая, что поперечные сечения остаются плоскими, 
найти наибольшие нормальные напряжения. Дано: t = 60°C, Е = 1·105 
МПа, α = 1,8·10- 5  1/град. 

1.8. Олимпиада 2001 г., г. Йошкар-Ола, Марийский ГТИ 

01.1 При каком значении диаметра d2  
(рис. 01.1) перемещения в стержневой системе 
не изменятся после удаления опоры В? Дано:  
α = 15°, диаметр d1 = 50 мм, l1 = l2 = l,  
E1 = E2 = E. 

01.2 Рама под дейст-
вием распределенной нагрузки q (рис. 01.2) 
дополнительно нагружается парой сил М, при 
этом опора В полностью разгружается. Найти 
линейное перемещение сечения В. Заданы: 
размер l, модуль упругости Е, момент инерции поперечного сечения J. 

d 
2d

3 l  a 
F 

Рис. 00.5 

30°  

l

t 2

t 1

h 

Рис. 00.6
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2α 
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Рис. 01.2 

q M EJ  
4EJ

l l 
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15МПа
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01.3 Балка изогнута парой сил М  
(рис. 01.3). С помощью винта 1 сечение В 
получает дополнительное линейное пере-
мещение. Каким должен быть ход h вин-
та, чтобы осевая линия участка ОВ стала 
дугой окружности? Заданы: размер l, мо-
дуль упругости Е, момент инерции попе-

речного сечения J. 

01.4 Интенсивность распределённой на-
грузки линейно изменяется от нуля до т 
(рис. 01.4). Определить, где находится 
опасное сечение и чему равны наибольшие 
касательные напряжения. Заданы размеры 
 d и l. 

01.5 В целях 
снижения массы 
стержень 1 (рис. 
01.5) заменён сту-
пенчатым стержнем 2, оба участка которо-
го равнопрочны. Какими должны быть раз-
меры b и с? Дано: а = 26 мм, l = 330 мм. 

01.6 На каком расстоянии с (рис. 
01.6) расположен элемент 1, испыты-
вающий напряжённое состояние «чис-
тый сдвиг»? Дано: а = 40 мм. 

 

1.9. Олимпиада 2002 г., г. Санкт-Петербург, СПбГТУ 

02.1 После нагружения рамы силой F1= F 
добавляется сила F2 (рис. 02.1), и участок ВС 
становится прямым. Определить значение 
силы F2 и угол наклона участка ВС. Дано: F, l, 
Е, Jx, GJк = 2EJx/3. 

Рис. 01.3 

h 

l 

M 

4l 
O B 

EJ  

1 

qa2
q 

a 
F 

l
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02.2 Стержневая система нагружена си-
лой F (рис. 02.2). Определить изменение 
температуры Δt° первого стержня, при ко-
торой точка В перемещается точно по вер-
тикали. Дано: F, l, Е, α. 

02.3 
При каком 
смещении 
δ правой 
опоры (рис. 02.3) коэффициент за-
паса прочности п балки будет наи-
большим? Дано: F, l, Е, а. 

02.4 Тонкостенный круглый стержень 
длиной l (рис. 02.4), защемлённый с одной 
стороны, нагружен по обеим поверхностям 
касательными нагрузками интенсивностью Т. 
При каком значении Т возникнут первые пла-
стические деформации? Дано: l, а, b,  

σтр= σтс = σт, l >> δ. 

02.5 Наибольшие 
нормальные напряже-
ния, возникающие в момент закрытия зазора δ, 
соответствуют силе F (рис. 02.5). При даль-
нейшем увеличении этой силы указанные на-
пряжения удваиваются. Во сколько раз при 
этом возрастает сама сила F? Дано: EJ, l. 

02.6 При каком значении силы F 
(рис. 02.6) объём материала трубки не 
изменяется? Чему при этом равен ко-
эффициент запаса пт, найденный по 
теории максимальных касательных 
напряжений? Дано: р, d, σтр = σтс = σт. 
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1.10. Олимпиада 2003 г.,  г. Саранск, МГТУ им. Огарёва 

03.1 В каком месте стержня (рис. 03.1) 
следует создать зону нагрева длиной l (за-
штрихована), чтобы сила F не производила 
работу? Дано: l = 90 мм, F = αΔ tEA/3 . 

03.2 При на-
гружении стержне-

вой системы тремя силами (рис. 03.2) из-
меренное перемещение траверсы 1 соста-
вило δ = 10Fl/(EA). Каково отношение 
Q/F? 

03.3 Предвари-
тельное напряжён-
ное состояние стержня создаётся закручива-
нием парой сил M0 на угол φ и закреплением 
свободного торца (рис. 03.3). При после-
дующем нагружении стержня парой сил М 
участки a и b должны быть равнопрочны. 
Найти зависимость φ 
от отношения b:a. 

03.4 Ось стержня имеет постоянную кри-
визну k. Найти положение сечения, не 
имеющего углового перемещения после со-
единения свободного конца стержня с не-
подвижной опорой (рис. 03.4), считая пере-
мещения малыми и l = 600 мм. 

03.5 По измеренному значению ΔС 
линейного перемещения сечения С 
(рис. 03.5) найти наибольшее нормаль-
ное напряжение в этом сечении. Дано: 
ΔС = 4 мм, d = 10 мм, Е = 1·105 МПа,  
l = 20d. 
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03.6 При какой толщине δ1 (рис. 
03.6) будет обеспечена равнопроч-
ность всех участков трубки? Исполь-
зовать теорию максимальных каса-
тельных напряжений.  

Дано: d, М = рπd3/6, δ2 = d/12. 

1.11. Олимпиада 2004 г., г. Дзержинск, ДФ НГТУ 

04.1 Две одинаковых консольных 
балки (рис. 04.1) жёстко соединены тор-
цевыми сечениями С. Найти значения 
силовых факторов в этих сечениях при 
нагружении балок распределёнными си-
лами. Дано: l, q, J. 

04.2 После сверления отверстия диа-
метром d (рис. 04.2) наибольшие углы 
сдвига на участках, ослабленных отвер-
стием, оказались одинаковы. Найти глу-
бину сверления а при длине l = 50 мм. 
При вычислениях принять 1,54  = 5. 

04.3 В узле С 
поперечные силы и изгибающие моменты 
в стержнях отсутствуют. При каком отно-
шении q1:q2 (рис. 04.3) значения угловых 
перемещений в торцевых 
сечениях одинаковы? 

04.4 Распределённая 
нагрузка занимает половину площади торцевого 
сечения стержня (на рис. 04.4 заштрихована). По 
измеренной деформации ε ребра b-b вычислить 
угол наклона торцевого сечения. Дано: ε = 0,002. 

04.5 На каком расстоянии 
а от конца балки (рис. 04.5) 
следует установить опору, чтобы значения наи-
больших линейных перемещений на консоли и 
в пролёте были одинаковы? Дано:  l = 1,2 м. 
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04.6 Коэффициенты запаса на 
участках 1 и 2 (рис. 04.6), вычислен-
ные по теории наибольших касатель-
ных напряжений, отличаются в три 
раза. При какой длине L стержня его 
объем не изменяется? Дано: l = 80 мм. 

1.12. Олимпиада 2005 г., г. Старый 
Оскол, СТИ, филиал МИСиС 

05.1 В правом пролёте, изо-
гнутом по дуге окружности, 
наибольший прогиб равен v 
(рис. 05.1). Найти наибольшее 
нормальное напряжение в по-
перечном сечении балки. Дано: v, l, E, a. 

05.2 Узел В получил перемещение δ (рис. 
05.2). Найти значение силы F. Дано: δ, l, E, A. 

05.3 Температура линейно изменяется по 
высоте сечения балки (рис. 05.3). При каком 
значении t° положение шарика становится неус-
тойчивым? 
Весом шари-

ка пренебречь. Дано: l, h, δ, α 
[1/град]. 

05.4 Коэффициент запаса стерж-
ня (рис. 05.4), предварительно закру-
ченного на угол φ, равен пт = 2 (энер-
гетическая тео-

рия). При каком повышении температуры 
стержня этот коэффициент будет исчерпан? 
Дано: φ = 0,12 рад, α = 12·10-6 1/град, G:E = 0,4. 

05.5 Найти угол α (рис. 05.5), при котором 
запас потенциальной энергии деформации U 
максимален, и вычислить значение U max. Дано: 
F, l, E, a. 
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05.6 Балка соединена с тросом (рис. 05.6), пере-
кинутым через блок, и нагружена силой F. Блок 
подвешен к жёсткой опоре двойным тросом. Наи-
большее нормальное напряжение в поперечном се-
чении балки равно 360 МПа. Найти работу силы F 
при а = 20 мм, Е1 = 2·105 МПа (балка), А = 20 мм2,  
Е2 = 0,7·105 МПа (трос). 

 

 

1.13. Олимпиада 2006 г., г. Улан-Удэ, ВСГУТУ 

06.1 Жёсткости рамы в направлении силы F и 
пружины одинаковы (рис. 06.1). Найти отношение 
наибольших линейных перемещений: вертикаль-
ного и горизонтального. Дано: F ,  l ,  EJ  = const. 

06.2 Стержневая систе-
ма нагружена силой F, а 
стержень 1 нагрет на Δ t .  
Определить полное переме-
щение узла К (рис. 06.2). 

Дано: F, l, E, A, α, ,
6

5

AE

F
t


   EA  = const. 

06.3 Из условия прочности по 
нормальным напряжениям опре-
делить размер h поперечного се-
чения заданной балки (рис. 06.3). 
Дано: F = 20 кН, [σ] = 150 МПа,  
l = 3 м, b = 0,4·h. 

06.4 Под действием силы F зазор δ 
закрывается (рис. 06.4). При каком 
положении подвижной опоры С обес-
печивается прочность рамы? Дано:  
l = 400 мм, а = 60 мм, δ = 4 мм, Е = 
0,7·105 МПа, [σ] = 120 МПа. 
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06.5 Определить работу внешних сил 
(рис. 06.5). Деформациями траверсы 
пренебречь. Дано: F, l, E, A. 

06.6 Тонко-
стенная оболоч-
ка (рис. 06.6) 
находится под 

внутренним гидростатическим давлением. 
Найти положение элемента оболочки 1, 
испытывающего чистый сдвиг. Дано: h, γ 
[Н/м3] – объёмный вес жидкости. 

 

1.14. Олимпиада 2007 г., г. Новочер-
касск, ЮРГТУ 

07.1 Для заданной балки (рис. 07.1) вычис-
лить: а) работу внешних сил, б) потенциальную 
энергию деформации. Дано: q, l, EJ.  

07.2 На участке АВ 
(рис. 07.2) наибольшее 

перемещение vC = 2 мм. Найти σmax в этом 
сечении при l = 200 мм, h = 40 мм,  
Е = 105 МПа. 

07.3 Наиболь-
шее угловое пере-
мещение φmax и угол поворота торцевого 
сечения стержня (рис. 07.3) равны по ве-
личине. Найти наибольшее касательное 
напряжение при m = 
100 Нм/м, d = 10 мм. 

07.4 На каком уровне а тонкостенная обо-
лочка (рис. 07.4) равномерно растянута в ок-
ружном и меридиональном направлениях? 
Дано: h, δ, γ, α = 30°. 
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07.5 Температура стержня 
изменяется по высоте сечения 
(рис. 07.5, а). При некотором 
значении t = t1  – t2  кривизна 
достигает значения k и зазор δ 
закрывается (рис. 07.5, б). Най-
ти наибольшее нормальное на-
пряжение в среднем сечении 
стержня при t1  – t2  = nt, пола-

гая, что кривизна оси в этом сечении равна –k (рис. 07.5, в). Дано:  
h = 60 мм, l = 1 м, Е = 2·105 МПа, δ = l/600. 

07.6 После введения шарнира С напря-
жённое состояние стержня (рис. 07.6, б) под 
действием собственного веса не изменилось. 
На каком расстоянии от шарнира находится 
сечение с наибольшим линейным перемеще-
нием, если l = 1,4 м? 

1.15. Олимпиада 2008 г., г. Дзержинск, ДФ НГТУ 

08.1 Кронштейн закреплён слева 
двумя заклепками, справа – шарнир-
ной опорой (рис. 08.1). Определить 
силу F, разрушающую заклёпочное 
соединение, если усилие среза равно 
Q. Дано: Q, l/b = 40. 

08.2 Продольная деформация ε, 
измеренная в середине пролёта, со-
ставляет 4·10- 4 . При l = 20h и  
h = 20 мм вычислить прогиб в сере-
дине пролёта, считая деформации 
упругими (рис. 08.2). 

08.3 Балка установлена на упругих опо-
рах (рис. 08.3). Найти линейное перемеще-

ние сечения В, полагая 
33

4

l

JF
с  . Дано: q, l, 
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08.4 Найти перемещение узла В (рис. 08.4). 
Дано: F, Е, d, l = 100 d. 

08.5 Тонкостенная оболочка нагружена внут-
ренним давлением р и силой Т (рис. 08.5). При ка-

ком значении силы Т осевое 
перемещение сечения В со-

ставит 
E

lp
WB 8

)21(5 
 ? 

Краевой эффект не учиты-
вать, D/δ = 10. 

08.6 Опора D может перемещаться 
по вертикали (рис. 08.6, а).  

1) На сколько надо переместить 
опору D после приложения силы F, 
чтобы обеспечить равенство макси-
мальных нормальных напряжений в 
сечениях В и С?  

2) Как правильно расположить за-
данное сечение (рис. 08.6, б), если σтс = 2σтр? σ тр  и σ т с  – пределы те-
кучести при растяжении и сжатии соответственно. 

1.16. Олимпиада 2009 г., г. Улан-Удэ, ВСГУТУ 

09.1 Система из двух одинаковых стержней на-
гружена вертикальной силой F (рис. 09.1). Определить 
полное перемещение точки С. Дано: перемещения ма-
лы, площадь стержней А, длина l, модуль упругости Е, 
α = 30°. 

09.2 Стержень 2 с жёстко-
стью EJ опирается на стер-

жень 1 с жёсткостью kEJ (рис. 09.2). При 
каком значении k прочность стержня 2 будет 

максимальна? 

09.3 В трубку с натягом вставлен стер-
жень (рис. 09.3). Считая давление p между 
трубкой и стержнем постоянным по по-
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верхности контакта, определить минимальное значение момента М, 
при котором начнётся проскальзывание стержня относительно труб-
ки по всей поверхности контакта. Дано: p, l, d, коэффициент трения 
f, модули сдвига для трубки и стержня соотносятся как Gcт = 5·Gтр. 

09.4 Ступенчатый стержень закреп-
лен между двумя жёсткими опорами 
(рис. 09.4). Определить напряжения, воз-
никающие в центральном участке, при 
равномерном нагреве всего стержня на 
Δt. Дано: температурный коэффициент 
линейного расширения стержня α, мо-
дуль упругости Е. 

09.5 Стержень 2 закреплен на вращающемся с угловой скоро-
стью ω жёстком диске 1 (рис. 09.5). Найти 
максимальное напряжение в стержне и изме-
нение его длины по сравнению с неподвиж-
ным состоянием. Дано: зависимость площади 
поперечного сечения от радиуса А(r) = A0R/r, 
плотность материала стержня ρ и модуль уп-
ругости Е. 

09.6 Сплошной резиновый цилиндр вставлен 
без зазора в тонкостенную алюминиевую трубку 
диаметром Dср = 100 мм и толщиной h = 1 мм 
(рис. 09.6). Определить возникающие в трубке 
напряжения и изменение её диаметра при нагру-
жении цилиндра по торцу давлением p = 2 МПа. 
Упругие постоянные резины: E = 40 МПа,  
μ = 0,45; алюминия: E = 7·104 МПа. Трением меж-
ду трубкой, цилиндром и жёстким основанием 
пренебречь.  

1.17. Олимпиада 2010 г., г. Старый Оскол, СТИ, филиал МИСиС 

10.1 Определить величину из-
гибающего момента M, при кото-
ром торцевые сечения прямолиней-
ного упругого стержня (рис. 10.1) 
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сомкнутся, образуя брус малой кривизны с замкнутым гладким кон-
туром. Дано: a, EJ .  

10.2 Два кубика вставлены, как пока-
зано на рис. 10.2, в жёлоб и нагружены 
сверху пуансоном (давление приложено 
только над кубиками). Принимая жёлоб 
и пуансон абсолютно гладкими, жёстки-
ми и бесконечными, определить мини-
мальную величину прикладываемого к 
пуансону давления, при котором будут 
перекрыты зазоры. Дано: a, μ = 0,25,  
3Δ << a. 

10.3 Для приведённой балочно-стержневой кон-
струкции (рис. 10.3) определить вертикальное пере-
мещение точки приложения силы. Деформации счи-
тать малыми. Все стержни имеют одинаковое 
сечение. Дано: b, l = 15b, E, F. 

10.4 Вал, состоя-
щий из двух участ-
ков разной крутиль-

ной жёсткости (рис. 10.4), сочленён с 
двумя абсолютно жёсткими брусья-
ми. На свободные концы брусьев 
оказывает давление абсолютно жёст-
кое коромысло, к которому прикладывается момент (в вертикальной 
плоскости, параллельной оси вала). Определить угол поворота ко-

ромысла. Деформации и перемещения считать ма-
лыми. Дано: l, M, GJр .  

10.5 Тонкостенная шарнирно-закреплённая обо-
лочка в форме усечённого конуса (рис. 10.5) нагре-
вается на Δ t .  Определить допускаемую степень на-
грева. Дано: α, E, R, σ т , n т . 
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10.6 Определить горизонтальное пе-
ремещение торцевого сечения спирале-
видного бруса (рис. 10.6), нагруженного 
изгибающим моментом. Дано: b, E, M,  
l >> b. 

 
 
 
 

1.18. Олимпиада 2011 г., г. Пермь, ПНИПУ 

11.1 Дан брус переменного сечения (рис. 11.1), 
нагруженный в центре силой F. В каком сечении 
стержня возникает максималь-
ное по модулю нормальное на-
пряжение? 

11.2 Имеется стержень с на-
чальным несовершенством, вы-

гнутый по дуге окружности большого радиуса 
со стрелой прогиба в центре v0 (рис. 11.2). Как 
необходимо нагреть стержень, чтобы он стал 
прямым, если коэффициент температурного 
расширения равен α? 

11.3 При каких значениях 
a

b
 

максимальное нормальное напряжение в 
первом брусе станет больше, чем во 
втором (рис. 11.3)? 

11.4 Дан двух-
ступенчатый брус, 
защемлённый по 
концам в заделки 
(рис. 11.4). Левая 

часть бруса нагружена давлением p. Найти 
изменение объёма бруса. 

11.5 Бесконечный стержень, имеющий 
плотность ρ, лежит на абсолютно жёстком 
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столе таким образом, что его конец выдвинут за край стола на уча-
сток длиной l (рис. 11.5). Найти координату точки касания стержня 
со столом a. 

11.6 Тонкостенная трубка эл-
липтического поперечного сечения  
(δ << b) закручивается моментами 
M (рис. 11.6). Найти величину рав-
нодействующей касательных на-
пряжений в первой четверти сече-
ния: х ≥ 0, у ≥ 0. 

1.19. Олимпиада 2012 г., г. Самара, СГАУ 

12.1 Абсолютно жёсткий брус (рис. 
12.1) подвешен через равные расстояния на 
пятнадцати одинаковых тягах (E, A, l)  и на-
гружен силой F. Найти усилие в 10-й тяге. 

12.2 На стержень круг-
лого поперечного сечения 
(рис. 12.2) наклеена нить по винтовой линии с углом 
подъёма α. Найти соотношение между крутящим 
моментом М к и растягивающей силой F, которые 
прикладываются к брусу, при котором длина нити 
не меняется. Дано: α = 30°,  
μ = 0,25 d. 

12.3 В каком сечении бруса (рис. 12.3) с 
линейно меняющейся по длине жёсткостью и 
нагруженном равномерно распределёнными 
парами сил m, будет возникать максимальный 
угол закручивания φmax? 

12.4 Найти максимальное 
нормальное напряжение в кон-
сольной балке (рис. 12.4) при на-
гружении силой F. Дано: F, l, R. 
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Рис. 12.3 

x
x 

x x x 

1 2 3 14 

F Рис. 12.1 

15 

α

z 
F M 

y 

xd 

Рис. 12.2 

F 

z

Rl

Рис. 12.4 



 

 30

12.5 На медную тонкостенную трубку 
(рис. 12.5) со средним диаметром D  и толщи-
ной стенки   надевается стальная трубка с 
такой же толщиной стенки без натяга и зазора. 
Система в сборе нагревается на Δ t . Найти кон-
тактное давление р к , возникающее между 
трубками.  

Дано: D = 60 мм, δ = 6 мм, Е с т  = 2·105 МПа, 
Ем  = 1·105 МПа, μм  = 0,35, μ с т  = 0,24,  

αм  = 1,8·10-5 1/град, α с т  = 1,2·10-5 1/град, Δ t  = 100°.  

12.6 На горизонтальный консольно за-
креплённый стержень надета с трением 
втулка, к которой приварен вертикальный 
стержень (рис. 12.6). Нижний край верти-
кального стержня закреплён в горизон-
тальном направлении. Сила трения между 
втулкой и стержнем равна FТР. 

1 Определить величину внешней си-
лы F = F* , при которой начинается про-
скальзывание в паре трения. 

2 Определить смещение втулки В при F = 1,5 FТР. 

1.20. Олимпиада 2013 г., г. Владивосток, ДВФУ 

13.1 Консольно закреплённый брус 
треугольного поперечного сечения (рис. 
13.1) нагружен силой F. Какой силой X 
необходимо дополнительно нагрузить 
брус, чтобы его изогнутая ось распола-
галась в вертикальной плоскости? 

13.2 Абсолютно жёсткий брус подве-
шен на трёх стержнях (рис. 13.2). Второй 

стержень имеет монтажный натяг Δ. Как 
нужно изменить температуру первого 
стержня после сборки системы, чтобы 
абсолютно жёсткий брус принял горизон-
тальное положение? 
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13.3 Трубка длиной l, толщиной δ и средним 
диаметром D = 20 δ (рис. 13.3) вставляется без 
зазора и натяга в абсолютно жёсткий и гладкий 
канал и нагружается через жёсткий плунжер 
сжимающей силой F. Определить силу F, при 
которой изменение дли-
ны трубки будет равно 
Δl, если коэффициент 
Пуассона μ = 0,3. 

13.4 Определить осевые моменты сопро-
тивления Wx и Wy данной плоской фигуры 
(рис. 13.4). 

13.5 Круглый брус 
(рис. 13.5) диаметром 
2R и длиной l скручивается моментами T. 
Определить момент М от касательных напря-
жений, возникающий в продольных сечениях 
бруса, отстоящих от оси на расстоянии R/2, 
если l = 20R. 

13.6 Построить эпюру 
изгибающих моментов в плоской раме (рис. 13.6) 
при нагреве двух её элементов на Δt. Модуль Юнга 
равен E, коэффициент линейного температурного 
расширения материала α, поперечное сечение рамы – 
квадрат со стороной a, l = 10a. 

1.21 Олимпиада 2014 г., г. Туапсе, РГСУ 

14.1 Найти осевые моменты инерции Jx, Jy данной фигуры  
(рис. 14.1). 

14.2 Определить перемещение узла фермы о (рис. 14.2) в на-
правлении ос. Дано: F, E, A, l, α = 30°, β = 60°. 
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Рис. 13.5 

l T 

T 

R/2  

2R
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14.3 Участки АВ и CD стержня (рис. 14.3) закручиваются неко-
торыми моментами М1  и М2  на углы 2φ0  и φ0  соответственно. Затем 
между участками АВ и CD жестко закрепляется участок ВС, а внеш-
ние моменты снимаются. Какой должна быть жёсткость центрально-
го участка ВС (каков коэффициент b), чтобы после монтажа взаим-
ный угол поворота сечений В и С составлял φB C = 2φ0 .  Построить 
эпюры крутящего момента и угла закручивания для этого случая. 

14.4 Найти усилия в стержнях 1 и 2 (рис. 14.4) при нагревании 
второго на Δ t  с учётом податливости горизонтальной балки.  
Дано: Δ t ,  d, E1  = 100Е, E2  = Е, l = 10d.  

14.5 П-образная рама 1 сжимается силами F так, что образуются 
прогибы Δ  (рис. 14.5). Затем к ней шарнирно присоединяется полу-
круглая рама 2 и нагрузка снимается. Построить эпюру изгибающих 
моментов в получившейся конструкции после монтажа, считая  
Δ  << R. Дано: E, Jx,  Δ , R. 

14.6 Определить, какими должны быть приложенные к трубке 
сила F и момент М (рис. 14.6), чтобы в центральной части трубки 
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(удалённой от днищ), возникало напряжённое состояние «чистый 
сдвиг» и чему равны при этом касательные напряжения?  

Дано D = 20δ , р1= р, р2  = 1,16р. 

1.22 Олимпиада 2015 г., г. Казань, КГАСУ 

15.1 На сколько нужно нагреть пра-
вый участок бруса (рис. 15.1), чтобы 
максимальное касательное напряжение 
увеличилось втрое? Дано: l, d, M, E, G, 
α, где α – коэффициент линейного тем-

пературного расширения материала. 

15.2 Брус нагружен давлением p  
(рис. 15.2). Чему должен быть равен ко-
эффициент Пуассона μ материала бруса, 
чтобы сила реакции в левой заделке была 
равна нулю?  

15.3 Вал диаметром d нагружается изги-
бающим моментом M и нормальной силой 
N. На вал в некотором сечении А наклеено 
три тензодатчика в продольном направле-
нии (как показано на рис. 15.3). На них на-
блюдаются следующие значения деформа-
ций: ε1  = 2ε0 , ε2  = 3ε0 , ε3  = ε0 .  Найти 
изгибающий момент, нормальную силу и 
угол α между плоскостью момента и осью y. 

Дано: d, E, ε0 . 

15.4 Определить вертикальное пере-
мещение точки К упругого элемента 
круглого поперечного сечения в виде 
плоской круговой рамы (1) с отогнутым 
прямолинейным элементом (2) (рис. 
15.4) под действием силы F. Дано: R, E, 
F, d, μ = 0,25, где μ – коэффициент Пу-
ассона. 
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15.5 Какой жёсткости c должна быть 
пружина, соединяющая две балки 1 и 2 
(рис. 15.5), чтобы при нагружении систе-
мы силой F соотношение максимальных 
изгибающих моментов в балках было 
следующим: )2(

max
)1(

max 1,0 MM  . Жёсткости 
балок одинаковы. Дано: E, Jx, l. 

15.6 Брус, соединённый с абсо-
лютно жёстким диском (рис. 15.6), 
висящим на двадцати равномерно 
расположенных балках, нагружается 
силой F. Определить перемещение 
точки приложения силы о, считая, 
что потеря устойчивости бруса ис-
ключена. Дано: F, l, E, a = l/20,  
b = l/10. 
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Часть 2. РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

2.1. Олимпиада 1994 г., г. Самара, СГАУ 

94.1 Найти перемещение узла С 
(рис. 94.1) .  Дано: F, Е, d. 

РЕШЕНИЕ  

Перемещение 
узла С (рис. 94.1 Р) 

K

F
wC  , жёсткость 

системы 212 KKK  . 

Элемент 1: 
JE

R

2

3

11
  , 

.10125,3
64)100(

)10(21 4
3

4

11
1 dE

d

dE
K 





 

Элемент 2: 
AE

R2
22  , .10270,39

41002

1 4
2

22
2 dE

d

dE
K 







 

Следовательно, 

dEdEdEKKK 444
21 1052,4510270,3910125,322    и 

dE

F

dE

F

K

F
wC 7,219

1052,45 4






. 

Ответ: 219,7C

F
w

E d
 . 

94.2 Изменение температуры по 
высоте балки равно Δ t  = t2 – t1 (рис. 
94.2). Найти наибольшее нормаль-
ное напряжение.  

Дано: Е = 2·105 МПа, α = 12·10-6 1/град, Δ t  = 50°С . 
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Рис. 94.2 
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РЕШЕНИЕ  

Температурные перемеще-
ния в основной системе (рис. 
94.2 Р) аналогичны перемеще-
ниям при нагружении парой сил  

.
h

tJE

y

JEJE
M







 

Раскрываем статическую неоп-
ределимость методом сил: 

.
2

3

3

2

2

1
2

1

11

1

hl

tJE

lll

llM
R

X 













 

Наибольшее напряжение 

0,90501012102
4

3

4

3

2

3 65 





 tE
W

J

h

tE

W

lR
наиб  МПа. 

Ответ: .МПа0,90наиб  

94.3 Траверса CD (рис. 94.3)  получила 
перемещение δ. Найти F. 
Дано: Е, А, l, δ. 

РЕШЕНИЕ  

Из условия равновесия всей системы 

реакции опор равны
2

F
. Из условия рав-

новесия отсечённой части (рис. 94.3 Р) следу-
ет: 

2

3
1

F
N  , 

2

3
2

F
N  . 

Приравнивая работу внешней силы к по-
тенциальной энергии деформации стержней: 
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lF
w

F
B 2

2

3

2
22
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




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
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w B
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 . 
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Перемещение траверсы  

AE

lF

AE

lF

AE

lF
lw B 2

9

2

3

3

9

3

1
1  , следовательно, 

l

АЕ
F

9

2 
 . 

Ответ: 
l

АЕ
F

9

2 
 . 

94.4 Жёсткая опора В заменена на 
упругую (рис. 94.4) .  Какова должна 
быть жёсткость этой опоры, чтобы за-
мена не повлияла на величину коэф-
фициента запаса? Дано: Е, J, l. 

РЕШЕНИЕ  

Условие неизменности коэффици-
ента запаса выполняется, если реакция 
R упругой опоры В не меньше F, т.е.  
R ≥ F. 

Эпюра изгибающих моментов при 
F = R показана на рис. 94.4 Р. 

Способом Верещагина определяем 

осадку пружины 
JE

lF 34
 . 

Условие задачи выполнено, если 
K

F
. Тогда 

34 l

JE
K  . 

Ответ: Жёсткость упругой опоры должна быть – 
34 l

JE
K  . 

94.5 При каком эксцентри-
ситете е (рис. 94.5)  стержни 1 
и 2 не подвергаются изгибу? 
Размер а задан. 

РЕШЕНИЕ  

Уравнение равновесия от-
сечённой части (рис. 94.5 Р)  

l 

Fl 

3 l 2 l

F B 

Рис. 94.4 P 
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.
2

)(,0

,,0

21

21

eF
a

NNM

FNNz

o 


 

При отсутствии изгиба удлинения стержней 
одинаковы: 

2

2

2

1

222 aE

lN

aE

lN









, т.е. 21 2 NN  . 

Следовательно, 
6

,
4

,
2

,3 122
a

e
a

eF
N

a

eF
NFN  . 

Ответ: Эксцентриситет 
6

a
e . 

94.6 Показания тензорезисторов 1 и 2 (рис. 
94.6)  на поверхности тонкостенной оболочки 
отличаются в 5 раз. Найти коэффициент 
Пуассона μ. 

РЕШЕНИЕ  

Известно, что в тонкостенной цилиндриче-
ской оболочке, нагруженной внутренним давлением, mt   2 (рис. 

94.6 Р). Тогда меридиональные и окружные де-
формации 

)21()2(
1 


 

EE
m

mmm , 

)2()2(
1 


 

EE
m

mmt . 

Так как 
2

5
1 2

t

m

 
 


 


, то 

3

1
 . 

Ответ: Коэффициент Пуассона 
3

1
 . 

94.7 Каков наибольший процент эконо-
мии материала при замене балки 1 на балку 2 
(рис. 94.7) без снижения прочности? 
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РЕШЕНИЕ  

Условие равнопрочности участков балки (рис. 94.7 Р) 

3
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2
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)(

1,02 d

lkq

D
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
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
, следовательно, 3
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Объёмы балок 1 и 2 соответственно равны 
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Ответ: Экономия материала 30,3%. 

2.2. Олимпиада 1995 г., г. Челябинск, ЧГТУ 

95.1 При каком значении силы F отсут-
ствует реакция правой опоры (рис. 95.1)? 
Дано: q, l. 

РЕШЕНИЕ  

Силовая 
схема и эпюра изгибающих моментов 
(использован принцип суперпозиции) 
при отсутствии реакции опоры R по-
казаны на рис. 95.1 Р. Находим пере-
мещение vK, используя эпюру 1М  и 
учитывая, что vK = 0, получаем  
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 следовательно lqF 4 . 

Ответ: Реакция правой опоры отсутствует при lqF 4 . 

95.2 Найти размеры и направление полуосей 
эллипса, в который переходит окружность при 
деформации элемента (рис. 95.2). Дано: σ, Е, μ. 

РЕШЕНИЕ  

Определяем главные напряжения σ 1 , σ2 , σ3 , 
положение главных площадок I и II аналитически 

(рис. 95.2 Р, а, б): 

 



  22

, 4)(
2

1
III , σ1  = 2σ ,  σ2  = σ3  =0, 

0tg 1



  , α0 = 45° или графически (рис. 95.2 Р, г): σ1 = ОА = 2σ,  

σ2  =  σ3  = 0,  α0  = 45°.  

Вычислив деформации 
Е

 2
1  , 

Е

 2
32  , находим раз-

меры полуосей эллипса 







 

Е
rra

 2
1)1( 1 , 






 

Е
rrb

 2
1)1( 2 . 

Ответ: Параметры эллипса: 
2

1a r
Е

   
 

,  

2
1b r

Е

   
 

, α0  = 45° .  

95.3 При каком значении силы F будет разрушен 
бетонный кубик с ребром а (рис. 95.3)? Дано: а, 
l, EJ ,  σв  – предел прочности бетона. 

τ = σ 

σ 

σ 

r 

Рис. 95.2 

ЕJ 

2 l  l 

Рис. 95.3 

F ЕJ a  

τ = σ 

σ 

σ 

r 

σ1  = 2σ

45°

a

b
Рис. 95.2 P 

a) б) в) 
σ 

τ o
B A кα  

кβ  

С

D α  

D β  

2σ  

г) 
45°

45°



 

 41

РЕШЕНИЕ  

Бетонный кубик разрушается 

при 2аR в  (рис. 95.3 Р). 

Так как v1  = v2 ,  то  

JE

lR

JE

lRF

3

)2(

3

)( 33




 и 

299 аRF в . 

Ответ: Бетонный кубик разрушается при 29 вF а . 

95.4 Стержень нагружен осевыми силами с 
линейным изменением их интенсивности (рис. 
95.4). Найти перемещение сечения В. Дано: q, l, 
ЕА . 

РЕШЕНИЕ  

Разложим заданную на-
грузку на составляющие 1 и 
2 (рис. 95.4 Р). Учитывая, 
что при нагрузке 2 переме-
щение среднего сечения 
равно нулю, находим пере-
мещение от нагрузки 1:  

AE

lq

AE

zdz
qlq

w
l

B 4
22 2

0








 

  . 

Ответ: Сечение В перемещается вверх на
2

4B

ql
w

E A
 . 

95.5 Концевое сечение В соединяется с 
неподвижным шарниром С (рис. 95.5). Найти 
изгибающий момент в сечении D.  
Дано: Δ, R, ЕJ . 

B

l  
l  

EA

q

Рис. 95.4 P 
ql/2  

q l /2  

q /2  

q /2 q/2  
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l  
l  
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q 

Рис. 95.4 

Рис. 95.5 

R 
Δ EJ 

B 
C D 

ЕJ

2 l  

l

Рис. 95.3 P 

ЕJ 
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v 1
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R
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РЕШЕНИЕ  

Задача статически неопределима. Для оп-
ределения Х1  и Х2  (рис. 95.5 Р) составим 
уравнения перемещений 

 2211111 XXF  , 

02221122  XXF  . 

Учитывая, что МF  = 0, sin1 RМ  , 

)cos1(2  RМ , находим  

021  FF , 
2

)sin(
3

0

2
11

R
dRRJE




  , 

2

3
)cos1(

3

0

22
22

R
dRRJE




  , 

3

0

2
1221 2)cos1(sin RdRRRJEJE  



  

и решая систему уравнений, получаем 

321
163

6

R

JE
X










, 
322

163

8

R

JE
X








. 

Следовательно, 

222
163

16
2

R

JE
RXM








. 

Ответ: Изгибающий момент в сечении D – 
2 2

16

3 16D

E J
M

R


 


. 

95.6 При сборке стержневой 
системы сечения А стержня 1 и 
трубки 2 были взаимно повёрну-
ты на угол β, а затем соединены 
штифтом 3 (рис. 95.6). Опреде-
лить потенциальную энергию  
деформации системы. Дано: β, l, 
G, J. 

2 l  l  

2J  J  
1  2  

3

Рис. 95.6 

A 

A 

β 

до сборки

По А-А

Рис. 95.5 Р 

R 

EA

B D

Х2 
Х1 



 

 43

РЕШЕНИЕ  

Потенциальная энер-
гия системы (рис. 95.6 Р) 

)(
2

1
21  MMU  , где 

φ1 и φ2 – угловые дефор-
мации сечений А стерж-
ня 1 и трубки 2. Учиты-
вая, что φ1 + φ2 = β, 

получаем MU
2

1
 . 

Так как 




JG

lM

JG

lM

3

2
, то 

l

JG
M

5

3
 и 

l

JG
U

2

3,0


 . 

Ответ: Потенциальная энергия деформации системы – 

l

JG
U

2

3,0


 . 

2.3. Олимпиада 1996 г., г. Нижний Новгород, НГТУ 

96.1 Ha стальную пластинку действу-
ет нагрузка, распределённая по линии 
СВ (рис. 96.1). Построив эпюры внут-
ренних усилий, определить, во сколько 
раз прочность пластинки в сечении 1 
больше (меньше), чем в сечении 2. При 
расчёте считать справедливыми форму-
лы для определения напряжений, полу-

ченные для брусьев постоянного сечения. При подсчёте Wк принять  
α = 0,267. 

РЕШЕНИЕ  

Равнодействующая распределённой нагрузки q, расположенной 
левее произвольного сечения z (рис. 96.1 Р), 

,
4

5

cos
zq

z
qR q 


 где .

5

4
cos   

В сечении, отстоящем на расстоянии z: 

Рис. 96.1 

1 l  = 4а  
b  = 3а  

q 

2а  
B 

2a  

C 

2 l
l

3GJp

1 2

3  

Рис. 95.6 P 

φ 2  

x

x
φ 1  

β  

M

M

GJp

1  

2  
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,
4

5
zqRQ qq   

,
8

5

2
2zq

z
RM qx   

.
48

15

22

3






 






 

z
azqtg

za
RM qz   

В сечении 2 в опасной точке дейст-
вуют только напряжения от изгиба 

.
20

6
3
10

)(
2

2

2
2

a

q
aa
aq

W

M

x

x

z 


  

В сечении 1 возникают напряжения 
от кручения и изгиба 

,
5

6

3
5,2

)( 2

2

1
1

a

q
aa
aq

W

M

x

x

z 


   

,341,2
3267,0

8

15

)(
2

2

1
1

a

q

aa

aq

W

M

к

z

xz 


  

.850,6)(4)()( 2
1

2
11III a

q
xzzэкв    

Сравнивая напряжения, видим, что 

92,2
85,6

20

)(

)(

1

2

III


экв

z




раза. 

Ответ: Прочность пластинки в сечении 1 в 
2,92 раза меньше, чем в сечении 2. 

96.2 Брус растянули силой F, перекрываю-
щей зазор Δ (рис. 96.2). В момент касания 
нижнего торца бруса с опорой В его приварили 
к ней сваркой, после чего силу F сняли. Опре-
делить остаточные усилия в брусе и положение 
сечения С после разгрузки, полагая напряже-

ния, возникающие в брусе, упругими. При расчёте считать 
Δ << а. Жёсткость поперечного сечения бруса принять равной ЕА . 

βR q 

z 

2a

4a

2 

2 

1

1

3a
 

Q 

Mх 

Mz 

10qa 2  

5qa  

2

8

15
aq  

Рис. 96.1 Р 

2 ,5qa

2,5qa 2

2
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F

Δ
 

a  
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Рис. 96.2 
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РЕШЕНИЕ  

Определим силу, перекрывающую зазор Δ, 

,
AE

aF
 откуда 

.
a

AE
F  

Разгрузка равно-
сильна приложению 
силы в обратном 
направлении (рис. 
96.2 Р). 

Рассчитав стати-
чески неопредели-
мую систему, нахо-
дим реакции в 
опорах и строим эпюру p

zN  при разгрузке. Складывая эпюры при 
нагружении и разгрузке, построим эпюру остаточных усилий. 

Положение сечения С после разгрузки найдём по выражению: 

.
33




AE

aF

АЕ

аN ост
z

С  

Ответ: Остаточная сила в стержне равна 
F/3, сечение С переместится вверх на Δ/3. 

96.3 Конструкция состоит из упругой бал-
ки СВ и связанной с ней тонкой упругой 
струны СК (рис. 96.3). В процессе монтажа 
конструкции струну натянули так, что после 
окончания сборки она оказалась растянутой 
силой F0 . На собранную конструкцию при-
ложили силу F .  Построить график, характе-

ризующий зависимость перемещения точки С от силы F при  
2F0  > F> 0, Аа2 /Jx  = 5. 

РЕШЕНИЕ  

Пока сила F мала, система работает как статически неопредели-
мая. 

2
a

 
F

Δ
 

a  

D

C

B

Рис. 96.2 Р 

+ 
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-+ 
+ 

2F/3

2F/3
F/3
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н
zN  ост

zN  р
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EJx  

EA 

a 
F 

B С 
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a

Рис. 96.3 
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Раскроем статическую неопределимость рамы:  
;01111  FX  

;
15

83
1

3

11

3

2

2

11 3

2

3

11
x

x

xx JE

a

aA

J

JE

a

AE

a
aaa

JE





















   

.
8

5
;

33

2

2

11

11

1

1

3

1 FX
JE

aF
aaaF

JE
F

xx

F 








 


 

При 08

5
FF   или 05

8
FF   струна выйдет из работы; в этот мо-

мент на балку действует сила .
5

3

5

8

8

3

8

3
0

0 F
F

FFб   Прогиб в 

точке С балки будет равен .
53

3
0

3

xx

б
С JE

aF

JЕ

аF
   

При дальнейшем увеличении нагрузки возрастающая сила будет 
деформировать только балку; полное перемещение точки С балки 
при этом будет равно  

.
33

5

2

5

3
0

3
03

0

xxx
С JE

aF

JE

aF

JE

aF
  

Строим график перемещений. 
Ответ: График зависимости переме-

щения точки С от нагрузки показан на 
рис.96.3 Р. 

96.4 Диаметр бруса круглого сечения 

изменяется по закону 





 

l

z
dd z

3
10 . 

Он закручен равномерно распределённым 

d
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x
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Рис. 96.4 
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скручивающим моментом интенсивности т (рис. 96.4). Определить 
максимальные напряжения в брусе. Модуль сдвига материала бруса 
равен G. Гипотезу плоских сечений для бруса считать справедливой. 

РЕШЕНИЕ  

Крутящий момент в произвольном сечении z: zmM z  .  

Максимальные напряжения в этом сечении 

.
3

1

16
3

3
0

max







 




l

z
d

zm

W

M

p

z


  

Исследуем эти напряжения на экстремум 

.0
33

13
3

1
16

23

3
0

max 


















 






 

l

z

l

z

l

z

d

m

zd

d




 

Отсюда находим положение опасного сечения 
6

l
z  . 

В этом сечении .
81

64
3
0

max
d

lm


   

Ответ: Максимальные напряжения в брусе max 3
0

64

81

ml

d



  возни-

кают при 
6

l
z  . 

96.5 Средняя опора C балки квадратного 
сечения получила осадку Δ (рис. 96.5). Как 
изменятся наибольшие нормальные напря-
жения в балке, если при тех же условиях 
балка будет заменена балкой круглого сече-
ния той же высоты? Дайте обоснование 
Вашему заключению. 

РЕШЕНИЕ  

Заданная система статически неопределимая. Реакция в средней 
опоре Х1  может быть найдена из канонического уравнения метода 
сил: .0111 X  

a 

Δ
 

a

C 

Рис. 96.5 



 

 48

Так как величина δ11 обратно пропорциональна Jx ,  то  Х1  и за-
висящий от него момент в опорном сечении С балки будут пропор-
циональны Jx : МС  = к  Jx .  

Максимальные напряжения над опорой 

.max наибнаиб
x

C укy
J

M
  

Поскольку в балках круглого и квадратного поперечных сечений 

наиб
у  одинакова, то напряжения не изменяются. 

Ответ: Напряжения в круглой балке будут такие же, как и в 
квадратной. 

96.6 В абсолютно жёстком материале 
сделано гнездо квадратного сечения aa вы-
сотой h (рис. 96.6). В нём силой F сжат мате-
риал М с упругими константами E, v. Опре-
делить, пренебрегая трением со стенками, на 
сколько поднимется крышка K, если матери-
ал М нагреть на t°. Коэффициент линейного 
расширения материала равен α.  

РЕШЕНИЕ  

При нагревании материала со стороны крышки и стенок гнезда 
на материал будут действовать распределённые напряжения: 

.,
2

p
a

F

A

F
yxz    

Величину давления р найдём из условия 

  0)(
1

 t
E zyxx  , отсюда  

.
1)1(2 











Et

a

F
yx  

Перемещения материала вдоль оси z: 

  .
)21(

1

)1(
)(

2 


















 t
aE

Fh
ht

E

h
hl yxzzz 


  

Первый член этого уравнения показывает, на сколько переместится 
крышка К от силы F, а второй – от повышения температуры. 

F K 

М 

Рис. 96.6 
a 

h  

z 
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Ответ: Крышка поднимется на 

2

(1 ) (1 2 )
.

1z

h F
l t

E a

  


  
      

 

96.7 Стержень круглого поперечного 
сечения сделан из пористого материала, 
причём плотность пор пропорциональна 
расстоянию от центра С (рис. 96.7). В це-
лом поры ослабляют сечение на 25%. Оп-
ределить осевой момент инерции сечения 
относительно горизонтальной оси x. 

РЕШЕНИЕ  

Элементарная кольцевая площадка 
dA0  (рис. 96.7.Р) на расстоянии ρ от оси 
стержня z равна 











R

к
dAd


 0

0 12 , 

где к0  – коэффициент плотности пор на 
радиусе ρ. 

Заполненная площадь сечения 

,75,012 20

0
0

0
0 Rd

R

к
AdA

RR



 










откуда к0  = 3/8. 
Тогда 

.
40

7

8

3
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2

1

2
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4
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0

0

2 R
d

R
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J
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x
 








   

Ответ: Осевой момент инерции поперечного сечения стержня 
47

.
40x

R
J


  

96.8 Балка постоянного сечения 
закреплена на двух опорах (рис. 96.8). 
Левая опора – шарнирно неподвиж-
ная, правая – в виде короткой трубки, 
которая под малым углом α наклонена 

Рис. 96.7 P 
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к оси z и может свободно перемещаться вдоль этой оси, изгибая бал-
ку. При каком а прогибы в точках С и В будут равны по абсолютно-
му значению? Трением между трубкой и балкой пренебречь. 

РЕШЕНИЕ  

В правой опоре К возникают 
момент М и реактивная сила М /а . 

Искомый размер а  найдём из 
условия:  

( ).В кС
у у l а     (1)  

Для определения прогиба в точ-
ке С и угла поворота в правой опоре 
К  приложим в направлении иско-
мых перемещений единичные сило-
вые факторы, как показано на рис. 
96.8 Р. 

Перемножая эпюры способом 
Верещагина, найдем: 

,
3

1
3
2

2
1

xx
К JE

аМ

JE

аМ



  

.
16

242
1

2

xx
С JE

аМ

JE

М
а

а

у 


  

Для заданной конструкции θК = α и, следовательно, 

.
3

a

JЕ
М

x
  

Из условия (1) найдём а: ,)(
16

3
al

а


 откуда .
19

16
la   

Ответ: При la
19

16
  прогибы в точках С и В будут равны по аб-

солютному значению. 
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96.9 Определить при каких величинах α и β 
максимальный изгибающий момент в раме (рис. 
96.9) будет иметь наименьшее значение (по абсо-
лютной величине). 

РЕШЕНИЕ  

Чтобы максимальный из-
гибающий момент в раме 
был наименьшим по абсо-

лютной величине, изгибающие моменты в опас-
ных сечениях нужно уравнять, то есть должны 
выполняться следующие условия (рис. 96.9Р): 

;
2

cos21
M

lFMM xx    

.
2

sincos3
M

lFlFMM x    

Подставляя в эти условия значение lFМ  , получим 

.155,1
3

2
;120;

2

1

2
cos 


  

l

M
 

Ответ: Максимальный изгибающий момент в раме будет иметь 
наименьшее по абсолютной величине значение при α = 120°,  
β = 1,155. 

2.4. Олимпиада 1997 г., г. Новочеркасск, НГТУ 

97.1 Доказать, что работа силы F равна 
потенциальной энергии деформации стерж-
невой системы (рис. 97.1). Дано: F, l, ЕA. 
Деформациями стержней I и II пренебречь. 

РЕШЕНИЕ  

Левый стержень имеет два участка. Из 
уравнений равновесия обеих частей системы 
(рис. 97.1 Р, а)  

,02122
  aNaNm о  

1 2 12 ( ) 0оm N a F N a       

l 

β
l

Рис. 96.9 P 
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следует, что 
31
F

N  , 

3

2
2

F
N  , 

3

4
13

F
FNN  . 

Перемещения w свя-
заны с изменениями 
длины стержней (рис. 
97.1 Р, б): 

AE

lF

AE

lN
ww MB 3

43  , 
AE

lF

AE

lN
ww KD 3

422  ,  

AE

lF

AE

lN
ww BC 3

1  . 

Учитывая, что KCMD wwww 2,2  , после преобразований 

получим: 
AE

lF
w B 9

25
 . 

Сила F производит работу 
AE

lFwF
A B

F 18

25

2

2

 .  

Потенциальная энергия деформации 

 
2

2 2 2
1 2 3

1 25
2

2 18

F l
U N l N l N l

E A E A
    . 

Ответ: AF = U, что и требовалось дока-
зать. 

97.2 При какой глубине сверления a 
наибольшие касательные напряжения на 
левом и правом участках будут одинаковы? 
Геометрические характеристики сечений 

указаны на рис. 97.2. 

РЕШЕНИЕ  

Напряжения max  на левом и пра-

вом участках одинаковы (рис. 97.2 Р), 
если АВ ММ 6 . Так как угол закру-

7 l  3 l  
x a 

J, W 

16J, 8W 

12J, 6W М

Рис. 97.2 

7 l -a3 l x a 
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6WМ

Рис. 97.2 P 
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чивания φАВ = 0, то 

0
12

6

16

)7(63














JG

aM

JG

alM

JG

lМ AAА , 

отсюда а = 3 l . 
Ответ: При а = 3 l  наибольшие касательные напряжения на левом 

и правом участках будут одинаковы. 

97.3 Стержень нагружен парой сил М в двух 
вариантах: слева и справа от шарнира С (рис. 
97.3). Найти линейное перемещение шарнира и 
работу пары сил М в обоих вариантах. 

Дано: M, l, E, J. 

РЕШЕНИЕ  

Ha рис. 97.3 Р показаны эпюры изгибающих моментов для двух 
вариантов нагружения стержня (а, б) и единичного нагружения для 
определения вертикального (в) перемещения шарнира. Изгибающие 

моменты от единичных нагружений для определения угловых пере-
мещений будут такими же, как и на рис. 97.3 Р, а, б при М = 1. Ис-
пользуя способ Верещагина, находим: 
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Работа пары сил 

JE

lММ
A

22

2
1

1 


, 
JE

lММ
A

32

2
2

2 


. 

Ответ: 
2

1 2

M l
v

E J
  (вниз), 

2

1 2

М l
A

E J
 , 

2

2 3

M l
v

E J
  (вверх), 

2

2 3

М l
A

E J
 . 

97.4 Два стержня рамы равномерно 
нагреты на t° (рис. 97.4). Найти наиболь-
шие напряжения, полагая l = 15a. Дано: t°, 
Е, α – коэффициент линейного расшире-
ния материала стержней. 

РЕШЕНИЕ  

Температурное нагружение эквива-
лентно силовому при N = α t °ЕА . На рис. 
97.4 Р показаны эквивалентная система и 
соответствующие эпюры для вычисления коэффициента и свободно-
го члена канонического уравнения 01111  NX . Здесь  
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При l = 15а слагаемое 
AE

l2
 составляет доли процента от первого 

слагаемого 
JE

l

3

5 3

. Следовательно,  
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l

JEt
X

N






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наибольшее напряжение 
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M 
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
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2223max
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
 . 

Ответ: Наибольшие напряжения в раме – max

1

25
t E   . 

97.5 Найти наибольшее нормальное 
напряжение в поперечном сечении 
стержня 1 (рис. 97.5) после закрытия 
зазора δ. Деформациями правого 
стержня 2 пренебречь. Дано: l, а, δ, Е. 

 

РЕШЕНИЕ  

Угловое и линейное перемещения 
сечения А (рис. 97.5 Р) выражаем через 
М и R методом начальных параметров: 
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.
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1 32













lRlM

JE
v А   

Решая совместно, находим  

,
8

2l

JE
M


  .

18
3l

JE
R


  

Наибольший изгибающий момент (сечение А):  

.
10

2l

JE
lRMM A


  

Наибольшее напряжение: 

.
10

2max
lW

JE

W

M A    

Так как J/W = h/2 = 0,1a, то 
2max

l

аE   . 

Ответ: Наибольшее нормальное 
напряжение в поперечном сечении 

стержня 1 – 
2max

l

аE   . 

97.6 Толстостенный цилиндр без 
днищ помещён без натяга в жёсткую 
обойму и нагружен внутренним дав-
лением р (рис. 97.6). Найти и указать 
напряжения на гранях элементов С и 
D. Дано: р, а, коэффициент Пуассона  
μ = 1/3. 

РЕШЕНИЕ  

Давление q (рис. 97.6 Р, а) находим из условия u(2а)= 0. Ради-

альное перемещение u(2a)=up+uq ,  здесь )(
2

rtE

a
u   . 

Радиальное σ r  и окружное σ t  напряжения при внутреннем давле-
нии  

С 

D 

a 2a 

p 

Рис. 97.6 
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σ r(a)  = -p ,  σ t(a)  = 5p/3; 
σ r(2a)  = 0,  σ t(2a)  = 2p/3; 
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E

aq

E
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uu qp , 

откуда q = p/2. 
Напряжённое состояние элемента D: 

σ r  = 0 – q = – p/2, 
σ t  = 2p/3 – 5p/6 = – p/6. 

Напряжённое состояние элемента C: 
σ r  = – p  +0 = – p , 
σ t  = 5p/3 – 8p/6 = p/3. 

Ответ: Напряжённое состояние элемента D представлено на рис. 
97.6 Р, б, а элемента C – на  рис. 97.6 Р, в. 

2.5. Олимпиада 1998 г., г. Нижний Новгород, НГАСУ 

98.1 Как изменить величину си-
лы F, чтобы удаление одной связи 
в опоре В (рис. 98.1) не повлияло 
на величину вертикального пере-
мещения узла С? Длина стержней l. 

РЕШЕНИЕ  

Выражаем вертикальное перемещение узла С через потенциаль-
ную энергию деформации системы δс = 2U/F. 
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В 1-м варианте (рис. 
98.1 Р, а) в вертикальном 
стержне усилий нет и 
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1 cF
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lF
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Во 2-м варианте (рис. 98.1 Р, б, в) 
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Следовательно, F1 следует уменьшить на F/9.  
Ответ: При удалении одной связи в опоре В вертикальное пере-

мещение узла С не изменится, если 2 1

8
.

9
F F  

98.2 При каком значении длины а (рис. 
98.2) линейные перемещения сечений А и В 
будут одинаковы? Дано: l = 120 мм. 

РЕШЕНИЕ  

Исполь-
зуя эпюры изгибающих моментов от 
силы F (рис. 98.2 Р) и эпюры от еди-
ничных сил, приложенных в сечениях 
А и В, получаем 

,
3

23
2

3

2
22

2

1
2

1
22

3lF
lllF

llllFJE А









 

 

.422
2

1
2 2 alFallFallFJE B    
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Рис. 98.2 Р
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230120
12

23

12

23
 la  мм. 

Ответ: При 230a   мм линейные перемещения сечений А и В 
будут одинаковы. 

98.3 Определить напряжение σ, при котором 
элемент (рис. 98.3) испытывает чистый сдвиг. 
Найти наибольшее касательное напряжение. 

РЕШЕНИЕ  

При чистом сдвиге изменение объёма 

.0)(
21




 zyxE
V 

 

В данном случае (рис. 98.3 Р) это усло-
вие выполняется при  

15012030  zy  МПа. 

При чистом сдвиге τмах  = σ1 .  
Для определения σ1  используем урав-

нение 
.032

2
1

3  III   

Здесь ,01  zyxI   

,230002060101501201203030150 222

222
2



 xzzyyxxzzyyxI 
 

.0

1206020

603010

2010120

3 




zyzxz

zyyxy

zxyxx

I







 

Тогда уравнение примет вид ,0230003    а решение –  
σ1  = 151,7 МПа, τмах  = 151,7 МПа. 

Ответ: При  σ  = –150 МПа, элемент испытывает чистый сдвиг, 
при этом τмах  = 151,7 МПа. 

120 МПа 

20 

30

10 σ 

Рис. 98.3 Р 
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y

z
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120 МПа 
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Рис. 98.3 
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98.4 Стержень прижат к круговому ле-
калу радиуса R (рис. 98.4). Считая дефор-
мации упругими и перемещения малыми, 
найти наибольшее нормальное напряжение 
и размер а зоны контакта. Принять 

lR

JE
F

4
 , h=R/700, Е = 2,1·105 МПа. 

РЕШЕНИЕ  

Изгибающий момент в зоне контакта 

(рис. 98.4 Р) 
R

JE
M   и  

150
7002

101,2

2

5

max 




R

hE

W

M МПа. 

Учитывая, что 
R

JE
al

F
M  )(

2
,  

находим 
22

2 ll
l

FR

JE
lа  . 

Ответ: Наибольшее нормальное напряжение в стержне – 
,МПа150max   а зона контакта – а = l /2. 

98.5 Резервуар находится под наружным 
гидростатическим давлением (рис. 98.5). Объ-
ёмный вес жидкости равен γ Н/м3. Определить 
напряжения на гранях элемента А и найти эк-
вивалентное напряжение. Дано: γ, h, d, δ,  
v = σтр/σтс = 0,8. 

РЕШЕНИЕ  

Окружные напряжения на гранях элемента 
А (рис. 98.5 Р, б) 

.
32/6





 dhdh

t   

Из уравнения  

R 

EJh

Рис. 98.4 P 

( l -a) /2 

F 

a 
l  R 

EJ h 

Рис. 98.4 

F F 

d 
2d 

δ

h  
4h
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h  

Рис. 98.5 

d

А 



 

 61

0

)4(
4

5)4(
4

2222









d

ddhddhz

m

следует, что 

 dh

m
3

 . 

Так как σ1  = σm и  σ3  = σ t ,  то  

1 3 (3 0,8 3)

5,4 .

экв

hd

hd

   





     



 

Ответ: На гранях элемента А: 
3

,t

h d


   

 dh

m
3

 , 5, 40 .
IIIэкв

h d


  

98.6 Плоская рама выполнена из стержней квадратного попереч-
ного сечения (рис. 98.6). Найти наибольшие нормальные напряже-
ния при нагружении рамы силой F. Дано: F = 450 Н, l = 0,8 м,  
а = 15 мм. 

РЕШЕНИЕ   

Учитывая, что нагрузка симметрична, выбираем рациональный 
вариант эквивалентной системы (рис. 98.6 Р, а). Каноническое урав-
нение  

.01111  FX  

d

2d

d

h  
4h

 

Рис. 98.5 P 

h  

А

γh 

5γh

А σ t 

σ m 

a) 

б) 

z

a 

l  l  

2l
 a  

F 

Рис. 98.6 

l 

Рис. 98.6 Р 
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Используя эпюры изгибающих моментов от внешних и единич-

ных сил (рис. 98.6 Р, б, в), находим ,
3

8
2

3

2

2

1
2 3

11 lllllllJE   

,
4

1
2

42

1 3
1 lFll

lF
JE F   

.
32

3

11

1
1 FX

F 





 

Наибольший изгибающий момент в сечении С 

.
32

5

32

3

4
lFlF

lF
M   

Тогда 

МПа.100
015,032

68,04505

32

65
33max 









a

lF

W

M  

Ответ: Наибольшее нормальное напряжение в раме – 

max 100 МПа.   

2.6. Олимпиада 1999 г., г. Пермь, ПГТУ 

99.1 Известно, что А1  = А3  = А ,  принять 
А2  = nA. Найти зависимость перемещения 
wK точки приложения силы F (рис. 99.1) от 
величины А .  

РЕШЕНИЕ  

Из уравнения равновесия (рис. 99.1 Р) 

,22,02245cos 231321 NNNlNlNlNm ниж
о  

 

1 2 3cos45 2 2 0,верх
оm N l N l N l F l            

2 2 2 .N F  

Из уравнения перемещений 13 2 ll   нахо-

дим N1=4F/5,  N3=8F/5. 
Потенциальная энергия деформации 

Рис. 99.1 P 

ll F 
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N 3
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Рис. 99.1 
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,
222

2

2

2
3

2
2

2
1 KwF

AE

lN

AnE

lN

AE

lN
U   

следовательно .
28

2,3 











nAE

lF
w K  

Ответ: Перемещение точки приложения силы F – 

.
28

2,3 











nAE

lF
w K  

99.2 При каком значении q (рис. 
99.2) зазор δ закрывается? Найти 
наибольшее напряжение σm ax при на-
грузке 2q.  Дано: δ, a, l, Е. 

РЕШЕНИЕ  

Взаимное перемещение сечений К (рис. 99.2 Р) до касания 

,
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1
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11 42

1 










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ll

lq

JEF  где J = a4 /12 и 
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l
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Рис. 99.2 Р 
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При нагрузке 2q :  

,
3

4

3

2

2

1
2

1 3

11 JE

l
llllll

JE







   

,
123

1

22

11 42

1 JE

lq
ll

lq

JEF 









  

.
32

3

4
1224

3

44

11

1
1

lq

l

lqlq

X
F 










 

Строим эпюру изгибающих моментов на пролёте рамы и опреде-
ляем наибольшее напряжение  

.
3

2

6
3

2

3

2

max
a

lq

a

lq

W

М

x

наиб
z 




  

Ответ: Зазор δ закрывается при 
4

42

l

aE
q


 .  

При нагрузке 2q  – 
2

max 3

3
.z

q l

a
   

99.3 Определить размер b, при 
котором жёсткие плиты А и  
В (рис. 99.3) смещаются парал-
лельно друг другу. Дано: 
а = 30 мм, E1  = 2,1·105 МПа, 
E2  = 0,7·105 МПа. 

РЕШЕНИЕ  

Из уравнений равновесия (рис. 99.3 Р): 

,21 FNN   .
3

2
21 FNN   

Отсюда следует, что N1  = 5N2 .  Так как  

ε1  = ε2 , то ,
5

22

2

11

2

AE

N

AE

N
  где А1  = аb ,  А1  = а2 .  

Учитывая, что Е1  = 3Е2 ,  находим 

F 

a/
3  

Рис. 99.3 P 
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5030
3

5

3

5
 ab мм. 

Ответ: Плиты А и В смещаются параллельно друг другу при  
b = 50 мм. 

99.4 Балки 1 и 2 установлены с просве-

том 
JE

lF
с

64

3

  (рис. 99.4) и имеют контакт 

в сечении К. Как изменится величина про-
света при нагружении силой F и чему рав-
на его максимальная величина? Дано: F, l, 
Е, J. 

 

РЕШЕНИЕ  

Из условия v1  = v2  при z = 3l/4 (рис. 
99.4 Р) находим X = 3F/4. 

Далее определяем реакции в задел-
ках в эквивалентной системе  

,
16

7

4

3
1 lFlFlХМ   

,
4

1
1 FFХR   

,
16

9

4

3
2 lFlХМ   

2

3

4
R Х F   

и составляем уравнения прогибов в произвольном сечении z мето-
дом начальных параметров 

,
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7

38

23

1 
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F l z
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E J
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 
  

 
 

Прогибы получаются отрицательными, поэтому величина про-
света в произвольном сечении 

.
434

23

12 











zlz

АE

F
cvvс   (1) 

Функция δ имеет экстремум при z = l /2 и, следовательно, 
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Рис. 99.4 
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.
4819264

333

max JE

lF

JE

lF

JE

lF
  

Ответ: Закономерность изменения просвета выражается формулой 

(1), максимальный просвет 
JE

lF

48

3

max   достигается при z = l/2. 

99.5 Тензорезистор 1 указывает на от-
сутствие линейной деформации (рис. 99.5). 
Полагая μ = 1/3, найти значение пары сил. 
Дано: d = 32 мм, F = 1 кН. 

РЕШЕНИЕ  

Нормальные напряжения на гранях 
элемента (рис. 99.5 Р) 

,
2

90sin45cos 2

p
u W

M

A

F
    

,
2 p

v W

M

A

F
  где ,

4

2d
A


  

.
16

3d
W p


  

Так как 0)(
1

 vuu E
 , то  

1 1 1000 0,032 1 1/ 3
2,00

2 1 8 1 8 1 1/ 3
pFW F d

M
A

 
 

   
   

  
Н·м. 

Ответ: Чтобы отсутствовала линейная деформация под углом 45°
 

нужно приложить пару сил М = 2 Нм. 

99.6 Заданы эпюры (рис. 99.6) по-
перечных сил Q у  (кН) и изгибающих 
моментов Мх  (кН ·м) .  Эпюра изги-
бающих моментов построена на сжа-
той стороне стержня. Восстановить 
нагрузку, учитывая, что длина пролёта 
l = 1 м. 

45 °  

Рис. 99.5 P 

uv

σ u
σ v

x 

x 

45 °  

F F 

d  

M M 

1 

Рис. 99.5 
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l  

Mx 

Qy 

Рис. 99.6 
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x x 

x

Рис. 00.1 P 

2 t  t

x x x x x 

x 

x T
T/2T/2

3t l /4

3t /2
3t l /4

3t /2
К

РЕШЕНИЕ  

По эпюре поперечных сил Qy  (рис. 99.6 Р) определяются реак-
ции опор: R = 2 кН. 

Торцевые сечения стержня, как 
показывает эпюра Mx ,  должны быть 
нагружены парами сил М = 3 кН·м. 

Изгибающий момент в произ-
вольном сечении стержня 

const ,хМ М R z m z M        

следовательно m = R = 2 кН·м/м. 
Ответ: Нагрузки на стержень показаны на рис. 99.6 Р: М = 3 кН·м, 

m = 2 кН·м/м, R = 2 кН. 

2.7. Олимпиада 2000 г., г. Старый Оскол, СТИ, филиал МИСиС 

00.1 Стержень нагружен распределённы-
ми парами сил (рис. 00.1). Какую работу 
должна совершить дополнительно прило-
женная пара сил Т, чтобы сечение К не имело 
углового перемещения? Дано: t, l, G, d. 

РЕШЕНИЕ  

Распределённую нагрузку представим 
суммой кососимметричной и симметричной 

нагрузок (рис. 00.1 Р). Первая не влияет на 
угловое перемещение сечения К и 

/2 2

0

1 3 3 3
( ) .

4 2 16

l

К
р p

t l
t t l t z d z

G J G J
     

   

Находим значение Т из условия  

φК  ( t)  = φК (T) .  Так как 
p

К JG

lТ
Т

4
)(  , то 

ltТ
4

3
 . 

Работа пары сил  

Рис. 99.6 P 

m = 2 кН·м/м M = 3 кН·м
M 

R 
R = 2 кН 

Рис. 00.1 
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x x x x 
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T  
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4

32

4

32

716,0
128

329
)(

2

1

dG

lt

dG

lt
ТTW 





 . 

Ответ: Чтобы сечение К не имело углового перемещения, пара 

сил Т должна совершить дополнительную работу 
2 3

4
0,716

t l
W

G d
 . 

00.2 Две кольцевые пружины жёстко 
соединены с основанием и стержнем 1, 
деформациями которого следует пренеб-
речь (рис. 00.2). Найти δ – наибольший 
допускаемый ход стержня. Дано: R, h, Е, 
[σ] .  

 

РЕШЕНИЕ  

Схема нагружения и эквивалент-
ная система показаны на рис. 00.2 Р.  

Изгибающие моменты 

,cos
4

)cos1(
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 RFRFRF
М F 

.sin1  RМ  
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0

11  


dRMMJE FF  то .0
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1
1 


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
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Горизонтальное перемещение сечения В: 
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Из условия прочности ][
4


W

RF
 следует, что 

R

W
F

][4 
  и  
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
JE

WR

JE

RF
B   

Учитывая, что ΔВ  = δ и W/J = 2/h, получим значение наибольше-

го допускаемого хода .][
2


hE

R
  

Рис. 00.2 
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Ответ: Наибольшее значение допускаемого хода .][
2


hE

R
  

00.3 Измеренная датчиком 1 
продольная деформация (рис. 00.3) 
составила ε = 5·10-4. Найти взаим-
ный угол поворота сечений А и В 
при l = 15h. 

РЕШЕНИЕ  

Разбивая заданную нагрузку на две 
составляющие (рис. 00.3 Р) и замечая, 
что кососимметричные силы не вызы-
вают в сечении С продольных дефор-
маций, находим в этом сечении изги-
бающий момент от симметричной 

составляющей нагрузки .
4

2lq
М   

Наибольшее нормальное напряже-

ние 
W

lq
E

4

2

   и .
4

2l

EW
q


  

Взаимный угол поворота сечений 
А и В зависит только от симметричной 
составляющей нагрузки. Используя эпюры Мх, 1М , получаем иско-
мый угол 

3 4
о8 8 5 10 15

0,0200рад 1,146 .
3 3 3АВ

ql l h

E J h h


  

      

Ответ: Взаимный угол поворота сечений А и В при нагружении 
силой F – о0,0200рад 1,146 .АВ    

00.4 Напряжённое состояние, указанное на 
рис. 00.4, дополняется всесторонним равномер-
ным сжатием. В результате вся потенциальная 
энергия деформации оказывается связанной 
только с изменением формы. Найти коэффици-
ент запаса по текучести, если предел текучести 

А  

Рис. 00.3 

h 

q

l l  1 В  

q /2  

l l

q /2  
C

2t 
q l2 /4  

M1 

1

1

Рис. 00.3 P

Mx 

1 

А В 

Рис. 00.4 

60 МПа 

15МПа 
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σ т  = 240 МПа. Использовать теорию наибольших касательных на-
пряжений. 

РЕШЕНИЕ  

Так как объём элемента (рис. 00.4 Р) не 
изменяется, то  

.0)15()60(   zyx  

Следовательно σ = 15 МПа, σх = –15 МПа, 
σу  = 45 МПа, σ z  = – 30 МПа. 

Главные напряжения 

    ,501540445154515
2

1 22

II I, 



   

σ1  = 65 МПа, σ2  = – 30 МПа, σ3  = – 35 МПа. 
Эквивалентное напряжение σэкв = σ1 – σ3 = 65 – (– 35) = 100 МПа. 
Следовательно n т  = σ т /σ э к в  = 240/100 = 2,4. 
Ответ: Коэффициент запаса n т  = 2,4. 

00.5 На каком расстоянии а (рис. 00.5) сле-
дует установить правую опору, чтобы была 
обеспечена равнопрочность стержней? Каково 
значение F, при котором стержни будут рабо-
тать с двукратным коэффициентом запаса? 
Пределы текучести материала при растяжении 

и при сжатии одинаковы σтр = σтс = σт. Дано: l, d, σт. 

РЕШЕНИЕ  

Из условия равнопрочности стержней следует, что N1  = 4·N2   
(рис. 00.5 Р). Уравнение перемещений Δ l1  = Δ l2 ·cos 30°, то есть  

,30cos
2

22

1

11 

AE

lN

AE

lN
  откуда l1  = а ·cos 30°. 

Из геометрии l1  = 3l/соs 30°, следовательно 
a  = 3l/соs2  30° = 4 l . 

Уравнение равновесия узла C:  

)321(2  NF . 

Так как по условию 
82

2
т2т

2

dA
N


 , 

d 
2d

3 l  a 
F 

Рис. 00.5 

30°  

A 
F 

Рис. 00.5 P 

30°

R 

N 1
4A

Δ l 1

Δ l 2

30°

С 

N 2  

Рис. 00.4 P 

40 

60 – σ 

15 + σ σ 

x 

y 
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то .753,1)321(
8

2
т

2
т

d
d

F 


  

Ответ: Для обеспечения равнопрочности стержней следует уста-
новить правую опору на расстоянии a  =4 l .  Стержни будут работать 

с двукратным коэффициентом запаса при 2
т1,753 .F d   

00.6 Температура стержня после ус-
тановки его на опорах (рис. 00.6) изме-
няется как по длине l, так и по высоте 
сечения h. Градиент температуры по вы-
соте растёт от нуля в левом сечении до  
t = t1  – t2> 0 в заделке. Полагая, что по-
перечные сечения остаются плоскими, 

найти наибольшие нормальные напряжения.  
Дано: t = 60°C, Е = 1·105 МПа, α = 1,8·10- 5  1/град. 

РЕШЕНИЕ  

Градиент температуры в произвольном сечении (рис. 00.6 Р) 

z
l

t
t  . Взаимный угол поворота 

сечений элемента dz  при изменении 
температуры и этот же угол при на-
гружении парами сил Mt  будут оди-

наковы: ,
h

tJE
M t


  что следует из 

равенства .
h

zdt

JE

zdM t 
  Поэтому 

перемещения в основной системе 
(при отсутствии левой опоры) аналогичны перемещениям при сило-
вом нагружении с переменным изгибающим моментом Mt . Раскры-
вая статическую неопределимость, получаем  

.

3
2

2
1

3
2

2
1

1 lh

tJE

l

M

lll

llM
X

tt 





  

Учитывая, что J/W = h/2,  

l

t 2

t 1

h 

Рис. 00.6 

M1 

l

t 2

t 1

h 

Рис. 00.6 P

z dz

h

tJE   Mt 
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dz 
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0,5460108,1101
2

1

2
551 


 tE

Wh

tJE

W

lX  МПа. 

Ответ: Наибольшее нормальное напряжение в стержне – 

max 54,0   МПа. 

2.8. Олимпиада 2001 г., г. Йошкар-Ола, МГТУ 

01.1 При каком значении диаметра d2  (рис. 
01.1) перемещения в стержневой системе не 
изменятся после удаления опоры В?  
Дано: α = 15°, диаметр d1 = 50 мм, l1  = l2  = l ,  
E1  = E2  = E . 

 

РЕШЕНИЕ  

Условие задачи выполняется, если узел В не получает горизон-
тального перемещения. Составляя уравнения равновесия узла В для 
двух схем нагружения (рис. 01.1Р), получим: 
- для грузового состояния 

,02coscos 21   NNх  

,02sinsin 21  FNNy   

откуда находим  

;
3sin

cos
,

3sin

2cos
21 FNFN







  

– для единичного состояния 

,012coscos 21   NNх  

,02sinsin 21   NNy  

.
3sin

sin
,

3sin

2sin
21







 NN  

Горизонтальное перемещение .0
2

22

1

11  l
AE

NN
l

AE

NN
В  

Подставляя значения сил, имеем 
21

12cos2

AA


  

F 

d 2

2α 
α 

В 

d 1  

Рис. 01.1 

EA 2 N 2

N 1

2α 

α N 1  1
2α

α

N 2  

F

В

EA 1

Рис. 01.1 P 
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или мм.38
30cos2

1
50

2cos2

1
12 


 

dd  

Ответ: После удаления опоры В перемещения в стержневой сис-
теме не изменятся, при d2  = 38 мм. 

01.2 Рама под действием распределенной 
нагрузки q (рис. 01.2) дополнительно на-
гружается парой сил М, при этом опора В 
полностью разгружается. Найти линейное 
перемещение сечения В. Заданы: размер l, 
модуль упругости Е, момент инерции J. 

 

РЕШЕНИЕ  

Опора В разгружена, если вертикальное перемещение сечения В 
при отсутствии опоры равно нулю. Используя эпюры, изображенные 
на рис. 01.2 Р, имеем: 

  .0
2

1
2

4

3
22

3

11
22

4

1 22 













  lllMlllq

JE
llMllq

JE
верт
В  

Следовательно, M = 1,5 q l 2 . Горизонтальное перемещение сече-
ния В: 

  .
162

5,12
4

1 4
22

JE

lql
llqllq

JE
гор
В   

Ответ: Линейное перемещение сечения В – 
4

.
16В

q l

E J
   

01.3 Балка изогнута парой сил М (рис. 01.3). С помощью винта 1 
сечение В получает дополнительное ли-
нейное перемещение. Каким должен быть 
ход h винта, чтобы осевая линия участка 
ОВ стала дугой окружности? Заданы: раз-
мер l, модуль упругости Е, момент инер-
ции поперечного сечения J. 

M 

M 

2ql2  2l

l

1 1 

l 2l

Рис. 01.2 P 

Рис. 01.2 

q M EJ  
4EJ  

l l 

l 

B 

Рис. 01.3 
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M 

4l 
O B 

EJ  
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РЕШЕНИЕ  

Ось участка ОВ будет дугой ок-
ружности, если на длине 4 l  этого уча-
стка изгибающий момент постоянен. 
Используя эпюры изгибающих мо-
ментов (рис. 01.3 Р), находим пере-
мещение сечения В при начальном 
нагружении парой сил М: 

5

4

53

2

5

4

2

1

5

4
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1

5
4
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4

2

1

2

1

lMM
l

l

MM
l

l
vJE









 

 

и конечное перемещение после до-
полнительного воздействия винта 

.
15

28

3

2

5

4

2

1
4

5

4

2

1 2

2
lM

Мl
l

Мl
l

vJE   

Ход винта 

.
15

16

5

4

15

28 222

12 JE

lM

JE

lM

JE

lM
vvh   

Ответ: Чтобы осевая линия участка ОВ стала дугой окружности, 

ход винта должен быть равен 
216

.
15

M l
h

E J
  

01.4 Интенсивность распределённой на-
грузки линейно изменяется от нуля до т 
(рис. 01.4). Определить, где находится 
опасное сечение и чему равны наибольшие 
касательные напряжения. Заданы размеры 
d и l. 

РЕШЕНИЕ  

В произвольном сечении z (рис. 01.4 Р) 

,
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1,
2
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
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
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следовательно  

.
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816
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
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M
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z
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z




  

Исследуем функцию τ(z)  на экстре-
мум  

.0
44

13
4

12
2

2
3







 






 
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z

l

z
z

zd

d 
 

Откуда z = l/2 и  

.0236,0
27

2
3

2

3

2

max
d

lm

d

lm



  

Ответ: Опасное сечение находится на растоянии z = l/2, а наи-

большие касательные напряжения – 
2

max 3
0,0236 .

ml

d
   

01.5 В целях снижения массы стержень 
1 (рис. 01.5) заменён ступенчатым стерж-
нем 2, оба участка которого равнопрочны. 
Какими должны быть размеры b и с? Дано: 
а = 26 мм, l = 330 мм. 

 
 

РЕШЕНИЕ  

Условие равнопрочности участков σ1  = σ2  

(рис. 01.5 Р): 

3

2

3

2 6

6

/6

6 b

clcq

a

lq



  или 

3

3

3

3

b

c

a

l
 . 

Обозначим с = kl , тогда b = kа . 
Находим k из условия минимума объёма 

стержня. Объём стержня  
V = b2 ·kl  + а2  (1  – k) · l  = а2 · l  (k3 – k + 1).  

Решая уравнение dV/dz  = 0, находим 

l 
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Рис. 01.5  
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.577,0
3

1
k   

Следовательно, b = 0,577·а = 0,577·26 = 15 мм, с = 0,577·l =  
= 0,577·330 = 190 мм. 

Ответ: Для обеспечения равнопрочности участков необходимо:  
b = 15 мм, с = 190 мм. 

01.6 На каком расстоянии с (рис. 
01.6) расположен элемент 1, испыты-
вающий напряжённое состояние «чис-
тый сдвиг»? Дано: а = 40 мм. 

РЕШЕНИЕ  

Так как σ y  = – q, то условие задачи вы-
полняется при σ z max = q (рис. 01.6Р). Здесь 

,max
x

xz
z W

M

A

N
  

где Mx = – qac2/2+qa2·a, Nz = qа2 ,  
А = 2а2 ,Wx = 2а3 /3. Подставляя эти значе-
ния, находим с = 2·а = 2·40 = 80 мм.  

Ответ: Элемент 1, испытывающий на-
пряженное состояние «чистый сдвиг», расположен на расстоянии  
с = 80 мм. 

2.9. Олимпиада 2002 г., г. Санкт-Петербург, СПбГТУ 

02.1 После нагружения рамы силой  
F1= F  добавляется сила F2 (рис. 02.1) и уча-
сток ВС становится прямым. Определить зна-
чение силы F2 и угол наклона участка ВС. 
Дано: F, l, Е, Jх, GJ к  = 2EJx/3. 

РЕШЕНИЕ  

Пусть F2 = nF. Статическую неопределимость можно раскрыть 
методом сил 01111  FX , но по условию задачи X1 = 0, следова-

тельно Δ1F = 0, тогда (рис. 02.1 Р, б, в)  

Рис. 01.6 P 
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1 2 3/ 2

1 2
2( 1) 2 2 0.

2 3

x FE J nF l l l

n F l l l

     

     
  

Отсюда n = 8. 
Угол поворота сечения 

В (рис. 02.1 Р, б, г)  

х
х

В JE

lF

JE

llF 2

2
24

3

2
128



 . 

Угол наклона участка ВС 

x

В
ВС JE

lF

l

24



 . 

Ответ: Чтобы участок ВС становился прямым, необходимо при-

ложить силу 8F, при этом угол наклона участка ВС 
24

ВС
x

F l

E J
  . 

02.2 Стержневая система нагружена силой 
F (рис. 02.2). Определить изменение темпера-
туры Δt° первого стержня, при которой точка 
В перемещается точно по вертикали. 

Дано: F, l, Е, α. 

РЕШЕНИЕ   

Из условия равновесия (∑х) узла В (рис. 
02.2 Р) усилия в стержнях 1 и 3 одинаковы, 
N1 = N3.  

3 2 1cos 60 cos 60 0y F N N N          , 1 2 .N N F   

Используем метод сил. Эквивалентная система и эпюры внут-
ренних сил показаны на рис. 02.2 Р, а. X1 = N1. 

,
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11 АE

l
lll
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1 FtАE
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l
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Отсюда X1 = 2(F – αΔtEA)/5, 
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N2 = F – X1 = (3F + 2αΔtEA)/5. 

Общая эпюра показана на рис. 02.2 P, б. Изменение температуры 

стержня 1 определяется из условия 0гор  B  (перемножение эпюр на 

рис. 02.2 P, б и в).  
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Отсюда точка В перемещается точно по вертикали при  
Δt = – F/(4αEA). 

Ответ: Точка В перемещается точно по вертикали, если изменение 
температуры Δt° первого стержня – Δt1 = – F/(4αEA). 

 

02.3 При каком смещении δ 
правой опоры (рис. 02.3) коэф-
фициент запаса прочности п 
балки будет наибольшим? Дано: 
F, l, Е, а. 
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РЕШЕНИЕ  

Эпюра изгибающих моментов после 
раскрытия статической неопределимо-
сти без учёта смещения правой опоры 
показана на рис. 02.3 Р, а. При смеще-
нии правой опоры возникают дополни-
тельные моменты (рис. 02.3 Р, б), при-
чём R = 3EI хδ /(8 l3). Условие задачи 
выполняется при равенстве (по абсо-
лютному значению) изгибающих мо-
ментов в сечениях 1 и 2: 

.
4816

5
2

16

6 F
RlR

lF
lR

lF







   

Тогда δ = Fl3/(18EJx), так как Jx = 2а4/3, то δ = Fl3/(12Ea4). 
Ответ: Наибольший коэффициент запаса прочности п балки бу-

дет при δ = Fl3/(12Ea4). 

02.4 Тонкостенный круглый стержень дли-
ной l (рис. 02.4), защемлённый с одной сторо-
ны, нагружен по обеим поверхностям каса-
тельными нагрузками интенсивностью Т. При 
каком значении Т возникнут первые пластиче-
ские деформации? Дано: l, а, b, σтр= σтс = σт, 
l >> δ. 

РЕШЕНИЕ  

Крутящий момент в заделке  
Мкр  = Т ·2πa·l ·а  – Т ·2πb·l ·b  = Т ·2π(a–b) · l ·δ .  
τ  = Мкр /2A*δ  = 4Tl / (a+b)  или T = (a+b)τ /4 l .   

Так как (a+b) / 4l << 1, то при вычислении 
главных напряжений величиной Т (рис. 02.4Р) 
можно пренебречь. Тогда σ1 = τ, σ2 = 0, σ3 = – τ.  
σэкв = σ1 – σ3 = 8Tl/(a+b). Первые пластические 
деформации наступят при σэкв = σт, откуда  
Тпл = σт (a+b)/8l. 

Ответ: Первые пластические деформации возникнут при  
Тпл = σт (a+b)/8l. 
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02.5 Наибольшие нормальные напряже-
ния, возникающие в момент закрытия зазора 
δ, соответствуют силе F (рис. 02.5). При 
дальнейшем увеличении этой силы указан-
ные напряжения удваиваются. Во сколько раз 
при этом возрастает сама сила F?  
Дано: EJ, l. 

РЕШЕНИЕ  

Эпюра MF  (рис. 02.5Р, а) соответствует моменту закрытия зазора 
δ, напряжения σm a x(F)  = Fl /(4Wx) . При возрастании нагрузки на 
F1  из условия δВС = 0 находим методом сил X1 = F1/8 и строим эпюру 
MF1 (рис. 02.5Р, б) σmax(F1) = F1l/(8Wx). По условию задачи  
Fl / (4Wx)  + F1 l / (8Wx)  = 2Fl /(4Wx)  и тогда F1  = 3F .  

Следовательно, сила F возрастает в три раза. 
Ответ: Для удвоения наибольших нормальных напряжений после 

закрытия зазора δ необходимо увеличить силу в три раза. 

02.6 При каком значении силы F 
(рис. 02.6) объём материала трубки не 
изменяется? Чему при этом равен ко-
эффициент запаса пт, найденный по 
теории максимальных касательных 
напряжений? Дано: р, d, σтр = σтс = σт. 
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РЕШЕНИЕ  

Изменение объёма  
εV = (l-2v)(σ1  +  σ2  +  σ3)/E .   
Напряжённое состояние элементов в точках 

В и С показано на рис. 02.6 Р (в точке С 
пренебрегаем по малости величиной σ r= – р). 
Если σ r= – σ z , то εV  = 0. σ t= pd/(2δ) = 12p ,  
σ z= pd/(4δ) – F/(πdδ) = 6p  – 24F/(πd2). Тогда 
12p = – 6p + 24F/(πd2)  и F = 3pπd2/4. Так 
как σ1  = 12p , σ2  = 0, σ3  = – 12p , то σэкв = 24р . 
Коэффициент запаса п т  = σ т /24р .  

Ответ: Объём материала трубки не изменяет-
ся при F = 3pπd2/4,  а  коэффициент запаса –  
п т  = σ т /24р .  

2.10. Олимпиада 2003 г., г. Саранск, МГТУ 

03.1 В каком месте стержня (рис. 03.1) 
следует создать зону нагрева длиной l (за-
штрихована), чтобы сила F не производила 
работы? Дано: l = 90 мм, F = αΔ tEA/3 .  

РЕШЕНИЕ 

Условие задачи выполняется при 
ΔВ = 0 (рис. 03.1 Р). Из уравнения пе-
ремещений 
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Ответ: Зону нагрева длиной l следует создать на расстоянии  
с = 40 мм от левой опоры. 

03.2 При нагружении стержневой 
системы тремя силами (рис. 03.2), измерен-
ное перемещение траверсы 1 составило  
δ = 10Fl/(EA) . Каково отношение Q/F? 

РЕШЕНИЕ  

Используя симмет-
рию и рассматривая на-

гружение силами F (рис. 03.2 P, а) и Q/2 (рис. 
03.2 P, б), получим нормальные силы в стерж-
нях, соответственно N1 = – F, N2 = F, N1

′ = – Q, 
N2

′ = Q. Из условия равенства работы сил и энер-
гии деформации находим перемещения цен-
трального узла К: 
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Перемещение δ траверсы 1 составит 
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






  откуда Q = 3F. 

Искомое соотношение Q/F = 3. 
Ответ: Перемещение траверсы 1 составляет δ = 10Fl/(EA),  при 

Q/F = 3. 

03.3 Предварительное напряжённое со-
стояние стержня создаётся закручиванием 
парой сил M0 на угол φ и закреплением сво-
бодного торца (рис. 03.3). При последую-
щем нагружении стержня парой сил М уча-
стки a и b должны быть равнопрочны. 
Найти зависимость φ от отношения b:a. 
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РЕШЕНИЕ  

Обозначим b:a = k. 
При нагружении стержня парой сил 

М (рис. 03.3 Р) 
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Ответ: Для обеспечения равнопрочности участков a и b необхо-

димо, чтобы 
( 2 / )

.
18

M a b a

G J
 
  

03.4 Ось стержня имеет постоянную кри-
визну k. Найти положение сечения, не 
имеющего углового перемещения после со-
единения свободного конца стержня с непод-
вижной опорой (рис. 03.4), считая перемеще-
ния малыми и l = 600 мм. 

РЕШЕНИЕ 

При малых перемещениях кривизна 
k ≈ v′′ и линейное перемещение v = kz2/2 
(рис. 03.4 Р, а). 

Указав и обозначив реакции опор, 
возникающие после соединения стерж-
ня с правой опорой, через F и Fl   
(рис. 03.4 Р, б), методом начальных па-
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раметров получим уравнение полного перемещения произвольного 
сечения z: 

.
26

1

2

232

1 











zlFzF

JE

zk  

Из условия v1(l) = 0 находим F = 3kEJ/(2l). Следовательно, 











 2

3

1 4
z

l

zk
v  и 






  2

3

41 l

zzk
v , откуда находим абсциссы сече-

ний, не имеющих угловых перемещений: z = 0 и z = 2l/3 = 2·600/3 = 
=400 мм. 

Ответ: Сечения не имеют углового перемещения в точках: z = 0 и  
z = 400 мм. 

03.5 По измеренному значению ΔС  
линейного перемещения сечения С (рис. 
03.5) найти наибольшее нормальное на-
пряжение в этом сечении. Дано:  
ΔС = 4 мм, d = 10 мм, Е = 1·105 МПа,  
l = 20d. 

РЕШЕНИЕ 

На участке СВ (рис. 03.5 Р) изгибаю-
щий момент М постоянен. Так как прогиб 
vB = 0, то против центра тяжести эпюры 

1М  на эпюре MX должна быть нулевая 
ордината. Поэтому, если MВ = М, то  
MD = М /2. 

Перемножая эпюры MX и 2М , полу-
чим  
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Ответ: Наибольшее нормальное напряжение в сечении С – 
50,0МПа .наиб   

03.6 При какой толщине δ1 (рис. 
03.6) будет обеспечена равнопрочность 
всех участков трубки? Использовать 
теорию максимальных касательных 
напряжений. Дано: d, М  = рπd3 /6,  
δ2 = d/12. 

РЕШЕНИЕ 

Напряжённое состояние элемен-
тов 1 и 2 (рис. 03.6 Р) 
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Условие равнопрочности участков 
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 следовательно δ1  = d/15. 

Ответ: Равнопрочность всех участков трубки будет обеспечена 
при δ1  = d/15. 

2.11. Олимпиада 2004 г., г. Дзержинск, ДФ НГТУ 

04.1 Две одинаковых консольных 
балки (рис. 04.1) жёстко соединены тор-
цевыми сечениями С. Найти значения 
силовых факторов в этих сечениях при 
нагружении балок распределёнными си-
лами. Дано: l, q, J. 
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РЕШЕНИЕ 

Рассмотрим два варианта нагруже-
ния: симметричный (а) и кососиммет-
ричный (б) (рис. 04.1 P). В сечении С в 
первом варианте угол θС  = 0, во втором 
варианте прогиб vC  = 0. Так как пере-
мещения в направлении силового фак-

тора X1: ,
1X
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
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В первом варианте 

Мх  = X1  – qz2 ,    0
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2
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zdzqX
JE

  и X1 = M = ql2/3.  

Во втором варианте нагружения 

Мх = X2z – qz3/(6l), 0
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C zdz
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JE
v  и X2 = Q = ql/10. 

Ответ: M = ql2/3,  Q = ql/10. 

04.2 После сверления отверстия диа-
метром d (рис. 04.2) наибольшие углы 
сдвига на участках, ослабленных отвер-
стием, оказались одинаковы. Найти глу-
бину сверления а при длине l = 50 мм. 
При вычислениях принять 1,54  = 5. 

РЕШЕНИЕ 

По условию задачи γ2  = γ3 , то есть 

32 W

M

W

M ВА   (рис. 04.2 P). 

Обозначим J = πd 4 /32, тогда J1 = 5J,  
J2 = 4J, J3 = 15J, W2 = 16J/(3d), W3 = 15J/d. 
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Следовательно MB = 45МА /16 = 2,812МА .  
Уравнение перемещений 
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xlM BAA  

Подставляя значение МВ ,  находим х = 0,5 l  и  a = l3  + х = 1,7   
 l  = 1,7·50 = 85 мм. 

Ответ: Наибольшие углы сдвига на участках, ослабленных отвер-
стием, будут одинаковыми при глубине сверления a = 85 мм. 

04.3 В узле С поперечные силы и изги-
бающие моменты в стержнях отсутствуют. 
При каком отношении q1:q2  (рис. 04.3) 
значения угловых перемещений в торцевых 
сечениях одинаковы? 

РЕШЕНИЕ 

Выбрав начало координат в сечении С 
(рис. 04.3 P), методом начальных параметров 
находим угловые перемещения в сечениях с 

абсциссами z1  и z2 : ,
!3

3
11

1

zq 
  .

!42

4
22

2 




l

zq
  

В торцевых сечениях при z1  = l и z2  = 2 l , 

,
6

3
1

1

lq 
  

3

3
2

2

lq 
 . Из условия θ1  = θ2  

получаем q1:q2  = 2.  
Ответ: Угловые перемещения в торцевых се-

чениях одинаковы при q1 :q2  = 2.  

04.4 Распределённая нагрузка занимает поло-
вину площади торцевого сечения стержня (на рис. 
04.4 заштрихована). По измеренной деформации ε 
ребра b-b вычислить угол наклона торцевого се-
чения. Дано: ε = 0,002. 

q 

3a
 

a
a 

b 

b 

Рис. 04.4 

M1 

F1 

q1 q2 

M2 F2 

C

Рис. 04.3 P 

z1 z2 

Рис. 04.3 
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q2 

1 

M1 
l 2 l  

q1 

F2 
M2 
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РЕШЕНИЕ 

Напряжения в точке В попе-
речного сечения (рис. 04.4 P) 

A

F
y

J

yF

x

C  max . 

Учитывая, что F = qa2/2, 

2

2
max

a
y  , 

6

2a
y C  , σ = Eε, 

находим q = 2Eε .  Угловое пере-
мещение торцевого сечения 

JE

aM3
 , изгибающий момент 

6

2

12

2 33 aEaq
yFM C


  и 

рад0170,0002,02626    или 0,974°. 

Ответ: Угол наклона торцевого сечения о0,0170 рад 0,974 .    

04.5 На каком расстоянии а от конца бал-
ки (рис. 04.5) следует установить опору, что-
бы значения наи-
больших линей-
ных перемещений 

на консоли и в пролёте были одинаковы? 
Дано: l = 1,2 м. 

РЕШЕНИЕ 

Раскрывая неопределимость, получа-
ем эпюру МХ (рис. 04.5 Р, а). Наиболь-
ший прогиб на консоли находим, исполь-

зуя эпюры МХ и 1M  (рис. 04.5 Р, б):  

M1 

F
a b

Рис. 04.5 P

vA

vB

2b/3 

A
B

1

1

Fa

Fa/2 

2b/3 
a + b 

b/3 
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б)

в) 

MХ 

M2 

a

F a 

l 
Рис. 04.5 
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2

1 2

2 3 2

1 3 2
.

2 2 3 3 4

A

b
E J v F a a a F a b a

a b
F a b a b F a

           
 

           
   

 

Наибольший прогиб в пролете соответствует сечению, в котором 
угловое перемещение равно нулю, то есть сечению В. Используя 
эпюры МХ и 2M  (рис. 04.5 Р, в), получаем 

.
2733

2

3322

1

33

1

322

1 2baFbbbaFbbaF
vJE B 






   

Условие vA=vB  приводит к уравнению 0
9

1

4

3 22  baba , ко-

рень которого а = 0,127b. 
Так как a  + b = l ,  то b = l/1,127 = 1200/1,127 = 1065 мм. Иско-

мое расстояние a = l  – b = 1200 – 1065 = 135 мм. 
Ответ: Чтобы значения наибольших линейных перемещений на 

консоли и в пролёте были одинаковы, 
опору следует установить на расстоя-
нии a = 135 мм. 

04.6 Коэффициенты запаса на уча-
стках 1 и 2 (рис. 04.6), вычисленные 
по теории наибольших касательных 
напряжений, отличаются в три раза. 
При какой длине L стержня его объём 

не изменяется? Дано: l = 80 мм. 

РЕШЕНИЕ 

Эквивалентные напряжения на 
участках 1 и 2 (рис. 04.6 P, б-в) со-
ответственно равны σ и σ + р, где 
σ = F/A. 

По условию задачи эквивалент-
ное напряжение на участке 1 в три 
раза меньше, чем на участке 2, по-

F

L
l

A 

F 

2
1

p 

Рис. 04.6 Р

σ σ 

2

σ 

p 

p 

а) 

б) в) 

F 

L 
l 

A 

F

2 

1 
p[H/мм2]

Рис. 04.6 
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этому 3σ  = σ + р и, следовательно, р = 2σ . 
Изменение объёма  

  0)2()(
1




 lplLA
E

V 
. 

Откуда L = 4 l  = 4·80 = 320 мм. 
Ответ: Объём стержня не изменяется при L = 320 мм. 

2.12. Олимпиада 2005 г., г. Старый Оскол, СТИ, филиал МИСиС 

05.1 В правом пролёте, 
изогнутом по дуге окружно-
сти, наибольший прогиб ра-
вен v (рис. 05.1). Найти наи-
большее нормальное 

напряжение в поперечных сечениях балки. Дано: v, l, E, a. 

РЕШЕНИЕ 

На правом пролёте  
(рис. 05.1 Р) MХ  = F2l  = const. 

Наибольший прогиб 

JE

lF

8

3
2  и .

8
32

l

vJE
F   

В сечениях С взаимные угло-
вые перемещения отсутствуют, 
поэтому, используя эпюры МХ и 

1М , находим 

2 2

1 2

1 1
1 2 1

2 2
1 1

( ) 2 1 0,
2 3

CE J F l l F l l

F F l l

          

      

 

.
28

5,3
321

l

vJE
FF   

Тогда .
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3

1
max

l

vaE

W

lF
  

Рис. 05.1 

l 2l l l
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Рис. 05.1 P 
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Ответ: Наибольшее напряжение 
3max

28

l

vaE
 возникает на ле-

вой опоре. 

05.2 Узел В получил перемещение δ (рис. 
05.2). Найти значение силы F. Дано: δ, l, E, A. 

РЕШЕНИЕ 

Учитывая, что  
N1  = 2·N3  и используя 
уравнения равновесия 

(рис. 05.2 Р) 

,045cos2 321  lNlNlNМ О
  

,0245cos22 321  lFlNlNlNМ C
 получаем 

N1  = 4F/5,  N2  = 2 2 F ,  N3  = 2F/5. 

Из условия равенства работы силы F и потенциальной энергии 
деформации стержней  

,
2

11,12
)2(

2

1

2

1 2
2
3

2
2

2
1 AE

lF
lNlNlN

AE
F   находим 

.0826,0
l

AE
F


  

Ответ: .0826,0
l

AE
F


  

05.3 Температура линейно 
изменяется по высоте сечения 
балки (рис. 05.3). При каком зна-
чении t° положение шарика ста-
новится неустойчивым? Весом 

шарика пренебречь. Дано: l, h, δ, α [1/град]. 

РЕШЕНИЕ 

Кривизна балки, вызванная температурным градиентом по высо-
те сечения, постоянна по длине. 

F 

l l 
l 

Рис. 05.2 

B 

A 

A A 

F

l l 

Рис. 05.2 P 

O 

C 
N1

N1 N2

N2
N3 

N3 

l l 

δ h 

t°
+

b
Рис. 05.3
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При увеличении t балка коснётся опоры, 
и при некотором значении t кривизна балки в 

среднем сечении 0
2


JE

lR

h

t
kkk Rt


 

(начальный момент неустойчивости шарика). 

Откуда .
2

lh

tJE
R


  C последующим рос-

том реакции R изменяется знак k (рис. 05.3 Р) и положение шарика 
становится неустойчивым. Учитывая, что 1М  = z/2, находим 

JE

lR

h

lt
zd

JE

zR

h

tz
zdkkM

ll

Rt 6222
2)(2

32

00

1 







 

 . 

Подставив значение R, получим .
6

2l

h
t




  

Ответ: Положение шарика становится неустойчивым при 

.
6

2l

h
t




  

05.4 Коэффициент запаса стержня 
(рис. 05.4), предварительно закручен-
ного на угол φ, равен п т  = 2 (энергети-
ческая теория). При каком повышении 
температуры стержня этот коэффици-

ент будет исчерпан? Дано: φ = 0,12 рад, α = 12·10- 6  1/град,  
G :E  = 0,4. 

РЕШЕНИЕ 

Наибольшее касательное напряжение 

802

G

l

dG

Wl

JG

W

M

p

p

p

к 
   и .3 экв  

Так как п т  = 2, то .32 тт  эквп  

При повышении температуры на Δt нормальное напряжение (рис. 

05.4 Р) σ = α Δt Е и   2
2 2 2 2

т3 3 2 3экв               

  σ = 3τ   α Δt Е = 3 τ. 
Изменение температуры 

Рис. 05.4 

d 

40d 

σ

τ 

Рис. 05.4 Р 

l l 

Рис. 05.3 P 

δ 

R 

1
1/2 1/2

EJ 

z
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.150
101280

4,012,03

80

33
6






E

G

E
t







 

Ответ: Коэффициент запаса п т  = 2 будет 
исчерпан при повышении температуры стержня 
на Δt = 150◦. 

05.5 Найти угол α (рис. 05.5), при котором 
запас потенциальной энергии деформации U 
максимален, и вычислить значение U max. Дано: 
F, l, E, a. 

РЕШЕНИЕ 

Работа силы F и, сле-
довательно, потенциаль-
ная энергия деформации 
будет наибольшей при 
отсутствии лишней связи 
в сечении В (рис. 05.5 Р), 
то есть при X1 = 0. Так как 

0/ 1111  FX  при 

Δ1F = 0, то центр тяжести эпюры МF и нулевая точка эпюры M1 
должны иметь одинаковые ординаты z0 = 2l. 
Следовательно, α = 45° и 

.
54

2

)(
4

323

0

2

max aE

lF

JE

zdzF
U

l

   

Ответ: Запас потенциальной энергии деформации 
рамы максимален при α = 45° и равен 

2 3

max 4

54
.

F l
U

E a
  

05.6 Балка соединена с тросом, перекинутым че-
рез блок, и нагружена силой F (рис. 05.6). Блок под-
вешен к жесткой опоре двойным тросом. Наиболь-
шее нормальное напряжение в поперечном сечении 

F  

a 

a  

l = 20a

Рис. 05.6 

Блок

l 
l 

l 

А

А

2l 

3l
 

α 
a 
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Рис. 05.5 
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α 

Рис. 05.5 P
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балки равно 360 МПа. Найти работу силы F при  
а = 20 мм, Е1  = 2·105 МПа (балка), А = 20 мм 2 , 
Е2  = 0,7·105 МПа (трос). 

РЕШЕНИЕ 

Из условия 
3

6

a

lF

W

M

x

x   

находим .
6

3

l

a
F


   

Прогиб балки, учитывая, что l = 20 a  (рис. 
05.6 Р) 

60,9
1023

02,0360800

3

800

3 5
111

3






E

a

JE

lF
v


мм. 

Перемещение силы F, связанное с удлинением тросов:  

.мм40,2
1020107,06

02,03607

6

77223
65

3

2

3

222











 АE

а

АE

lF

АE

lF

АE

lF 

Суммарное перемещение Δ = v + δ = 9,6 + 2,4 = 12,0 мм. 
Работа  

20,7
240

012,002,010360

240122

2623














a

l

aF
W


Н·м = 7,20 Дж. 

Ответ: Работа силы F – W = 7,20 Дж. 

2.13. Олимпиада 2006 г., г. Улан-Удэ, ВСГУТУ 

06.1 Жёсткости рамы в направлении силы F и 
пружины одинаковы (рис. 06.1). Найти отношение 
наибольших линейных перемещений: вертикаль-
ного и горизонтального. Дано: F ,  l ,  EJ  = const. 

 

РЕШЕНИЕ 

Наибольшие перемещения возникают в среднем сечении верти-
кального стержня. На рис. 06.1 Р показаны эквивалентная система и 

F  

a

a  

l 

Рис. 05.6 P 

l 
l 

l 

F  

v

2F  

Fl

EJ 

2l
 

l 

l 

F 

Рис. 06.1 
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эпюры изгибающих моментов для раскрытия статической неопреде-
лимости, эпюры изгибающих моментов в эквивалентной системе, а 
также эпюры изгибающих 
моментов для определе-
ния вертикального и гори-
зонтального перемеще-
ний.  

llJE 2)11(211  , 

4
1

22

1 2

1
lF

l
lF

JE F  , 

.
811

1 lF
Х F 





 

Вертикальное пере-
мещение сечения С: 

JE

lF
ll

lF
ll

lF

JEв 








 

48

5

2

1

83

2

8

4

2

11 3

2 , 

горизонтальное перемещение: 

JE

lF
ll

lF
ll

lF
ll

lF

JEг 162

1

888

4

2

11 3

3









  , 

их отношение Δ в :Δ г  = 5:3. 
Ответ: Отношение наибольших линейных перемещений  

Δ в :Δ г  = 1,667. 

06.2 Стержневая система нагружена силой 
F, а стержень 1 нагрет на Δ t .  Определить 
полное перемещение узла К (рис. 06.2). 

Дано: F, l, A, Е, α, ,
6

5

AE

F
t


   EA = const. 

К 

l 
l 2l Δt 
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3 
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Рис. 06.2 

Рис. 06.1 Р
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РЕШЕНИЕ 

Система стати-
чески неопредели-
ма. На рис. 06.2Р 
показаны эквивалент-
ная система, эпюры 
заданных воздейст-
вий (б) и единичной 
силы (в). После рас-
крытия статической 
неопределимости ме-
тодом сил строим 
эпюру нормальных 
сил N в эквивалент-
ной системе (рис. 
06.2Р, г). Затем пе-
ремножением эпюр 
N и 2N  определяем 
горизонтальное, а 
перемножением N и 3N  – вертикальное перемещения сечения К.  

;4121111111 llllJE   
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
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Ответ: Полное перемещение узла К – 
2
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06.3 Из условия прочности 
по нормальным напряжениям 
определить размер h попереч-
ного сечения заданной балки 
(рис 06.3). Дано: F = 20 кН,  
[σ] = 150 МПа, l = 3 м,  
b = 0,4·h. 

РЕШЕНИЕ 

06.3 Составляем уравнение для 
нормальных напряжений в произволь-
ном сечении балки (рис. 06.3Р) и 
ищем экстремум этой функции: 
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Тогда   153
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31020929,8929,8
3

6

3

3 






lF

h  мм. 

Ответ: Максимальная высота поперечного сечения – h = 153 мм. 
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06.4 Под действием силы F зазор δ 
закрывается (рис. 06.4). При каком 
положении х подвижной опоры С 
обеспечивается прочность рамы? Да-
но: l = 400 мм, а = 60 мм, δ = 4 мм,  
Е = 0,7·10 5 МПа, [σ] = 120 МПа. 

РЕШЕНИЕ 

Определим угол поворота се-
чения К способом Верещагина 
(рис. 06.4 Р) из условия касания 
подвижной опоры С: 

1 1
( 1,5 3 1

2

7
0,5 3 1 1) ,

4

K M l
x E J

M l
M l M l

E J

      

      

 

откуда .
7

4

lМ

JE
х


  

Из условия прочности M = [σ] ·W, учитывая, что J/W = a/2, 

получим   100
101204,07

004,006,0107,02

7

2
6

11









l

аE
x  мм. 

Ответ: Прочность рамы обеспечивается при х = 100 мм. 

06.5 Определить работу внешних 
сил (рис. 06.5). Деформациями травер-
сы пренебречь. Дано: F, l, E, A. 

РЕШЕНИЕ  

Жёсткость всех элементов стержне-
вой систе-

мы k = l/(E·A) = const, следовательно,  
Δl = k·N. 

Представляя заданную нагрузку как 
сочетание симметричного (рис. 06.5 Р, а) 
и кососимметричного (рис. 06.5 Р, б) на-
гружений, получим: в первом варианте 

l

3 l  

x 
δ 

F 
EJ = ∞ 

a 

a 

С 

Рис. 06.4 
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N1 = N2 = N3 = N4 = N5 = 3·F/5, во втором – Ni = 0. Следовательно 
Δli = k·Ni = Δl = const. 

Тогда работа внешних сил составит 

.
9,0

2

3

2

)2( 2

AE

lFNkFlFF
W 


  

Ответ: Работа внешних сил – 
20,9

.
F l

W
E A

  

06.6 Тонкостенная оболочка (рис. 06.6) 
находится под внутренним гидростатиче-
ским давлением. Найти положение элемен-
та оболочки 1, испытывающего чистый 
сдвиг. Дано: h, γ [Н/м3] – объёмный вес 
жидкости. 

РЕШЕНИЕ  

Ординату эле-
мента 1 обозначим 

через Н (рис. 06.6 Р). При сдвиге σ1 = – σ3 
(1). 

Окружное напряжение в элементе равно 

,
21 

 dH
t   а меридиональное –  

.
2

)9(
4

22
3 




 dh
dd

d

h
m





  

Из условия (1) следует, что H = 4·h. 
Ответ: Элемент оболочки 1 испытывает чистый сдвиг при  

H = 4·h. 

2.14. Олимпиада 2007 г., г. Новочеркасск, 
ЮРГТУ 

07.1 Для заданной балки (рис. 07.1), вычис-
лить: а) работу внешних сил, б) потенциальную 
энергию деформации. Дано: q, l, EJ. 
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РЕШЕНИЕ  

Любым способом (или из справочни-
ков) определяем перемещения консоли 

от сосредоточенной 
JE

lq

3

4

1   и распре-

делённой 
JE

lq

8

4

2   сил. Затем определя-

ем совместную работу этих сил. Вначале 
прикладывается сила F = ql  (рис. 07.1Р, 
а,), а затем – q (рис. 07.1Р, б).  

.
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Перемещения в произвольном сечении z от нагрузки q равны 

(метод начальных параметров) 
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Изгибающий момент в произвольном сечении z (рис. 07.1Р, в) 
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Ответ: Работа внешних сил – 
2 419

,
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07.2 На участке АВ (рис. 07.2) наибольшее 
перемещение vC = 2 мм. Найти σmax в этом се-
чении при l = 200 мм, h = 40 мм,  
Е = 105 МПа. 

РЕШЕНИЕ  

Так как vВ  = 0 (опора), то МВ  =  
= –2МА . Схема нагружения и эпюра 
изгибающих моментов при МВ = М пока-
зана на рис. 07.2 Р. Из условия v′(z) = 0 
находим z = 2l и vm a x  = Ml2 /3EJ  = vC , 
откуда M  = 3EJvC/l2 . Так как 
MC(z=2 l)  = М /2, то  

5

max 2 2

3 3 10 0,04 0,002
150МПа.

2 4 4 0,2
CE hvM

W l
   

   


 

Ответ: Наибольшее напряжение в се-
чении С – σmax = 150 МПа. 

07.3 Наибольшее угловое перемещение 
φmax в стержне и угол поворота торцевого 
сечения (рис. 07.3) равны по величине. 
Найти наибольшее касательное напряже-
ние при m = 100 Нм/м, d = 10 мм. 

РЕШЕНИЕ 

Поворот произвольного сечения 
GJpφ z  = M0z – mz2/2. Координата се-
чения с наибольшим углом поворота 
φ z  = φm a x  равна а = М0 /т  (рис. 07.3 P). 
По условию задачи φa  = φ l , 

,
22

2

0

2

0 











lm
lM

am
aM  

откуда находим a = 0,414 l  = М0 /т  и 
М0  =  0,414ml.  
Следовательно, Мm a x  = 0,586ml  и  
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.МПа7,59
01,0

1620100586,01620586,0
23

max
max 













d

dm

W

M

P

 

Ответ: Наибольшее касательное напряжение – .МПа7,59max   

07.4 На каком уровне а тонкостенная обо-
лочка (рис. 07.4) равномерно растянута в ок-
ружном и меридиональном направлениях? 
Дано: h, δ, γ, α = 30°. 

РЕШЕНИЕ 

Из уравнения Лапласа имеем (рис. 07.4 Р)  

.
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)(2
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 
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Из уравнения равновесия отсечённой 

части получаем выражение для меридио-

нального напряжения .
3

3
2












 



a
ha

m  

По условию задачи σt = σт, откуда а = 3h/4. 

На этом уровне ,
8

2

21 
 h

  σ3  = 0 (на внешней стороне оболоч-

ки). 
Ответ: Тонкостенная оболочка равномерно растянута в окруж-

ном и меридиональном направле-
ниях при а = 3h/4. 

07.5 Температура стержня из-
меняется по высоте сечения (рис. 
07.5, а). При некотором значении  
t = t1 – t2 кривизна достигает зна-
чения k и зазор δ закрывается (рис. 
07.5, б). Найти наибольшее нор-
мальное напряжение в среднем 
сечении стержня при t1 – t2 = nt, 

полагая, что кривизна оси в этом сечении равна – k (рис. 07.5, в). Да-
но: h = 60 мм, l = 1 м, Е = 2·105 МПа, δ = l/600. 
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РЕШЕНИЕ 

Кривизна оси стержня при за-

крытии зазора δ составляет 
h

t
k


 , 

где α  – коэффициент линейного 
расширения материала. При этом 
форма изогнутой оси соответству-
ет нагружению стержня момента-

ми М (рис. 07.5 P, а) и 
JE

lM

2

2

 . Так как 
h

t

JE

M
k


 , то 

h

lt

2

2  . 

При t1  – t2  = nt  > t реакция средней опоры (рис. 07.5 P, б) опреде-

ляется уравнением v = nδ  – δ. Учитывая, что 
JE

lF
v

6

3

 , получим 

3

)1(6

l

nJE
F
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
. Кривизна оси стержня в среднем сечении равна 
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JE
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
 По условию задачи ./* htkk   В этом слу-

чае .
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Приравнивая полученные для F выражения, находим, что п = 5, 

тогда 
3

24

l

JE
F


  и наибольшее нормальное напряжение в среднем 

сечении стержня составит  

МПа.120
1600

06,010266

2 2

5

2






l

hE

W

lF
наиб

  

Ответ: В сечении, кривизна оси в котором равна – k, наибольшее 
нормальное напряжение – σнаиб = 120 МПа. 

07.6 После введения шарнира С напря-
женное состояние стержня (рис. 07.6, б) под 
действием собственного веса не изменилось. 
На каком расстоянии от шарнира находится 
сечение с наибольшим линейным перемеще-
нием, если l = 1,4 м? 

Рис. 07.6 
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РЕШЕНИЕ 

Раскрывая  статическую  неопре-
делимость, находим реакции опор  
(рис. 07.6Р, б). Из условия 

0
28

5

8
)( 2

2

 z
q

z
lqlq

zM  опреде-

ляем положение шарнира z1  = l/4. Из 
условия 

0
616

5

8
)(

3
2

2
22

2

2  zqzlqzlq
zv  

находим абсциссу сечения, для которого v = vmax: z2  = 0,578l. Иско-
мое расстояние составит а = z2 – z1 = (0,578 – 0,25)·1,4 = 0,459 м. 

Ответ: Сечение с наибольшим линейным перемещением нахо-
дится на расстоянии а = 0,459 м от шарнира. 

2.15. Олимпиада 2008 г., г. Дзержинск, ДФ НГТУ 

08.1 Кронштейн закреплён слева 
двумя заклёпками, справа – шарнирной 
опорой (рис. 08.1). Определить силу F, 
разрушающую заклёпочное соедине-
ние, если усилие среза равно Q.  

Дано: Q, l/b = 40. 

РЕШЕНИЕ 

В заклёпанном сечении возникают и 
сила, и момент (рис. 08.1Р, в). Т.к. 
деформирование кронштейна не имеет 
значения, то не имеет значения и его 
форма в месте крепления слева. Эпюры 
Мх и Qy после раскрытия статической 
неопределимости показаны на рис. 
08.1Р, б. Из уравнений равновесия опре-
деляем силы, действующие на заклёпки  
R = QВ/2 = 11F/32, S = МВ/b = 6Fl/16b. 

Условие прочности заклёпок: 

б)

а)

Рис. 07.6 P
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R 2 + S 2 ≤Q 2   2
22

16

6

32

11
Q

b

lFF
















 , отсюда F = 0,0666 Q. 

Ответ: Сила, разрушающая заклёпочное соединение, –  
F = 0,0666 Q. 

08.2 Продольная деформация ε, 
измеренная в середине пролёта, 
составляет 4·10- 4 . При l = 20h и 
h = 20 мм вычислить прогиб в се-
редине пролёта, считая деформа-
ции упругими (рис. 08.2). 

РЕШЕНИЕ 

Эпюра изгибающих моментов пока-
зана на рис. 08.2 Р, а. Прогиб в середине 
пролёта составляет (рис. 08.2 Р, б) 

.
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Найдём продольную деформацию в 
середине пролёта 
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Отсюда .
32

hJE

lq K  Подставляя найденное значение в выражение 

для vK  и числовые данные, получим 
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5 35
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Ответ: Прогиб в середине пролёта – vK = 2,00 мм. 
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08.3 Балка установлена на упругих опо-
рах (рис. 08.3). Найти линейное перемещение 

сечения В, полагая 
33

4

l

JF
с  .  

РЕШЕНИЕ 

Внешняя нагрузка раскладывается 
на симметричную (рис. 08.3 Р, а) и 
кососимметричную (рис. 08.3 Р, б) 
составляющие. Суммарное переме-
щение середины жёсткой балки за 
счёт перемещений концевых сечений 

c

lq

c

lq

c

lq
vvvо 9

7

93

2
21  . 

Упругое перемещение середины 
балки при кососимметричном нагру-
жении равно нулю, при симмет-
ричном – f = 5ql4 /24EJ . Тогда полное перемещение 

.
24

19

24

5

49

37 443

JE

lq

JE

lq

JE

llq
fvv о 




  

Ответ: Линейное перемещение сечения В – 

.
24

19 4

JE

lq
v   

08.4 Найти перемещение узла В (рис. 08.4). 
Дано: F, Е, d, l = 100 d. 

РЕШЕНИЕ 

Перемещение 
узла В равно  

wB = F/k, k = 2k1 + k2, где k1 и k2 – 
жёсткости элементов 1 и 2 соответ-
ственно.  

Определим податливости и 
жёсткости элементов. 

Элемент 1 (рис. 08.4 Р, а): 
1 

B

l

2 

Рис. 08.4 P

B
1

2

2 l
 

l2  
а) б)

1

B c 3c 

2q 

Рис. 08.3 

l l 

FB 

d
10d 

l 

l 

l 

l 

1 

2 

1 

Рис. 08.4 

ql/(9c)

2l 

Рис. 08.3 P

v1 

v2 

q 

q q 
ql/c 

ql/(3c)

ql/(3c) 

ql/3 
ql/3

2ql/(3c)

ql/(9c) 

а)

б)

ql q l  
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,
679

)10(3

64)100(

3
2

2

2

3

2

2

2

2

11
4

3

1

3

1

11 dEdE

d

JE

ll
l

l

JE


















  

.1073,14
679

1 4

11
1 dE

dE
k 


 

Элемент 2 (рис. 08.4 Р, б): 

,
18042100121

2
2

22 dEdE

d

АE

l











  

dE
dE

k 4

22
2 1054,55

180

1 


.  

Теперь dEdEkkk 44
21 100,8510)54,5573,142(2    и 

тогда 
dE

F

dE

F

k

F
wB 6,117

1085 4



 

. 

Ответ: Перемещение узла В – 

.6,117
dE

F
wB   

08.5 Тонкостенная оболочка нагруже-
на внутренним давлением р и силой Т 
(рис. 08.5). При каком значении силы Т 
осевое перемещение сечения В составит 

E

lp
w B 8

)21(5 
 ? Краевой эффект не учитывать, D/δ = 10. 

РЕШЕНИЕ 

Из безмоментной теории оболочек 



4

Dр
m  , 




2

Dр
t  . 

,
4

)21(

E

Dp

E
tm

m 


 



  где σm  и σ t  – 

меридиональное и окружное напряжения (рис. 
08.5Р). 

Перемещения сечения В:  

,
4

)21(




DE

lT

E

lDp

AE

lT
lw mB 


  

где А – площадь поперечного сечения оболочки. 

δ 

D
 

Рис. 08.5 Р 

р 
σm 

σm 

δ

Т 

D
 

В 

Рис. 08.5 

p 
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По условию .
8

)21(5

E

lp
wB


  Здесь возможны два варианта: 

движение вправо и движение влево. 
Движение вправо: 

.)21(1875,0
8

)21(5

1,04

)21(10 2
2











DpТ

E

lp

DE

lT

E

lp  

Движение влево: 

.)21(3125,0
8

)21(5

1,04

)21(10 2
2











DpТ

E

lp

DE

lT

E

lp  

Ответ: При )21(1875,0 2   DpТ сечение В перемещается 

влево, а при )21(3125,0 2   DpТ  – вправо на 
E

lp
w B 8

)21(5 
 . 

08.6 Опора D может перемещаться 
по вертикали (рис. 08.6, а).  

1) На сколько надо переместить 
опору D после приложения силы F, что-
бы обеспечить равенство максимальных 
нормальных напряжений в сечениях  
В и С?  

2) Как правильно расположить за-
данное сечение (рис. 08.6, б), если σтс = 2σ тр? σтр и σтс – пределы те-
кучести при растяжении и сжатии соответственно. 

РЕШЕНИЕ 

1) Равенство максимальных 
нормальных напряжений в сечениях В 

и С обеспечивается при CB MM  . 

Это возможно в двух вариантах 
перемещения опоры: 

Вариант 1 (рис. 08.6 Р, а): 
Rl = 2Rl – Fl, откуда R = F. 

Перемножение эпюр Мх и 1М  

дает 
JE

lF
lllFlllF

JE
v D 6

11

2

3

3

2

2

11 3







   (вверх). 

a 

Рис. 08.6 

l l F 

B С 
D 

2a
a

4a 
а) 

б) 

Рис. 08.6 P

l l F

B С 
D 

Fl
R 

2Fl/3

Fl

а)

б)

Mх 

Mх

M1 

2l
l 
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Вариант 2 (рис. 08.6 Р, б): – Rl = 2Rl – Fl; R = F/3 даёт 

JE

lF
llllFll

lF

JE
v D 18

)
3

2
(

2

1
2

3

2
2

3

2

2

11 3







   (вверх). 

2) При σ тр  =  σ т с /2 полку таврового сечения следует располагать 
в зоне растяжения, поэтому в варианте 1 полка должна быть снизу, в 
варианте 2 – безразлично. 

Ответ: Чтобы обеспечить равенство максимальных нормальных 
напряжений в сечениях В и С опору D нужно перемещать вверх: ва-

риант 1 – 
JE

lF
v D 6

11 3

 , вариант 2 – 
JE

lF
v D 18

3

 . В варианте 1 полка 

должна быть снизу, в варианте 2 – безразлично.  

2.16. Олимпиада 2009 г., г. Улан-Удэ, ВСГУТУ 

09.1 Система из двух одинаковых стержней на-
гружена вертикальной силой F (рис. 09.1). Опре-
делить полное перемещение точки С. Дано: пере-
мещения малы, площадь стержней А, длина l, 
модуль упругости Е, α = 30°. 

 

РЕШЕНИЕ 

1-й способ 
Нагружен только 1-й стержень (вертикальный): N1 = F, N2 = 0. 
Таким образом, вертикальное 

перемещение точки С равно 

.1 AE

lF
lв

C   

Второй стержень не дефор-
мируется и поворачивается относительно точки крепления (рис. 
09.1Р). 

ctg1  lг
C  и .

2

30sin

1

AE

lFl
C 


   

Рис. 09.1 Р

α
С

1

2

N1

Δl1
ΔCα

а) α
С

вN 1  
вN 2  

1

α 
С

гN 1  
гN 2  

1 

б) в) 

Рис. 09.1 

F 

α 

С

l 

l 
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2-й способ 
Найдём горизонтальное и вертикальное перемещения точки С, 

приложив единичные силы в соответствующем направлении (рис. 
09.1 Р, б-в) и вычислив интеграл Мора. 

;0;1 21  вв NN  .2
30sin

1
;3

30sin

30cos
21  


гг NN  Тогда 

,
AE

lFв
C   ,

3
3

1

AE

lF
lF

AE
г
C       .

222

AE

lFв
C

г
CC   

Ответ: Полное перемещение точки С – .
2

AE

lF
C   

09.2 Стержень 2 с жёсткостью EJ  опи-
рается на стержень 1 с жёсткостью kEJ  
(рис. 09.2). При каком значении k проч-
ность стержня 2 будет максимальна? 

 

РЕШЕНИЕ 

Расчётная схема показана на рис. 09.2 Р. 
Взаимное перемещение точек С равно ну-
лю, то есть 

,01111  FX  

,
3

)271(9

3

3
3

2
33

2

11

3

2

2

11

333

11

JEk

kl

JE

l

JEk

l

lll
JE

lll
JEk










 






 

 

.
3

14
2

3

2
22

2

11 3

1 JE

lF
llllF

JEF 













   

Таким образом: 
k

Fk
X

F

271

14

11

1
1 







. 

Понятно, что прочность стержня 2 будет максимальной, если 

ВА MM  . Поэтому lXlFlX 11 )23(   или Х1 = F/2.  

l l 2l 

F 

Рис. 09.2 

1 2 

l l 2l 

Рис. 09.2 P

1 2 F X1 

X1 

C

X1l

X1l

3X1l – 2Fl 

В А 
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Тогда 
k

FkF

271

14

2 
 , откуда следует, что 1k . 

Ответ: Прочность стержня 2 будет максимальна при 1k . 

09.3 В трубку с натягом вставлен стер-
жень (рис. 09.3). Считая давление p между 
трубкой и стержнем постоянным по по-
верхности контакта, определить мини-
мальное значение момента М, при котором 
начнётся проскальзывание стержня отно-

сительно трубки по всей поверхности контакта. Дано: p, l, d, коэф-
фициент трения f, модули сдвига для трубки и стержня соотносятся 
как Gcт = 5·Gтр. 

РЕШЕНИЕ 

В предельном состоянии распределённый момент сил трения 
имеет интенсивность 

pf
dd

pf
d

m
222

2
2

  . 

Рассмотрим нагружение трубки и 
стержня раздельно (рис. 09.3 P). В мо-
мент начала проскальзывания существует 
сечение С с координатой zC , для которого 
углы поворота стержня и трубки равны. 
Причём нужно учесть, что углы поворота сечений стержня на ос-
тальных участках контакта должны быть больше соответствующих 
углов поворота сечений трубки. Если построить эпюры углов пово-
рота для стержня и трубки на участке контакта, то единственно воз-
можная ситуация соотношения углов будет такой, как показано на 
рис. 09.3 P. В этом случае координату zC  можно найти из условия  

сттр 
zd

d

zd

d
  или 

ст
т

ст

тр
тр

тр

рс

к

р

к

JG

М

JG

М
 . 

Учитывая, что полярный момент трубки равен сттр 15 рр JJ  , по-

лучим сттр 3 кк ММ   или ,3 CC zmzmlm   откуда получим 

zC = l /4. 
Тогда для углов поворота системы имеем: 0сттр   ,  

х 

•

l l 2l l 

М 2d
 

d 

Рис. 09.3 

l lφ 

z 
zC 

φтр 

φст 

Рис. 09.3 Р 
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где тр  – угол закручивания трубки на участке до координаты zC , 

,
2

)(
тp

тp
тр

тр

2

тр
р

CC

р JG

zzmlmlm

JG

lm 
  

cт  – угол закручивания стержня, начиная с координаты zC  до 

правой заделки: 

.
)(2

2

)()(
cт

т
cт

т

2

cт
т

cт
рcрcрc

CC

JG

lMlm

JG

lm

JG

zlzmlm 



  

Суммируя углы поворота 062324 22  lMlmzlmzm CС  

и подставляя 4lz C  , получим M = 31ml/8. 

Окончательно запишем 

.09,6
16

31 22 dlpflpfdM    

Ответ: Проскальзывание стержня относительно трубки по всей 
поверхности контакта начнется при 209,6 dlpfM  . 

09.4 Ступенчатый стержень закреп-
лен между двумя жёсткими опорами 
(рис. 09.4). Определить напряжения, 
возникающие в центральном участке, 
при равномерном нагреве всего стержня 
на Δt. Дано: температурный коэффици-
ент линейного расширения стержня α, 
модуль упругости Е. 

РЕШЕНИЕ 

Эквивалентная система показана 
на рис. 09.4 P, a. 

Изгибающий момент Mx  в попе-
речных сечениях крайних участков 
равен М, центрального участка –  
M – Rh/2. 

Силу R определяем из условия равенства нулю изменения длины 

стержня 
222 2

5

2

2
3

hE

lR

hE

lR

hE

lR
tl 








 .  

Рис. 09.4 

h 

h 

h 

h 

l 

2h
 

h 

l l 

а)

Рис. 09.4 P

R 
M 

0,247αEΔt

-1,45αEΔt

б)
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В результате получим 2

5

6
hEtR   . 

Условие равенства нулю угла поворота на правом краю стержня 
дает возможность определить соотношение между моментом М и 
силой R: 

0
)(

)(
3

0

 zd
zJE

zМ
l

x

x  или 0
2

2
)2()2()1(













xxx JE

lhR

JE

lM

JE

lМ
. 

Из последнего выражения, учитывая 
12

4
)1( h

J x   и 
3

2 4
)2( h

J x  , 

получаем hRM
34

1
 . 

Центральный (2-й) участок стержня находится в состоянии од-
новременного изгиба и сжатия – распределение напряжений по вы-
соте поперечного сечения линейное. Напряжения в крайних волок-

нах сечений вычислим по формуле 
6/)2(

2/

2 22 hh

hRM

h

R 
 . 

Наибольшее растягивающее напряжение (верхние волокна) со-
ставляет 0,247 αЕΔ t ,  сжимающее (нижние волокна) – 1,45 αЕΔ t  
(см. рис. 09.4 Р, б).  

Следует отметить, что в крайних участках нет областей с растя-
гивающими напряжениями. 

Ответ: В центральном участке наибольшее растягивающее на-
пряжение (верхние волокна) составляет 0,247 αЕΔ t ,  сжимающее 
(нижние волокна) – 1,45 αЕΔ t . 

09.5 Стержень 2 закреплён на вращающемся с угловой скоро-
стью ω жёстком диске 1 (рис. 09.5). Найти максимальное напряже-

ние в стержне и изменение его длины по 
сравнению с неподвижным состоянием. 

Дано: зависимость площади поперечного 
сечения от радиуса А(r)  = A0R/r ,  плотность 
ρ и модуль упругости Е материала стержня. 2 

1 

Рис. 09.5 

R 
ω 

3R 
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РЕШЕНИЕ 

Расчётная схема показана на рис. 09.5 Р. 
Выражение для распределённой инер-

ционной силы q(r) запишем в виде  

.)( 2
0

2  RArArq   

Нормальную силу в поперечном сече-
нии стержня вычислим следующим обра-
зом (рис. 09.5 P, a): 

.)3()()( 2
0

3

rRRArdrqrN

R

r

    

Тогда нормальное напряжение в поперечном сечении стержня 

зависит от радиуса как )3(
)(

)(
)( 2 rRr

rA

rN
r   . 

Максимального значения напряжение достигнет при r = 1,5R  и 
будет равно 22

max 25,2 R  . 

Изменение длины стержня вычисляется как 

.
3

10
)(

1 32

3

R
E

rdr
E

l

R

R

    

Ответ: Максимальное напряжение в стержне – 

22
max 25,2 R  , а изменение его длины – .

3

10 32R
E

l   

09.6 Сплошной резиновый цилиндр вставлен 
без зазора в тонкостенную алюминиевую трубку 
диаметром Dср = 100 мм и толщиной h = 1 мм 
(рис. 09.6). Определить возникающие в трубке 
напряжения и изменение её диаметра при нагру-
жении цилиндра по торцу давлением p = 2 МПа 
(рис. 09.6). Упругие постоянные резины: E = 40 
МПа, μ = 0,45; алюминия: E = 7·104 МПа. Трением 
между трубкой, цилиндром и жёстким основани-
ем пренебречь.  

 

Рис. 09.5 P 

q(r)
r 

N(r)

r

б) 

a) 

Рис. 09.6 

p 
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РЕШЕНИЕ 

Напряжённое состояние для резинового цилин-
дра показано на рис. 09.6 P, где рс  – контактное 
давление между цилиндром и трубкой. В трубке 

будут окружные напряжения 
h

Dp срc
t 2
 , по срав-

нению с которыми радиальными напряжениями 
(контактным давлением) можно пренебречь. 

Контактное давление найдем из условия ΔDц  = ΔD т р  или 

рт
рт

ц
ц

)(
1

D
E

Dррр
E

t
СС


  . 

Если принять, что Dц  = D т р  = D ср ,  то контактное давление будет 
равно 





























 1

4

1

рт

рс

цц 001,01072

1,0

40

45,01

40

245,0

2

1

hE

D

EE

p
pC


 

= 1,556 МПа. 

Окружное напряжение в трубке равно 





001,02

1,0556,1
t 77,8 МПа, 

изменение диаметра – 
4рс

рт
рс 107

1,08,77




 D
E

D t
= 0,111 мм. 

Ответ: Напряжения в трубке t 77,8 МПа, а изменение её диа-

метра – ΔDср = 0,111 мм. 

2.17. Олимпиада 2010 г., г. Старый Оскол, СТИ, филиал МИСиС 

10.1 Определить величину изги-
бающего момента M, при котором 
торцевые сечения прямолинейного 
упругого стержня (рис. 10.1) сомк-

нутся, образуя брус малой кривизны с замкнутым гладким конту-
ром. Дано: a, EJ .  

Рис. 10.1 
2a 

EJ
2a a a 

4EJ 4EJ EJ 

p 

Рис. 09.6 Р 

pC 

pC 



 

 116 

РЕШЕНИЕ 

Кольцо, получаемое после смыкания тор-
цевых сечений стержня, показано на  
рис. 10.1 Р. 

Ввиду симметрии рассмотрим четверть 
кольца. Изгибающий момент во всём стержне 
равен прикладываемому моменту, поэтому 
участки с разной жёсткостью будут изгибать-
ся по окружностям с соответствующими ра-
диусами: 

JE

M

rJE

M

r


21

1
,

4

1
. 

Если ввести углы α и β, то можно установить следующие гео-
метрические соотношения: 

2/, 21 arar   . 

Тогда 
JE

aM

JE

aM

2
,

4
  . 

Условие смыкания будет записываться как: 
2

  . 

Расписывая его, получаем: 
a

JE
M

JE

aM

3

2

224

3 
 . 

Следует отметить, что 
3

,
6

  . 

Ответ: Торцевые сечения прямолинейного упругого стержня 

сомкнутся при .
3

2

a

JE
M


  

10.2 Два кубика вставлены, как пока-
зано на рис. 10.2, в жёлоб и нагружены 
сверху пуансоном (давление приложено 
только над кубиками). Принимая жёлоб и 
пуансон абсолютно гладкими, жёсткими 
и бесконечными, определить минималь-
ную величину прикладываемого к пуан-
сону давления, при котором будут пере-

a

2а 

3Δ
 

а Δ 

a

р

Рис. 10.2 

Рис. 10.1 P 

r1 r2 

β 

α 
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крыты зазоры. Дано: a, μ = 0,25, 3Δ << a. 

РЕШЕНИЕ 

Определим, какой из зазоров перекроется 
первым. Для этого найдём величину опуска-
ния пуансона v1  в момент перекрытия зазора 
величиной Δ (рис. 10.2 P), считая, что второй 
зазор ещё не перекрылся. Из условия задачи 
следует, что в поперечном к рисунку направ-
лении деформации упругих тел ничем не ог-
раничены. Поэтому в левой заготовке под 
действием пуансона будет возникать одно-
родное сжимающее напряжение I

у , а де-

формации (в абсолютных величинах) – в го-
ризонтальном и вертикальном направлениях: 

I
y

I
y

I
y

I
x EE

 1
,  , 

при этом aI
x , тогда 










 4
1








 av

a

E

a
I
yI

I
y

I
y . 

Таким образом, пуансон опустится ниже, чем зазор 3Δ ,  и правая 
заготовка тоже «включится в работу». Следовательно, первоначаль-
ное предположение неправильное и первым будет перекрыт зазор 
3Δ . Причём, когда будет перекрыт этот зазор, другой ещё останется. 
Дальнейшее вдавливание пуансона приведет к тому, что в правой 
заготовке возникнет также однородное сжимающее напряжение II

у , 

а деформации (в абсолютных величинах) – в горизонтальном и вер-
тикальном направлениях: 

II
y

II
y

II
y

II
x EE

 1
,  . 

Осадка тел в вертикальном направлении, когда будут перекрыты 
все зазоры (между заготовками ещё не будет возникать контактное 
давление) и пуансон опустится на величину v: 

 33, IIIIII vvvvvv . 

С другой стороны: 

р

II
у  I

у  

II I 

v I

v I
I

Рис. 10.2 Р 

х 

у
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I I II I I
1 I I

I I I II I

1 1
,

1 1 3
3 .

y y y y

y y y y

v a a v a a
E E

a a E
E E a

   

   

        


        

 

Условие перекрытия зазора Δ: 


 E

a
a

E
a

E
aa yyyyxx


 IIIIIIIII . 

Тогда 

,
734

2
3 III

a

Е

а

Е

а

Е

а

Е
Е

а yуу














 


  

a

Е
y 2

7I 
 , 

а

Е

a

Е

а

Е
y 2

3

2

7II 






 . 

Из условия равновесия пуансона: bababap II
y

I
у  2 , от-

сюда 

  ,
2

22

7

2

1

2

1 III

а

Е

a

Е

а

Е
р yy










 



   

при этом: 


2

71
a

E
vv I

yI  . 

Ответ: Все зазоры будут перекрыты при 

.
2

а

Е
р


  

10.3 Для приведённой балочно-стержневой кон-
струкции (рис. 10.3) определить вертикальное пере-
мещение точки приложения силы. Деформации счи-
тать малыми. Все стержни имеют одинаковое 
сечение. Дано: b, l = 15b, E, F. 

РЕШЕНИЕ  

Решим задачу методом Мора-Верещагина. Рассмотрим систему 
под действием силы F. Из равновесия шарнира, в котором прикла-
дывается сила, определяются усилия в наклонных стержнях (рис. 
10.3 Р, а). Тогда становятся известны усилия, действующие на вер-
тикальный стержень со стороны наклонных стержней. 

3b

l

l 
l 

l b 

Рис. 10.3 

F 
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Вертикальный стержень испытывает растяжение и изгиб, влия-
ние которых, ввиду малости деформаций, можно рассматривать от-
дельно, а наклонные стержни – только растяжение-сжатие. 

Нормальные усилия в стержнях, определяемые из уравнений 
равновесия, показаны на эпюрах (рис. 10.3 Р, б). 

С точки зрения изгиба вертикального стержня он один раз стати-
чески неопределим. Раскроем статическую неопределимость, рас-
смотрев стержень с действующей на него поперечной силой произ-
вольной величины P (рис. 10.3 Р, в-г). Ниже приводится ход 

раскрытия статической неопределимости при 2/3 FP  . 

,
3

8
2

3

2
22

2

1 3
11 llllJE   

,
6

5

3

2

2

1 3
1 lPllllPJE P 






   

.
32

35

16

5

11

1
1 FPX P 





 

Теперь построим эпюры изгибающего момента (рис. 10.3 Р, д).  
Для определения перемещения точки приложения силы необхо-

димо вместо силы F приложить единичную силу. Эпюры нормаль-
ных сил и изгибающих моментов при единичном нагружении полу-
чаются такими же, как и на рис. 10.3 Р, б и д при F = 1. 

Итак, искомое перемещение, обусловленное только: 

F 

а) 

60° 

l 

l 

 F 

F/2 
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2/3 F  
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Р

в) г) 32
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Рис. 10.3 Р 
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– осевыми жёсткостями стержней конструкции: 

AE

lF

JE

lFF
lFl

AE
N
C 25,3

4

13

2

1

2
13

1




  ; 

– изгибной жёсткостью вертикального стержня: 

.0547,0
232

112

6

77

2

5

3

25

32

3

32

311

3

2

32

35

32

311

2

1

32

311

2

1

32

35

32

35

32

35

3

2

32

35

2

1

1

33

2

3

2 JE

lF

JE

lF

JE

lF

lllFl

lllFlllFl

JE
M
C










 
















































 

Принимая во внимание геометрические характеристики сечений: 

 
4

9
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3
,3

43
2 bbb

JbA  , 

полное вертикальное перемещение: 
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Ответ: Вертикальное перемещение точки приложения силы – 

.3,98
bE

F
C   

10.4 Вал, состоящий из двух участков разной крутильной жёст-
кости (рис. 10.4), сочленён с двумя абсолютно жёсткими брусьями. 

На свободные концы брусьев оказы-
вает давление абсолютно жёсткое ко-
ромысло, к которому прикладывается 
момент (в вертикальной плоскости, 
параллельной оси вала). Определить 
угол поворота коромысла. Деформа-
ции и перемещения считать малыми. 
Дано: l, M, GJр .  

l 

l 

2l/3 
l/3

l 

l М 
3GJp 

GJp 

Рис. 10.4 
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РЕШЕНИЕ 

Рассмотрим коромысло отдельно от остальной конструкции, за-
меняя взаимное действие друг на друга реактивными силами R1, R2 
(рис. 10.4 Р, а): 

Сумма моментов для коромысла относительно его опоры позво-
ляет связать неизвестные реактивные силы: 

1221 2
33

2 R
l

M
R

l

M
RR  . 

Реактивные силы оказывают на рассматриваемый вал воздейст-
вие в виде крутящих моментов: 

1122211 2323, MMlRMMlRMlRM  , 

от которых на каждом участке возникают внутренние крутящие мо-
менты: 

1121 21
,33 MМMMMMМ кк  . 

Система один раз статически неопределима. Рассмотрим систему 
в деформированном состоянии (рис. 10.4 Р, б-в). Запишем два кине-
матических соотношения: 

,2,2
DCDC

   

распишем: 

р
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к
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  , тогда 

l

ll 

l 

3GJp

GJp 

Рис. 10.4 Р
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Следовательно: 
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Ответ: Угол поворота коромысла – .
4

3

рJG

lM
  

10.5 Тонкостенная шарнирно-закреплённая обо-
лочка в форме усечённого конуса (рис. 10.5) нагре-
вается на Δ t .  Определить допускаемую степень на-
грева. Дано: α, E, R, σ т , n т . 

РЕШЕНИЕ 

Применим метод сечений и рассмотрим равно-
весие конического элемента оболочки: 

 

0 0

0

2 cos 2 cos ,
,

.

m m

m

R r
r R

R
r

r

         

 

     


  

 

Записывая соотношение Лапласа для безмоментной теории обо-
лочек: 

0,0,,  tm

t

t

m

m p
p 






 . 

Таким образом, напряжённое состояние одноосное и согласно 
закону Гука с учётом температурного расширения: 

t
rE

R
t

E
m

m  





 0 . 

Δt R 

2R 

Рис. 10.5 
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Из закрепления оболочки следует, что изменение длины обра-
зующей цилиндра 0 l , с другой стороны:  


L

m sdl  , где 
sin

rd
sd   – длина бесконечно малого элемента 

образующей цилиндра, поэтому 
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 
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     


 

Тогда  
r

RtE
rm 




2ln

 . 

Согласно условию прочности: 

 
T

T

T

Т

m ntE
t

n 






2ln

,0
max . 

Ответ: Допускаемая степень нагрева –   .
2ln

T

T

ntE
t







 

10.6 Определить горизонтальное пере-
мещение торцевого сечения спиралевидного 
бруса (рис. 10.6), нагруженного изгибающим 
моментом. Дано: b, E, M, l >> b. 

РЕШЕНИЕ 

Для определения перемещений восполь-
зуемся интегралом Мора. Вначале получим 
зависимости изгибающих моментов в произ-

вольном сечении от действия прило-
женного момента M (рис. 10.6 Р) и 
единичной горизонтальной силы, 
приложенной также к торцевому се-
чению. В произвольном сечении во 
всех случаях нагружения имеет место 
косой изгиб. 

M 
Рис. 10.6 
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y •

х
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х
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Рис. 10.6 Р 



 

 124 

,sin,cos  MMMM yx   

.cos,sin  zMzM г
у

г
х   

Запишем интеграл Мора для определения горизонтального сме-

щения торцевого сечения, учитывая что 


l
z

2
  и 


d

l
zd

2
 : 

.cossin
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
  

Отдельно вычислим интеграл: 
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               

  

Таким образом, 






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
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г JJE
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Вычислим: 
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4
,
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4 4343 bbb
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
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Итак, окончательная величина искомого перемещения: 

4

2
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1
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bE

lM

bE

lM
г 





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Ответ: Горизонтальное перемещение торцевого сечения бруса – 

.448,0
4

2

bE

lM
г   

2.18. Олимпиада 2011 г., г. Пермь, ПНИПУ 

11.1 Дан брус переменного сечения (рис. 
11.1), нагруженный в центре силой F. В каком 
сечении стержня возникает максимальное по 
модулю нормальное напряжение? 

Рис. 11.1 

F 

l 
l 

A 

2A 
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РЕШЕНИЕ 

Запишем уравнение равновесия (рис. 11.1 Р)  
RA +  RC = F и условие совместности перемеще-
ний: 

Δ lA C =  Δ lA B + Δ lB C  =0     (1) 


l

A
ВA zAE

zdR
l

0 )(
, 




l

l

A
CB zAE

zdFR
l

2

)(

)(
, 











l

z
AzA

2
2)( , )22(ln2

22
lzl

lz

zd


 . 

Поэтому из (1) имеем: 

    0
2

)22(ln2
0

)22(ln2 



l

l
lzl

AE

FRl
lzl

AE

R AA , 

    0)5,1ln1ln(2)()2ln5,1ln(2  FRR AA , 

FFR A 585,0
5,0ln

3/2ln
 , FRFR AC 415,0 . 

Таким образом, в сечении, принадлежащем участку АВ, чуть 

выше точки приложения силы F: 
A

F

A

F
390,0

5,1

585,0)1(   (растяги-

вающее напряжение), а в точке C: 
A

F

A

F
415,0

415,0)2(   (сжимаю-

щее напряжение). 
Следовательно, самое большое по модулю напряжение возника-

ет у нижней заделки стержня: 
A

F
наиб

415,0 . 

Ответ: максимальное нормальное напряжение – 
A

F
наиб

415,0  

возникает у нижней заделки стержня. 

Рис. 11.1 P 
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11.2 Имеется стержень с начальным несо-
вершенством, выгнутый по дуге окружности 
большого радиуса со стрелой прогиба в центре 
v0 (рис. 11.2). Как необходимо нагреть стержень, 
чтобы он стал прямым, если коэффициент тем-
пературного расширения равен α?  

РЕШЕНИЕ 

Очевидно, стержень необходимо нагревать 
неравномерно по ширине сечения. Поскольку 

равномерный нагрев не 
влияет на кривизну 
стержня, нужно нагревать 
стержень следующим об-
разом (рис. 11.2 Р, а): вы-
пуклую часть не нагре-
вать, а вогнутую 
нагревать на Δ t . Можно 
нагревать и обе поверхно-
сти с перепадом температур Δ t .  На основании гипотезы плоских 
сечений деформация вогнутого слоя равна ε = a/ρ ,  с другой сторо-
ны, деформация этого слоя равна ε =α Δ t . Тогда 1 /ρ  = α Δ t /a .  

Исходную кривизну можно вычислить, зная длину стержня и 
стрелу прогиба (рис. 11.2 Р, б): Δ АВС подобен Δ АВD, откуда полу-

чаем: 
00

0

2

2/

2/ v

l

l

v





, где ρ 0  – исходный радиус кривизны. Так как 

v0  намного меньше, чем ρ0 , то 
2

0

0

81

l

v



. 

Приравнивая начальную кривизну к температурной, получим 

2

0

2

0

0

8
,

8
,

11

l

va
t

a

t

l

v








 . 

Ответ: Чтобы стержень стал прямым, его вогнутую поверхность 

необходимо нагреть на .
8

2

0

l

va
t


  

l 

v0 

ρ0 a 

a  

Рис. 11.2 
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Рис. 11.2 P 
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11.3 При каких значениях 
a

b
 

максимальное нормальное напряже-
ние в первом брусе станет больше, 
чем во втором (рис. 11.3)? 

РЕШЕНИЕ 

Первый брус подвержен внецен-
тренному растяжению, а второй – 
центральному растяжению. В ослаб-
ленном сечении первого бруса сила 

приложена не в центре сечения и создает изгибающий момент  
Ми  = Fb/2. 
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Возьмем крайний случай max
)2(

max
)1(   , тогда 

2

2

2
1 2

1 3 1
,

1 (1 ) 1 2

(1 ) (1 2 ) 3 (1 2 ) (1 ) 0,

5 2 0, 0, 2 / 5.


  

    

   

  
  

          

      

 

Нулевой корень не подходит по физическим соображениям, сле-
довательно, при соотношении 

max
)2(

max
)1(5

2   . 

Ответ: Нормальное напряжение в первом брусе станет больше, 
чем во втором, при λ  2/5. 
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a a
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F a) б) 

Рис. 11.3 
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11.4 Дан двухступенчатый брус, защем-
ленный по концам в заделках (рис. 11.4). Ле-
вая часть бруса нагружена давлением p. Найти 
изменение объёма бруса. 

РЕШЕНИЕ 

Суммарная длина бруса не изменяется 
,02   ll       (1) 

но llll zz
)2(

2
)1( ,    . Так как длины обоих участков оди-

наковы, то )2()1(
zz   . 

Напряженное состояние в обеих частях стержня показано на рис. 

11.4 Р, б-в. Из обобщённого закона Гука  )(
1

rtzz E
   
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p
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1 )1(

)1()1( 
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)2(
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E
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z
   

Учитываем, что напряжения от реакций в заделках равны 

2
)1( 4

d

N
z 

  , 
2

)2(

d

N
z 

  . Подставляя деформации и напряжения в 

уравнение (1), получим: 02
41

22













d

N
p

d

N

E 



. Тогда внутрен-

няя сжимающая сила равна 
5

2 2dp
N


 , а напряжения: 

,
5

8)1( p
z

   
5

2)2( p
z

  . 

Изменение объёма стержня выразим через объёмную деформа-
цию  

l l 
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,022   VVV    rtzE
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
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Окончательно имеем: )1601()21(
20

2




E

lpd
V . 

Ответ: При нагружении левого участка давлением р объём бруса 

уменьшается на )1601()21(
20

2




E

lpd
V . 

11.5 Бесконечный стержень, имеющий 
плотность ρ, лежит на абсолютно жёстком 
столе таким образом, что его конец выдви-
нут за край стола на участок длиной l (рис. 
11.5). Найти координату точки касания 

стержня со столом a.  

РЕШЕНИЕ 

Можно считать, что стержень на-
гружен распределённой нагрузкой q, 
равной произведению плотности на 
площадь поперечного сечения (рис. 
11.5 P, а). Очевидно, что в точке A, в 
которой стержень касается стола  
Mx  = 0,  так как кривизна стержня 

равна нулю, а в точке К – 
2

2lq
M x  . 

Тогда эпюра моментов качественно выглядит так, как показана на 
рис. 11.5 P, б.  

Найдём а из условия равенства нулю перемещения в точке K, 
при этом будем считать, что в точке А стержень закреплён в заделке 
(рис. 11.5 P, в). 

.0
4

1

23

1

3

1

222

1 222


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lqaq
JE Kx  

Откуда координата точки касания стержня со столом la 2 . 
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Рис. 11.5 
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Рис. 11.5 Р 
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Ответ: Координата точки касания стержня со столом – .2 la   

11.6 Тонкостенная трубка эл-
липтического поперечного сече-
ния (δ << b) закручивается мо-
ментами M (рис. 11.6). Найти 
величину равнодействующей ка-
сательных напряжений в первой 
четверти сечения: х ≥ 0, у ≥ 0. 

РЕШЕНИЕ 

Как известно, касательные напряжения 
в тонкостенном замкнутом контуре при 

кручении равны 



ba

M

А

M

W

M

к 22 *
 . 

Равнодействующую силу Р можно най-
ти из уравнения равновесия моментов 
отсечённой части трубки (рис. 11.6 Р, б): 
P·l = F·h, где l – длина трубки, 

22 bah   – плечо силы F = τδ l  (рис. 

11.6 Р, a), создаваемой касательными на-
пряжениями τ, действующими в продоль-
ных сечениях трубки. Отсюда 

h
l

hl

l

hF
P 

 . 

В итоге получаем значение силы Р: 
2 2

2

M a b
P

ab


 . 

Ответ: Равнодействующая касательных напряжений в первой 

четверти сечения – 
2 2

2

M a b
P

ab


 . 
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Рис. 11.6 P 
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2.19. Олимпиада 2012 г., г. Самара, СГАУ 

12.1 Абсолютно жёсткий брус (рис. 
12.1) подвешен через равные расстояния на 
пятнадцати одинаковых тягах (E, A, l) и на-
гружен силой F. Найти усилие в 10-й тяге. 

РЕШЕНИЕ 

Введём в 
рассмотрение угол   и расстояние ме-
жду тягами а (рис. 12.1 Р). Тогда удли-
нения стержней могут быть записаны 
следующим образом: 
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Запишем уравнения равновесия для сил  

l

AEa
NFFN i




105
15, 15  
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Ответ: Усилие в 10-й тяге – .
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12.2 На стержень круглого поперечного сече-
ния наклеена нить по винтовой линии с углом 
подъёма α (рис. 12.2). Найти соотношение между 
крутящим моментом М к и растягивающей силой F, 
которые прикладываются к брусу, при котором 
длина нити не меняется.  

Дано: α = 30°, μ = 0,25, d. 

РЕШЕНИЕ 

Вырежем призматический элемент 
стержня и уравновесим его (рис. 12.2 Р): 

2cos sin 2 .z       
Аналогично в направлении β: 

2sin sin 2 .z     
 

Для того, чтобы длина нити не 
менялась в процессе нагружения бруса, 
должно выполняться следующее условие: 

,0)(
1

  
E

 

2 2(cos sin ) ( sin 2 sin 2 ) 0,z              

кр

2 3

164
, .z

MF

d d
 

 
   

Подставляя угол и коэффициент Пуассона получим: 

.0)25,01(
2

316

4

1
25,0

4

34
3

кр

2







 

d

M

d

F


 

Откуда следует соотношение между силой F и моментом М кр: 

.298,6
75,2

310 кркр

d

M

d

M
F   

Ответ: Длина нити не меняется при .298,6 кр

d

M
F   

α 

z 
F M 

y 

x d 

Рис. 12.2 

α

α

β 

τ
σα 
τα 

τ 
σz

Рис. 12.2 Р 
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12.3 В каком сечении бруса с линейно ме-
няющейся по длине жёсткостью и нагружен-
ном равномерно распределенными парами сил 
m (рис. 12.3) будет возникать максимальный 
угол закручивания φmax? 

РЕШЕНИЕ 

Вводя момент 
реакции в левой заделке MR  (рис. 12.3 Р),  
получим выражение внутреннего 
момента в сечении z: M(z) = MR  – m·z. 
Полярный момент инерции произволь-
ного сечения: Jp(z) = Jp·(2 – z/ l) . 
Запишем условие совместности 
перемещений для бруса: 

0 0

0

( )

2 /

0.
2 /

l l
R R

p p

l

M m z d z M d z

G J G J z l

m z d z

G J z l


 

   
  

 
 

 


 

Интегралы, входящие в данные выражения, табличные: 

 
0

1
ln 2 / ln 2,

02 / ( 1 / )

l ld z
z l l

z l l
   

   

  2
2

0

1
2 / 2 ln 2 / (2ln 2 1).

02 / ( 1 / )

l lz d z
z l z l l

z l l
       

  

Откуда имеем: 

,0)12ln2(2ln
2









pp

R

JG

lm

JG

lM
 

.577,0
2ln

)12ln2(
ml

lm
M R 


  

Ответ: Максимальный угол закручивания возникает при  
z = 0,577l. 

MR

m

Рис. 12.3 Р 

M(z) 

n z 

0,577ml

0,423ml 

x

0,577l

x 

x x x

φ

m 

l 

Jp 2Jp 

Рис. 12.3 

x 
x 

x x x 
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12.4 Найти максимальное 
нормальное напряжение в кон-
сольной балке (рис. 12.4) при 
нагружении силой F.  

Дано: F, l, R. 

РЕШЕНИЕ 

Найдём центр тяже-
сти сечения (рис. 12.4 Р). 
Статический момент от-
носительно оси 0x  равен:  


A

x AdyS
0

,  

где siny R  , 2dA dy b  , 

cosRb  , cosRyd   или 

 
2/

4/

23 sincos2
0




 dRS x

/ 2 33
3 2 3

/4

/ 2 22
2 cos ( cos ) cos .

/ 43 6

RR
R d






  


      

Площадь сегмента определяется как четверть разности площадей 

круга и квадрата: .)2(
4

1 22 RRA    Тогда 0 2 2

3( 2)

x

c

S R
y

A 
  


 

= 0,8259 .R Таким образом, максимальное расстояние от централь-

ной оси до наиболее удалённой точки сечения равно: 
.1741,0)8259,01(max RRy   

Осевой момент инерции сегмента относительно оси 0x  равен: 

0

/2 4
2 4 2 2 4

/4

/ 21 sin 4
2 cos sin 2 .

/ 48 4 16x

R
J y d A R d R





    


           
   

Осевой момент инерции сечения относительно центральной оси 

сегмента cx : .106764,1)8259,0(
4

)2(

16
432

24

RR
RR

J
cx







 

 

Рис. 12.4 Р 
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Рис. 12.4 
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Максимальное напряжение в балке возникает в заделке и равно:  

.9,103
106764,1

1741,0
343max

max

max R

lF

R

RlF
y

J

M

cx





   

Ответ: Максимальное нормальное напряжение в консольной 

балке – .9,103
3max R

lF
   

12.5 На медную тонкостенную трубку со 
средним диаметром D  и толщиной стенки   
надевается стальная трубка с такой же тол-
щиной стенки без натяга и зазора (рис. 12.5). 
Система в сборе нагревается на Δ t . Найти 
контактное давление р к , возникающее между 
трубками. Дано: D = 60 мм, δ = 6 мм,  
Е с т  = 2·105 МПа, Ем  = 1·105 МПа, μм  = 0,35, 

μ с т  = 0,24, αм  = 1,8·10-5 1/град, α с т  = 1,2·10-5 1/град, Δ t  = 100°.  

РЕШЕНИЕ 

Как видно из рис. 
12.5 Р, средний диаметр 
стальной наружной труб-
ки равен 2D  . При 

нагревании системы в 
сборе радиальные пере-
мещения обеих трубок в 
месте контакта равны 
друг другу: CTM uu  , где 

,
2

)(  


D
u M

tM 2
)(  


D

u CT
tCT . 

Окружные деформации )( M
t

)(CT
t равны: 

,)()( )()()(
k

M
t

M
t

M
t pt    ,)()( )()()(

k
CT

t
CT

t
CT

t pt    

где первые слагаемые – температурные деформации tt  , а 

вторые – от контактного давления kp . 

D 

y

x 
медь 

сталь 

Рис. 12.5 

δ 

ст
t  

δ

медь

сталь 

Рис. 12.5 Р 

сталь

медь
D
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δ

м
t
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Согласно обобщённому закону Гука:  .)(
1

rztt E
    

Напряжения в медной и стальной трубках равны: 

,,0,
2

)2(
)()()(

k
CT

r
CT

z

kCT
t p

Dp



 




  

.,0,
2

)()()(
k

M
r

M
z

kM
t p

Dp
 


   

Тогда имеем )()( СТ
t

M
t   , 

.
2

)2(1

2

1




















 kCT

k

CT

CTkM

k

M

М p
Dp

E
tp

Dp

E
t 









 
Учитывая соотношение модулей Юнга MCT EE 2 и соотноше-

ние коэффициентов MCT 
3

2
 , имеем: 

.МПа722,7
35,02

6
60

24,01
62

60
1012100108,13/1

21
2

23/1 55
















MCT

MM

k DD

Et
p







  

Ответ: Контактное давление, возникающее между трубками – 
.МПа722,7kp  

12.6 На горизонтальный консольно за-
креплённый стержень надета с трением 
втулка, к которой приварен вертикальный 
стержень (рис. 12.6). Нижний край верти-
кального стержня закреплён в горизон-
тальном направлении. Сила трения между 
втулкой и стержнем равна FТР. 

1 Определить величину внешней си-
лы F = F* , при которой начинается про-

скальзывание в паре трения. 
2 Определить смещение втулки В при F = 1,5 FТР. 

EJx

EJx Пара 
трения 

F l l 

l 

Рис. 12.6 

В 
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РЕШЕНИЕ 

Пока проскальзывания в паре трения нет, система является ста-
тически неопределимой. Раскроем неопределимость методом сил 
(рис.12.6 Р а – в): .01111  FХ  

,
3

4

3

2

2

1 3
11 lllllllJE x   

,
2

3

2

1 3
1 lFFllFllJE Fx 






   .

8

9

11

1

1 FX F 





 

 
Когда сила реакции в катке 1X и равная ей сила в паре трения 

достигает значения, равного силе трения, начинается проскальзыва-
ние. 

Тогда .
8

9
1TP FXF   Откуда .

9

8
TP

* FF   

После начала проскальзывания задача становится статически 
определимой (рис.12.6 Р, г – з), т.к. сила реакции в катке становится 
известной и равной TPF . Для определения перемещения узла трения 

при силе TP5,1 FF   необходимо перемножить суммарную эпюру МΣ 

(рис.12.6 Р, з) на эпюру 2M  от единичной силы, приложенной к па-

ре трения (рис.12.6 Р, д, е): 

.
12

11

3

2

2

1
5,1

2

1
5,0

3lF
llFFFllJE TP

ТРТРТРBx 





   

Рис. 12.6 P 
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Ответ: Сила, при которой начинается проскальзывание в паре 

трения. ,
9

8
TP

* FF   смещение втулки В при F = 1,5 FТР – 

.
12

11 3

x

TP

B JE

lF
  

2.20. Олимпиада 2013 г., г. Владивосток, ДВФУ 

13.1 Консольно закреплённый брус 
треугольного поперечного сечения 
нагружен силой F (рис. 13.1). Какой 
силой X необходимо нагрузить брус 
дополнительно, чтобы его изогнутая 
ось располагалась в вертикальной 
плоскости? 

РЕШЕНИЕ 

Как известно, для равнобедренного 
прямоугольного треугольника (рис. 13.1 Р) 

,
72

4a
J x   .

24

4a
J y   Таким образом, .

3
y

x

J
J   

Очевидно, что суммарные проекции сил на 
оси х и у должны соотноситься в обратной 

пропорции .3   yx FF  Только тогда вектор 

перемещения центра тяжести сечения будет 
лежать в вертикальной плоскости, так как 

,
3

3

y

x
x JE

lF







  .
3

3

x

y
y JE

lF








  

Суммарные проекции сил равны: 

,
2

2

2

2
ХFF x   

l

а 

а 

а/3

а/
3 

Рис. 13.1 

F

X 

y 
x

X
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y 
x

δ

б)

а)

δу δх 

Рис. 13.1 Р 
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2 2

,
2 2уF F Х    

.
2

2

2

2
3

2

2

2

2










 ХFХF  

Откуда следует: .
2

F
Х   

Ответ: Чтобы изогнутая ось бруса располагалась в 
вертикальной плоскости, нужно приложить дополнительную силу 

.
2

F
Х   

13.2 Абсолютно жёсткий брус 
подвешен на трёх стержнях (рис. 13.2). 
Второй стержень имеет монтажный натяг 
Δ. Как нужно изменить температуру 
первого стержня после сборки системы, 
чтобы абсолютно жёсткий брус принял 

горизонтальное положение? 

РЕШЕНИЕ 

Уравнения статики (рис. 13.2 Р, а):  
,0321  NNN  .0432  aNaN  

Уравнения совместности переме-
щений (рис. 13.2 Р, б): 

,31 ll   .32 ll   

Удлинения стержней: 

,1

1 tl
AE

lN
l 




   

,2

2 AE

lN
l




  .3

3 AE

lN
l




  

Таким образом, имеем четыре неизвестных N1, N2, N3, Δ t  и че-
тыре уравнения для их решения. Решая совместно эти уравнения, 
имеем: 

1 2 3 

Δ 
l, A l, A l, A 

Рис. 13.2 

α 3α 

а) 

Рис. 13.2 P 

a 3a

N2 N1 N3 

ΔΔl2 
Δl1 Δl3 

до деформации 

б) 
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,
2

3
1 tAEN    ,22 tAEN    ,

2

1
3 tAEN    .

5

3

l
t




  

Ответ: Чтобы абсолютно жёсткий брус принял горизонтальное 
положение, нужно нагреть первый стержень на 

.
5

3
1 l

t



  

13.3 Трубка длиной l, толщиной δ и 
средним диаметром D = 20 δ вставляется без 
зазора и натяга в абсолютно жёсткий и гладкий 
канал и нагружается через жёсткий плунжер 
сжимающей силой F. (рис. 13.3) Определить 
силу F, при которой изменение длины трубки 
будет равно Δ l ,  если коэффициент Пуассона  
μ = 0,3. 

РЕШЕНИЕ 

Напряжённое состояние в трубке 
показано на рис. 13.3 Р. Поскольку кон-
тактное давление pr << σ z , t , им можно 
пренебречь. 

,00 
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 ztt E
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1 2


 

D

F

EE tzz  

Так как длина трубки уменьшается, в дальнейшем при вычисле-
нии силы возьмём её по модулю: 

.)1( 2


 
D

F

E

l
ll z  
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Рис. 13.3 Р 
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Откуда получаем искомую силу: 

.
05,69

)1(

2

2 l

El

l

DEl
F




 





  

Ответ: Сила, при которой изменение длины трубки будет Δ l  – 

.
05,69 2

l

El
F


  

13.4 Определить осевые моменты 
сопротивления Wx  и Wy  данной плоской 
фигуры (рис. 13.4). 

РЕШЕНИЕ 

Сечение имеет более двух осей симметрии, 
следовательно, все центральные оси будут 

главными и 
2

p

yx

J
JJ   Обозначим поляр-

ные моменты инерции сегмента, круга и 

квадрата соответственно: .,, кв
p

кр
p

сег
p JJJ  

Очевидно, что для каждого сегмента (рис. 

13.4 Р, а) .)(
4

1 кв
р

кр
p

сег
p JJJ   Учитывая, 

что осевые моменты инерции квадрата 

 
,

12

2
4

R
JJ кв

y
кв
х    

 
,

6

2
4

R
JJJ кв

y
кв
х

кв
p   имеем 

 
.

24

)43(

6

2

24

1 4
4

4 RRR
J сег

p



















 
Тогда очевидно, что полярный момент 
заданной фигуры (рис. 13.4 Р, б) равен  

Рис. 13.4 

120° 120°

120° 

R2  y 

x 

R 

Рис. 13.4 Р 
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x 
R2  

хнаиб 

у н
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4 4

4

(3 4)
3 3

2 24

( 4)
.

8

кр сег
p р р

R R
J J J

R

 




    




 

Тогда .
16

)4(

2

4RJ
JJ р

ух





 

Окончательно имеем: 
3

3

max

( 4)
0,4463 ;

16
x x

х

J J R
W R

y R

 
     

.4311,0
15cos16

)4(

15cos
3

3

max

R
R

R

J

x

J
W xy

y 


 


 

Ответ: Моменты сопротивления изгибу плоской фигуры: 
30,4463 ;хW R  .4311,0 3RW y   

13.5 Круглый брус (рис. 13.5) диаметром 
2R  и длиной l скручивается моментами T 
(рис. 13.5). Определить момент М от 
касательных напряжений, возникающий в 
продольных сечениях бруса, отстоящих от 
оси на расстоянии R /2, если l = 20R . 

РЕШЕНИЕ 

Все указан-
ные сечения рав-
ноценны, поэтому 
остановимся на 
анализе верти-
кального про-
дольного сечения. 
Определим рав-
нодействующую касательных напряжений в сегменте. Причём в си-
лу симметрии рассмотрим только половину сегмента (рис. 13.5 Р, а). 
Искомый момент, исходя из условия равновесия, будет равен произ-
ведению равнодействующей силы на длину бруса. Касательное на-




cos

cos 0R  

φ

R 

φ0 

a) 

φ

dφ
dr

r

τ τ '

б) 

F

M

l 

F 
в) 

Рис. 13.5 Р

Рис. 13.5 

l T 

T 

R/2  

2R
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пряжение равно ,
2

4
r

R

T
r

J

T

p 
   а его вертикальная проекция 

.cos
2

cos
4




 r
R

T
  

Тогда равнодействующая сила в сегменте будет равна (рис. 13.5 Р, 
б): 

0 0

0 0

0

2
4 4

cos cos0 0

cos cos

3

04
0

2 4
2 cos cos

4
cos cos .

3
cos

R R

R R

R

T T
F r r d r d r r d r d

R R

T r
R d

R

 

 
 



   
 

  




  

 
  

 

   



 

0 0 3 33 3
0

0 2
0 0

3 3
3 3

0 0
0

0

cos
cos cos cos

3 3 3cos
cos

(sin cos tg ) sin .
3 3

R
Rr R

R d d

R R

 




    




   

  
         

  

 
 

Для сегмента, отстоящего на R /2 от оси, угол φ0  равен 600. Поэтому 

имеем 
3

3
4

4 3 3 34
sin 60 .

3 3 8 2

T TT R
F

R R R  
    Момент в продольном 

сечении .
310

20


T
RFlFM   

Ответ: Момент от касательных напряжений, возникающий в 
продольных сечениях бруса, отстоящих от оси на расстоянии R /2 – 

.
310


T

M   
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13.6 Построить эпюру изгибающих моментов 
в плоской раме (рис. 13.6) при нагреве двух её 
элементов на Δ t .  Модуль Юнга равен E, коэффи-
циент линейного температурного расширения 
материала α, поперечное сечение рамы – квадрат 
со стороной a, l = 10a . 

РЕШЕНИЕ 

Для решения воспользуемся методом сил. Введём фиктивную 
температурную нормальную силу N = ε tEA = αΔ tEA . Построим 
эпюры этой силы, а также изгибающего момента, нормальной и пе-
ререзывающей силы от действия единичной нагрузки, приложенной 
по направлению силы X1 (рис. 13.6 Р). Вычислим коэффициент и 
свободный член канонического уравнения: 

11

3

1 1 2 1 2
2( 2 2 2 ) 2 2 2

2 3 2 3

51 41 2
(1 2 1) (1 2 1 1 3 1) .

3

x

y y

x

l l l l l l l l l
E J

k k ll l
l l l

E A G A E J E A G A

               

           
 

3
l 

Δ t  2 l

Рис. 13.6 

2
l 

αΔtEA

ОС ЭС Nt M1

Q1 MN1 

X 1

Δt

1 

2 l

l

a) б) в) г) 

д) е) ж)

l

JEl x
41

12  

l

JEl x
41

6  

1 

1 1 

Рис. 13.6 Р
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Теперь раскрываем статическую неопределимость 

.
41

6
2

11

1

1 l

JEt
X xt 








Определив силу X1 , строим эпюру изги-

бающих моментов. 
Ответ: Эпюра изгибающих моментов в плоской раме при 

нагреве двух её элементов на Δ t  представлена на рис. 13.6 Р, ж. 

2.21 Олимпиада 2014 г., г. Туапсе, РГСУ 

14.1 Найти осевые моменты инерции Jx ,  
Jy  данной фигуры (рис. 14.1). 

РЕШЕНИЕ 

Для данной фигуры, но без вырезанного 
сегмента, в силу того, что она обладает более 
чем двумя осями симметрии, имеем: 

/ 2,px y
J J J    

  4

444

128

49

2
1

324

23

32
d

d

ddd
J p 


























 .  

Тогда 449
.

256x y
J J d    

Теперь найдём осевые мо-
менты инерции сегмента (рис. 
14.1 Р). Относительно оси х: 


А

сег
x AdyJ ,2  где ,sin dy  

,2 ydbAd   ,cos db  .cos  ddyd   
Тогда имеем: 

.
164

4sin

8

1
2sincos2

42/

4/

4
2/

4/

224 d
dddJ сег

x

























    

Относительно оси у момент инерции сегмента можно найти че-
рез момент инерции круга, квадрата и уже найденный момент инер-

ции сегмента сег
xJ : 

90º

30º

90º 
90º

30º

Рис. 14.1 

d
2d 

y

x  

у 

dy
 

y  

x 

b 

π/4 α 

y 

x  

a) б) 

Рис. 14.1 Р 
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44 4
4( 2 )1 1 ( 2 )

( 2 ) 2 0,02968 .
2 2 64 12 16

крcег кв сег
y y y х

dd d
J J J J d

  
       

  
 

Ответ: Осевые моменты инерции – 40,1992 ,х
cегJ d  40,02968 .cег

yJ d  

14.2 Определить перемещение узла о фермы 
(рис. 14.2) в направлении ос. Дано: F, E, A, l,  
α = 30°, β = 60°. 

РЕШЕНИЕ 

Согласно теореме Кастильяно перемещение 
точки приложения силы в упругой системе в на-

правлении приложенной силы определяется по 

формуле 
F

U




 . Потенциальная энергия систе-

мы равна  

.
22

2
2

2
1

AE

lN

AE

lN
U   

Усилия в стержнях находим из уравнения равновесия (рис. 14.2 
Р): ,sin1 FN   .cos2 FN   

Тогда .
2

cos
2

sin
2

2

2
2
22

2
1

AE

lF

AE

lN

AE

lN
U    

Таким образом, 
AE

lFOB
O  . Следовательно, перемещение узла 

О в направлении ОС будет равным: 

.
2

3
)3060(cos)(cos)(cos

AE

lF

AE

lF

AE

lFОВ
О

СO
O    

Ответ: Перемещение узла о фермы в направлении ос – 

.
2

3

AE

lFСO
O   

Рис. 14.2 Р 

α
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C
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Рис. 14.2 
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14.3 Участки АВ и CD стержня 
(рис. 14.3) закручиваются некото-
рыми моментами М1  и М2  на углы 
2φ0  и φ0  соответственно. Затем 
между участками АВ и CD жестко 
закрепляется участок ВС, а внеш-
ние моменты снимаются. Какой 

должна быть жёсткость центрального участка ВС (каков коэффици-
ент b?), чтобы после монтажа взаимный угол поворота сечений В и 
С составлял φB C = 2φ0  Построить эпюры крутящего момента и угла 
закручивания для этого случая. 

РЕШЕНИЕ 

Эпюры крутящих моментов и углов закручивания до монтажа 
представлены на рис. 14.3 Р, а-б ( крМ   и  ). После монтажа и сня-

тия внешних моментов во всем брусе возникает постоянный кру-
тящий момент М0, препятствующий полному раскручиванию уча-
стков AB и CD. Углы закру-
чивания участков АВ и CD 
после монтажа составят: 

p

B JG

lM 0 , 
p

С JG

lM

2
0 . Се-

чения В и С участков АВ и 
CD повернутся (раскрутятся) 

на углы 
p

B JG

lM 0

02    и 

p

C JG

lM

2
0

0   соответст-

венно. Очевидно, что сече-
ния В и С центрального уча-
стка повернутся на такие же углы. Взаимный угол закручивания бу-

дет равен 0

0

0

0

0 2
2

2  
pp

СB JG

lM

JG

lM
. 

2GJрGJр 
bGJр 

B C D

C B 

А 

x

xМ 1  М 2  

l l l 

Рис. 14.3 

2GJр  GJр  bGJрB C D 

Рис. 14.3 Р 
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2φ 0 /3 2φ 0 /3 
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
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Откуда .
3

2 0

0 l

JG
M p

  

С другой стороны, .2 0

0  
p

СB JGb

lM
 

Тогда 
3

1
b  и угол закручивания сечения В участка AB равен 

,
3

2
0

0 
pJG

lM
 а участка BC ,

3

4
2 00

0  
pJG

lM
 угол закручивания 

сечения С участка ВС равен ,
3

2

3
13

4
0

0

0  
pJG

lM
 а участка CD 

.
3

1

2 00

0  
pJG

lM
 В сечении D угол закручивания равен 

.0
23

1 0

0 
pJG

lM
  

Строим эпюры крутящих моментов и углов закручивания. 
Ответ: Жёсткость центрального участка ВС – GJp /3. Эпюры 

крутящих моментов и углов закручивания после монтажа и разгруз-
ки представлены на рис. 14.3 Р, в-г. 

14.4 Найти усилия в стержнях 1 и 
2 при нагревании второго на Δ t  с 
учётом податливости горизонтальной 
балки (рис. 14.4). Дано: Δ t , d,  
E1 = 100Е, E2 = Е, l = 10d. 

РЕШЕНИЕ 

Из уравнения равновесия ( 0AM ) (рис. 14.4 Р, а) находим: 

21 2 NN  . Аналогично из рис. 14.4 Р, б – .2/12 N  С помощью 

правила Верещагина (рис. 14.4 Р, в-г) определяем прогиб горизон-
тальной балки в т. О: 

E 2 , d 

l l 

l 

E 1 , d 
1 2 

Рис. 14.4 
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.
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1

3
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F

x JE

lN
MM

JE
v   

Удлинения стержней 1 и 2 равны: 

,
2

1

1

xJE

lN
l   .

2

2

2 lt
AE

lN
l    

Из геометрии очевидно: 
,)(2 12 vll   

,
3

2
1

3
2

2
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2
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
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2
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2 ltAE
JE

AEl
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x











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.161600
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64)10(
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2

1
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4
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1

2
2


E

E

E

E

d
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JE

AEl
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Тогда  

.05013,006383,0

3
162

5

3
2 tdЕltАЕ

ltAE
N 





 

 

.1003,02 3
21 tdENN    

Ответ: При нагревании второго стержня на Δ t  в стержнях возни-

кают усилия – ,1003,0 3
1 tdEN    .05013,0 3

2 tdЕN    

14.5 П-образная рама 1 (рис. 14.5) сжима-
ется силами F так, что образуются прогибы 
Δ . Затем к ней шарнирно присоединяется по-
лукруглая рама 2 и нагрузка снимается. По-
строить эпюру изгибающих моментов в по-
лучившейся конструкции после монтажа, 
считая Δ  << R. Дано: E, Jx, Δ , R . 

Рис. 14.4 P 
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Рис. 14.5 
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РЕШЕНИЕ 

Система после сборки один раз статически неопределима. Рас-
кроем статическую неопределимость методом сил (рис. 14.5 Р): 

,211 X  

,
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2

2

1
2

1 3
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
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,
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)sin(
1 3
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xx JE

R
dRR
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2
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)2(

11
)1(

1111

xx JE

R

JE

R















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22
33
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JE

R
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

 

Строим эпюру изгибающих моментов. 
Ответ: Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 14.5 Р, г. 

14.6 Определить, какими должны быть 
приложенные к трубке сила F и момент М 
(рис. 14.6), чтобы в центральной части труб-
ки (удалённой от днищ), возникало напря-
женное состояние «чистый сдвиг» и чему 
равны при этом касательные напряжения? 
Дано D = 20δ , р1  = р ,  р2  = 1,16р .  

Рис. 14.5 Р 

11 

1 1
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Х Х 

Х Х 
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3
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р 1  

F F 

М М 

Рис. 14.6 

δ 
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РЕШЕНИЕ 

Как известно, главные напряжения в общем случае напряжённо-
го состояния находятся из решения кубического уравнения: 

,032
2

1
3  JJJ   где J1 ,  J2 ,  J3  – инварианты 

напряжённого состояния. Очевидно, что при «чистом сдвиге» долж-
но выполняться следующее условие: J1  = J3  = 0. На рис. 14,6 Р пред-
ставлены напряжённые состояния только под действием давления 
(а и б) и при действии силы и момента (в), в которых:  
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Суммарное напряжённое состояние представлено на рис. 14.6 Р, г. 
Первый инвариант:  
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21  pp

D

F
pJ rtz 
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Откуда .70,3703,0 22  pDpF   
Третий инвариант:  
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Откуда .490,024,00)6,04,0( 2 ppppp    

Тогда момент  

.9,307
40

49,0 33  pDpWМ p   

Касательное напряжение, характеризующее искомое напряжён-
ное состояние «чистый сдвиг», равно:  
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.24,04,06,04,0()6,0( 222

2
2
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I rzzttr



 
 

Ответ: Чтобы в центральной части трубки возникало напряжённое 
состояние «чистый сдвиг», нужно, чтобы 237,70 ,F p  

,9,307 3pМ   при этом касательные напряжения – .p  

2.22 Олимпиада 2015 г., г. Казань, КГАСУ 

15.1 На сколько нужно нагреть пра-
вый участок бруса (рис. 15.1), чтобы 
максимальное касательное напряжение 
увеличилось втрое? Дано: l, d, M, E, G, 
α, где α – коэффициент линейного тем-

пературного расширения материала. 

РЕШЕНИЕ 

Раскроем сначала статическую неопределимость в задаче круче-
ния (рис. 15.1 P, a):  

.0
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Очевидно, что максимальные касательные напряжения, вызы-
ваемые крутящим моментом, одинаковы на двух участках и равны. 
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Затем раскроем статическую неопределимость в задаче о нагреве 

(рис. 15.1 P, б): ,0
4

)2(
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 откуда 

.6/2dtEN    

Нормальные напряжения соответственно равны: 

,6/tEI    .3/2 tEII    

После нагрева напряжённое состояние в брусе становится упро-
щённым плоским (рис. 15.1 P, в), для которого 
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Максимальное касательное напряжение после нагрева будет на 
втором участке бруса, где нормальные напряжения больше. 
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Ответ: Чтобы максимальное касательное напряжение увеличи-
лось втрое, нужно нагреть правый участок бруса на 

.802,4
3dE

M
t


  

15.2 Брус нагружен наружным давле-
нием p (рис. 15.2). Чему должен быть 
равен коэффициент Пуассона μ материа-
ла бруса, чтобы сила реакция в левой 
заделке была равна нулю?  
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РЕШЕНИЕ 

Давление, действующее 
на выступы бруса, создаёт 
осевые силы (рис. 15.2 P, а):  

,75,0)4/( 222
1 dpddpF     

.75,3)4/4( 222
2 dpddpF    То есть F2  = 5F1 .  

Составим уравнение совместности перемещений 
,0321  lll  где .i z ii

l l    

Осевые деформации z i
  на каждом участке определим для на-

пряжённого состояния, приведённого на рис. 15.2 P, б, по обобщён-
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Откуда имеем: .2143,0
14

3
  

Ответ: Чтобы сила реакция в левой заделке была равна нулю ко-
эффициент Пуассона материала бруса должен быть равен –  

μ = 0,2143. 

15.3 Вал диаметром d нагружается из-
гибающим моментом M и нормальной си-
лой N. На вал в некотором сечении А на-
клеено три тензодатчика в продольном 
направлении (как показано на рис. 15.3). 
На них наблюдаются следующие значения 
деформаций: ε1  = 2ε0 ,ε2  = 3ε0 , ε3  = ε0 .  
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Найти изгибающий момент, нормальную силу и угол α между плос-
костью момента и осью y. Дано: d, E, ε0 . 

РЕШЕНИЕ 

1 вариант. Изгибающий момент можно представить (рис. 15.3 Р) 
как геометрическую сумму двух моментов Мх  и Му .  Нормальные 
осевые напряжения для i-го датчика при внецентренном растяже-
нии-сжатии можно определить по фор-
муле: 
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где Jx = Jy= J.  
Координаты датчиков (R  = d /2): 
y1  = R sin 30 ◦= R/2, y2  = R/2, y3  

=– R,  x1  = – R cos 30 ◦= – 3 R/2,  

x2  = 3 R/2, x3  =0. 

На основании закона Гука имеем: 
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Решая эту систему трёх уравнений с тремя неизвестными (Мх ,  
Му ,  N) ,  имеем: 
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Очевидно, что Mx = M sin β ,  My = M cos β .  

 Откуда arctg arctg 3 60 .x

у

M

M
      Угол β отсчитывается от 

оси х. Тогда искомый угол α, отсчитываемый от оси у, будет равен  
α  = 90 ◦  – 60 ◦  = 30 ◦ .  

2 вариант. Так как поперечное сечение (круглое) имеет беско-
нечное число главных центральных осей и Jx = Jy= J,  то нагруже-
ние можно рассматривать как изгиб в плоскости у1оz. 

Координаты датчиков (R  = d /2):  
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На основании закона Гука имеем: 
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Решая эту систему трёх уравнений с тремя неизвестными (М ,  N, 
α) ,  имеем: 
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15.4 Определить вертикальное пе-
ремещение точки К (рис. 15.4) упругого 
элемента круглого поперечного сече-
ния в виде плоской круговой рамы (1) с 
отогнутым прямолинейным элементом 
(2) под действием силы F. Дано: R, E, 
F, d, μ = 0,25, где μ – коэффициент Пу-
ассона. 

РЕШЕНИЕ 

В данной конструкции элемент 1 ра-
ботает только на кручение. Крутящий 
момент равен МF(φ)  = F ·R = const. 
Элемент 2 работает только на изгиб 

zFzМ F )( . Поэтому перемещение 

точки К складывается из двух слагаемых: )2()1(
ккк   (рис. 15.4 Р). 

Определим перемещение с использованием интеграла Мора. Для 

этого на рис 15.4 Р заменим силу F единичной силой: )(1 М = 1·R = 
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Ответ: Вертикальное перемещение точки К – .8,166
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15.5 Какой жёсткости с должна быть 
пружина, соединяющая две балки 1 и 2 
(рис. 15.5), чтобы при нагружении систе-
мы силой F соотношение максимальных 
изгибающих моментов в балках было 

)2(
max

)1(
max 1,0 MM  . Жёсткости балок одина-

ковы. Дано: E, Jx , l. 

РЕШЕНИЕ 

Обозначим внутреннюю силу в пружине N (рис. 15.5 P). Тогда к 
первой балке (рис. 15.5 Р, а) прило-
жена сила N, а ко второй (рис. 15.5 
Р, б) – F + N. Максимальные изги-
бающие моменты в балках соответ-
ственно равны: 
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Из соотношения, заданного по 
условию задачи, имеем: 
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Способом Верещагина найдём вертикальные перемещения в точ-
ках крепления пружины для каждой балки:  
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Удлинение пружины равно разнице между прогибами балок: 
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Ответ: Чтобы при нагружении системы силой F соотношение 
максимальных изгибающих моментов в балках было 

)2(
max

)1(
max 1,0 MM  , жёсткость пружины должна быть – .

3

2
3l

JE
c   

15.6 Брус, соединённый с абсо-
лютно жёстким диском, висящим на 
двадцати равномерно расположен-
ных балках (рис. 15.6), нагружается 
силой F. Определить перемещение 
точки приложения силы о, считая, 
что потеря устойчивости бруса ис-
ключена. Дано: F, l, E, a = l/20,  
b = l/10.  

РЕШЕНИЕ 

Пусть со стороны бруса на диск 
действует сила Х (рис. 15.6 Р, а). 
Каждая балка изгибается кососим-
метрично, поэтому прогиб на конце 
балки   будет равен двум проги-

бам балки в середине 1 (рис. 15.6 

Р, б). Причём в середине балки из-
гибающий момент равен нулю. То-
гда, согласно способу Верещагина: 
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где n = 20 – число балок. 
Задача два раза статически неопределимая, поэтому нужно запи-

сать два уравнения совместности перемещений. Вначале запишем 
уравнение совместности перемещений для бруса (рис. 15.6 Р, в) 

.0321  lll  
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Получим связь между силой реакции бруса R и суммарной силой 
реакции от 20-ти балок X: 

X = 2 F – 3 R. 
Далее учтем, что перемещение бруса и прогибы балок в месте со-

единения равны ,21  ll  

.
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JEn
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12000012

2
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.)2(
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412)2(
2

FR
Al

JnFR
X 


  

Приравнивая два выражения для X, найдём значение силы реак-
ции R. Перемещение точки приложения силы 

.
23

14
)2(

5

4
2 FRFRRF   

Тогда 

.5,243
23

40014
2 lE

F

lE

lF

AE

lR
o   

Ответ: Перемещение точки приложения силы – .5,243
lE

F
o    



 

 161

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 

1. Феодосьев, В.И. Избранные задачи и вопросы по сопротивлению 
материалов: учеб. пособие / В.И. Феодосьев. – 4-е изд., испр. и 
доп. – М.: Изд-во «Наука», 1978. – 400 с. 

2. Сборник задач по сопротивлению материалов / А.С. Вольмир, 
Ю.П. Григорьев, А.И. Коданев [и др.]; под ред. А.С. Вольмира. – 
М.: Изд-во «Наука», 1984. – 408 с. 

3. Нестандартные задачи сопротивления материалов. Методы реше-
ния / сост.: Ю.В. Глявин, Ю.П. Золотарев, Н.А. Ильичев; Ниже-
город. политехн. ун-т. – Нижний Новгород: ННПИ, 1991. – 56 с. 

4. Сборник конкурсных задач Всероссийского тура студенческой 
олимпиады по сопротивлению материалов / сост.: Р.Р. Мавлютов, 
М.Х. Муллагулов; Уфим. гос. авиац. техн. ун-т. – Уфа: УГАТУ, 
1993. – 64 с. 

5. Несмеянов, А.С. Сопротивление материалов. Нестандартные за-
дачи и подходы к их решению: учеб. пособие / А.С. Несмеянов, 
О.С. Саадаков; Челяб. гос. техн. ун-т. – Челябинск: ЧГТУ, 1994. – 
92 с. 

6. Нестандартные задачи по сопротивлению материалов: учеб. по-
собие: в 2 ч. / сост.: Ю.В. Глявин, Н.А. Ильичев, А.А. Прохоров. – 
Самара: НПЦ «Авиатор», 1995. – Ч. 1 – 170 с., Ч. 2 – 60 с. 

7. Исаченко, В.В. Учебное пособие по решению конкурсных задач 
по сопротивлению материалов / В.В. Исаченко, М.И. Мартиро-
сов, В.И. Щербаков; под ред. В.В. Исаченко; Моск. инж.-физ. ин-
т (ТУ). – 2-е изд., испр. и доп. – М.: МИФИ, 2006. – 248 с. 

8. Логвинов, В.Б. Сборник олимпиадных задач по сопротивлению 
материалов: учеб. пособие / В.Б. Логвинов, А.М. Покровский, 
С.А. Алексеев; Юж.-Рос. гос. техн. ун-т, Моск. гос. техн. ун-т им. 
Н.Э. Баумана. – Новочеркасск: Изд-во «Лик», 2010. – 148 с. 

9. Покровский, А.М. Задачи Всероссийских олимпиад по сопротив-
лению материалов: учеб. пособие / А.М. Покровский, А.М. Нау-
мов, В.К. Шадрин; Самар. гос. аэрокосм. ун-т, Моск. гос. техн. 
ун-т им.Н.Э. Баумана. – Самара: Изд-во Самар. гос. аэрокосм. ун-
та, 2012. – 112 с. 
 



 

 162

ИТОГИ ВСЕРОССИЙСКИХ (МЕЖДУНАРОДНЫХ) 
ОЛИМПИАД ПО СОПРОТИВЛЕНИЮ МАТЕРИАЛОВ 

№ 
п/п 

Год Город, вуз 
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XIV 1994
Самара, 
СГАУ 

26 

1. Терешин Д., ЧГТУ – 62 
2. Лебедев С., МГТУ – 61 
3. Суровергин Е.,  
МГТУ – 56, 
Демидов С.,  
Марийский ГТИ – 56 

1. МГТУ – 117 
2. Марийский  
ГТИ – 97 
3. ЧГТУ – 95 

XV 1995
Челябинск, 
ЧГТУ 

 

1. Прасолов А.Н.,  
МГТУ – 58 
2. Угринович С.С., 
МГААТМ – 55 
3. Забирохин П.Г,  
СПбГТУ – 52, 
Ревин А.В., МИФИ – 52 

1. Москва – 165 
2. Самара – 165 
3. С.-Петербург – 165 

XVI 1996
Н. Новгород, 

НГТУ 
24 

1. Ветюков Ю.М.,  
СПбГТУ – 71 
2. Ведерников П.А.,  
МИФИ – 68 
3. Сергиенко А.С., Нижегор. 
АСА – 64, 
Поляков Д.В., МГТУ – 64 

 

XVII 1997
Новочеркасск, 

НГТУ 
 

1. Руссинковский В.,  
МГТУ – 60 
2. Антипов А., МИФИ – 44 
3. Соколов В., ЧГТУ – 40 

1. Москва – 127 
2. Урал. рег. – 102 
3. С.-Петербург – 67 

XVIII 1998
Н. Новгород, 
НГАСУ 

 

1. Хлыстин С.,  
Марийский ГТУ – 47 
2. Лапухин Ю.,  
МГУПБ – 46 
3. Смекалов В.,  
НГАСУ – 45 

 

XIX 1999
Пермь, 
ПГТУ 

42 

1. Серегин С.А.,  
СГУПС – 43 
2. Крук С.С., МГТУ – 40 
3. Чирак А.В., НГСУ – 38 

 

XX 2000
Ст. Оскол, 

СТИ МИСиС 
 

1. Китаев В.,. МГТУ – 52, 
2. Маслаков В., МГТУ – 51,
3. Ефимов А., Марийский 
ГТИ – 40, 
Савиных А., ЮУГТУ – 40, 
Пчелинцев Д., Новосиб. 
ГТУ – 39, 
Окунев А., МИФИ – 38. 

 

XXI 2001
Йошкар-Ола, 
Марийский 

ГТИ 
45 

1. Щербатюк О.,  
Украина – 59, 
2. Форенталь М.,  
ЮУГТУ – 54, 

1. Урал – 142, 
2. Москва – 128, 
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Продолжение табл. 
1 2 3 4 5 6 

    

Перевалов В., ЮУГТУ – 52,
3. Соколов А., Марийский 
ГТИ – 50, 
Шекотуров А., МГТУ – 48.

XXII 2002 С.-Петербург,
СПбГТУ 64 

1. Воронков О.В., 
НГТУ – 54, 
2. Иванов М.Ю., РГТУ – 50,
3. Надеждин В.С., МГТУ 
МАМИ – 44.

1. В.-Вятский рег. – 
128, 
2. Москва – 116, 

XXIII 2003 
Саранск, 
МГТУ им. 
Огарева 

35 

1. Сосновских В.М., 
ЮУрГУ – 52, 
2. Сипиков Е.А.,  
НГТУ – 48, 
3. Матвеев И.О., СТИ  
МИСиС – 47.

1. В.-Вятский рег. –
112, 
2. Москва – 111, 
3. Урал. рег. – 99. 

XXIV 2004 Дзержинск, 
фил. НГТУ  

1. Лысенков Д., НГТУ – 52,
2. Чудинов Д., ПГТУ – 50, 
3. Анненков Г., МГТУ – 47. 

1. Урал, В.-Вятский рег. 
– 131, 
2. Москва – 108, 
3. С.-Петербург – 95. 

XXV 2005 Ст. Оскол, 
СТИ МИСиС 35 

1. Стриженов Е.М., 
МГТУ – 54, 
2. Ельцов А.Б., ПГТУ – 51, 
3. Козьмин Н.А.,  
СГУПС – 42.

1. Урал – 120, 
2. С.-Петербург – 89, 
3. В.-Вятский рег. – 
86. 

XXVI 2006 Улан-Удэ, 
ВСГУТУ 37 

1. Киселев И.А., МГТУ –
49, 
2. Скориков Р.А., ЮУрГУ – 
45, 
3. Алексеев В.А., МГТУ – 
41.

1. Урал – 104, 
2. Москва – 102, 
3. С.-Петербург – 74. 

XXVII 2007 
Новочеркасск,

ЮРГТУ 
(НПИ) 

46 

1. Вайшвилас М.А., 
КГТУ – 44, 
2. Подпругин А.Ю.,  
МГТУ – 42, 
3. Двас Н.Г., МГТУ – 40.

1. Украина – 104, 
2. Москва – 102, 
3. С.-Петербург – 97. 

XXVIII 2008 Дзержинск, 
фил. НГТУ 64 

1. Антонов А.В., 
МГТУ – 57, 
2. Позднышев Е.О., 
ЧВВАКИУ – 54, 
Зайцев С.С., СПбГТУ – 54,

XXIX 2009 Улан-Удэ, 
ВСГУТУ 47 

1. Нгуен Чонг Там, 
МИИТ – 48, 
2. Кудрявцев О.А.,  
ЮУрГУ – 40, 
3. Делков А.В.,  
СибГАУ – 39.

1. Москва – 116, 
2. Урал – 102, 
3. Сибирь – 88. 

XXX 2010 Ст. Оскол, 
СТИ МИСиС 46 

1. Самойлов С.П., 
ЮУрГУ – 43, 
Шакиртов М.М.,  
СГУПС – 43,

1. Сибирь – 118, 
2. Урал – 95, 
3. Москва – 92. 
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2. Шириазданов К.В., 
МГТУ – 41, 
3. Ершов Д.И.,  
НГАСУ – 39. 

 

XXXI 2011
Пермь, 
ПНИПУ 

62 

1. Башкатов А.А.,  
МГТУ – 52, 
2. Вербовский Р.И.,  
КГТУ – 51, 
3. Рябев А.В., МАМИ – 50. 

1. МГТУ – 133, 
2. ПНИПУ – 98, 

КГТУ – 96, 
3. ЮУрГТУ – 82. 

XXXII 2012
Самара,  
СГАУ 

72 

1. Констандов М.В.,  
ЮУрГУ – 42, 
2. Москаленко И.Н.,  
НИЯУ «МИФИ» – 37, 
3.Тарасов М.В., ЮУрГУ – 42

1. ЮУрГУ – 96, 
2. МГТУ – 79,  
3. ПГТУ (Йошк.-Ола) 
– 70, 
СПбПУ – 69. 

XXXIII 2013
Владивосток, 

ДВФУ 
41 

1. Анисимов П.Д., МГТУ – 
43, 
2. Белых М.А., КнАГТУ – 
42, 
3. Рябев С.В., МАМИ – 32. 

1. МГТУ – 100, 
2. КнАГТУ –60, 
3. СПбПУ – 55. 

XXXIV 2014
Туапсе, 
РГСУ 

53 

1. Черемушкин В.А., МГТУ 
– 37, 
2. Чулюков В.А., МГТУ – 
36, 
3. Карпенко А.В., КГТУ – 35

1. МГТУ – 103, 
2. КГТУ – 86, 

СПбПУ – 85, 
3. ПНИПУ – 64, 

МИИТ – 56. 

XXXIV 2015
Казань, 
КГАСУ 

67 

1. Тяпкин А.В., МГТУ – 55, 
2. Нягин П.В., МГТУ – 44, 
3. Минкин А.Д., СПбПУ – 
42 

1. МГТУ – 121, 
2. СПбПУ – 101, 

ПНИПУ– 91, 
3. СГАУ – 64, 

СибГУПС – 61, 
КГАСУ – 53 
МГУПС – 52. 
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