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Предисловие

Изучение курса математического анализа, как и любого математического 

предмета, невозможно без систематического решения задач.

Предлагаемое пособие адресовано преподавателям и студентам и предназна­

чено для проведения практических занятий в аудитории, а также выдачи инди­

видуальных заданий по основным разделам математического анализа.

Для удобства пользования книгой в начале каждого параграфа приведены 

краткие теоретические сведения, необходимые для решения задач. Подавляю­

щая часть задач вполне посильна для самостоятельного решения при условии 

усвоения предшествующего материала. Также имеется ряд заданий, требующих 

для решения строгие математические доказательства.

Основу сборника составляют задачи, которые рассматривались на практиче­

ских занятиях по курсу математического анализа на факультете информатики 

Самарского государственного аэрокосмического университета. В целом опреде­

ления, формулировки теорем и порядок изложения соответствуют этому курсу.

Автор благодарен Первовой Татьяне Геннадьевне за предоставленные мате­

риалы и многочисленные ценные замечания, рецензентам Коваленко Татьяне 

Дмитриевне и Бушкову Станиславу Владимировичу за полезные замечания и 

советы, способствовавшие улучшению книги.
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§1. Элементы теории множеств. Метод математической индукции

Множеством называется произвольная совокупность объектов, называемых 

элементами этого множества. Формула а е М  означает, что элемент а принад­

лежит множеству М, формула а <£М -  элемент а не принадлежит М.

Если любой элемент множества М  является элементом множества Р, то го­

ворят, что М  является подмножеством множества Р, обозначается М  с  Р . 

М нож естваМ иРравны  (М  = 73) , если М с Р  и Р с М .

Операции над множествами:

М п .Р  = { х |х е М и х е .Р | (пересечение);

М  vj Р  = |х | х е М  или х е Р} (объединение);

М \.Р  = { х |х е М и х £ .Р | (разность);

Мр = |х |х  g М  и х е  (дополнение множествам  до множества Р).

Пусть X  = {х} -  подмножество вещественных чисел. Число т = inf |х |  назы­

вается нижней гранью множествах, если: 1) каждое х е X  удовлетворяет нера­

венству х > т ; 2) каково бы ни было Б> О, существует х' е X  такое, что 

х' <т + е . Аналогично число М  = supjxj называется верхней гранью множест­

ва X, если: 1) каждое х е X  удовлетворяет неравенству х < М  ; 2) каково бы ни 

было Б> О, существует х" е X  такое, что х" < М  -  s .

Метод математической индукции. 1) Пусть высказывание F(l) истинно;

2) из истинности F(k) следует истинность F(k+1), тогда для всех натуральных 

чисел п высказывание F(n) истинно.

1.1. Докажите, что для любых множеств А и В справедливы равенства:

1) А \В  = А \ ( А п , В )  = (А<аВ)\В; 2) А \ ( А \ В )  = А г л В  .

1.2. Докажите, что для любых множеств А, В и С справедливы равенства:

1) ( А \ В ) \ С  = А \ ( В и С ) ;  2) ( А т В ) \ С  = ( А \С ) п ( В \С ) ;

3) ( А и В ) \ С  = ( Л \ С ) и ( В \ С ) ;  4) А \ ( В и С )  = ( А \ В ) п ( А \ С ) ;

5) С \ ( Л \ В )  = ( С \ Л ) и ( В п С ) ;  6) А \(В г> С ) = ( А \В ) и ( А \С ) .
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1.3. Докажите, что АА(ВАС)  = (ААВ)АС .

1.4. Докажите, что для любых множеств А, В существует ровно одно множе­

ство X, удовлетворяющее уравнению ААХ = В . Найдите формулу для 

множества X  и убедитесь, что оно является также решением уравнения 

ВАХ = А.

1.5. Решить неравенства:

' > 2 :х 2 - 5

> х 2 — 2\х\'

1) |х — 2 | < 3; 2)

3) |х + 3| — |х + 1| < 2 ; 4) |х2- 2 х

5) 3jc2 + 6 |лс| — 5 < 1; 6) ||3 — х| — 2 < х - \ .

1.6. Даны множества А = : х2 - 8х +15 < о | , 5  = |х : |х - 3 < 4 |

С = |х : |х - 2  > 3j . Найдите следующие множества:

1) ( А и В ) п С ;  2) В ^ А '’

3) (ААВ) \ С;  4) ( a \ c ) v B.

1.7. Даны множества А = { х : х 2-  4х + 5 < 0 |,  i? = {х:-6  < х < 0}

С = {х : |х - 1| > 2 | . Найдите следующие множества:

и

и

1) А г л В ^ С ; 2) (A^j B);

3) (В \ А) и  С;  4) (САА)АВ.

1.8. Докажите, что число:

1) 1Г +1 + 122” 1 делится на 133; 2) 5 • 23и+1 + З3и+2 делится на 19.

1.9. Применяя метод математической индукции, доказать, что для любого на­

турального числа п справедливы следующие равенства:

п(п +1) 9 9 9 п{п + \){2п + \)
I) l + 2 + 3 + ... + w = —-----4 ;  2) I +2 + ... + W = —----- ^

2 6

3) l3+ ...n 3 = (l + 2 + ... + n)2; 4) l + 2 + 22 + ... + 2”-l = 2” - l .

1.10. Применяя метод математической индукции, доказать, что для натурально­

го п справедливы следующие неравенства:



n  n 1 1 1 1 1—< lH 1 h ... H-----------1-------
2 2 3 2” - 2  2” -1 2) 1 + + . . .4

■s/2 yfn
\= < 2 л/й;

3 )

5)

3 + ! л
V Иу

1+ I
V «У

< 1+ —

v и + 1у

> 1 +
п + 1

4 )

6)

f p
n с 1 3

1 < 1 -
V n j V П + \у

f n + 1 3
n+

A
< n\

и+1

ч 1 3 2 п - \  1
7 ) -------. . . ----------< ,

2 4 2н л/2Й+1
8) «! <

V 4 У

^П + Р

V ^  У

1.11. Доказать, что V n e N  и V x > -1  справедливо неравенство (неравенство 

Бернулли) (1 + х)” > 1 + т .

2п1.12. Числа f n =2  +1 называются числами Ферма. Докажите равенство

П л = л - 2 .
к = 0

1.13. Докажите, что десятичная запись числа Ферма /„ при « > 2 оканчивается 

цифрой 7.

1.14. Докажите равенство 2 +  л/2  +  . . .  + л/2  = 2(:cos -ч и+1
У

(в левой части равен­

ства /7 корней).

1.15. Пусть {-х} -  множество чисел, противоположных числам хе{х}. Дока­

зать, что:

1) inf {-х} = -sup{x}; 2) sup{-x} = - in f  {х}.

1.16. Пусть {х + у} есть множество всех сумм х + у ,  где хе{х} и у е { у } . До­

казать равенства:

1) inf {х + у} = in f {х} + inf {у }; 2) sup {х + у} = sup{x} + sup{y}.

1.17. Пусть {ху} есть множество всех произведений ху, где хе{х} и у е { у } . 

Доказать равенства:

1) inf{xy} = inf{x}-inf{y}; 2) sup{xy} = sup{x} • sup {у}.
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§2. Функции действительного переменного

Переменная у  называется однозначной функцией /  от переменной х в данной 

области измененияX  = {х}, если каждому значению х е !  ставится в соответ­

ствие одно определенное действительное значение у =f(x), принадлежащее не­

которому множеству Y = {у}. Множество X  носит название области определе­

ния функции f(x), Y называется множеством значений этой функции.

Функция у  = f(x) называется четной (нечетной), если: 1) область определения 

функции f(x) симметрична относительно нуля; 2) выполняется равенство

У( ~х)  = у ( х )  ( у ( - х )  = - у ( х ) ) .

Функция у  = f(x) называется называется периодической, если существует по­

ложительное число Т (Т  > 0) такое, что выполняется равенство / ( х  ± 71) = /(•* ),

число Т -  называется основным периодом.

Функция у= f(x) называется монотонно возрастающей (убывающей) на про­

межутке (a, b^j, если для любых у  и х2 из указанного промежутка выполняется

неравенство / ( у ) > / ( х 2) ( f  (хх) < f  (х2) ) .

2.1. Дана функция / ( х )  = |х |- х .  Найти значения / ( - 1 ) ,  / ( 0 ) ,  / ( 1 ) ,  / ( - 2 ) ,  

/ ( 2 ) и построить ее график.

2.2. Дана функция

f ( x )=
х2, 0 < х < 1 , 
х, 1 < х < 2 .

Г 1 Л
Найти значения: / ( 0 ) ,  , / ( 2 ) ,  построить график данной

функции.

2.3. Дана функция

/  О)=
sinx, - 1 < х < 0 ,  

х2, 0 < х < 2 .

Найти значения: / ( 1 ) ,  /
А 71 71

/  — и / ( 0 ) .  Существует ли / ( 3 )  ?
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2.4. Найти области определения следующих функций:

1) y = l - l g x ;  2) y  = y l5-2x;

3) у  = lg(x + 3); 4) у  = у/х2- 4х + 3 ;

5) У = ~т— ', 6) у=  2Х
х3 - х х 2 -  З х + 2 ’

7) у=  Х ; 8) y = a r c c o s ^ ^
л/ х — 4х + 3 4

9) у = arcsin(x -  2); 10) у  = logx 2;

11) y  = ylx2-3 x  + 2+ , 1 ; 12) у  = Vsinx + л/1б"
y j l x - x 2

■х2

2.5. Определить, какие из данных ниже функций являются четными, нечет­

ными и какие не являются ни четными, ни нечетными:

1) у  = 3 - х 2+2х4; 2) у  = х3+ 3 ;

х - \  лл х 2+1
3) " = 7 7 1 ; "  ' с I '

3 - 1 х
5) У = ~ ;  6) у  = 1п-------;

X 1 + х

7) у = log2 х ; 8) у = 2“*\

2.6. Исследовать на периодичность следующие функции (определить, какие из

них будут периодическими и указать их период):

1Л х . 2х + 1
1) у = cos—; 2) у = sin -  ;

( х  Л
3) y = sin3x; 4) y = 2cos —+ 3 ;

)

5) у = x co sx ; 6) у  = х — [х ].

2.7. Построить график такой периодической функции с периодом Т = 1, кото­

рая на полуинтервале [0;1) задана формулой:

1) У = х;  2) у  = х2.

2.8. Указать наибольшее и наименьшее значения функций:
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1) y  = sin2x; 2) y  = cosx

3) y = l - s in x ;  4 ) y = 2x\

2.9. Исследовать на возрастание и убывание функции:

1) у  = х + arctgx; 2) y = sin
у
З х - -

v У

3) >> = ■
1

,х ^ 1 . 4) у  = -
1

3 1 5 ’ 2 *
х  - 1  1 +  CO S X

2.10. Выяснить, какие из нижеследующих функций ограничены, а какие не ог­

раничены на указанных промежутках. Для ограниченных сверху (снизу) 

функций найти точную верхнюю (нижнюю) грань:

У -я-71 71

1) / ( х )  = х2 +2 на [—1;3];

3) /  (*) = tg2x на 

2.11. Найти /(х ) ,е с л и :

1) / ( х  + 1) = х2 -З х  + 2;

2) у = tgx на
У -я- -я-Л 71 71

4 4
4) у  = х + — на

х

2 2

; нVz У

У 1 л
3) / л/ГX + л/1 + X

vxy

2) /  

4 )  /

1
X н---

X

X

У
л

= л г + - (  (Н > 2 ) ;

X + 1
X2.
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§3. Построение графиков функций

Основными элементарными функциями считаются: константа у  = с , где 

c e l ,  степенная функция у  = ха , показательная функция у  = ах, а > 0 , а ф \ ,  

логарифмическая функция у  = loga х, а > О, а ф 1, тригонометрические функции 

у  = s in x , у  = cosx , у  = tg x , у  = ctgx, обратные тригонометрические функции 

у  = arcsinх , у  = arccosх , у  = arctgx и у  = arcctgx.

Элементарной называется функция, полученная из основных элементарных 

функций конечным числом их композиций и арифметических операций.

Построение графика функции у  = C f а + D в общем случае сводит­

ся к ряду преобразований (сдвиг, сжатие, отображение и т.д.) графика функции

У = / { х )-

Функция
Преобразование, которое следует провести с графиком 

у  = /(•* ) на плоскости хОу

/ ( х )  + Н, А ф 0
Сдвиг вверх по оси Оу графика функции у  = f ( x j  на А 

единиц, если А > 0, и сдвиг вниз на |И| единиц, если А < 0

/ ( х - а ) ,  а Ф 0
Сдвиг вправо по оси Ох на а единиц, если а > 0, и сдвиг 
вниз на \а\ единиц, если а < 0

kf {x} ,  к > 0, к Ф1
Растяжение вдоль оси Оу относительно оси Ох в к раз, 
если к > 1, сжатие вдоль оси Оу в 1 / к  раз, если 0 < к < 1

f { k x ) ,  к > 0, к Ф1
Сжатие вдоль оси Ох относительно оси Оу в к раз, если 
к > 1, и ратяжение вдоль оси Ох в i/ к  раз, если 0 < к < 1

- f ( x ) Симметричное отображение графика относительно оси Ох

/ ( * )
Часть графика, расположенная ниже оси Ох, симметрично 
отражается относительно этой оси, остальная часть остает­
ся без изменения

/ ( - * ) Симметричное отображение графика относительно оси Оу

/ ( И )

Стереть часть графика функции у  = /(•* ), лежащую слева

от оси Оу; часть графика лежащего справа от оси Оу сим­
метрично отобразить относительно оси Оу, в область х < 0
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3.1. Используя правило построения графика функции y  = A f ( x ) по графику 

функции у  = / ( х ) , построить эскизы графиков следующих функций:

1) у  = - х 2; 2) у  = - c o s x ;

3) у  = ^ tgx;  4) y = ^ lo g 1/3x.

3.2. Используя правило построения графика функции у  = f ( —x) по графику 

функции у  = / ( х ) , построить эскизы графиков следующих функций:

1) у  = log2( -x ) ;  2) у  = 4^х-,

3) у  = s in (-x ); 4) у  = 2~х;

5) ; 6) y  = ctё ( ~ х )-
V-V

3.3. Используя правило построения графика функции у  = / ( кх) (к Ф 0) по

графику функции у  = f ( x ) , построить эскизы графиков следующих

функций:

1) y = sin2x; 2) y = cos^x;

3) у  = log22 x ; 4) у  = c tg (-2 x ) ;

1 JC
5) у = tg—x ; 6) у  = sin—.

4 д-

3.4. Используя правило построения графика функции у  = f ( x  + а) (аФ 0) по

графику функции у  = f ( x ) , построить эскизы графиков следующих

функций:

1) У = ( х - 2)2; 2) у = л/2 + х ;

f  д- ̂  1
3) у = cos х + -  ; 4) у  = ---

^ 3 )  х - 3

5) у  = 21~х; 6) y = log1/3(x + l).

3.5. Используя правило построения графика функции у = f ( a x  + b) по графи­

ку функции у = / (х ), построить эскизы графиков следующих функций:

12



1) y  = log3(2x + 3);

3) у  1

2) у  = y j 2 - 3x  ; 

4) y = ctg о2x н—
Vl - 2 x

5) y = 2 x - x 2+ 4 ;  6) y = sinx  + cosx .

3.6. Используя правило построения графика функции у  = / (х ) + А по графику 

функции у  = / ( х ) , построить эскизы графиков следующих функций:

1) y = l + s in x ; 2) у  = 2 + log2 (1 + х );

3) у  = 2 - х ;  4) у  = х2+ 4 х  + 8;

5) у  = 2 - 3 ( х - 1 ) 2; 6) y = tg x  + l .

3.7. Построить эскизы графиков следующих рациональных функций:

5 х - 1
1) У =

3) у  = -

Зх + 2 ’ 

х + 2

2) У =

4) у  =

7х + 2
х

4 + х
х + 5 2х +1

3.8. Построить эскиз графиков следующих функций, используя преобразова­

ния графиков:

1) у = — sinf3x + — 
2 ^ 4

2) y  = ~2tg
Зд-х -  4д-

6

3) y = arcctg |1- х г

л/Зх + 2 

5) у = х -  4 + |х -  2 |;

|1-Зх |

4) y = 3cos 2х -
71

V

х+1

V) У = 2х +1

6) у  = |4 —5

|2х + 3|
8) З ^ ^ н г 1 х -1

3.9. Построить эскизы графиков обратных тригонометрических функций: 

1) у  = arcsin(2x + l) ; 2) у  = arccos(3x-2);

3) у = arcsin (1 -  5х^| 4) у = arcsin

5) у = arctg 6) у = arcctg

(ЫУ)
2|х| — 3 

5
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7) у  = arcsin 

1

^1 + х л
Vl-X y

9) у

8) у  = arccos 

10) у  = arcctg-

 ̂ 2  ̂
Кх - З у

х +1
х \ - 2arctg |х| - 1| ’

3.10. Построить эскизы графиков сложных функций:
у

1) у = 2*; 2) у  = к ^ ( х 2+ х );
2

3) у = 2*2; 4) y  = sin2x;

5) y = V l- s in 2x ; 6) у  = sin2х  + cos2х ;

7) .У = 2 - ;  8) у  = е - ^ ;

9) у = х -  sinх ; 10)y = x2cosx.

3.11. Построить эскизы графиков кривых, заданных в полярной системе коор­

динат уравнениями:

1) г = 2(р; 2) г = sirup;

3) r = cos<p; 4) r = cos2<p;

5) r  = sin3<^; 6) r = 2 ;

8) r = •
1

7) r = — ;
(p CO S (p

9) r 2 = a2cos2(p; 1 0 )r  = l + 2 c o s ^ .

3.12. Построить эскизы графиков функций:

1) y = x sg n x ; 2) у = x sg n (s in x ) ;

3) y  = esgnx; 4) y = sg n (lg x );

5) у  = {lgx}; 6) у  = [ lg x ] ;

7) y = ^ / x - [ x ] .

3.13. Построить график функции у  = cos (2 arccos x ) .
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§4. Числовые последовательности и теория пределов

Функция целочисленного аргумента называется последовательностью. Чис­

ло а называется пределом последовательности ап 1шшй = а у  если для любого\и—>00 /

положительного б  найдется такой номер N , что при п >  N  выполняется нера­

венство \ап — а\ < s .

Последовательность ап называется бесконечно малой, если lim ап = 0. Если
П—><Х)

lim a = оо, последовательность называется бесконечно большой.
п—>оо

Последовательность ап называется: а) ограниченной, если существует с е К  

такая, что \ап\<с,  п = 1,2,...; б) монотонной, если ап+1<ап (или ап+1>ап), 

п = 1,2,... .

Теорема Вейерштрасса. Всякая монотонная ограниченная последователь­

ность имеет предел.

4.1. Доказать, что последовательности, общий член которых имеет указанный 

ниже вид, монотонно возрастают:

1) ап =п3+2п;  2) а„ =
п2

и2 +10

3) ап = 3 -  arcsin-
1

п2 + 4 4 )  а п =

п

\  n j

4.2. Найти наибольшие члены последовательностей, имеющих общий член а :

14 п
! )  а п =

и3+1000
Ш ) "  

2) = 2------L
п\
_2 п

. П7Т Ж
3) ап = sm— ; 4) ап =

(2п + \)\

4.3. Последовательность \ап} задается рекуррентным соотношением 

ап+1 = 3ап -  2ап_х, п = 2 ,3 ,... . Выразить \ап} через аг, а2 и п .

4.4. Найти формулу общего члена рекуррентной последовательности {ап}, 

если ап+1 = 3 ап -  2ап_х, п = 2 ,3 , . . .  .

4.5. Доказать, что последовательности являются бесконечно малыми:
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-n ( - ! ) ” ■2) x „ = ^ - ^ s m
у/П

f  \Г  71 
y j n —

V 2 у

4.6. Доказать, пользуясь определением предела, равенства:

1) lim
2 п - 3  1

п-± со +  5  2 2) lim Н У =  0 :

3) lim
И—»СО 7 ^

0: „  2й+ (-1)” , 
4) lim------ -—— = 1./  г\ п

АЛ. Докажите следующие равенства:

п
1) lim —  = 0;/ Г\ Г) ~И-»00 2

п
2) lim—  = 0 , где к е N , а > 1;

<2

п
3) lim—— = 0,где к е Щ,  а >\ ;

1о2 П
4) lim —  = 0 , где а > 0;

5) lim—  = 0:
и—»со 771

7) limn =1;

и

6) lim—  = 0;
и—»со 771

8) lim— — = 0.
и^со(т7!) п

4.8. Доказать, что последовательность с общим членом хп =3 + (-1 )” не имеет 

предела.

, . 5  п + 6
4.9. Доказать, что lim = 5. Начиная с какого п

»̂ СО П +  1

5п + 6
п + 1

- 5 не превосхо­

дит 0,01?

4.10. Пользуясь теоремой о пределе монотонной последовательности, доказать, 

что существуют пределы данных последовательностей:

2н2 +1
1) *„=■

, 1 1  1
2) х п ~ ^  +  —г + —г + • • • + —г >

п 2 3̂ п

ъ  1 1 1
3 )  Хп ~  1 +  — +  —  +  • • • + ------,

2 2 2й

_ i 1 1 15) хп —\л 1---------1- . . .л------
2-2 3-2 п- 2П-1

, , 1 1 14) хп — 1 +1 н 1----- i-...н— ,
2! 3! п\

1 1 16) хп =  + ------- + •
п + 1 п + 2 2н

4.11. Найти пределы последовательностей, пользуясь теоремами о пределах 

суммы, произведения, частного последовательностей:
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!) *„ =

3 )  X n

3 - n  3n +2

2n +1 4n2 +1

( - ! ) ” « /I

2 / 7 - 1  /72 +  /7 +  l

yjn2 + 1  + л / й

yjn2 + n  - y f n

4.12. Найти пр eделы:

1) lim
/7  + 1

и

3)
й̂ ° ° ( «  +  1) +  ( / 7 - 1 )

, ч ю о«3 + з«2
5) lim г %----->

^ 0 ,0 0 1 « 4-100«3+1

7) Ш {2п + 1) , - {п - 1)Х 
« ” ( 2 и +  1)4 + ( и - 1 ) 4

9) lim
n->  со

11) lim

7 7 + 7 7  

/7 + 1

fl \

13) lim

(/z +  l ) ! - / z !  ’

(и + 2)!+ ( / 7  + 1)! 
(n + 2)!- (/7 + 1)!

1
15) lim—̂-(1 + 2 + 3 +... + n) iя—кю ^

Г
17) lim

n->  со

1 -  2  +  3  -  4  + . . .  -  2/7

■\Jn2 +1

19) lim

21) lim

^ l2 32 (2/7 -1 )
n n

2 Л

n

1-2 2-3 Yl(jl + 1 )

2/7 /7 + 1
2) xn =  cos

4) *„ =

I n 2 - 1  2/7-1

1 -  n -  n2

6)

2) lim
П—>GO

4) lim

(3 /7  +  l ) 3

/7 +  l g / 7  + 2” 

/7 2 +  l g / 7  -  2 "

(/7 + I ) 2 .

и-»00 2 / 7 2

/73 - 1 0 0 / 7 2 + 1  

1 0 0 / 7 2 + 1 5 / 7  ’

6 )
й̂ °° ( /7  +  1) + ( / 7 - 1 )

Qs r  y j n 3 +  2/7 — 18) lim---------------- ;
/7 + 2

10) lim
n —

12) limn—>co

14) lim
n —><X)

16) lim
П—>GO

18) limn—>co

20) lim

| V / 7 2 +  1 +  77 j

V/76+ l

( / 7  + 2)!+ ( / 7  + 1)! 
( / 7  + 3)!

1 1 11 + —+ —+ .
1

.. + —
2 4 2й .

1 1 11 + -  + -  + .
1 ’ 

.. + —
3 9 3й

^1 + 2 + 3 + . . + n п л
 ̂ /7 + 2 V

f l 2 22
—  H— -  + .. , (Л -1)2>

Kn n 77 J

(1  3 
— + —  + . .

2/7-1^  
. + ------------- 5

{ l  22 2й у

22) lim|^/(/72 + l)(w2 -4 )  -  V/74 - 9  j ;
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23) lim nl^l(n  + 2)2 -  Ж п -  3)2); 24) lim
n —>co \  )

r In  + 3V+1

25) lim

27) lim

29) lim

31) lim

33) lim

f  2 Л ” и -1

V Л  У

26) lim

2n +1

v Зи+l
и -10  
w + l

v«3- l y

28) lim

у 77 + 3 у  

и - 1
л 77 +  1 у

Зт?2 -6 п  + 7
уЪп2 + 20и -1у

^5т72 + 3т7-1л 
у 577 + Зп + 3 у

v — и + 1

30) lim

32) lim

34) lim

и  +  77 + 1 
/73 + 2

2и

^ и 2 + и + 1 
и2 +и -1

У

ч - и 2

У

/  о чи+2
Г7п2+ Ш - \ 5 Л 
у 7п +1 1т? + 15 у

4.13. Построить графики предельных функций:

1) / О )  = lim
х + е

п^-кс \  _|_ е п 2) / (х) = lim
Л х Л 

1 +  -
V И у

-о о  <  х  <  +оо ;

3) /(x ) = lim/? J x + ——y/x
Й̂ОО ^  И

, 0 < х < + о о ; 4) / (х) = lim 1 + х” +
v 2  у

, х>о;

5) f ( x )  = l imarc tgnx ,-co<x<+co.
п—к©

4.14. Вычислить пределы:

1) limwsin(2;rew!); 2) lim sin2 ж4п2 +п .
f l —>СО 77—>00

4.15. Найти предел последовательности, опреляемой следующими условиями:

о 1xi ~ 2 , х2 — 2 + хл+1 — 2 + , « > 2.
3 3 + 1/хй_1
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§5. Предел функции одной переменной

Всякий интервал (а -  8;а + 8) ,  содержащий точку а , называется 8 -окре­

стностью точки а .

Число Ъ называется пределом функции у  = / (х) в точке х = a (lim / ( х )  = Ь),

если, каково бы ни было наперед заданное положительное число s , существует 

такое число 8 ( s ) >  0 , что для любого х , отличного от а , содержащегося в

£ -окрестности точки а , выполняется неравенство | / ( х ) - 6  <е,  иначе говоря, 

если выполнение неравенства 0 < |х -  а\ < 8 влечет за собой выполнение нера­

венства

Функция у  = / ( х )  называется бесконечно малой в окрестности точки х = а , 

если ее предел в этой точке равен нулю.

ОС ( X )
Пусть а ( х )  и /?(х) две бесконечно малые функции. Если lim—f f -  = c,  то

Р[х)

при сф 0 <х(х) и /?(х) называются бесконечно малыми одного порядка, при­

чем если с = 1, <х(х) и /?(х) называются эквивалентными бесконечно малыми; 

если с = 0, <х(х) называется бесконечно малой высшего порядка по отношению 

к /? (х ) , а /?(х) бесконечно малой низшего порядка по отношению к <х(х). 

Основные эквивалентности (при х —> 0):

1) sinx ~ х ;  2) 1 -co sx  ~ х 2/2 ;  3) tg x ~ x ;

4) arcsin х ~ х ; 5) arctgx ~ х ; 6) ех -1  ~ х ;

7) 1п(1 + х ) ~ х ;  8) (1 + х)т -1 ~ щ х ; 9) ах - 1 ~ х \ п а .

5.1. Пусть lim / ( х )  + 0, a lim (pix) не существует. Доказать, что
X —> Xq X —> Xq

lim f i x )  (pix) не существует.
X  — >  X q

5.2. Пусть функция f { x )  имеет предел в точке х0, а функция (р(х) не имеет 

предела. Будут ли существовать пределы:
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Рассмотреть в качестве примера предел lim xsin (1/х).

5.3. / ( х )  = З х - 5 .  Пользуясь ( s - S )  -  определением предела функции, дока­

зать, что lim /( х )  = 1.
х—>2

5.4. / (х) = Зх2 - 2 .  Пользуясь ( s - S )  -  определением предела функции, дока­

зать, что lim/( х )  = 10.
х—>2 '

х — 15.5. / (х) = -------- . Пользуясь ( s - S )  -  определением предела функции, дока-
Зх + 2

зать, что lim / ( х )  = —.
*-»°° 3

5.6. Сформулировать с помощью неравенств следующие утверждения:

2) Н т / ( х )  = оо;1) lim /(x )  = Ъ;
х—»а

3) lim/ (х) = +оо;
х—»а

5.7. Найти пр еделы:

„ ч . х3 -  х2 + 2х 
1) lim  ---------

*->° х + х

3 - х

4) lim/ (х) = -оо .

2) lim
х - 4

3) lim

5) lim

х 3 -  27 ’

2х2 -  х -  3

4) lim

*->-2 х + 2 

х2 -  4х + 5

2х2 -  5х + 3 ’ 

2х2 -  7х -  4

х2 -  2х -  3 '

Зх2 + 2 х -1
6) lin\ — 2--------Т- х  +  X +  2

7) lim
+3 —2х + 5х + 3

1 6 - х 2 
9) lim -- ;

х^ 4 х -  64

11 ч ,. Зх2 + 2х - 1
П ) lim  7------- ;

-к >1/з 27х - 1

13)lim:

8) lim
Зх2 - 1 1х + 6
2х2 -  5х -  3

^ м -  х3- 810) lim—---------- ;
■*̂2х + х — 6

12) lim-
3 3Z +  (2

а 2 2 ’

2 2 : - а х
а

14) lim -,------
х̂ ° у х + 4 - 2
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15

17

19

21

23

25

27

29

31

33

35

37

39

41

43

t. y j 2 x  + 3 — 3 Inn--------------- ;
x̂ 3 3 — x

,. 2 — л/б + x
lim !  ;
x^ ~ 2 v  7 -  x -  3

, .  x +1
lim------
х̂ _1х + л/х + 2

V x - 1
lim ;
X̂ 1 yJX -  1

л/ l - x  -  л/l + x 
lim-------------------
x—>0 x

/
lim
x—>—3

1
x + 3 9 -  x2 у

lim
x—>2

lim
x—>0

lim
x—>0

12 \

x - 2  x - 8

( 2  ̂ctg2x— — —
^ sin 4x )

1 -co sx
2 X3cos — 

2

1 - tg x
lim

x ^ /4s in x -c o sx

lim
x—>0

s in x - tg x
2 X

4 sin — 
2

tg6x
lim—2-----;
*->° sin8x

sinlO^x 
lim-----------
x̂ ° tg 5x

1 . о X о 5x 
lim ctg — tg — :
x—>o 8  4

arctg6x
lim ----- 5— ;
*->° sin3x

16

18

20

22

24

26

28

30

32

34

36

38

40

42

44

y f x - y / l -  lim-----------
X  -  1

■x

,. л/ 4x +1 — 3 
lim .  ;
x̂ 2 л/х + 2 - 2

lim
х -л /З х  + 4

x̂ 4 16 -  x2

л/х - 8  
lim  /=;
x—*64 4 -

limx—̂1

limx—̂1

1
vx - l  X  - \ j

1 \

x3 -1  x -1

limX—̂ 7t / 2

J

(  1 ^tg x ---------
V C O S X  yl

l + sin2x 
lim ---------------

x^-^/4Sinx  + COsx

lim -
x—»;г/2 X

C O S X

X
cos—  sin— 

2 2

sin7x
lim  ;
x̂ ° sin3x

1 + ctgxlim
Х - ¥ — 7Г / 4  1 1

sinx cosx 

tglOx
lim
x̂ ° sin 2x

l-c o s3 x  
lim  -------;
x̂ ° tg 6x

,. sintl -  x) 
lim— \
x̂  x2 - l

4x
lim-------------
A'^° arcsin 12x
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45

47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

73

arcsin 5x
lim------------ ;
x̂ ° tg2x

x2- llim----------------
x̂  arcsin(x -1 )

sin 71X ----
6Vlim r

'2  -c o sx

,. x - 2 x  + 5 
Inn—------------;
x̂ ° x  + 3x + 7

2x +1 x — 1
lim-

13x2 - 5 x  + 6

l i m
X—̂-co

V X +1

lim (л /х+ 5 - л /х ) ;
X—»+co \  /

lim (л/2х + 1 -л /х  + 2 );
X—»+co \  J

lim (vx  + 1 0 x -x
x —»±co

lim (л/4x2 + 3x -  2x
X—»±CO\

lim xlyjx2 + 1 -  x
X—»±CO \

lim
X—»co

x+1

l i m
X—̂-co

lim
X—>co

lim
X—»CO

V

vx - 2 y

^x2+ l Y
x -1y X  I  у

46

48

50

52

54

56

58

60

62

64

66

f  x  1

X

Г Л; 68) lim 1 —
^1 +  X  у 7  f - > 0 0

V  t  V

70

72

74

lim-
sin 5x

x̂ ° arcsin 1 Ox ’

,. x2 -  4x + 3 
lim-------------- ;
x̂ “ x + 5

lim
X— /  2 7

1 -s in x

71
 X
2 J

x4 + 2x3 -1
lim  ------
x-̂ “ 100x + 2x

,. 3x — 4x + 8
lim  ------ -------;
x̂ “ -5 x  + 2 x  + x

l i m
X—>+CO

A X 2 ^
-x  +

V x + 3

lim ( х - л / 2 х - 3 );
X—»+co \  /

lim (л /4х-1  -  л/х);
X—»+co \  /

lim (x -  л/х2 + 7 x ) ;x—>ico \ /

l i m ^ ( x  + l)2 - ^ / ( x - l ) 2); 

lim (л/l v + + />) -  A' J ;

lim
X—»co

l i m
X—̂-co

6 frY 
1 +  -

v

3 x -  4 
3x + 2

x+1

lim
X—»±CO

x + 1 
2 x - l

22



75) lim
X — » ± C 0

77) lim
X — » ± C 0

^ 2 x - l v

V ^ - 1  У

1 + 1
V X ;

76) lim

78) lim

У J V
1+ -

79)lim (l + sinx)c 

ln(l + bc)

X

^ x2 -  2x + 1 л 
у jc — 4x + 2 у

v  1 / X

81) lim
*->° x

80) lim^l + tg2 л/х j

ln(<2 + x ) - l n <2
82) lim

x̂ O X

83) lim
lnx — 1
x - e

„2x 1

84) lim
. a - 1

/7

85) lim
x̂ ° 3x

86) lim
ex - e

x̂ ° x — 1

87) lim
e -c o sx

89) lim

x̂ ° x 

xx- l

88) lim
x - xe - e

A'^° smx 

90) lim(ln(x + 5) -  ln x ) .
x ln x

5.8. Определить порядок малости бесконечно малых ф у н к ц и й в окрестности 

точки х = 0 по отношению к ф у н к ц и и /? (х ) = х :

1) <х(х) = х5; 2) flf(x) = 2 x /s in x ;

3) <х(х) = х 2+ х 4; 4) <х(х) = 1 -  c o s x ;

5) <х(х) = tgx  + х2; 6) <х(х) = х • tg x  + sinx  .

5.9. Доказать эквивалентность бесконечно малых ф у н к ц и й при л: —> 0 :

1 4  1 х1) 1 - c o s x  ;
2

3) sinx + tg x ~ 2 x ;

5) Vx + 8 - 2 ~  — ;
12

2) л / Г + х - 1 ~ |;  

4) tg x - s in x ~ x 3 

6) ах - \ ~ х \ п а .

5.10. Определить порядок малости бесконечно малых функций в окрестности 

точки х = 1 по отношению к функции /?(х) = х - 1 :
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1) <x(x) = 4 ( x - l ) ;  2) <x(x) = x3- 1;

3) аг(х) = ( x - l ) 2; 4) <2 (х) = - \/х -1 .

5.11. Применяя принцип замены эквивалентными, найти следующие пределы:

sin2 Зх1Ч sinl5x
l) lim--------- ;

tglOx

.. arcsin(x/3)
3) lim ------

х̂ ° tg2x

5) lim
x3+2x2

x̂ ° sin2(x /4 ) ’

Ax -a rc tg x
7) lim ------------ — ;

x̂ ° 4x + arctgx

_  ln2(l + 2x)
9) lim — Ц -----

x̂ ° sin 6x

1141. sin22x3
11) lim —г------- -—

x̂ ° x arctg 4x

x

13) lim
ln(l + 8x)sin —

x—>0 2 X
tg — sin6x 

4

2(ежх- \ )
15) lim . \ . 

x̂ ° З^л/l + x -  lj

17) lim
arctg(x2 - 2 x)

x̂ -2

19) lim

sin3;rx

l-2 c o s x
-*n-/3 n  - 3 x

-2 x^ . 4 1 - \ - e  ' x21) lim--------- ctg—;x̂ o з & 4

23) lim
lntgx

/4cos2x

2) lim

4) lim

*->° 1 -  cos 5x 

arctg2 5x

6) lim
x—>0

*->° xsin2x 

arcsin i f ?
Xyfx 

ln(l + ax)
8) lim

*->° f ix

10) lim
tg5x

*-*=° 2x -  x2 ’

._ N1. arcsin л/х12) lim . ;
x̂ ° y]ex - 1 • yjtgx

2 X2arcsm9x -tg—
14) lim   2

x—>0

Sin X' 1

16) lim

v
n Лe -  e

18) lim
x̂ -2

20) lim

^  sin5x -  sin3x ’ 

ln (9 -2 x 2)

x̂ 2 sin2;rx 

cos(;rx/2)
1-yfx

. . . . .  \/7 + 3x -  y/2x + 5
22) lim  г-----------------

^  x — 4x — i2
2

24) lim
x - { a  + \)x + a

x—»a 3 3x - a
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25) lim x
r \

n  . X arcsm
2V \ l x 2 + 1 /

'лЗх o 2 x

27) lim-----------=----------- ;
sin(ox) + arctg(foc)

„ax _ x a^ 41. a  - a
29) lim

a x -  x a

V l  +  3jc - y j l - l x
31) hm  -7— .  ^ — ;

x̂ ° \nyx +e j

33) Hm

\ cts~ry / X

COS
f  , \  

m.
V V / V - * y y  

l

y fx

j_

35)lim (x + e x ) x ;
x—>0 '  '

37) Hm(2x + sinxytsx; 

39)lim (4x -V x  + 8)
J I X

tgT.

v sh2x41)lim (thx)s

V l  +  C O S X
43) lim-

45) lim

X — 71

chx

x̂ °  X 5 + x 3 sin3 x  ’

0/СЛ1. l - V c o s x  
26) lim -----------1=

x^ °  1 - C O S  y j x

28) lim
x—>0

30) lim

>/27 -  x -  y / 9  +  x  

x  +  2  л/ x 5

^1 + 3x -  4̂ 1 -  2x

*->° x2 + x + 4x3 

ln (l + xe*)
32) lim , n

x ^ °  ln(x + Vl +  X

34) lim-
1 -s in —

2
Х—>7Г X

cos— 
2

X . X
cos—  sin— 

v 4 4 у

\  ’

s  x ln ( e * + l )

cos—
V

36) lim
x-»co

38) lim[^ln(x2 + ex+1)] 8 ;

1
40) lim [cos(sinx)]a 

42) lim (thx )sh2x;
V ^+ffl '  '

arcsin x •

44) lim -^ ^  ^
x^0+ arcsm x

,^41. exl co sx -ch x  + x5 
46) lim  -----——------

x^°  X  +  X sin X

5.12. Определить Я и ц  таким образом, чтобы имело место равенство 

lim(yj 1 - х 3 -  Ях - /./)  = 0.
X—>со \  /

5.13. Вычислить lim у/\ -  х + sin х .
х—>0
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§6. Непрерывность и точки разрыва функции

х = а еслиФункция у  = / ( х )  называется непрерывной в точке 

lim / ( х )  = / ( а )  (или lim [ / ( а  + h) -  / ( « ) ]  = 0).

Точки, в которых функция не является непрерывной, называются точками 

разрыва. Точки разрыва первого рода, если односторонние пределы слева и 

справа существуют и конечны, в остальных случаях точка разрыва второго рода. 

6.1. Используя определение непрерывности, показать, что данные функции 

непрерывны во всей своей области определения:

1) у  = х 2- 2 х ;  2) у  = 1 - х 3;

1
3) у  = - 4) у  = е*;

х2+ 1 ’

5) y = cos3x; 6) y = ln (l + 2x).

6.2. Для каждой из заданных функций найти точки разрыва и исследовать их 

характер:

1 „ х  1
1) У = 

3) У = 

5) У =

2 - х ’

1

4х -  х 2 -  3 ’ 

sinx

2) У =

4) у  =

(х + 5)2

3
2 х - Г

х
6) у  = arctg—;

х

\х+ 47) у = lg|x -  3|; 8) у = 3*

6.3. Исследовать функции на непрерывность, установить характер точек раз­

рыва и построить графики:

1) У =
х 1
х — 1

з ) у  =

1 -  2х , х < 0, 
2sinx, 0 < х < л,  

4 - х ,  х > п .

2) у  =

4) у =

х- ■Ч
х — 1

V l - x ,  х < 0 ,  
0 , 0 < х < 2, 
х -  2 , х > 2.

26



5 )  .У

V) У =

9) у  -

—х —  1 , х < - 1, 
О , - 1  < х < О,

л/х, х > 0 .

х3, х < О,

2х, 0 < х < —, 
2

жt g X ,  X  >  — .
2

2 - х ,  х < О,

6) У =

8) у .

71
C O S X , О <  X  <  —  

2 ю) у

О, х > 71

-х , х < О, 
х3, 0 < х < 2, 
х + 4 , х > 2.

2“х+1, х <1, 
2 - х ,  1 < х < 3 ,
+ 7ГХ
tg— ,х > 3 .

-  , х < О,
X

л /  Жsmx, 0 < х < —.
2

71

6.4. Исследовать на непрерывность следующие функции:

\_
х

1) у  = х

3) y = [x]sin;rx;

5) у  = lim(x" +3) при 0 < х < 1;
п—>со ' '

6.5. Возможно ли доопределить функции:

2) у  = lim-
х

\2п  ’l + (2sinx)

4) у  = lim (xarctg(w ctgx));
00' 4

6) у  = lim(x" + х) при 0 <х < 1
п —»С0  ' '

1) / ( x )  = xsin—;
1

2) / ( х )  = a rc tg -; 3) / ( * )  = tg-
71

х ' ' 2 - у

в точке х = 0 так, чтобы они стали непрерывными в этой точке?

6.6. Исследовать на непрерывность функции / ( g ( ^ ) )  и

/ ( х )  = sgnx, g (x ) = l + x - [x ] .

где
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§7. Дифференцирование функций

Предел отношения приращения функции к приращению аргумента в некото­

рой точке при стремлении приращения аргумента к нулю называется производ­

ной функции в этой точке и обозначается у' = —  = lim — .
dx Ах

Таблица производных основных функций

и'оIIъ

1 0 )(arcctgM) = -

(ип)  = пип~1 и ' ■ 1 1  ) ( я “) = м'<2 “ 1п<

(shim) = m' cosm; 1 2 ) ( с ) '= м 'С  ;

(cosm) = -  m' shlm; 13) (log* м) -
м т

/ о и'
(tg и) = 2 ; 

cos м 14)(1пы)' = — ;
и

/ у м' 
(ctgw) = ; 

sm м 15)(s1im) =u'chu

г ■ \' и ' arcsm г/ -  , ;
V л/l-M 2

16)(c1im) =u'shu

/ у м' 
arccosM - — , ;

V '  V l - « 2
17)(йш ) = 11 

A  7 ch2 и

/ у м'
(arctg м) = ; 

1 + м 18)(сШм) = —

2 ’

и

Основные правила дифференцирования

+ v) = u'±v ';  2) (См) =Cu';

u v - u v
V2

v) = u'v + uv' ; 4) —

Производная сложной функции у  = /(м (х ) )  определяется так: у' = у ' -и'х 

Дифференциалом функции у (х ) называется выражение dy = у ’dx .
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7.1. Найти по определению производную функции:

1 ) у = -*2; 2) У = х 3;

3) у = Vx ; 4) ч; и ч

5)
1

6) Ч; II

V)
. 2х 

у  = sin— ; 
3

8)
X

у = cos—; 
2

9) у = л/1 + Зх ; 10) у  — л/l + х 2

7.2. Используя таблицу производных основных элементарных функций и пра­

вила дифференцирования, найти производные указанных функций:

1 ) у  = х 4+3х2- 2 х  + 1;

3) у  = ^  + - - ^  + 4;

5) у = 4х5 -3 s in x  + 5ctgx;

7) у  = log2 х + 3log3 х ;

* tgx x 
9) y  = ex — ^  + —

2 4

I) у  = tg x - c tg x ;  

3) у  = x s in x ;

5) у = V xlnx;

7) у  = л/х arcctgx;

Q3 *2~ 19 )У =

21 ) y  =

23) у  =

25) у  =

x2+ l

cosx 
l + 2sinx

ctgx
л/х

l + ex ' 

\ - e x ’

2) у = 7x7+3x2- 4 x - l  

5 3
4) y - y [ j f  + — — -̂ + 2; 

x x

6) у = 3*J~x + 4 c o s x -2 tg x ;

8) у = 4e" + arctgx + arcsin x ;

10) у = 5" +6X +
f  J V  

v7y

12) у = arctg x -  arcctgx ; 

14) у = x2 tgx ;

16) у = xarccosx;

18) у = x2 log3 x ; 

lnx
20) у  =  hxctgx;

sinx

22) у = 

24) у  = 

26) у  =

л/х 
4~х+ 1

xtgx
1 + х2 ’

1- 10"  

1 +  10"
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7.3. Найти производные сложных функций:

I ) y = sin3x;

3) у  = у / \ - х 2 ;

5) у  = *j2x -  sin 2 л; ;

7) у  = sin3 х ;

9) у  = ln |x  +1 + у/х2 + 2х + 3 j ;

I I ) у = In cosx;

13) у  = ln (l+ co sx );

15)у = 1п(х2 - З х  + 7);

17) у = 1п|х + >/х2 + 5^;

1 • * 219) У = —arcsm-^=;

2 1 ) у = In
1 - х 2

25) у = ^-ex(sinx + cosx)

27) у  = sin х ; 

29) у = ctg
V J J 

cosx ,
3 l ) y  = — — + lntg

sm x 

33) у = yfxe^ ;

35) у  = (x + 2)e~

l
37) у  = ecosx;

2) у  = sin(.v2 +5x + 2);

4) y = Vl + 5cosx ;

6 ) у = sin2 x ;

8 ) у = cos100 x ;

1 0 ) y  = tg (x 2 +3);

1 2 ) у

14)y = e ,

16)y = ln(x 2 + 2 x);

ln tg 5 x ;

tg*.

1 118) у = - 7=  arctg- 4= ; 
i /x  -ух

_Л. 1, x - 3
2 0 ) у  = - I n ---

6  x + 3

2 2 ) у = In.
|l + 2 x 
l - 2 x

23) у = —̂ хл/й-х2" + arcsinxj; 24) у x arctgx --^ ln (l + x2) ;

26) у = tg3x -  3tgx + 3x ; 

28) у :

30) у:

sin4x + cos4 x:

(l + cos4x)

32) у

34) у 

36) у

38) у

= 2 3х + х5 + е х + - :  
х

х2е х:

ех/3 cos (х/3);

= е
]_

1 п х  •
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З9)_у = 103^ 2х; 4 0 )^  = sin2‘ ;

41) у  = ln |e 2x + л/l + e4x j ; 42) у  = log5 cos7x;

43)У = Ч е - + 1'

lnsinx 
44 ) y =  ; 

mcosx

45) у  = \n\yjx -  V* -1  j ; 46) у  = In |sin x + л/l + sin2 x

Л П \  1 l + Vl + Л-247) j  = In ;
X

48 )y  =  In r T —  
X  +  "V X  +1

49) у  =  arccos(l -  2 x ) ; 50) у  =  arcsinVl -  4x ;

51) у  =  arcsinVsinx ; 52) j  = arcsine4x;

53) у  =  arcsinVx ; 54) у  =  arctg > / б х  - 1 ;

2X , /l +  e2x 
55) >* =  arctg e +  lnJ 2x ^

1 / * 2 - 1  56) у  =  arctg +  J  ;
x V x

57) j; =  lnarccos2x; 58) =  arctg In (5x +  3 ) ;

x  +  3
59) ^  =  arctg ;

x - 3
7  16 0)^  =  arctg — ;

X

x2

61)j^ =  arccose 2 ; 62)y  =  ex2ctg3x;

63) у  =  tg sin cosx; 64) y  =  ln5 sinx;

X

65) у  =  lnsintge 2 ; 6 6 ) у  =  In arctgл/l +  x 2 ;

67) j - ^ l n s m  5  ; 6 8 ) y  = \ l  1  -  arccos2 x ;

69) у  =  ^/arctge5x ; 70 ) y  = e ^ x -

71) у  = arctg|x -  Vl -  x2 j ; 72) j/ =  ln |x s in x --s /l-x 2 j ;

и 74) _y =  x sinx;

7 5 ) ^  =  ( 1 ё х ) “ ;
_  /  \  sinx
1 6 ) у  = (cosx) ;

7 7 ) j  =  sh3 x ; 78) у  =  ln ch x ;
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79) у  = arctg ( th x ); 80) >* = th (1 — х2 );

81) y  = sh2 x + ch2 x; 82) у  = ch(shx);

83) у  = Jc h x  ; 84)у = есЬ\

85) у  = th(lnx); 8 6 ) у  = xshx -  chx;

00 V II

1 
+ 

S 
s

и 
и

8 8 ) у  = — thx + ̂ - l n — 
2  8  1

89) у  = — ch 2x + yfx sh 2 x ;
X

90) у  = x V х ch sh x .

Продифференцировать данные функции, используя правиле

ческого дифференцирования:

1 ) у = л ' : 2 ) y = x*‘ ;
/ . \cos2x

3) у  = (sinx) ; 4) у  = (lnx)x;

5) у  = (х + 1)%; 6 ) у = x V 2 sin2 x;

. ( х - 2 ) 2 л/х + 1

7) '  = (* -5 ) ’ ’

(x + l)3 yJx-2  
8 ) У= ^ ----- -

# - 3 )

9) у  = х"'-, 10) у  = л/л sin Wl -  e*
1

1 1  ) у  = х х ;
1

1 2 ) у = x smx;

(  х Y
13> Н г Ч  ; ̂1 + X у

1
14) у = 2 x ^ ;

15) ,  = ( * 4 1 ) " ; 16)y = (x 2 + 4x)ts\

Найти производные функций у (х ) , заданных неявно:

1) Зх + 7 у -1 5  = 0; 2 ) x2 -  у 2 -  2 y = 0 ;
2 2

3) a b sy 
| i II

5) Vx + у[у = 4 а ; 6 ) x3 + у 3 -  3аху = 0 ;

7) у 2 cosx = <r2 sin3x ; 8) у 3 -  Зу + 2ах = 0 ;
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9) y 2- x y  + b2 = 0; 10)x4 + у 4 = x 2y 2;

11) jc3 + ax2 у  + bxy2 + y 3 = 0; \ 2 ) Y + 2 y = Y +y;

13) 2 y ln y  = x ; 14) x y = y x;

15)cos(xy)= x ; 16) у  = x + arctgx .

7.6. Найти дифференциал функции:

1 ) y  = x 5; 2) у  = tgx;

3) y = sin3 2x; 4) y = lnx;

5) у  = ln^sin-s/xj; 6 ) y = 2 x\

7.7. Найти дифференциал функции в точке х.:

1 ) у = х 4, х0 = - 1 ; 2 ) у = х3 - З х 2 +3х, х0 = 0  ;

3) y  = Vl + * \  х0 = -3 ; 4) у  = — -  —у , х0 = 2 ;
X X

5) у = In cosx, х0 = ^ ;  6 ) у = е~2\  х0 =

7) у = yfx +1, х0 = 4 ; 8 ) у = arctg л/4х -  1, х0 = 3 .

I I37.8. Исследовать непрерывность и дифференцируемость функции у  = |лс| при 

х = 0 .

7.9. Исследовать непрерывность и дифференцируемость функции у = е w при 

х = 0 .

7.10. / ( х )  = х2 sin— при х ф  0, / ( 0 )  = 0. Будет ли функция /  (х) непрерывной 

и дифференцируемой при х = 0  ?

7.11. /(•* ) = xarctg— при х ^ 0, / ( 0 )  = 0 . Будет ли функция / (х) непрерыв-
X

ной и дифференцируемой при х = 0 ? Истолковать результат геометриче­

ски.

п  ч sin3x sin5x sin7x ^  r ,7.12. Пусть / ( x )  = smx + -------+ --------+ -------- . Показать, что у 1
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§8. Производные и дифференциалы высших порядков

Производные высших порядков от функции у  = / (х) определяются последо­

вательно соотношениями: / (и)(х )=  / (и1)(х) . Дифференциалы высших поряд­

ков от функции у = / ( х )  последовательно определяются формулами: 

d ny  = d ( d n-1y)  , где принято d'у  = dy = y 'dx .

Если функции и = ф{х) и v = ///(х) имеют производные п -го порядка, то

справедлива формула Лейбница (wv)W = .
z=0

8.1. Найти производную второго порядка от функции:

1 ) у = е х2; 2 ) у = tgx ;

х 1
3) y = arcsin—; 4 ) у  = arctg—;

2  х

5) у  = л/ 1 + х2 ; 6 ) у = In tgx;

7) у  = ехcosx; 8 ) у = ln |x  +V l + x 2 J.

8.2. Найти производную третьего порядка от функции:

1 ) у = arctg ̂ ; 2 ) у = х е х;

3) y = x 2 sinx; 4) у = х32х.

8.3. Найти производную п-то порядка от функции:

I ) у = ех; 2 ) у = In х ;

3) у = 3х; 4) у = х " , где m e  N  ;

5) y = sin3x; 6 ) y = ln(l + x);

7) у = 23х; 8 ) у = sin2 х ;

9) y = cos2 x; 10) у = 1п(2-3х);

I I ) у  = (4x + l)”; 12)y = xcosx, « = 1 0 ;

13)у = (х3 -1 )е 5х, « = 37; 14)у = х2 1пх, « = 100.
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8.4. Применить формулу Лейбница для вычисления производной:

1(20) „ч ? X • \(и)
1 ) (x 2 + l)s in x

оч  ? 3 • \ Н3) (х sin c m  ;

2 ) (e*sinx) ;

( \ \ И/exsin mxj  .

8.5. Найти дифференциал второго порядка от функции:

1 ) у  = ctgx; 2 ) у  = cos2 х ;

3) у = 1п(2х + 3); 4) у  = хех .

8 .6 . Найти дифференциал п -го порядка от функции:

1 ) у  = sinx ; 2 ) у  = cosx;

3) у  = е‘/2; 4) у  = е \

8.7. Найти производные второго порядка от функций заданных неявно:

1) Ъ2х 2 + а2у 2 = а2Ъ2; 2) х2 + у 2 = г2;

3) у  = tg(x + у);  4) у 3 + х3 - Заху = 0;

5) y = sin(x + y ); 6 ) ех+у = х у .

8 .8 . Найти у' и у" функций заданных параметрически:

1 )

3)

5 )

V)

x = at ,

J  = bt3;

х = a(t  -  sin?), 
у = <r(l-cos?);

x = acos21, 
у = <rsin2?;

x = arcsin ?, 
y = l n ( l - ? 2);

У8.9. Доказать, что выражение S = ---------
У 2

У на 1/у.

2)

4 )

6)

8)

| У 1

х = a cos?, 
у = 6  sin?;

x = acos3 ?, 
у = <rsin3?;

х = In?, 
у = ?2 - 1 ;

х = at cost, 
у  = at sin ?.

не изменится, если заменить
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§9. Приложения производной

Значение производной в точке х0 равно угловому коэффициенту каса­

тельной к графику функции в точке (х0 ;у0) / ' ( т 0) = tgar. Уравнение касатель­

ной в точке (х0 ;у0) у - у 0= f ' ( x 0)(x -  х0) , уравнение нормали в этой точке

У~ Уп = ----- 7— х  -  х  ).
0 / ' ( У

Если функция f { x )  в окрестности точки а имеет (п I) производную, то 

справедлива формула Тейлора (при а = 0 получаем формулу Маклореиа):

f ( x ) = f ( a ) + f ( a ) ( x  -а )  + +... + / м  + / (и) (а + в ( х - а ) ) ^ —̂ - ,

где 0<в<1.

9.1. Под каким углом пересекается парабола у  = х 2 с прямой З х - у - 2  = 0?

9.2. Под какими углами пересекаются параболы: у  = х 2 и у 2 = х1

9.3. Под какими углами пересекаются гипербола у  = — с параболой у  = л/х .
х

9.4. Написать уравнения касательной и нормали, проведенных к кривой у  = х3

в точке с абсциссой 2 .

9.5. При каком значении независимой переменной касательные к кривым 

у  = х 2 и у  = х 3 параллельны?

9.6. В какой точке касательная к параболе у  = х 2:

1) параллельна прямой у  = 4х -  5;

2) перпендикулярна к прямой 2х -  6у + 5 = 0;

3) образует с прямой Зх -  у  +1 = 0 угол в 45° ?

9.7. На параболе у  = х 2 взяты две точки = 1, х2 = 3 . Через эти точки прове­

дена секущая. В какой точке параболы касательная к ней будет парал­

лельна проведенной секущей?

9.8. Через фокусы параболы проведена хорда, перпендикулярная оси парабо­

лы. Через точки пересечения этой хорды с параболой проведены каса­

тельные. Доказать, что эти касательные пересекаются под прямым углом.
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9.9. Составить уравнение нормали к параболе у  = х 2 + 4х + 1, перпендикуляр­

ной к прямой, соединяющей начало координат с вершиной параболы.

9.10. Доказать, что касательная к гиперболе ху = а2 образует с осями коорди­

нат треугольник постоянной площади.

9.11. Составить уравнения касательной и нормали к данным линиям в указан­

ных точках:

9.12. Тело движется прямолинейно по закону = 1 + 2? + ?2. Определить его

скорость в момент времени t = 2 .

9.13. Скорость тела, движущегося прямолинейно, определяется формулой 

v = 31 л-t2. Какое ускорение будет иметь тело через 4 с после начала дви­

жения?

9.14. Точка движется по прямой у  = 2х + 3 так, что абсцисса ее возрастает с по­

стоянной скоростью v = 3 . С какой скоростью изменяется ее ордината?

9.15. Точка движется в первом квадранте по кубической параболе 48у  = х 3, от­

правляясь от точки х = 0. Какая из координат, х или у , при этом меняет­

ся быстрее?

9.16. Найти приближенные значения заданных выражений:

3)
х = 2 1 nctg?, 

y  = tgt + ctg t,
x = t2 cost -2 ts in t ,  
y  = t2 sin? + 2tcost,

1 )

4) cos32°; 

7) lg l0,08;

2 ) -!/Г7;

5) tg44°52 ;

8 ) a rcs in 0 ,4 8 ;

3) e 0’2 ;

6 ) 0,963; 

9) In 1,01.

9.17. Разложить функцию / ( x )  по формуле Маклорена:

1) / ( x )  = cos5x;

3) / ( x )  = x3arctgx;

2 ) / ( x )  = sin3x; 

4) / ( x )  = sinx2;
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5) 6) M f ’ , . ' v ;

7) f ( x )  = e3x; 8 ) f ( x )  = cos(2x^ ) .

9.18. Разложить по формуле Тейлора данные функции в окрестности указанной 

точки х0:

1 ) f ( x )  = y[b + 2x,  Х() = А- 2) f [ x )  = y j 2 - 5 x , х0 = -1;

3 ) / W = ^ - * . = 2 ; 4 ) / ( х ) = ^ Т 4 Г ’ *» = 2;

5) f ( x ) = 2х+1, х 0 = 0 ; 6) f ( x )  = ln(2x + l), х0 = 3 ;

7) / ( * )  = 1 ч2 > хо = - ! ;  8) / ( * )  = log7(x + l ) , x 0 =5.
(5 -  х)

9.19. Выяснить поведение данных функций в указанных точках:

1 ) /  (х ) = 2х6 -  х 3 + 3, х0 = 0  ; 2 ) / ( х )  = х11 + Зхб + 1 , х0 = 0  ;

3) / ( х )  = 2cosx + х2, х0 = 0 ; 4) / ( х )  = 6 sinx + х2, х0 = 0 .

9.20. / (х) = х8 -  2х7 + 5х6 -  х + 3. Найти первые три члена разложения по фор­

муле Тейлора при х0 = 2  . Подсчитать приближенно / ( 2 , 0 2 ) и /(1 ,9 7 ).

9.21. / ( х )  = х5 -  5х3 + х . Найти первые три члена разложения по степеням 

х -  2 . Подсчитать приближенно / ( 2 ,1 ). Вычислить / ( 2 ,1) точно и найти 

абсолютную и относительную погрешности.

9.22. Пусть f ( x ) дважды дифференцируема, / ( 0 )  = / ( l )  = 0 и m in /(x )  = - l .

Используя формулу Тейлора, доказать, что т а х /" ( х )  > 8 .
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§10. Правило Лопиталя

Если при х , стремящемся к конечному или бесконечному пределу а , функ­

ции / ( х )  и <д(х) одновременно стремятся к нулю или бесконечности, то

/ ( х )  / '( * )
l i m— = l im— при условии, что предел справа существует. 
х̂ а (рух) х̂ а (р\х)

10.1. Вычислить пределы с помощью правила Лопиталя:

1 ) lim
2 s in x - l

3) lim

/6 cos3x 

2х х - 2

5) lim

^>1 х2 - 1  ’ 

ln(7x+ x)

х̂ +со х -  2

1 17) lim
х̂ ° ^ Ctg X X у

9) lim lnx -tg3x ;х̂ О

ln ( l - x )
1 1 ) lim— ----

х̂ ° sinx

ех + е“ х - 2
13) limх̂ О X

15) lim l ~ 2 a * x -
х̂ ж/з s m ( ^ - 3 x)

17) limx̂ O

19) lim

smx

2 1 ) lim

x̂ ° s in 6 x -s in 7 x  ’

ctgx
x̂ ° lnx

l + cos2 x

23) lim
x->0

-1  ’

1
1-cos X

2 ) lim
cosx

4) lim
x—>0

/2 cos3x ’ 

cos3x-cos5x
X

e —e
6 ) lim— -----

x̂ ° ln(l + x)

_  lnx
8 ) lim —r - ;

x — » + C O  J T

1 0 ) lim ln 2 x - l g ( l - 2 x);

1 2 ) lim (tgxTх^л/2У '
\sin 2x

л л. л. x 2 - 6 x + 8
14)1̂ ц ? ^ ) ; 
16)

x^ +c0 y}5x-2  

' J ______

In X  x -1
18) lim

x—>0

20) lim(cos3x)x2; 

tg x -s in x
2 2 ) lim

x—>0

24) lim
x—>0

X

tg x - s in x  
xsin2x
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10.2. Вычислить пределы функций:

/Л cos2 X 1

1) l im  — ;
x^nii In sinx

ln (x  -  y j lx  - з )
3) lim -— -— ------- -— ------

x̂ 2 s i n ( ; r x / 2 ) - s i n ( ; r x -  7Г)

tg2x _  -s in 2 x

5) lim £-------£-------;
x^n'2 s i n x - 1

sinl v 2 x 2 — 3x — 5 —yjl + x  I
7) lim   г - г - ;

x̂ 3 l n ( x - l ) - l n ( x  + l) + ln2

ln(4x  - 1)
9) lim ,  ̂ =J-— ;

x^ in^ j I-COS^JC - 1

arcsm
^x + 2 ^

1 1 ) lim- r
x—»-2 ^\2+ х+х"   q

13) lim
tgln(3x -  5)

x̂ 2  gX+3 _ gX2+l

15) lim
x—Л 1 +  COS 7ГХ

ln (2 x -5 )
17) lim—------- - ;2 ^ 3  g smxx _■[ ’

(2 x - l ) 2
2 ) lim —  --------—— ;

v vi/o  sin nx - s i n 3 o  7x—>1/ 2 о   о

4 ) lim t g X ~ t g 2  ; 
x^ 2 s in ln (x - l)

lnsinx
6 ) l im ----------- j ;

x^ / 6  (6 x -  n)

ox ,• ( x - 2 tt)
8 ) lim —  Ц ;

x^2;r tg (c o s x - l)

^  sin nx i

1 0 ) lim— 7—--------- r-;
X̂ 3 ln(x - 6 x - 8 j

_ N1. lncos2 x 
1 2 ) limX— f  7r\  

1- -  

v X;

14) lim
x—»2;r

16) lim

In cosx
x-+2n 3 sln2x _ 1 ’

co s(x /2 )
x^n gslnx _ gsln4x ’

18) lim
sin2 6x sin23xe -  e

х—>ж/3 log3 COS6 x

sin2x _  tg2x

19) lim - —-— ; 
х̂ ж/2 1п ( 2 х/л-)

01Л1. V2 X + 7 -  V2 X+1 + 5
2 1 ) lim—

xJ - l

(x -  ж3 )sin5x
23) lim-

x ^ n  g s m  X

25) lim
ln(cos2 x) 
ln (co s4 x )’

tg(ex+2- e x2~4)
20) lim —  ------------- ;

x^ - 2 tg x + tg2

2 2 ) lim l n / 2  + C° S9 ;

24) lim

(3sinx- l )  

tg(x + l)
-1 e fx -  e

In sinx 
26) lim  ----------j ;

(2 x -  7l)
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27

29

31

33

35

37

39

41

43

45

47

49

51

53

*п2х гЗх
lim----------------- ;
х̂ ° 2х -  arctg3x

^2х rj-2x
lim
х̂ ° s in 3 x -2 x  

lim-
З2х- 5 3х

х-»0 arctgx+ х

2х х

lim-
х̂ ° х + tgx

l + x s in x -c o s 2 x
lim-
х—>0 sm х

lim
x—>0

Vtgx + 1  — •\l sm x + 1

x

л/l + xsinx - 1
lim
x—>0 e x -1

1 - x 2
lim--------
x̂  sin;rx

lim
l - c o s 2 x + tg2x

x̂ ° xsin3x

I х - 2  
lim -----

1ПХ

l-V co sx  
hm- r ;
x^ °  1 - C O S V X

lim
2 sin2x + s in x - l

x̂ / 6  2sin2 x -3 s in x  + l

3x+1- 3
lim
x—>0 ln |l  + xVl + xex j

lim
x—»я7 2

1 -  sin3 x
cos x

28) lim
3x -2 xe - e

x~-»0 2 arcsinx -sinx

e5x- e 3x
30) lim-

x̂ ° sin2 x - s in x

32) lim
2 q 2 x  i-j —x

34) lim

x̂ ° 2 tgx -  arctgx

23x ^2x
3 ’x̂ ° x + arcsm x

л п г  X3 + 136) lim ------------ ;
x̂ -! sin(x + 1)

l - c o s 2 x
38) l im --------------- ;

х̂ я-/з sin(^ -  3x)

40) lim
x (ex -  e“x)

x̂ O e x+1 - e

sm x -c o sx  
42) l im ---------------

х->к 14 In tgx

44) lim --------
x̂ ! log2 x

46) lim
л / х  +  2  — y/2

x̂ ° sin 3x

л o\ 1 • л/5 + x — 248) lim -----------
x^ 3 sin nx

50) lim ;
x̂ 10-\/x -9 - 1

л/cosx — 1 
52) lim  ------

x̂ ° sin 2 x

, . N1. lo g .x - 1  54) lim——------
x̂ 3 tg 71X
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10.3. Вычислить пределы функций:

1) lim ^o s-s /x ^ ;

3) limX—>0

l + x - 2 * 
у 1 + х • 3 у

5) lim (cos/rx)/(xsin;rx)

7) lim
х->0

f  Г \ \ ctgx 71
-  Xtg

, \  ctg юс

V v 4  j  j

1

9) lim ( 1  -  x sin2 x W i+юх3);
x->0 '  '

l l ) l im f 2 - e smxVx—>0 v >

13) lim (2 - e x2)~-x^0 \ /
/

15) lim
^sin 2 x^1+x

x—>0 V X у

x+317) lim(cosx)x ;

19) lim
x—>0

' x 2 + 4^
x +3

2 1 ) lim
x—>0

23) lim
x—>0

25) lim
X —>1

 ̂ x + 2  у

x + 2  

у x + 4 j

^arcsinx Л V(x+5)

V X  J

i
/ З х -1 Л
у X +  1 у

/х -1

27) limx̂ 2

^COSX^x—2

vcos2  у 

29) lim ( tg x W (3х^ж/4У '
ж! 4-

2) lim (2 -3 arctg2V")^ in
x—>0 V /

1/
4) lim

x—>0 cosx

6 ) lim (l + sin2 3x)
x—>0 V /

sin 3x

1/
/Incosx  .

8 ) lim
,3 x  1 Y os2( % +x)e i x - I

x̂ ° x

i

1 0 ) lim ( 2  -  cos3 x)Wi+x2) ;
x—>0

1 2 ) lim >/2 -c o sx  ;
x—̂0

1

14) lim (l + tg 2x )ln(1+3*2) ;x—»0 V /

16) lim
x—>0

^ 2  + х л
v 3 - x  у

18) lim (cos(x /;r)y+X; 

tg4x/  л \ 2 + x

2 0 ) lim
x—>0

2 2 ) lim
x—>0

24) lim
x—>0

V X у

Г22*_Х\**

V * У

V cosx )
i

26) lim
x—>1

^ 2 х - 1 л
v X у

/х -1

28) lim

A 7DC

f  \ tg—
X  2 a

.
V a )

ctg2x

30) lim (cosx) sin3x •
х̂>2ж
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31) lim (cosx)sin22x;
x—»2;r

33) lim
x—>-3

nx
^ 6 - x V 8T

35) lim (tgx)х^л/4У '
ctgx

32) lim (sinx)
х ^ л ! 2У /

6tgx-tg3x

34) lim
'  х л
vtg 2 ,v z

i
z- л  12

36) lim (sinx)
X— /6 7

6x
n

37) limx—̂1

sin(x - 1)
sin(x-l)

x - l-s in (x - l)

V x - 1  

39) lim (arcsin x )tg жх;

J

v t g  nx

38) lim
x—>2

V x + 2 - 2 )

v ^ ~ 4  J

40) lim (cosx + l)s
х ^ л ! 2У /
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§11. Применение первой производной к исследованию функций

Теорема Ролля. Если функция у  = / ( х )  непрерывна на отрезке [а;б ], диф­

ференцируема на (a;b)  и / ( а )  = / ( б ) ,  то существует точка £е( а; Ь) :  

/ ' ( £ )  = ».

Теорема Лагранжа. Если функция у  = / ( х )  непрерывна на отрезке [а; 6 ], 

дифференцируема на (a;b) ,  то существует точка £ е ( а ;б ) :

т = т л л ,
Ь - а

Функция у  = / ( х ) ,  определенная в промежутке (а\Ь),  в точке x0e( a; b)  

принимает наибольшее (наименьшее) значение, если / ( х 0)>  / ( х )  

( / ( х 0)<  / ( х ) )  для всех х е (а; Ъ).

Функция у  = / ( х ) ,  определенная в промежутке (а ;б ), имеет в точке 

х0 е(а;  Ь) максимум {минимум), если существует такая окрестность этой точки 

(x0-S;x0+S), что / ( х 0 ) > / ( х )  ( / ( х 0 ) < / ( х ) )  доя всех х е ( х 0 - ^ ;х 0+ ^ ) ,  

х ф х0. Если / '( х 0) = 0, причем / ' ( х )  меняет знак с плюса на минус (с минуса 

на плюс) при прохождении точки х через точку х0, то функция / ( х )  в точке х0 

имеет максимум (минимум).

11.1. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции 

у  = х3 + 4х 2 - 7 х - 1 0  на отрезке [-1; 2].

11.2. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции у  = In sinx на от- 

ж _ 5ж
"б’Т

11.3. Проверить справедливость теоремы Ролля доя функции y  = yjx2 -  Зх + 2 

на отрезке [1 ; 2 ].

11.4. Показать, что уравнение х3-З х  + с = 0 не может иметь двух различных 

корней в интервале (0 ; 1 ).

11.5. Написать формулу Лагранжа для функции у  = sin3x на отрезке [х,;х2].

11.6 . Написать формулу Лагранжа для функции у  = x (l -  lnx) на отрезке [«;/)].
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11.7. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для функции у  = 1пх на от­

резке [1;е\.

11.8. Доказать с помощью формулы Лагранжа справедливость при а> Ь  нера­

венств nbn~l {а -  Ъ) < а" - Ъ п <пап~1{а -Ъ } ,  если п> 1 , и неравенств проти­

воположного смысла, если п < 1 .

11.9. Показать, что функция у  = 2х3 + Зх2 -  12х +1 убывает в интервале И ; 1).

11.10. Показать, что функция у  = V2х -  х 2 возрастает в интервале (0; 1) и убы­

вает в интервале (1; 2). Построить график данной функции.

11.11. Показать, что функция у  = arctgx -  х везде убывает.

11.12. Найти интервалы монотонности функций:

1 ) у = ( х - 2 )5 (2 х + 1)4; 2 ) у  = х 2ех;

1 - х +  х2 1 0

3) Г = , .......... 2 - 4) У= л 3 п 2------- •1 + х + х 4х - 9 х  + 6 х

5) у = 2х2 -1п х ; 6 ) у  = х -  2 s in x , (0 < х < 2ж)'.

7) у  = ln |x  + \ll + x2 j ;  8 ) у  = х 4 а х - х 2 , (а > 0 ).

11.13. Найти экстремумы функций:

1) у  = 2х3 -  Зх2; 2) у  = 2х3 -  6 х2 -  18х + 7 ;

3 ) y = 3 S + 4 x  + 4,  4) у =  1

х2 + х  + 1 ’ 1п(х4 + 4х3 +30)

5) y  = ' j x i -  Зх2 + 64 ; 6 ) у  = - х 2 л/х2 + 2  ;

7) у  =  2 х 2 Ц б х - 7 -  8) у  =  ] J ( x 2 -  а 2)2 ;

m 4>/з 1 m 1 + Зх
9) у = „ l ; 10) у9х>/1 -  х ’ V4 + 5х2 ’

1 1 ) у  = х -  ln(l + х); 1 2 ) у  = х -  ln (l + х2) ;

13)у = (х —5) ^ ( х  + 1) ; 14)у = (х2 -2x)lnx--^-x 2 +4х.
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11.14. Найти наибольшее и наименьшее значения данных функций на указан­

ных отрезках и в указанных интервалах:

11.15. Число 8  разбить на два таких слагаемых, чтобы сумма их кубов была 

наименьшей.

11.16. Какое положительное число, будучи сложено с обратным ему числом, 

дает наименьшую сумму?

11.17. Число 36 разбить на два таких множителя, чтобы сумма их квадратов 

была наименьшей.

11.18. Требуется изготовить ящик с крышкой, объем которого был равен 72 см2, 

причем стороны основания относились бы как 1 : 2 .  Каковы должны 

быть размеры всех сторон, чтобы полная поверхность была наименьшей?

11.19. Объем правильной треугольной призмы равен V. Какова должна быть 

сторона основания, чтобы полная поверхность призмы была наименьшей?

11.20. Найти соотношение между радиусом R и высотой Н  цилиндра, имеюще­

го при данном объеме наименьшую полную поверхность.

11.21. Периметр равнобедренного треугольника равен 2р. Каковы должны быть 

его стороны, чтобы объем тела, образованного вращением этого тре­

угольника вокруг его основания, был наибольшим?

11.22. Найти высоту цилиндра наибольшего объема, который можно вписать в 

шар радиуса R.

11.23. На окружности дана точка А. Провести хорду ВС параллельно касатель­

ной в точке А так, чтобы площадь треугольника ABC  была наибольшей.

11.24. На отрезке длиной /, соединяющем два источника света силы 1Х и / 2, 

найти наименее освещенную точку.

1) у  = х 4-  2х2 + 5 , х е [-2; 2]; 2) у  = х + 2у[х, х е [0; 4];

3) у  = х5 -  5х4+ 5х3 +1,хе[-1; 2 ]; 4) у  = х3 -  Зх2 + 6х -  2 , х е [-1; l ] ;

6)

7) у  = sin 2л ; -  х , х е — 8 ) у  = х х, х е [0 , 1; + оо).
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11.25. Доказать, что в эллипсе расстояние от центра до любой нормали не пре­

восходит разности полуосей. (Удобно воспользоваться параметрическим 

заданием эллипса.)

11.26. Доказать, что ln(l + х) < х при х > 0 .

11.27. Доказать, что л-sinx > 2х при 0  < х < ж/2 .

11.28. Найти наименьшее значение функции / ( х )  = х  -  asinx  на отрезке 

[0; 7г/2] в зависимости от параметра а.

11.29. Найдите множество всех действительных чисел а, для каждого из кото­

рых функция / ( x )  = s in 2 x -8 (a  + l)sinx + (4a2+ 8 а -1 4 )х  является воз­

растающей на всей числовой прямой и не имеет критических точек.

11.30. Доказать, что многочлен Р{х)  = 1 2 х3 + 12ах2 -  8 ах -  3 имеет хотя бы один 

корень в интервале ( 0 ; 1 ) при любом а е № .

11.31. Пусть

1 1 1 

/  (х ) = 3 - х  5 - З х 2 Зх3 - 1 .

2х 2 - 1  Зх5 - 1  7х 8 - 1

Доказать, что найдется такое число с е (0; 1), что / ' ( с )  = 0 .

11.32. Непрерывная функция / ( х )  выпукла вниз и / ( 0) = 0. Доказать, что

А х )
х

возрастает при х > 0
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§12. Применение второй производной к исследованию функций

Критическая точка х0, в которой / " ( х 0)>  0 ( / " ( х 0 )< 0 ) , является точкой

минимума (максимума).

Функция у  = / ( х )  называется выпуклой вниз (вверх) на отрезке [а: /?], если

для любых у ,  х2 g [«;/)] дуга графика функции лежит ниже (выше) хорды, со­

единяющей точки и (Х2,J"(Х2)). Если /" (х )>  0 ( / " ( х ) < 0 )  на ин­

тервале (а; b), то / ( х )  выпукла вниз (вверх) на этом интервале. Точка, в кото­

рой меняется направление выпуклости графика функции, называется точкой 

перегиба. В точке перегиба /" ( х )  равна нулю или не существует.

12.1. Найти экстремумы данных функций, пользуясь второй производной:

1 ) у  = х3 -  2 ах2 + а2х ; 2 ) у = х2 (<т-х) ;

3) у  = х-\/2 -  х2 ; 4) у  = x + y j \ -  х  ;

5) y = chax; 6 ) у = х2е“х.

12.2. Найти точки перегиба и интервалы вогнутости и выпуклости графиков 

данных функций:

1) у  = х3 - 5 х 2 + З х -5 ;  2) у  = (х + 1) 4 + е х;

3) у = х4 -  12х3 + 48х2 -  50; 4) у = х + 36х2 -  2х3 -  х4;

5) у  = ^ - Т , ( а > 0 ) -  6 ) у  = —In—, (а > О);
х + За х а

7 ) у  = а - Ц х - Ъ  ; 8 ) у = х 4 (121пх- 7 ) .

х + 1  

х2 + 1
12.3. Показать, что линия Т = ^ — 7  имеет три точки перегиба, лежащие на

одной прямой.

12.4. Убедиться в том, что графики функций у  = ±е~х и у = e“xsinx  (кривая 

затухающих колебаний) имеют общие касательные в точках перегиба ли­

нии у = е~х sin х .
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12.5. Показать, что точки перегиба линии y = xsinx лежат на линии 

у 2(4 + х2) = 4х2.

12.6. При каких значениях а график функции у  = ех + ах3 имеет точки перегиба?

12.7. Доказать, что абсцисса точки перегиба графика функции не может совпа­

дать с точкой экстремума этой функции.

12.8. Доказать, что у любой дважды дифференцируемой функции между двумя 

точками экстремума лежит по крайней мере одна абсцисса точки перегиба 

графика функции.

12.9. Найти точки перегиба линии х = t2, y  = 3t + t3.

12.10. Найти точки перегиба линии х = е‘ , у  = sin?.

\  1 - / ( Х) 1 - / ( х)12.11. Пусть функция у (х )  выпукла на Ж и lim —^ - =  lim —^ -  = 0. Дока-
X—»+со у  х —>—оо у

Л Л

жите, что / ( х )  постоянна.

12.12. Пусть функция / ( х )  выпукла на [<т; + со). Докажите, что существует

f i x ) —
предел lim — = / е К , причем / > -оо .

х — » + С О
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§13. Исследование функций и построение кривых

Исследование рекомендуется проводить по следующей схеме:

1) Определить область определения функции.

2) Установить точки разрыва и интервалы непрерывности функции. Найти 

нули функции и промежутки знакопостоянства. Исследовать функцию на 

четность, нечетность, периодичность.

3) Найти асимптоты графика функции.

4) Найти первую производную, интервалы монотонности, точки экстремума.

5) Найти вторую производную, промежутки выпуклости (вогнутости), точ­

ки перегиба.

6 ) Определить, если необходимо, дополнительные точки, построить график 

функции.

13.1. Провести полное исследование данных функций и начертить их графики:

! )  У = ,  2 ’ 
1 +  х 2 )  y = i - ^

т з  - X4 

3 )

( х  +  2) ( х  +  6 х  +  4 ^

4 )  ■у = ^ — — ’ ( 1  +  х )

5 )  y  =  y j x { x - З ) 2 ; 6 )  У = \1(х +  2)2 + ^ / ( х - 2 ) 2 ;

7) у  = - s / x 7 е  3 ;

1

8 )  у  = ( х - б ) г ;

9) у = y f x  I n  х ; 1 0 )  у = х 2 1 п 2 х ;

l l ) y  =  x V * 2 ; 1 2 )  у = x V x ;

13) у  = 2х +  4arcctgx ; 14) у = х -  2arctgx ;

15) у  = х +  sinx ; 16)y =  ln(x 2 + l) ;

17) у  =  x s in x ; 18) у =  cos х -  In cos х ;

19)у2 = х 3+1; 2 0 ) у 2  =  х3 -  х ;

2 1 ) у 2 = х ( х - 1 )2; 2 2 ) х 2 у  +  ху2 =  2 ;

23) у 2 = х2 -  х4 ; 24) х2у 2 = 4 (х -1 ) .
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13.2. Исследовать и начертить кривые, заданные параметрически:

1 )
(0 =

y( t )  =

f + 1

f + 1

2)

х(?) =

y ( t )  =

3 - t 2’
t ( 2 - t 2)

3 - t 2

3 )

5 )

x (? )— t + 3? +1, 
[y ( ? ) = ? 3 -3 ? + i;

x

4 )

6)

x;(?) = t3 -  3n,
I y(?) = f  - 6 arctg?;

x (?) = 2 acos? -  acos 2 ?, 
4y(?) = 2 a sin t -  a sin 2 ?.

13.3. Исследовать линии, уравнения которых заданы в полярных координатах:

1) р  = a sin 3<р; 2) p  = a-tg<p;

3) р  = a ( l + cos(z>); 4) р  = a ( l + igcp) .

13.4. Исследовать и построить линии, предварительно приведя их уравнения к 

полярным координатам:

1)  ( х 2 +  У 2 ) 3 =4а2х 2у 2;

3) х 4 + у 4 = а 2 (х 2 + у 2);

2 ) (х 2 + у 2)х = а 2у ;

4) (х 2 + / ) ( х 2 - / ) 2 = 4 х У .
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§14. Простейшие приемы интегрирования 

Таблица основных интегралов
п+\

1 )

2)

3)

4)

5)

6) 

V) 

8)

х п dx
х

+  С , п ф  - 1:
п + 1 

dx
—  = In х + С ; 
х

Л  1 X
 —------  = —arctg —+ С;
х +а а а

х - а

9) Jsin xdx = — cos х + С ;

1 0 ) |  cos х dx = sin x + С ;

dx 1 ,
= — In

x2 -  a 2 2 a 

dx = In
л/х2 + a 2

x + a
+ С :

“ > J
12) J

dx
cos2x

= tgx + C;

dx
sin2x

= -c tg  x + C;

x + л/х + a + С :

dx . x „
= arcsm—+ C :

л/х2 -  a z °

a x dx = a xlna + С ;

ex dx = ex + С ;

13) |  sh x<2x = ch x + С ;

14) j*ch xdx = sh x + С ; 

r ah
15>Jch2x

ah

= thx + C:

1 6 ) f - = -  = -c th x  + C.
J sh x

Если J / (x)ah = E (x ) + С , и w = (z>(x), to  J / (u}du = Е (и ) + С .

Если w(x) и v(x) -  дифференцируемые функции, то Jm dv = uv -  J vdu .

Если x = #?(?), где <д(?) -  непрерывно дифференцируемая функция, то

J /  (x)ah = J/МОУМ^-
14.1. Путем преобразования подынтегрального выражения найти следующие 

интегралы:

1 ) | ( 2 - 3у  d x ; 2 ) J(x  + l)15ah;

3) Г - * - ;
7 J 2 x - 1

r xdx
5)

j* xdx

4> j
dx

(2 x -3 )

x 3dx

5 ’

(l + х Д

x4 -  2  ’ 

dx
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9)

П )

13)

15)

17)

19)

21)

23)

25)

27)

29)

31)

33)

35)

37)

39)

41)

43)

45)

dx 
y j2 -5 x  ’

xdx

x 2 - \ f  

yj(&- 3x) 6 d x ; 

2 x^/x2 + 1  dx; 

(ex + l) d x ;

xe~x dx ;

ex dx 
2 + ex ’

ln2x ,
-dx:

x 

dx 
\ + 9x2 ’ 

dx

л! А - 9 х2 ’

2 x -V arcsinx
d x :

x

tg x d x ;

dx
x2 - 7 x  + 10

x2 -  2x + 5 ’
dx

yjx2 - 3 x  + 2 
dx

yjl -  6 x ■ x

cos2 x d x ;

sin2 x<ix;

cos2xcos3xa6c

10

12

14

16

18

20

22

24

26

28

30

32

34

36

38

40

42

44

46

<ix

( i + > £ )> £

(6 x -  5)<2r

2'\/Зх2̂ -5х"+"б

•^/8 -  2 x d x ;

x-y/l-x2 dx;

e~3x+ld x ;

x2e“x <7x; 

dx
- X  . Xe +e

dx
xlnx ln (lnx ) ’

dx
9 + 2x2 ’ 

xdx

yja2 - x

x + 1
d x :

x + 1

ctg x d x ; 

dx
x  + 3 x -1 0  

dx
4x + 4x + 5

dx

\ lx2 -  2x + 5 
dx

yjs + 6 x - 9 x 2 

cos2 x d x ;

cosxsin3x<2x;

cosxcos2xcos3x<2x;
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{ d x  r s i n 2 x  ,
4 7 )  I  -------- ;— ;  4 8 ) 1  d x ;

J  1 - s m x  J  c o s x

4 9 )  | c o s 3 x d x ; 5 0 ) J t g 4 x < i x .

1 4 . 2 .  П р и м е н я я  м е т о д  и н т е г р и р о в а н и я  п о  ч а с т я м ,  н а й т и  с л е д у ю щ и е  и н т е г р а л ы :

I )  J i n  x d x ;  2 )  J x 4 l n  x d x ;

3 )  J V x l n 2 x d x ;  4 )  j x e ~ x d x ;

5 )  J x 2e ~ 2x d x ;  6 )  J x c o s x < 2 x ;

7 )  J x 2 s i n 2 x d x ;  8 )  J x c h x d x ;

9 )  J a r c t g x d x ;  1 0 )  J a r c s i n x d x  ;

I I ) J x 2 a r c c o s  x d x ;  1 2 )  J l n | x  + V l  +  * 2  j  d x ;

1 3 )  J  s i n  l n ( t g  ) < 2 x ;  1 ^ ) J  s i n ( l n x ) < 2 x ;

1 5 ) j y j  a 2 - x 3 d x ;  1 6 ) J a / j

17) I / * i d d x ''

x  + a d x :  

d x

( l  +  x 2 ) 2  ( a 2 + x 2 )

1 9 )  2 ° ) 1 Т ^ Л -
J p n Q  Y  ( x  + 1 )

x d x  

c o s 2 x

1 4 . 3 .  П р и м е н я я  п о д х о д я щ и е  п о д с т а н о в к и ,  н а й т и  с л е д у ю щ и е  и н т е г р а л ы :

1) J*s i n 4  x d x ;  2 )  J*s i n 4 x c o s 2 x d x ;

3 )  Jcos6 x d x ;  4 )  Jsin2xcos3x<ix;

5 )  j">in ' , / v :  6 )  J a ' V V, f r :
J COS X J s in  X

r d x  N r  d x

7) J — — ; 8) J -
J  V  C lc o s "  x  -1 s m 6  x  ’

9 )  JV<22 + x2dx; 1 0 )  Jx 2V^2 + x2dx:

11) ^ x 2\Jx2 - a 2dx; 12) ^ x 2\Ja2 -  x 2 d x :

1 3 )  J 5 ^ d x ;  1 4 )  Jxcos-s/x d x ;

1 5 )  J V l  - x 2 d x ;  1 6 )  j*
x  d x

\Jx2 -  2
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§15. Основные классы интегрируемых функций

Интеграл от функции вида R ^ I ах + b I ах + Ь Л
Т~ 7~У ]j ахх + пх ]] ахх + ох j

находится с помощью

п о д с т а н о в к и  z n =  ,  г д е  п  -  н а и м е н ь ш е е  о б щ е е  к р а т н о е  ч и с е л  т , р ,  ... .

а хх  +  Ь х

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  б и н о м ы  х т ( а  +  Ь х " У  d x . Д а н н ы е  и н т е г р а л ы  в ы ч и с л я ю т ­

с я  в  к о н е ч н о м  в и д е  т о л ь к о  в  с л е д у ю щ и х  т р е х  с л у ч а я х :

1 )  р -  ц е л о е  ч и с л о ;

т + 1
2 )  --------------------   ц е л о е  ч и с л о ,  п о д с т а н о в к а  а  +  Ъ х п =  z s ,  г д е  s  -  з н а м е н а т е л ь  д р о б и  р ;

п

т + 1
3  )  1- р  -  ц е л о е  ч и с л о ,  п о д с т а н о в к а  а х  "  +  b  =  z s ,  г д е  s  -  з н а м е н а т е л ь

п

д р о б и  р .

х  . 2 1

Универсальная тригонометрическая подстановка t = tg —, s in i  = - у,
2 1 + Г

1 - t 2 7 2dt
cos x = -----   x = 2arctg t , dx

1 + t2 5 1 + t2
15.1. Найти интегралы от дробно-рациональных функций, знаменатель кото­

рых имеет действительные корни:

xdx г xdxг хах  г
'( x  + l)(2x + l ) ’ 2) J 2х2 -  Зх -  2 ’

(• 2х + 41х — 91 j . .  г dx
} J(jc-1)(jc + 3 )(jc -4 ) ^  } 6х3 - 7х2 - Зх ’

5) \ Х +ЪХ ~ 8Дт; 6) f X ~ l  dx-
'  J v3 _  A y  ’ ;  J 4 r 3 - V  ’x  — 4x J 4x - x

~  f 32xdx rx6 -  2x4 + 3x3 -  9x2 + 4 ,
7) 7---------гг— :------------ r ; 8)  ,------ =------------- dx.

•*(2х-1д4х -16x  + 15j J x - 5 x  +4x

15.2. Найти интегралы от дробно-рациональных функций, знаменатель кото­

рых имеет только действительные корни, некоторые корни -  кратные:

х 2 — Зх + 2 г х 2 dx
х{

г х -З х  + 2 7 г
I)  r d x ;  2) Г

r l r  + 9 r  + ll  J(х2 + 2х + 1) ’ J x 3 + 5 x 2 + 8 x  +  4 ’
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r ( x  + 2 ^ d x  4ч r x3- 6 x 2 + l l x - 5
3 ) J U ^ t J t ; } J ( х - 2у  л -

dx ^  r x 2dx
5 )  J —  7d x ; 6 )

•> v   v * Jх '- д г  - (x + 2)"(x + 4)2 ’

( x 2 - 2 x  +  3 )dx оч f x3- 2 x 2+ 4 7
v ’ * ' 1------- ------- d x .

(x - l ) ( x 3 -  4x2 + 3x) ’ x3( x - 2 ) 2

15.3. Найти интегралы от дробно-рациональных функций, знаменатель кото­

рых имеет комплексные различные корни:

1 г dx ^ r d x
}  L p 2 + i ) ;  }  ^ Т + г

р xdx лч г ( 2 х 2 - З х - З ) й 6 с

3) 4) / ( . - 1 ) ( . 2- 2 x + 5 ) ;

(X +11ЦХ f х dx
5> I  з 2 6) J t t 7 ;х —х + х  — 1 1 х

(Зх + х  + 3)й6с г dx

”  * ’  \ 7 7 г

15.4. Найти интегралы от дробно-рациональных функций, знаменатель кото­

рых имеет комплексные кратные корни:

1) ( x3 + X ~ldx; 2) f----------- —2-----------;
J ( x 2 + 2) х(х2 + 4) (x 2 + l )

Р ^5х2 -1 2 ^ й6с г (х + 1)4<я6с

3) (х2 -блч-13)2 ’ *(х- + 2х + 2 )3 ’

dx ^  с 2xdx
5> / т т ^  6> I(х2+9) (x + l) (x 2+ l)

х9 dx _  г х 1 dx
7 > 1 г г т ? ;  8 > J : , 2 •

(x4- l )  (x4+ l)

15.5. С помощью приведения подынтегральных функций к рациональным 

функциям найти следующие интегралы:
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г dx r dx
’ ' i + 7 7 ; ) K { \ + 24~x+iTx)’

x\J 2 + x 7 p I - V x  +  1 ,
л/х + 1

3) 4) J i
J x  +  - y 2  +  x  J 1

5 )  f  — ______ • ~  f  I1 - *  d x

К ш + т '  6 )  Ч т +  X X

■ x 2 + л/х + 1 j _N p 11 - x dx
7) 8> / < г +  X X

15.6. В ычислить интегралы, используя соответствующие подстановки Чебышева: 

1) |л /х(1  + л/х) d x ; 2) J x _1| l  + x ^ j  Л ;

dx г dx
3> J , г ^ ; " J.,—

Х л /х  +1 л / х  +1

5 > Ь = ;  б )  1 ^ 3у х  +1 J X
— d x :

7) J ' / '  ^ , / v :  8) j S L v

i x .9) / з / у Г  x 2^dx\ 10) j f i  + л/xd:

15.7. Вычислить интегралы, содержащие л/ах2 +bx + c :

г xdx  _ N г х  +  1I) I—,-------------; 2) I . dx
л / 5 + х  — х  л / х + х  +  1

xdx  ,ч г cosxdx_  Г Х«Х f
3) { I 2 .5 4) j  I-----------------—

л/l — Зх - 2 х  л/l + smx + cos х

5 )  |  ,  '  ' / v  ; 6 )  f  ■ *  ;
л/х4 — 2х2 — 1 хл/х + х  + 1

7 )  | л/ 2  +  х - х 2й6с ; 8 )  | л/ 2  +  х  +  х 2й6с .

1 5 . 8 .  Найти интегралы от тригонометрических функций:

1)  j*sin3xcos2x<ix;; 2) |c o s6x<ix:;

3) |c tg 4x<ix:; 4) J tg 5xdx;
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5) I 

7> J;

sin3x
cos4x

dx:

sin xdx

6) [  

8) J-

dx
cos x sin3 x ’

cosxdx
\2 ■( l-c o s x )  ( l-c o s x )

15.9. Найти интегралы, используя универсальную тригонометрическую под­

становку:

dx dx

3) J С1

З + sinx ’

dx

S)
J  C l

sinx + 2cosx + 6

dx

2) f -
J l + 5cosx 

r cos xdx
4)

7) J l

sin2x -s in 2 x  

sin2x<i\;
+ sin2 x ’

6) t a r  

8) |

2 -c o sx  

sinx<i\;
2sinx + 3cosx ’ 

cos2 xdx
sinx + 3cosx

15.10. Применяя различные методы, найти следующие интегралы:

» I

3) J

5) I

Г )  [

9> I

Л
x ln x - x  ’ 

dx
(  2 2 \ 3/ 2  ’  
\С1 — X )

dx 
е2х + 6 ’

dx

2> I

4 >  J  

6) [

х +1

Vx2 In X + X

х 2 dx

1

d x :

a 2 + x2

x3+ l
d x :

x'
( i - 9  ’

sin3 x ’
rcos x , 

8) J — ——dx-.

dx
sin3 x ’

11) J x l n j

i3 ) J —

X
d x :

+ x 

dx

10) I  

12) J

sinx

X

sin4x
dx:

dx

sin x -5 s in x  + 6 

15) |xarctgx<ix:;

14) j -J C1

2 + sinx + cosx ’ 

cos4 xdx
sm3x

17) J-
V i

J l x

eAx +4
■dx:

16) j*x3 arctg2x<ix;: 

dx
18) J

e2x +1
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19)

21)

23)

25)

27)

29)

31)

33)

35)

37)

39)

x'
j

(l + x2) 2 dx; 

yfjC +2y[x

IX
d x ;

x +л/х2

3x + 2

л/Зх2 - 6 x  + 13
d x ;

dx

(x -  1)л/4х2 -  lOx + 7

3x2 + x -  2 ,
dx:

( x - l ) 3(x2 + l) 

x4Vl + x2dx;

i \2(arccosx) d x ;

dx
3ctgx + 2sinx ’

л/х
d x ;

dx
sin3 x + cos3 x ’

dx

л/Г+ e + e2x

20) j*(ex -  sinx) d x ;

22) J
5 x - l

л/ 3 -  4x2 + 8x
d x ;

24) f  ^ ~ х  + ^  f a -  
< £ )3d x 2 ( 2 a / X  +

28) j  *
(x + 1)л/3х + 4x 

30) |  x2 л/х2 + 4x<7x; 

32) J
x -  2

( i - - ) 2
-exdx:

34) f ^ 2 + x + 1A ;
J X

36) J  ^  + t d x:

38) J

X 2 -л /х

xarctgxJx 

(l + x2)2 ;

r (e3x+ ex)
40) -------——dx.

v Ae4x- e 2x+\  

x2
15.11. Найти первообразную для функции у  = —  2

(xsinx + cosx)

15.12. Доказать, что 

■C!rsinx + /?cosx + y
J- <i\; = 4x  + Z?ln|<2 sinx + 6cosx + c + c j

dx
asinx  + 6cosx + c J asinx  + ̂ cosx + c

15.13. Через какие функции может быть выражен интеграл от рациональной 

■Р(х)
дроби |

Q{x)
d x ?
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§16. Определенные интегралы

Формула Ньютона -  Лейбница: j*/(x)<7x = F (x ) | = F ( b ) - F ( a ).
a

Если / ( x )  непрерывна на отрезке \a,b\ и x = cp{t) -  непрерывно дифферен­

цируемая функция, заданная на отрезке \а, 0 \ ,  где а = (р(а), Ь = (р(0}, то

ь Р

^f(x)dx=^f{q>{t))(p '( t)dt.
а а

16.1. Вычислить определенные интегралы:

1) \yj\ + xdx; 2) J - ---------—;
i  i ( l l  + 5x)О -2'

3) I  I dx 4 ; 4> ] Jr F ' r ’
2 ф - х )  i  л/-Е +1

0 dx ж'г х 2Ы  * / \  .  I  %/v
d x :5) f —  ; 6) Г -  2

\ 4 х 2 - 9  I  1 +  х

ъ  } ■  2 * * о л С Зх4 +3х2 +17) I sm —dx; 8) J -----   dx;
2 -;r/4 x +1

3' 2 x 4 - 5 x 2 + 3  . _  r dx
9 )  I 1 "  • 1 0 )  f -  ._______ ,

2 x -1  J 1 + V 2xT l

Я-/2 100

11) |  sinxcos2x<7x; 12) j* Vl-cos2x<7x.
о 0

16.2. Применяя метод интегрирования по частям, вычислить следующие опре-

деленные интегралы:
1

1) |arcsinx<7x;
0

2)

1

3) |xarctgx<7x;
0

4)

я/2

5) |  xsinxt/x; 6)

э

2) J ln (x  + 3)<7х;

4) |х е  х dx;
о
П

6) | x 2cosx<ix;
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a  __________

7 )  | - s l a 2 -  x 2 d x ;

9 )  J x a r c t g 2 x < 7 x ;

ж/2

8 )  |  e x s i n x d x ;

i

1 0 )  j * c o s 2 ( l n x ) < i x ;

1 1 )  | a r c s i n 2 x d x ;

-i
1 2 )  j c o s l n | x  +  ^ ? ) d x .

1 6 . 3 .  П р и м е н я я  м е т о д  з а м е н ы  п е р е м е н н о й ,  в ы ч и с л и т ь  с л е д у ю щ и е  о п р е д е л е н ­

н ы е  и н т е г р а л ы :

1) t —̂ — dx
i V J - i

5) I

d x :

rdx;
е  + е

7 )  J  s i n 6 —  dx-,

9) I
г x 2d x

(1 + * Т
1

" > 1 т / х :

V 2/2 

1

х

13)J*v(l — х2) dx\

d x
l/TI

15> I (2x2+l)V x2+ l

2 )  f  ^  d x :

h . +  x

d x :

4 )  f v i + i

6 )  j j E

3 3  +  ^ / ( x - 2 ) :

ж/A
8 )  J  c o s 7 2 x d x - ,

vr

rdx:

10) j

12) {

+  X

x

d x

- d x ;

7

1 4 )  J  7 T V 7 * ;

d x

77*

-In  2

J
0

275
1 6 )  J

Ts/3 X j ( x 2 -  2 )

1 6 . 4 .  С  п о м о щ ь ю  о п р е д е л е н н о г о  и н т е г р а л а  д о к а з а т ь ,  ч т о :

1) Нш
1 1 1 л

V
+ ... +

« +1 пл-2 2 «у
= 1п2; 2) limw 1

- +
«2+ 12 «2 + 22 2«
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16.5. Вычислить пределы lim S n :

1) s„ =
1
n

. 71 . 2л  . 7 l ( n - 1)
sin— h sm---- 1-... + sin— --------

n n n J

2) S „ = -
n 1 + - + J 1 + - + . . . + J 1 + -1 n V n V n

l3 23
3) + — + ••• + n n

(4« - l ) 3
n

(w + l)2 (и + 2)2 (2w)2

(w2+ l)  (w2 + 2 ) (n2+nj

6) + Т 2 + '" + Х ] ;

1 + V2  +... + yfn

\fl7r
16.6. Доказать, что J sinx2<ix;>0.

0

16.7. Пусть функция / ( x )  непрерывно дифференцируема на 

/ ( i )  — / ( ° )  = 1 - Доказать, что j ( f ( x ) f d x >  1.
О

я
16.8. Вычислить интеграл | л/l + cos 2xdx .

о

16.9. Найти производную первого порядка от следующих функций:
у[х

1) F (x )  = j* cos(V2)<F;
1 /х

X

2) F (x )  = Jlnfafr, х > 0 .

х

16.10. Найти точки экстремума функции F (x )  = d t .

[0,1] и
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§17. Вычисление площадей фигур

Площадь фигуры, ограниченной прямыми х = а и х = b и двумя непрерыв­

ными кривыми у  = у1(х) и у  = у2(х)  такими, что для любых а < х < Ь

ь
y i ( x ) ^ y 2(x ) равна S = \ ( у 2( х ) ~ y ^ x ^ d x .

а

Если x = x(V), y  = y ( t ) [0 < ? < F ]  -  параметрические уравнения кусочно­

гладкой простой замкнутой кривой С, пробегаемой против хода часовой

стрелки и ограничивающей слева от себя фигуру с площадью S , то
т т

S  = (t^dt = ^ x ( t } y ' ( t ^ d t .
о о

Площадь криволинейного сектора, ограниченного лучами ср = а  и (р = Р  и

Р

г
1 Р

кривой г = г{(р) , равна S  = — J г2 ((p)d(p

17.1. Найти площадь области, ограниченной кривыми, заданными в прямо­

угольных координатах:

1) у  = х2е~х, у  = 0, х = 2; 2) у  = х 2, х  + у  = 2;

3) у  = 2 х -  х2, х + у  = 0; 4) у  = as in x , у  = acosx;

5) у  = x ln2х, у  = xlnx ; 6) у  = 2х, у  = 2 , х  = 0;

а3
7) У = —  cosx, y  = atgx, х = 0; 8) у  = —-----у , У  = 0;

2 а
— Iо ?  ̂ ^d У 2 73 а  + х

9) у  = х4- 4х3 + 4х2, у  = cosл х - \ \  Щ у  = х , y  = x + sin2x ,  х е [0 , ж];

П ) у 2 = х3- х 4; 12) х 3 = х2 -  у 2;

13) а2у 4 = х 4(а2 - х 2); 14) х = cos;ry , 4у2 = 3(х + 3).

17.2. Вычислить площадь, заключенную между параболой у  = х 2 -  2х + 2 , каса­

тельной к ней в точке М(3,  5), и осью ординат.

17.3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной кривой у  = х4 - 2 х 3 + х2 + 3 , 

осью абсцисс и двумя ординатами, соответствующими точкам, в которых 

функция у  имеет минимум.
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17.4. В каком отношении парабола у 2 = 2х делит площадь круга х2 + у 2 = 8?

17.5. Найти площади фигур, ограниченных кривыми, заданными параметри­

чески:

1)

3)

5)

х = 3? , 

y  = 3 t - t 3;

' х  = acost, 
y  = bsint;

х = acost, 
у  = a sin 2t;

2)

4)

6)

V)

x = J

у

И Т
tyft

R f

8)

x = 2t - t  , 
y  = 2t2- t 3;

X = <2COS ?,

у = 6sin3?;

x = acos3t, 
у  = asin?;

x = acost ,

J
asm  t 
2 + sin?

17.6. Найти площадь фигуры, ограниченной кардиоидой х = 2а cost - a cos2?, 

у  = 2а sin t — a sin 2?.

17.7. Найти площадь фигуры, ограниченной одной аркой циклоиды 

х = a(t  -  sin?), у  = <2 ( 1  -  cos?) и осью абсцисс.

17.8. Привести уравнение к параметрическому виду и найти площадь области, 

ограниченной петлей кривой:

2) (х + у )3 = аху;

4) х5 + у 5 = ах2у 2.

17.9. Найти площадь области, ограниченной кривыми, заданными в полярных 

координатах:

3 31) х + у  =аху;

4 2 33) х =аху +ау :

1) r = acos5(p;

3) г = a{ \-s in (p ) ;

5) г = a{2-cos(p)-,

7) г = 2(р, ^  е [О, 2л-], ^  = 0;

2) r = acos4(p;

4) r = atg(p, (p = 7i/4;

6) г2 = <з2 cos4<t> ;

8) г = <r(l + sin2 2<д).
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17.10. Найти площадь области, ограниченной кривой г = a-yjcos2(p и находя­

щейся внутри круга г = а / V2 .

17.11. Найти площадь области, ограниченной кривой г = а(\  + cos#>) и лежащей 

вне кривой г = За cos (р.

17.12. Найти сумму площадей областей, ограниченных кривой г = асоъЗср и 

лежащих вне круга г = а/ 2 .

17.13. Перейти к полярным координатам и найти площадь области, ограничен­

ной кривой:
1 \ 4 4 2  ^ \ 4 4 2I) х  + у  = а х у ;  2) х + у  - а х у \

3) (х2 + у 2) 3 =ах4у ; 4) х6 + у 6 = йг2 ( х 4 + у 4);

5) (х2+ у 2) = а 2х 2у 2; 6) х6 + у 6 =а2х4.

17.14. Найти площадь области, являющейся пересечением областей, ограни-

( 2 2 2 / 2 2 \ / 2 2 2 х + у ) = а у х  —у  ) и (х +у  ) = 2 а х у .

17.15. Вычислить площадь фигуры, заключенной между линией у  =  у и
1 + х

ее асимптотой.

17.16. Вычислить площадь общей части кругов г = cos <д, г = a cos (р + a sin q>.

17.17. Найти площадь области, лежащей между кривыми (х2 + у 2) = а 2(х 2 - у 2)

И ( х 2 + у 2)2 = 4а2 ( х 2 -  у 2) .

17.18. Вычислить площадь фигуры, ограниченной данными кривыми 

( x 2 + y 2f = 2 a 2( x 2 - y 2),  х 2 + у 2 >а2.
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§18. Вычисление длины дуги плоской фигуры

Длина дуги у  = / ( х ) , а < х < Ъ \  L = d x .
а

При параметрическом задании х = $>( t ), y  = 4s(t), a < t  <b\

L = \'\(<P,{t ))2 + (v '{ t ) )2d t .
a

Если кривая задана в полярных координатах f  = /(#>), а< (р< (5 ,

Р ______
L = JV r2 +r'2d(p.

а

18.1. Найти длины дуг следующих кривых:

1) у = 1пх, 3/4 < х < 12/5 ; 2) у  = 1 -  In cos х,  0 < х < л/Ъ ;

3) у = l n ( l - x 2), 0 < х < 1/2; 4) у  = arccosе~х, 0 < х < 1 ;

5) у = V l- x 2 + arcsinx, 0 < х < 7/9; 6) y  = s j \ - x 2 + arccosx, 0 < х < 8/9 .

18.2. Определить длину дуги кривой:
2 31) у  = х , отсеченной прямой х = 4/3 ;

X2
2) у = —  - 1 ,  отсеченной осью Ох;

3) у 2 = (х  + 1)3, отсеченной прямой х = 4;

4) 9у2 = х(х -  З)2, между точками пересечения с осью Ох;

5) У = yje2x -1  -  arctg-\/e2x -1  от начала координат до точки, для которой 

х = 1 .

18.3. Найти периметр фигуры, ограниченной линиями х2 = (у  + 1)3 и у = 4.

3 2 / 218.4. Найти периметр фигуры, ограниченной линиями у  = х  и у = V2 - х .

18.5. Найти длину линии:
X ____  X _____

1) у ( х ) =  { ф 4- Ш ,  1 < х < 2 ; 2) у ( х ) =  [\jcos2ldl, 0 < х < ж /4 ;

з) Я Д  = jVsin2?t#, 0<х<7г/4;  4) у (х )=  J Vcosx<2x
О —тг/ 4

66



18.6. Найти длины дуг следующих кривых, заданных параметрически:

1) х = acos31, у  = asin3? ;

2) x = acos5t,  y  = a sm 5t,  0 < t<  ж/2’,

3) x = 2a sin21, у  = 2a cos t ;

4) x = ln(l + ?2), у  = 2arctg t -  2t + 8 от точки A(0, 8) до точки 

Z?(ln2, ж/2 + 6);

5) x = (t2 -  2)snH + 2?cos?, y  = ( 2 - t 2^cost + 2 t s in t ,0 < t< \ ;

6) x = 6at5, y  = 5at(l-t* 'j  отточки H (0, 0) до точки В(ба, 0);

7) x = 2aslrV , y  = 3acht от точки A(0, 3а) до точки B (x0, y0) ;

8) x = -^-sin^l + 2 cos2?), y  = acos3t отточки A(0, а) до точки Z?(a/2,0).

18.7. Найти длины дуг кривых, заданных в полярных координатах:

о (О ,~ч 4 (D
1) г = COS' 0 <( р  <ж/ 2;  2) г = acos —;

3) г = (р1, 0 < (р < ж; 4) (p=^yjr2 +2+\nr+y/r2 +2 0<г<2.

18.8. Найти длину дуги спирали Архимеда г = а<р, находящейся внутри круга 

радиусом 2аж.

жа
18.9. Найти длину гиперболической спирали г = — , (р > 0 , находящейся внут-

( р

ри кольца а/4  < г < 2а .

а
18.10. Найти длину границы областей, ограниченных кривыми г =

4 sin2 — 
2

и г = a ( l  + cos<^)
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§19. Вычисление площадей поверхностей и объемов тел

Площадь поверхности, полученной вращением кривой У = / { х ) , а< х< Ъ
Ъ

вокруг оси Ox: S  = 2л  j уу] 1 + у '2d x .
а

Объем тела, полученного вращением кривой У = / { х )> а < х< Ъ  вокруг
Ъ Ъ

оси Ox: V = ; г | / 2(х )dx; вокруг оси Оу: V = 2ж jxf(x )dx .
а а

Если площадь сечения тела, перпендикулярного оси Oz и отстоящего от на-
b

чала координат на расстояние z, равно S(z), a < z < b , его объем V = ^ S ( z ) d z .
а

19.1. Найти площади поверхностей, образованных вращением следующих 

кривых:

1) у  = х (0 < х < а) вокруг оси Ох

2) у  = acos^j-  (|х| < Ь} вокруг оси О х ;

3) y = tgx (0 < х < л"/4) вокруг оси О х ;

2 2 
JC V

4) —  + —̂- = 1 (0  <Ь<а)  вокруг осей Ох и О у ;

5) х2 + ( y - 6 ) 2 = а2 (b > а) вокруг оси О х ;

6) х2 + (у -  b f  = а2 (b>  а) вокруг оси О у ;

7) х2/3 + у 2'3 = а2!3 вокруг оси О х ;

8) х = a(t -  sin/1) , у  = а{\ -  cos/1) (0 < t < 2 л ) ; а) вокруг оси О х ; б) вокруг 

оси О у ; в) вокруг прямой у  = 2 а ;

9) х = a cos31, у  = a  sin31 вокруг прямой у  = х;

10) г = а{\ + cos#>) вокруг полярной оси;

11)г2 = a2 cos 2(р: а) вокруг полярной оси; б) вокруг оси (Р =7~ \  в) вокруг

ж
ОСИ (р = — .

2
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19.2. Найти объемы тел, образованных вращением фигуры, ограниченной 

линиями:

1) у  = cos х , у  = 2 cos х , х = ±ж/2: а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси Оу.

2) у  = ех - 1 , у  = 2,  х  = 0: а) вокруг оси Оу; б) вокруг прямой у  = 2 .

3) у  =  у , у  = 0 , х = ±1: а) вокруг оси Ох; б) вокруг оси симметрии;
1 + х

в) относительно прямой у  = 1.

4) у  = s i n x , х = 0,  х = ж, + = 0:  а) вокруг прямой у  = - 1 ;  б) вокруг пря­

мой у  = 1; в) вокруг прямой х = - 1 .

19.3. Найти объем тела, ограниченного поверхностью, образованной вращением

1
кривой у  =  у вокруг ее асимптоты.

1 + X

19.4. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью, образованной вра-

2 -X3щением циссоиды у  =  вокруг ее асимптоты.
2 а - х

19.5. Вычислить объем тела, получаемого при вращ ении вокруг оси ординат 

криволинейной трапеции, ограниченной осью абсцисс и первой аркой 

ЦИКЛОИДЫ X = <2(V-SHn), y  = <2(l-COS?).

19.6. Вычислить объем тела, получаемого при вращ ении вокруг оси Ох  криво­

линейной трапеции, ограниченной осью абсцисс и первой аркой циклои­

ды x = a s i n t ,  y  = b s in2 t .

19.7. Вычислить объем тела, полученного при вращ ении вокруг полярной оси 

фигуры, ограниченной кривой г = a c o s2 (р.

19.8. Вычислить объем тела, полученного при вращ ении вокруг полярной оси 

фигуры, ограниченной кривой г = aco s3 q>.

19.9. Найти объем тела, полученного при вращении вокруг оси абсцисс лепестка 

лемнискаты г 2 = a 2sin2^?.

19.10. Найти объемы тел, ограниченных следующими поверхностями:
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2 2 _ 2 2 2 X У „ С X у Z
!) ~Т + ТГ = 1’ z = —■х ,  z  = О; 2) —  + - у  + —  = 1;

a b а а о с

х2 у 2 Z 2 х2 у 2 , X2 Z 2
3) ~ +Т2 y = 1>z = ± c ; 4) — + —  = 1, — + 7 2 = 1 ;а о с a a a b

5) х2 + у 2 + z 2 =<22, х2 + у 2 =ах;  6) z 2 = Ь ( а - х } ,  х 2 + у 2 =ах',

7) x + y  + z 2 =1, x = y  = z = 0; 8) х 2 + z 2 = а2, у 2 + z2 =а2.

2 219.11. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями х + у  =ах,

х -  z = 0, x + z = 0, рассмотрев сечения, перпендикулярные Ох.

19.12. Найти объем чердака, основание которого есть прямоугольник со сторо­

нами а и Ь, верхнее ребро равно с, а высота h.

19.13. Найти объем параболоида вращения, основание которого S, а высота 

равна Н.

19.14. Найти объем тела, полученного при вращении круга радиусом а относи­

тельно прямой, лежащей в плоскости круга и отстоящей от его центра на 

расстоянии Ъ (Ь> а).
2 2 X у

19.15. Через фокус F  (с, 0) гиперболы —г — j  = \ проведена хорда, перпенди-
а Ъ

кулярная оси абсцисс. Найти объем тела, полученного при вращении во­

круг этой хорды отсекаемого ею сегмента гиперболы.
2 2 X у

19.16. Через фокус F  (с, 0) эллипса ~т + —Г = 1 проведена хорда, перпендику-
а Ъ

лярная оси абсцисс. Найти объем тела, полученного при вращении во­

круг этой хорды отсекаемого ею сегмента эллипса (рассмотреть случаи, 

когда сегмент больше полу эллипса и когда он меньше полуэллипса).
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§20. Несобственные интегралы

Если функция / ( х )  интегрируема на каждом конечном сегменте [а, 6], то,

+00 ъ
по определению, полагают: |  / (х)<7х = l im j/ (х)<7х. Если функция / (х) не от-

а а

раничена в окрестности точки b и интегрируема на каждом сегменте [<2 , b -  £•]

Ь Ъ-е

(б1 > 0), то принимают: | / (х)<7х = lim j* / (х)<7х. Если пределы существуют, то
а

соответствующий интеграл называется сходящимся, в противном случае -  /х/с-

ходящимся.
+ С О

Признак сравнения 1. Е[усть | / ( х ) |< F (x )  при х > а .  Если | F(x)<7x сходит-
о

+ С О

ся, то интеграл |  /(х)<7х сходится.
о

Признак сравнения 2. а) Если при х —»+со функция / ( х ) > 0 является беско-

+ С О

нечно малой порядка р  >0 по сравнению с 1/х, то интеграл |  /(х)<7х сходит-
0

ся при р  > 1 и расходится при р  < 1.

б) Если функция / ( х )  > 0 определена и непрерывна в промежутке а< х <Ь и 

является бесконечно большой порядка р  по сравнению с 1/(6 -  х) при х —» b -  0 ,

b

то интеграл |/(х )< 2 х  сходится при р  < 1 и расходится при р >  1.
а

20.1. Вычислить несобственные интегралы:
+ С О  7  + С О  -t 1

1) J — 2) f ^ e xdx;
J  у  -U  г  *  г1 jc + jc •; д*

+со

dx:

+00 7  +00r dx r arctg x 7
5) 6) l 7 7 T T I ^ A ;

—oo x + 2x + 5
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T«J

7> J
dx

2 x^Jx2 -1
i

9) j*lnx<2x;

i i ) J
r dx

X

+C0 T

is)  J  dx

1 5 )  J

-oo ^ X  +  X  +  1^

+c°x2+ l

0 X  + 1
-dx:

17)}
dx

л/х2 -  4x + 3
ж/2

19) J  lnsinxt/x;

-г1-*.
21) J

dx

i хлЯ + x5 + x 10

tw

23) J  e-  cosbxdx (<2 > 0 ):

20.2. Исследовать сходимость интегралов:
+00 2

Г —

х dx
4 2 i ’

х  — X + 1

dx

3) I k , -

5) (a * 0 ) ;
X

7) | Л ^ А ( П , 0);
2 + x*

+oo • 2

9) J  '  ,fr
r\ X

+CO X

8) |  x2e 2<2x;

+00 

10) J
—oo

+ C O

12) J

dx
1 +  X

2 ’

dx

2
+co

14) J
0

16)}

x + x — 2 

dx
1 + x3 ’ 

dx
(2 -  х)л/ЙГх ’

1 7 2 
18) |  X dx

3x + 2

dx

:лЯХ л /Ш Х

xlnx

20)}-
0 *
+GO 

+GO

24) J  e “ sinfoct/x (a  > 0).

<2x2 ,

2) Я0 X

r dx

+00 7WJl

о

6) J
+coln(l + x)

—   —d x :

о x
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ж! 2 1 • +со -i- In sin л: 7 r ®
12) J

0 0 - y x  +  X

+C0 1 -

13) J V W jc; 14) j V l n 9- ^ ;
0 0 -1

+co ffi +co .

1 5 ) J T ^ d x ;  1 6 ) / ^ * ;

0 I  -I- x  0

+f h ( l  + i )  Т^йис^
17) J л dx; 18) j — — dx;

0 X 0 x

, 7  x p sinjc 7  sin jcp
19) j -  - d x ;  2 G ) \ —— dx;

1 1 + x q I xq +10
+co dx _  7  dx

22>J0 x q + x p ' J0 x plnqx

1 1 p
2 3 ) j x p\n qxdx;  24) J-j=i==<2i.

0 0 VI — .X

20.3. Вычислить интеграл I* X^X , если известно, что V  —-  = — .
I eX + 1 ы й  6

+co

20.4. Пусть интеграл j* f ( x } d x  сходится и равен J . Доказать, что интеграл

7 ( ОJ /  Ьс —  dx также сходится и равен J .
\

X j—ии v У

20.5. Исследовать на сходимость интегралы:

dx _  7  xdx
1) 2) ( -  2 2

q I  +  X  c o s  JC q 1 +  jc c o s  jc
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§21. Числовые ряды. Признаки сходимости знакопостоянных рядов

оо

Выражение вида а1 + а2 + ... + ап + ... = ^ а п, где af е К + называется положи-
«=1

тельным числовым рядом. Числа а1,а2,...,ап,... называются членами ряда , число 

ап -  общим членом ряда.

Суммы S1 = a1, S2 = ах + а2, ..., S = ах + а2 + ... + ап называются частичными 

суммами, a Sn -  п - частичной суммой ряда. Если limS^ существует и равен
п —>со

числу S, то ряд называется сходящимся, a S -  его суммой, в противном случае 

(если предел не существует или бесконечен) ряд называется расходящимся.
оо

Необходимый признак сходимости ряда. Если числовой ряд ^  ап сходится,
/7=1

то 1шши = 0 .
п —>со

оо оо

Признак сравнения 1. Пусть даны два ряда ^  ап и ^  Ьп , если при п> nQ
/7=1 /7=1

оо

выполняется неравенство 0 <ап <Ьп, то 1) из сходимости ряда ^  Ьп следует
/7=1

оо оо

сходимость ряда ^ а п ; 2) из расходимости ряда ^ ап следует расходимость
/7=1 /7=1

оо

ряда .
/7=1

Q
Признак сравнения 2. Если существует предел Иm —  = h,  где h -  число от-

/7—>С0 А
/7

личное от нуля, то оба ряда ведут себя одинаково в смысле сходимости.

а
Признак Даламбера. Если ап > 0 (п = 1,2,...) и lim—̂  = <2, то а) при d < 1 ряд

/7—»со /7
/7

сходится и б) при й? > 1 расходится.

Признак Коши. Если > 0 (и = 1,2,...) и Нтл<ти =&, то а) при £<1 ряд
 ̂  ̂ /7—̂ 00 ’

сходится и б) при £ > 1 расходится.
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Интегральный признак Коши. Если /(■*) (х -1 )  -  неотрицательная невоз-
оо

растающая непрерывная функция, то ряд ^ / ( и )  сходится или расходится вме-
п—1

сте с интегралом
ТОО

|  f ( x ) d x .

21.1. Для каждого ряда найти S  доказать сходимость ряда, пользуясь опреде­

лением сходимости, наити сумму ряда:
оо 1

1)  Х ^ ;2К\П +п 2 )  X

1

3 )  X

1

5 )  X

9п - Ъ п - 2  

1

Ап -1  

1
^  п +Ъп

2 )  X

п + 3 п + 2 п 

3" +2"

о  X -
2п + 1

п = 1 /2 (» + 1 )2 ’

8) ^ a rc tg
1

/7=1 /7=1

со ________  _______

9) -  2 -  2yjn +1 + л/й 1; ю ) 1 -

/22 + /2 + 1 

1
Й=1 ■ • ^ 4 / ? 2 +  4 / 2 - 3 '

21.2. С помощью необходимого признака сходимости ряда установить, какие 
из указанных рядов заведомо расходятся:

оо

1) Х ^ Т о о Г ;
00

2) Х ^ й ;
/7=1 /7=1

з) X /2 + 1

^2/2 + 1 4 )  X

5) X .
/7=1

In+ 2 
/2 + 1 «> X

2/2 + 3 
/2 + 1

1
? л/2/2 ’

2) i f ;
И=1 -2 8) Xn2 sin-

1

9> X
r 2n- + 0

2/2 + 3
10) X

n=i /7 + /2 + 1

/2 + 1

V

X 3/7

■ = l v  72 + 3

n ) X

1+ 1 Л
.  «у

1
/7-1---

12) X
п

n = 1 и=1 I 1/2 + — 
l П
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21.3. Используя признаки сравнения, исследовать на сходимость ряды:
” 1 00 и

I) У   ------ ; 2) У -
^1000/2 + 1 ’ ^ 7 2 2+1

3) t - Т ^ Л  4) %  1
п = 1 п 2 (l + //) И=1 л//2 + 1
оо 1 оо 1

5 )  Х ^ т Ц +  6 )  X -
/7=1 л]п(п + 2) ’ „=1 ^ ( / 2  + l)(/2 2 + l)

—ч / 2  + 3/2 + 2 o s  sin /2<Д
)  /  ' 7  4 3 7  ’ )  /  у 3

„_1  3 /2  +  /2 +1 И=1 /2

ОО 1 00 1

9) У — —г; 10) У — — ;/2 • 5й' 1 tT 3 ” + r
оо оо 1

п ) Х г - ^ ;  12>Х -гДи + 2 )2 " ’ + ( 1  + 2и3)

оо 2 оо 1

| 3 ) 2 - г г ;  м , § &

(ln/2 ) t ?  724 + 1

со .  . со 1  .   .

1 7 )  У | > / й  -  V n - - T j ;  1 8 ) у — \ y j n  +  l - y j n - \ j ;

п=1 п=1 77

1Qx v  1 oo4 1̂n(w + l)19) У  «arcsm — ; 2°) у  v Д
и=1 77 И=1 ^

2 1 . 4 .  И с п о л ь з у я  п р и з н а к  Д а л а м б е р а ,  и с с л е д о в а т ь  н а  с х о д и м о с т ь  р я д ы :

§(^ ту  2)
СО _  0 0  - Л / 7

3) Х ” ‘6 ^ т г ;  4) X  —  ;
/7=1 ^  /7=1 ^

_л (2/2-1)!! * 4 ^ 2 -  ̂5) > 4 !— ■ 6) > /2  sm — ;
^  3 "«! ^ 2/7=1 ^   ̂* /7=1 ^

°о со |

7) Х г т т т ; 8> Х 4 г ;^ (77  + 1)! 77i /2

9 ) ю ) f  М . .
' t r  У  ’ J t ; ( 2 « ) i
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21.5. Установить сходимость или расходимость указанных рядов с помощью 

признака Коши:
СО |

1} + 1 п " (и  + 1)’

о о

2 )  X
/7=1

СО 1

3 )  V a r c s i n ”  — ; 

77? и

о о

4) X
/7=1

0° /  I у
5) X  s i n -  ;

«=Л п )

о о

о  X/7=1

п
7̂  у 2п +1 

п + 1
7+2/2 -1 у

3
)S —

«У

21.6. Используя интегральный признак, исследовать на сходимость ряды:

1оо 1

У
“ 2 72- In2 п ’

оо

2) X
/7=2

0°

X V ;
/7=1 V / 7

00

4) X
/7=1

00 J

5 л/3/2-2 ’

оо

6) X
/7=1

^  1  ,  / 2  +  1

/  -д=,п— ; 
^ л / Й  / 2 - 1

со

8) X
/7=1

СО |

я=1 77*\/ /7 + 1

о о

1 0 )  X
п=2

1 2п(2п  -1 )  ’ 

In (п + 1)

( и  +  1 )

1 + п

2 ’

Гл  . .2 Л 2

п

У 1 +  И  У 

ln(w + l ) - l n  
In2 п

21.7. Используя признаки сходимости, исследовать на сходимость следующие 

ряды:

л/ЙСО 1  1

1) X “ ^ sin—+  У Д  и2 2 )  X '
п —1

з )  X
/7=1

о о

5) X
/7=1

о о

У  X

1
„7Г /2 ~  Sin /7

л/Й + 1
7? п3 + 5 ’

2 п - \

/7=1

( n + i)
о о

4)
/7=1

+  In п
6) X —и=2 п

9> X

( «  +  1 )

arctg /2

8) y i n
/7=1

/2+ 1
П

7+0 п - п

со

Ю )  У  ( У ”  - l ) s i n —  

t i  и
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3/2 + 1
n>X ,и!

со /  1

13) У ifnl lncos —
/7=1

Л2 

72у

15) Х
Ю ->/й ./2 е

/7=1

17)1:+; 
+  и!

19) X
/2 + 5

7+3/2 — 1

2 1 ) Х
/7=1

23) X

1

^ 1п (/2 + 1)

8" 2"+1

/7=1

25) X

3”(3” - l )  (/2 + 1)! 

(2/2-1)!! 1

27) У

? (2и)!! п-2

1 л

/7+1

/7=1

г
COS

v л/" у
у

29) £ l n
п=2

1 +

л/Й 

( - 1 )

3 /Ту V /2

31)1-
/2й sin

«=1 п\
оо

33) у ,а -Inn
Я=1

35) У
/7=1

(2/2)!!
(2/2-1)!

V

/2

37) У
1 /2 In /2 + л/1П /2

12) £ l n
/2 + 1

14) У

И=1 2/2 + 5

arcsin(l//2)

7i >//2 + 1 - л /й

is) Х + ;
п=2 £

18) X
yJn + 2 - л / п - 2

3 / 2 
п—1 V 7 7

со 1

2 0 ) Х - Г
/7=1 V «

22 )  X

1 1
arccos—; 

п

24) X

26) X

Уи(и 4- 1)(п + 2)

( 2 n - l ) | 5 > / n - l )

(2»)! . 
?32"n!(n + l ) ! ’

/228) У  sin------------- ;
t r  (3 + 1//2)”

uj
30) у И 5

, . , 5 -18- 47-  . -(n3 + 2 n 2 + 2 ) ’

32) У Vn + l -  V n-1

34) У

=1 У/т + 2

In2 и

/7=1 n

» 2 2 -52 -82 -...-(3// + 2 )2 
36)  2 ^ -----------;--------ч--------- — Sin

/7=1 ( 2/1 +  1)!

38) У
sm /2

1 In In (72 + 2)



21.8. Доказать каждое из следующих соотношений с помощью ряда, общим 

членом которого является данная функция:

ап (2л)! Л1) lim—  = 0; 2) lim ^ -^ -  = 0;
И — »СО  Y l I И — К О  ( J  '

пп

пп
ОО j

21.9. Вычислить сумму ряда V — ------— - .
^  пуп +1)2"

ОО 2
21.10. Доказать, что ряд V  — j= расходится.

п=1 пЩп

21.11. Сходятся ли следующие ряды:
0° 1  со 1

d  E t c ; 2) Е^ и 2-1 п и ’ ^1 п и !

21.12. Последовательность |х и} задается соотношениями хх = а> 1,

оо 1

+ 1 ( и >1). Найти ^ — .•*й+1=*й2- * й

21.13. Найти:

-я-4 -я-12Ж 71 71
\  + ~ , +  ^ +  ^  +  ...

2 - 4 !  2 -8! 2 -12!
1 -я-4 -я-8 -я-121 ;Г -7Г 7Г

— + —Д ------ +-^3------ + ••2! 2 -6! 2 -10! 2 -14!
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§22. Ряды с произвольными членами. Абсолютная и условная

сходимость рядов

оо

Ряд ^  ап , члены которого ап е R , называется абсолютно сходящимся, если
«=1

оо

сходится ряд ^ | а и| . Абсолютно сходящийся ряд сходится, обратное утвержде-
/7=1

ние неверно.
оо

Признак Лейбница. Пусть ряд ЕНГ ап знакочередующийся, где ап > 0,
И=1

если последовательность {\ап | убывает и lim \а I = 0 , то ряд сходится.
U  \)  п— > С 0  ' '

оо

Ряд ^  ап , члены которого ап е М , называется условно сходящимся, если он
/7=1

сходится, а ряд, составленный из абсолютных величин ^ | я и| , расходится.
/7=1

22.1. Доказать сходимость следующих рядов и найти их суммы: 

” (-1 )”(2/7 + 1) ” ( - l)" +1

/7= 0  ^  /7=1 ^

22.2. Применяя признак Лейбница, показать, что данный ряд сходится:

о  ; 2) j r i z i T L .
^ 2 / 7 - 1  ^ (3 /2  + 5)

з) 1 4 +  4) Е-
/7=1 //! ^  /7 + 20

5 )  + ( - 1) ” 1 п » . 6 )  + ( - ! ) ' ’ s i n ( V « )

^  ’ Ik  п

22.3. Исследовать ряд на абсолютную и условную сходимость:

в  2) у И Г .
«=1 па л=2 In/7

v /7+1

3) 4) z H f c ) ;
« + 2 ^  v /7 (/7 + 1)/7=1
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22.4.

со i

5 ) Z H r ' t g - U,.i niln

/2=1

9) у
(-1)"1

In  -a rc tg /2 ’

i D S t - r ^ f ;
/2=1 ^ "f" 1

1 3 ) 2 ( - 1 Г ‘
(2n + l)!!

/2 = 1

15) Z

2-5-8-...-(3w -l)

(—l)” C0s(/r//2^

«=1 «

■ ^3  1  / г / 2 2
2 . 7 ^ cos-----7 ’"  m n n + 1

1 9 )  S
( -1 )“

/2 = 2

. Я72
00 sin —  

S  In/2

Найти сумму ряда ^ ( - l ) ^  ' In
/2=1

1--

CO

6> £
( - O '
win3 и

8) К - 1 ) ”
/2 = 0

3/2 + 1 

4/2 + 5

/2=1 /7+ 1

/2= 1 /7!

7-i 1-4- . . . - (3 /2 -2 )  

7 - 9 - . . . -(2/2 + 5 ) ’

16) j ^ s in ^ / rV / / 2 + £ 2 1 ;
/2= 1

1 8 )  I l n
n =2

1 + (-1)"
nb

\  J

v П—1

20) У (-1 )“
/2=1

( ^ + ( - г Г

Sin/2
22) У  •

77 + 10 Sin 77

(k +1)
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§23. Функциональные и степенные ряды

Множество значений х, при которых функциональный ряд ^  (х) сходит-
/2= 1

ся, называется его областью сходимости, а функция / (х) = ^  (х) -  суммой
/2= 1

ряда.
оо

Ряд ^ / „ ( х )  называется равномерно сходящимся на множестве X, если для
/2=1

любого £• > 0 существует номер 7V, не зависящий от х, такой, что при п> N  

f n (х) -  / (х)| < £ одновременно для всех х е X  .

/2= 1

Признак Вейерштрасса. Ряд ^ / „ ( * )  сходится абсолютно и равномерно на
/2= 1

оо

множестве X ., если существует сходящийся числовой ряд такой, что

/п {х )\й а п при х е Х .

23.1. Найти сумму следующих функциональных рядов:
оо оо

1) X * 2"; 2) Х ( - 1 ) ”(2 Ц ” ;
/2—0

( х - 3 ) и

/2 = 0

v/2—1

3) Х И Н 4 >  I ;
/2= 1 3й ’ ^ ( l  + x2)*

23.2. Найти область сходимости функциональных рядов:

1 )  У

( - 0 “ 2) У
1

и=0 Х

п

2и+1
/2= 1

3 )  У — т ;у /  -< ппх—1 7 
/2= 1  ^ 4) У

/ 2=1

х(х + /?)
п

5) И=1 1

00 X”
2п

2) У
п=1 « л / л V

1 + 2х 
4 + х

6) 1 ^ -  
t r « 2+ l

оо

8) У(-1)'

J

1 + 2х 
у 1 + Зх у

/2-1 Г X ^

/2=1 yfn (/2 + 1) З х -1
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9> У
( - Г

/2=1 П*
2  + Зх

3 + x

1 1 ) У
/2=1
оо

1 3 )  У
/2=1
оо

1 5 )  У

1

V /

' 1 - х ^
i  in ( i  + п ) 

In п

nTi Пх 

C0S/7X

у 1 + X у

/2=1 п

17) £ х ” sin ̂
/2=0

” «л
[9) У Х ;

/2=1 X

о о

2 1 ) У -
«!

^  (х + 1 )...(х + «)

2 3 ) У ^ ;
/2=1

2 5 )  У
( - +

77 п Зх-2
/2=1

27) У
arctg(mr2 )s inx

1 V»3 + х 2

29> У
t ( l  +  х 2) ( 2  +  х 2). (и  +  х 2)

10) у ( -1 )“
/2=1 3 / / 2  — 1п / 2

12) У
77 п/2= 1

Лпх
1 4 )  У

/2= 2

16) 2 > Х
и =0 “

c o s m  / .ч
18) S — —  \ a > l )

/2 = 0

оо

20) У X +  ■
n = 1 2 ”х ”

004f , 2 ”sin”x
^  и2и=1

2 4 )  У
/2=1

оо

2 6 )  У

( / 2  + х )”

/2

X

/2=1

2 8 )  У
/2= 1

(l  + x 2) " ’

In” /2 .
/2

зо) У -
и=1 П

f  I IV

v x y

23.3. Исследовать функциональные последовательности на равномерную схо­

димость в указанных промежутках:

1) /„ (х )  = х”, а) 0 < х < 1/2; б) 0 <х <1.

2) /Д х )  = х” - х ”+1, 0 < х < 1 .

3) /Д х )  = х” - х 2”, 0 < х < 1 .

4 )  / „ ( * )  =  — —̂ , 0  <  х  <  + о о .
Х +  /2
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5)

6) /д

7 )  / Д

8 )  / Д

9 )  / Д

ю ) / Д  

п ) / Д

1 2 )  / Д

1 3 ) / Д

1 4 ) / Д

1 5 ) / Д

га:
1 + 72 + х ’ 

2 пх
1 + /7 X2 2 ’

0 < х < 1 .

а) 0 < х < 1; б) 1 < х <  +оо

= л х + — , -00 < X <+00 .

smra:
/?

• ,  —00 < X < +00 .

= arctg п х , 0 < х < +оо.

= х • arctg /?х, 0 < х < +оо.

X, X
= —In—, 0 < х < 1 .  

п п

ф  + х " , 0 < х < 2. 

1
X  +  /2Х  + 1

1 < X < +00 .

п ( 1 -х ) х ”' \  0 < х < 1

sin2" х н— —, а) 0 < х < л - ;б )  д <х <тг -  д , 8 >0 
п
1

23.4. Исследовать характер сходимости следующих рядов:
оо

1) 1 > "  , а) на интервале |х| < q , где q < 1; б) на интервале |х| < 1.
/2=1

" х п
2) У  — , на отрезке -1 < х < 1.

Я=1 /2

00 х”
3) У + -  , на интервале 0 < х < +оо.

/2 = 0

4) У(1 -  х )х " , на отрезке 0 < х < 1. 

1

/2 = 0

5> Ъ . , на интервале 0 < х < +оо.
^ (х  + «)(х + /7 + 1)

23.5. Пользуясь признаком Вейерштрасса, доказать равномерную сходимость в 

указанных промежутках следующих функциональных рядов:
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1) X . 2  2
n - 1 Yl +  X

4 2 !”T 1 + Yl X

, —00 < X < +00

0  <  X  <  + 0 0  ;

"  M Y
2) — — , -2  < x < +oo;

4) n—1 ^

^ x  + 2”

nx
ГГ I  +  72 X

5) Х ^ т ( х" +х_" ) ’ Т - И - 2;2 6 )  s

sm«x

V 4 4
«  +  X

-oo <  X < +oo

—00 <  X <  + 0 0

_ л v -  C O S  П Х
7) 2^---- —  > -o o < x < + o o ;

n=1 W

9) X x V “ ,0 < x < + o o ;
«=1

оч ^  sin nx
8 )  2 ^ „ - д а  <  x  < + д а  ;

^ n^fn

10) arctg 2 x
2  3

"  X  + n

—00 <  X <  + 0 0  .

23.6. Найти сумму ряда V — x” , если a0 = 0 , ax = 1 и коэффициенты а удовле-

/
творяют соотношениям ап+2 + 2пап+1 +

л

V
и - п  + — 

9
ап = О при п = 0 ,1, 2,....

у

°° t_ n t2”x]
23.7. Доказать, что если 0 < х < 1 ,  то — п—  = 1 - 2 х .  Найти сумму данного

п—1

. М Гх-
п=1 И

равномерно сходящимся на отрезке

ряда при х > 1.

со

23.8. Является ли ряд /

' - 7 2 ;  л/2

23.9. Доказать, что ряд V  cos(«(x + lnlnw)) расходится при всех
j~t\nn  v ’

X .

23.10. Доказать, что существует бесконечно много положительных х, для кото-

0° 7 _ П Й+1

рых сумма ряда V - — -—  есть рациональное число.
п + х
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§24. Степенные ряды и их применения

Ряд ^ а п (х -  а)" называется степенным рядом. Для каждого ряда существу-
п = 1

ет число R , которое называется радиусом сходимости. Ряд сходится в интерва­

ле ( a - R ;  a + Ri).

Если функция / ( х )  в некоторой окрестности точки а раскладывается в сте­

пенной ряд, то этот ряд имеет вид:

& Н а )
/ (х) = f ( a )  + /'(<я)(х - а )  + ... +----- ^ - ( х - я ) ” + ... (ряд Тейлора).

Разложение в ряд Маклорена основных элементарных функций:
оо п

В е ' = Х ^ - , ( х е И ) ;
„=0 П\

2 я + 1X
- 1) 7

/7= 0

2/7

2) sinx = Y ( - l ) " - ------- - , ( x e R ) :
У ’ (2/7 + 1)! v '

3 )  cosx = y ( - l ) ”— - ,  ( x g I ) ;
n = 0 \  ) .

00
4) 1п(1 + х) = У ( - 1 ) ”-1 — , ( x e ( - l ,  1));

n = 1 n

5) (l + x)'1' = + ( x e ( - l ,  1)).
n = 0 П \

24.1. Определить радиус и интервал сходимости и исследовать поведение в 

граничных точках интервала сходимости следующих степенных рядов:
оо оо

1) У х " ;  2) У 5 " х " ;
/7 = 0  /7= 0

оо оо

3) ^ ( ах)" Л аф  0); 4) £ ( и  + 1)2х";

оо Я оо Я
Л у- ч Ж Л Л

5 )  Х з + ;  6 >  XI In п п=2 \fn -  In п

7) у ( *  *) ■ 8) у  —  ;
j  Н  2/7 +  1 ’ t t n \
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/7=1

n)X(-i) 2-1 X
2я—1

я=1 2/7 +  1

1 3 ) У ( - 1 ) " д(Д ^  ;й=1 (/7 + 1)!

15) У
(х + 1)Зп-2

7 23" (/7 + l)ln(/7 + 1)

17)̂ у ± и г (л+1Г;
/7=1 П

19) J V V  (0 < or < 1);
/7=1

2 1 ) У ( - +
/7=1

з V2й (и!) 
(2 /7  + 1)!

х

23) У
у г , х«

17 /г  + 1

25) У ( - О 11У”]
-х ;

Я=1 /7

27) у  " !х”

29) У

г)и4 + 1

9 - 1 ) “

1 0 )У е-”х” ;
/7=1

12) У
(/7 -  l)(x  + 3)”

>/7+1
/7=1

14)Х (->гУ У
и=0 /7 ■ т-

Л"
I 6 ) y f i + i

«у
х :

18) У ^ ” ;
я=1 (2«)!

20)Ё 4х"
/7=1 ^

(т/>1);

00 X й

2 2 ) 2 ^ > > о ) ;
=1 77

21)у  (2" ) п у .
24)+ ( 2 я + 1)!!Х ’

26) У
X ^

-ysm z/J

28) У (-1)" X

1 5й -\Jn2 +1

30)^ f (x+2)
/7=0/7 In /7

24.2. Пользуясь основными разложениями, написать разложения в степенной 

ряд относительно х следующих функций:

1) е~%2; 2) cos2 х ;

3)

5)

х .10

1 -х  ’

___1 _

(1 -х )

4)

6)

X
1 - х  ’

X
>/1-2х
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7) 8) 7\  1  — x  1  + x — 2 x

1 2 - 5 x  x

'  6 - 5 x - x 2  ’ ( l - x ) ( l - x 2)

i i ) , 1 2 ; 12) 11 2 ’ / 1 2 ’ I — x  — X l + x + x

13) XSlna 2 ; 14) 1
1  -  2 x c o sa + x 2 ’ (l -  x 2 )л/Г ■ x 2

24.3. Разложив предварительно производные, путем почленного интегрирова­

ния получить разложения в степенной ряд следующих функций:

1) /(•*) = arctgx; 2) / ( х )  = arcsinx;

3) / ( x )  = ln(x + Vl + *2j ;  4) / ( y  = ln ( l - 2 x c o s a  + x2).

24.4. Применяя различные методы, найти разложение в степенной ряд сле­

дующих функций:

1) /(•*) = (l + * )ln(l + x); 2) / ( x )  = a rcco s( l-2 x 2);

3) / ( х )  = a r c t g 4) / ( x )  = arctg^— - .

24.5. Применяя почленное дифференцирование, вычислить суммы следующих 

рядов:

X3 X5 X3 X5
1) хн 1------ь...' 2) х  1------- ...■

3 5 3 5
2 3 2 4JC JC лч , X X

3) х  1 ... ■ 4) 1 н 1--------... j
2 3 2! 4!

5) • 6) 1 + - х + ^ 1 х2 + ^ 1 ^ - 4 . _
j 1-2 2-3 3-4 2 2-4 2-4-6

24.6. Применяя почленное интегрирование, вычислить суммы рядов:

1) х + 2х + Зх +..д 2) х — 4х + 9х —16х +....

24.7. Пользуясь формулой разложения в ряд Маклорена функций ех, sinx и 

cos х , вычислить указанные выражения:
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1) е2 с точностью до 0,001;

2) е~х с точностью до 0,001;

3) е“1/4 с точностью до 0,0001;

4) sinl0 с точностью до 0,0001;

5) cosl0 с точностью до 0,001;

6) sin 10° с точностью до 0,00001;

7) cos 10° с точностью до 0,0001;

8) sin0,5 с точностью до 0,001.

24.8. Пользуясь формулой разложения в ряд Маклорена функции (1 + jc)” 

числить указанные корни с точностью до 0,001:

1) З/ЗО; 2) 3/4; 3) 3/128;

4) ЗЯО; 5) 3/15; 6) ^516  ;

7) 3/2000 ; 8) л/2000; 9) 3/1027 .

24.9. Вычислить с точностью до 0,001 интегралы:

1) ° f ^ * ;  2)
од х  о х

0 ,8  0 ,5  jах0,0 o,j

3) I* л 1" sill л</\; 4) f ------ т ,
t  { 1 + -*

0 ,5  • 1.. г smjc г _ х2
5) I  <2х; 6) le dx;

о -1  о

3 J  0 ,5

7) |a rc tg —dx; 8) j* л/хех<2х
JC

, вы-
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§25. Индивидуальные задания по теме «Пределы»

1. Исходя из определения предела, доказать:

1 .

х 2 - х - \ 2
а) l im---------------= 7;

х̂ 4 х - 4

3
б) l im--------= оо .

х^о 2х - 1

2 .

ч г  2 х - 1
а) п т -------- = - 2 ;

Х̂со 1  —X

б) l im— —̂— -  = оо. 
х^° 1п ( 1  + х)

3.

ч 1 - х 2 - \а) l im--------= - 2 ;
1 - х

б) l im—cos—  = 0 .
*->°°х 6

4.

. 4х 2  - 1 4 х  + 6  . .
а) l im-------------------= 1 0 ;

*->з j c - 3

б) l im —- —  = оо .
х̂ О 2 х - 1

5.

М- 2 х “ 1  1а) lim = ;
*->°° 4х + 3 2

xs in ( ; rx )  Л
б) l im-----^ — -  = 0 .

*-*=° х + 1

6 .

N . х 2  -  2 х -  3
а) п т -------------------------------= 4 ;

^ > з  j c - 3

3
б) п т ----------------= оо.

J  х ^ 1 - З х

7.

. , .  5х 2  -  4х - 1 ,
а) l im ----------------------------------=  6 ;

х —  1

б)  l im—sin;rx =  0 .
х —>со

8 .

а)  lim 2  = 0 ; 
*->°°х + 1

б)  l im — - 3 — г  =  оо .

1п ( 1  -  х)

9.

. 5х2  - 5 1 х  + 10
а) l im --------------------= 49;

^ 10 х - 1 0

1 2 2 _Л ,. у/ х + а
б) l im-------------= 1 .

1 0 .

2 х - 3
а) п т ---------= 2 ;

я- * 0 х + 3

б) lim—— !-------= оо.
w l x -  2х + 1

1 1 .

М- 1  1а) lim ,----- = -  —;
x̂ 2 yJx + 7 3

б) lim— — cos— = 0 .
я- » 00 х - 1  X

1 2 .

а) Н т ^ — = 1 ;
я- * 0 х + 2

б) Ит—!— = оо. 
х̂ °  sinx

13.

1

а) lim 2 х - 2  = 0 ;
х —> 2 - 0

б) и т ^ - Л - б = - 5 .
■ * ^ - 2  X + 2

14.

а) lim— 7 —  = оо;
7 х-Я 3х”1 _ 1

,. 2 -  Зх .
б) l im --------= 3.Х̂со 1 —X
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15.

. х -  х - 6
а) lim ---------------- = -1 ;

X + 2

б) lim— sin(;rx2) = 0.
х -1

16.

. 5х - 2 4 х - 5  . ,
а) lim ---------------------- = 26;

■*̂5 х -  5
1

б) lim 4Х+2 = 0 .
х—̂—2+0

17.

, .  X + X + 1 1
а) lim— -------- = —;

*-*> х + 2  2
1

б) lim 2х-1 = 1 .
X—»со

18.
а) lim ̂  ~ Д  + 1 = 0; 

« 1  л  - 1

2 71
б) lim— cos—= 0.

х—Ию y  х•/V «/V

19.

а) lim * +  5  = оо;-^5Х2_25

б) lim — =• — 0 .
л/4х + 1

20.

. Зх2 -4 0 х  + 128
а) lim -------------------------- = 8;

х -  8

б) И т — —sin— =  0.
я-*0 х - 1 X

2. Доказать, что функция / ( х )  не имеет предела при х -» х0:

1 . / ( * )  = sm , * „ - 2 .
х - 2

2. / ( х )  = sm х0 -  3 . 
х - 3

3. / ( х )  = 1 - 2 C O S - ,  х0 = 0.
X

4. / ( * )  = COS х0 - 2 .  
х - 2

5. / ( x )  = COS х0 -  1 . 
х — 1

6 . / ( х )  = 1  + s i n - ,  х0 = 0.
X

7. / 6 ) - 2 sm_c + r ^ - - l . 8. / ( х )  = COS х0 -  5 . 
х - 5

9. / ( * )  = l + COS-l, х0 = 0 .
X

10. / ( x )  = sin_c_ 5 , х0 - 5 .

11. / 6 )  = sin^ . - » 0 = ° - 12. / O )  = sm_c + 3 , * 0 - - 3 .

13. / ( 4  = 5 1 \  + 2 ’ х» - “ 2 ' 14. / Ц )  = 1 cos *0 - 1 .
х — 1

15.
тс

/ ( x )  = l + sm х0 -1 .  
х — 1

16. / ( х )  = 1 + 2COS х0 -  3 . 
х - 3

17. / ( x )  = 2cos х0 -  3 . 
х - 3

18. / ( x )  = COS— , хп = - 3  . 
v 7  х + 3  0

19. /  М  = COS _ , * „ - 2 .
х - 2

20. f ( x )  = \ c o s - - 2 , Х0 = 0. 
2  х
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3. Исходя из определения непрерывности, убедиться, что функция / ( х )  

непрерывна на всей области определения:

1. / ( x )  = x3 + 3x + 2 . 2. f ( x )  = cos2x.

3. / ( x )  = — . 
V 7 x + 3

4. к
и

5. / ( x )  = e*+1. 6. / ( x )  = x2 + 3x -  2.

7. f ( x )  = s i n | . 8. f (x) = ‘g f  ■

9.

(N1*II 10. / W  = e3’ .

11. / (x) = x + ex . 12. / ( x )  = sin(x + l ) .

13. f  (x) = cos(x2) . 14. / ( x )  = l + sin(x2).

15. / ( x )  = e3x + s in x . 16. / (x) = e2x -  x 2.

17.

(NЬО1II 18. / ( x )  = x4 +3x2 -1 .

19. /  (x) = x3 + 3x + sin x . 20. / ( x )  = x -  sinx.

4. Вычислить пределы:

a) lim
( x  +  l ) ( x 3 — 2 jc — 1)

■-►-1 х + 4x - 5

ln(l + sinx) 
в) lim—

x—>0 s in (4 x -4 ;r)

д) lim
r-j2 x  ^ 3 x

x̂ ° 2x -  arctg x

/-jcos2x -i
ж) l im ------------;

х̂ ж/2 In sin x

x—>4

r) lim

з) limx—̂1

"\/l +  2 x - 3 .
л/х 2

Л 1

l n x

( l - l n ( l +  x 3) )

f 3 x - 1 ' )
1

^ -1

 ̂ X +  1 у

л/1 -  x  --3  .
* 2  +  л/х  

In 2 x  -  In 2n

x arcsinx

2.

. x3 - 6 x 2 + 1 2 x -8
a) lim  ------ ---------

^  x -  3x + 4

ln ( l - 7 x )
в) lim— f -------4 - ;

x̂ ° sm(;rx + 7;rj
r) lim

sm ^5хЛ 
v 2 j

cosx
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д) lim
2 5х r^x

х̂ ° x - s in 9 x  ’

1
; )  l i m ( l - e x 2 ) t a K 2 ( ( ^ ) / 3 ) )

x ^O  \  /

ln (2 x -5 )  
ж) lim—17 x̂ 3 esm*x - l з) limx̂ 8

a) lim
x - 3 x - 2  

~2 ’X + X

. l-co s lO (x  +  7г) 
в) lim--------- r—̂x̂ O _ x

3.

Д) lim
( 2 x - l ) 2

v1/o sin;rx -sin3^ x ’ x-> y2  £  — e

i
ж) l i m ^ c o s V x ;

6) lim
л/х -  6  +  2

ч ,. л/х — X  + 1  — 1 г) lim—
lnx

e) lim
e3x -  e~2x

x̂ o 2arcsinx -  sinx

i

з) lim
r sin x л 
v sin a j

,. x + 5x + 8x + 4 
a) lim —------ ---------------

x-> -2 x  +7x +16x + 12
л / х - 1 

6) lim .----- -

COS X  +  ■
571 tgx

в) lim  ----------r-
x^° arcsin 2x

r) lim
I n  t g x

x—>;r/4 COS2x

Д) lim
-  e

Х^ф log3COS6x

x>4x _  p - 2x

e) lim-------------------
x^° 2arctgx -  sinx

ж) lim
x—>2

^cosxA 
vcos2 j

x—2
з) lim

x—>3

 ̂arcsin ( х - 3 ) л 
sin 3 7i x

(x  + 3x + 2) 
a) lim-2:------ -------— ;

x^-'x +2x - x - 2

N ,. 3x2 -  5x
в) lim----------- ;

x̂ ° sin3x

4 l f x - 2  
0 ) Inn —j=----- ;

x^16 л/х — 4

г) lim
l + cos3x 
sin2 7x

In / x — л/ 2x — 3 j 
д) lim . /  . 4---- . /

x^2 sm(;rx/2j -  sm(;rxj

2x r^-2x

e) lim
6 - 7

x̂ o s in 3 x -2 x  ’

ж) lim
x—»0 V

1 + х2л 
1 + хЗл

3 ) lim
X—>7г/ 4

^ In tgx  ̂r-n/ 
1 -  ctgx
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6.

a) lim
x 3 - 3 x - 2

l ( x2- x - 2 )

b) lim 1.n (1~ 3x>
x̂ ° v8x + 4 - 2

д) lim
gSin2x _ gtg2x

x^/2 In (2jc/ л-)

_л >/9 + 2x -  5 o) lim 1=-------- ;
x̂ 8 l /x -  2

r) lim
n  Xe - e

x̂ n s in5x-sin3x  

12x -  5“3x
e) lim

x̂ ° 2 arcsin x -  x

1
ж) l im (2 -3 sin XV"“^x̂ O \ / з) limx—>•!

2 x - l / Х - 1

V X  у

7.

a) lim
(2.x2 — x —l)

x— x3 + 2x2 -  x -  2

в) lim
l- c o s 2 x

x̂ ° cos7x-cos3x  ’

л tg x -  tg 2
Д) !un Л  / 1Vx̂ 2 s m m ( x - l j

6) lim-x—̂16
V x - 2

K ^ 4 ) 2

l - s in 2 x
r) lim

х̂ ж/4 ( л -4x^j

e) lim
5x 3xe - e

x̂ ° s in 2 x -s in x

ж) l im (2 -3 arctg2'/xVx̂ O \ / 3 ) lim
x

П Х

Vĝ r' 2a
2 —  

v aj

8.

. x — 3x — 2 
a) lim--------------

x̂ 2 x -  2

ч sin7x 
в) urn— •

x ^ °  X  + 7 Г Х

tg(ex+2- e x2~4)
д) lim —2--------- — L;

x̂ ~2 tgx + tg2

l/x -1
0 ) lim j  1—  ,

X̂ 1 yjx + 1 -  v2x

r) lim
ln ( 9 - 2 x 2)

x̂ 2 sin2;rx

e) lim—
elx -  e~2x

x̂ ° s in x - 2 x

ж) lim (2-cosx)x2;
x̂ O V /

r 2 - х л
3 ) lim

X —>1 V X

ln(2-x

/

9.

(x2 + 2 x - 3 )
a) lim

x̂ -3 x + 4x + 3x

ч ,. yj 4 + x — 2в) lim-------------
x̂ ° 3arctgx

~ ,. yjl6x -  4
0 ) lim — j =  j =

x̂ 4 yjx + 4 — v2x

4 l + cos^x 
r) lim—^ ------

x̂ ' tg nx
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д) ,inl.
g tg 2 x  _  -  sin 2х

х̂ ж!2 s in x -1

32х _ 53х
е) lim-

х—>0 arctg х + х

ж) limх̂ О

Г Л , • Vtgxl + smxcos<xx 
1 + sinx cos Дх

з) lim (cosx)
x—»2;r v '

ctg2x
sin3x

. ,. x3 -  3x -  2
a) lim—---------- ;

X + 2x + 1

4 x
в) lim— -7— ------------T-;

x̂ ° tg(;r(2 + x)j
10 .

Д) limx—̂1
yj lx + 7 - y j2 x+1 + 5

x — 1

6) lim
V x -1

r) lim

X2 -  1

tg3x

2x 3x\ 1 • e - e  e) lim------------- -
x̂ ° arctg x -  x

ж) lim
x-»0

f  3  \ c t g  X

cosx
з) lim(cosx)sх̂ 2я-v '

11.

(x3- 2 x - l )  
a) lim -—------------

x̂ -i x +2x + l

в) lim— t ~7~-----
x̂ ° tg(^r(l + 2x))

4 Insin3x 
д) l im -----------

x̂ /6  (6x -  Л-)

ч . y/4x  - 1  o) lim , =---- -j=
x̂ 2 \ l2 + x -  v  2x

N sin2x - t g 2x 
r) lim

x->>Л (х-Л")

>5x /->7x

4 ’

e) lim
x̂ ° arcsin2x -  x

ж) lim
x—>0

5 -----—
^ COSX у

\  ■ 2*2 sin 3x
з) lim

x—>1

s in ( x - l )
tl(x-l)

x - l-s in (x - l)

a) lim
x — 2x +1

в) lim

X̂ x x 3 -  x 2 -  X +  1 ’ 

1 -  COS3 X

12.

x̂ ° 4x 71

ln(2 + cosx) 
д) lim - - •

(3sinx- l )
2 ’

— Vl + X -  л/l -  Xo) lim----------j=-------
x̂ ° -\/x

r) lim
tg;rx

-2 X + 2

e) lim
x̂ ° arcsmx + x3 ’

ж) lim sin x -  sin a з) lim
x—>1

z 2 - x x
v X у

ln(2-x
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a) lim
X—>1

в) lim

x — 1
^  2x4 - x 2 -  i 

arcsin3x
л:—>0 yj 2 + X — yfl

13.
( x - 2  7r) 

д) l im —̂ ,
х—>2ж | g  ^Q0 S  X  1 )

ж) l im (2 - e a
x—>0 \

sin2 yfx
5

F;

y f x - 2  
6 ) lim , ;

x̂ 4 ZJx2- \ 6

r) lim
l-s in (x /2 )

7 t - X

3x _  2x

e) lim----------------
x̂ ° s in3x-tg2x

з) limx̂ 3

nx

r 6 -  х З  S 6

{  X  J

a) lim
(l + x)3 -  (l + 3x)

x̂ ° X + X

2*+i 2

в) lim—--------
x̂ ° ln(l + 4x)

14.

Д) Hm
lncos2x

x^2̂ incos4x

6) lim
фс/16 -1 /4  

V4 ̂ 1/4 + x -  yj2x

yjx2 -  x + 1 -1
r) lim

x̂  tg^X

Л Х  >~\7x

e) lim----------- ;
x̂ ° tg3x -  x

ж) lim
x—>2

yj x + 2 — 2
v x - 4  ,V У

з) lim
x— 2

 ̂ х л
c tg -

V ^ У

x + 5x +7x  + 3
a) lim

i x + 4x + 5x + 2 

2sin(;r(x + l))
в) lim . .

x̂ ° ln(l + 2x)
15.

Д) Hm
(x3 -  ;r3)sin5x 

(esin2x- l )
2 ’

1
ж) lim (cos^x)xsin̂ x •

x—>0 v '

. . yj9x -  3 
o) lim .----- =---- j =

x̂ 3 y j 3 + x — y j 2 x

r) lim
cos5x-cos3x

sin x

2x /->3x

e) lim
5 - 2

x̂ ° smx + smx 2 ’

з) lim (cosx)^х̂ 4жv 7
ctgx

sin4x

„  ф с / 4 - 1 / 2
o) lim . v . :

x- ' / 2  ^1/2 + x -  V2xa) lim
x - 3 x  + 2

16.
M lx3- x 2 - x  + l ’

4 co s2 x -co sx
в) lim------------------ ;

x̂ ° 1 -co sx
4 l - c o s 2 x  

r) l im -------------:
х̂ ж/З J l -2X
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ч lnsinx 
д) l im ----------

х̂ ж12 (2х -  ж)
ех -  е 'х

е) Нш-
х̂ ° tg2x -  sin х

i
ж) lim(l + sin23x)lnc0SX; з) lim(3 -  2х)

пхх£—

. ,. х3 -  2х -1  
а) hm —----------- ;

х̂ ~1 х + 2х +1

ч ,. arctg2x
в) ,1ГП— 7— г ------ ч\ iх̂ ° sm(2;r(x + 10)j

17. ч lncos2x 
д) limX— f  7Г\  

1 - -  
v  X ;

ж) limх—»0

f  у \\<*g*
71 X
4tg

V v J J

6) lim

г) lim

10 -  x -  6 Vl -  x 
2 + yfx

sin7x-sin3x
x->2n g x2 _

x _  -2 x

e) lim----------------
x̂ ° sin 3x -  tg2x

з) lim (cosxWxsin2x
x—»4;r '

a) lim
x -1

x̂ i 2x2 -  x -1  ’

N 1-Vcosx
в) lim-------------

x̂ ° xsinx
18.

Д )  Hm
a"

tg ln (x /a )  ’

6) lim
x—>0

yj 1 — 2x + x2 — 1̂ + x^
x

4 sm7;rx
r) lim ;

x̂ 2 sin8^x

i  л 2 х  r j —x

e) lim-------------------
x̂ ° 2tg2x -  arctg x

i
ж) l im ( l -x s in 2x)ln(1+̂x3)x̂ O v > з) limx̂ -3

r sin x л 
v sin 3 j

x—3

19.

,. x + 5x + 8x + 4 
a) lim---- =--------=------- ;

x—>-2 x  +  3 x  -  4

ln(x2 + l)
в) lim-----v, ’ ;

x̂ ° 2 - y J l x 2 + 4

4 In cosx 
д) hm — :------ •

’  x-^2n  3 sln2x _  1 ’

/  • \ctg;r x
ж) l im ( 2 - e sinx) ;

x—>0 x '

. л/9 - 8 x  -1  
6) lim

r) lim
x—>2

e) lim

x^ !  X  -  1

arctg(x2 -2 x )

x̂ 2 sin3;rx

^ x  2 3x

x̂ ° arctg2x -  7x

ln(x+2)

з) lim
x—>1

Ах + 1Л 
V 2x у

ln(2-x
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х3 + 7х2 + 15х +  9
а) п т —------ --------------- ;

х̂ -3 х  + 8х + 2 1х +18
Vl7 -  8x -1  

6) lim----------------;
*->2 jc -2

ч ,. sin2 х -  tg2x 
в) lim ;

*->° X

M- Г ~ 16r) lim--------- ;
x̂ 4 sinxx

20.
cos(x/2)

^  sinx sin4x 5 X-^n Q — Q

Plx _ Px 
e) lim ;

x̂ ° tg X  + X

ж) lim(l -  lneosx)ctg x;
ln(x+l)

Л ( 1V (2-X)з) lim —
x^ x y

5. Сравнить бесконечно малые функции <х(х) и /?(х) при х -» х0:

1 .
or(x) = l + cos3x,

/?(x) = sin 2 7 x ,  x0 = ж .
2 .

a ( x )  = ax -  a x, 

/?(x)  = t g x ,  x0 = 0 .

3.
flr(x) = l n | l  + -y/x2 t g x j ,  

p ( x )  = x ,  x0 = 0 .
4.

<x(x) =

/?(x)  = l - c o s ( s i n x ) ,  x0 = 0 .

5.
or(x) = y j l -  л/х - 1 , 

p ( x )  = x ,  x0 = 0 .
6 .

a[ x )  = sin(^j9 + x - 3 j ,  

P ( x )  = x ,  x0 = 0.

7.
fl'(x) = ln^l + V x j ,  

p ( x )  = x ,  x0 = 0 .
8 .

or(x) = ln ( l  + V 7 )  ,

p ( x )  = x ,  x0 = 0.

9.
flr(x) = 1-COsVx , 

J3(x) = x ,  x0 = 0 .
1 0 .

a ( x )  = \-costf)C* , 

P ( x )  = x ,  x 0 = 0.

1 1 .
Qf(x) = l n ( x - 3 ) ,

P (x)  = x 2 -  5x + 4,  x 0 = 4 .
1 2 .

Qf(x) = l n ( x - 6 ),

P (x)  = л / 8 - х - 1 ,  x 0 = 7.

13.
Qf(x) = In COSX,

/?(x)  = 3sinx - 1 ,  x0 = 2n.
14.

a ( x )  = cos 2 3 x - l ,  

/?(x)  = sin 2 2 x ,  x0 = ж .

15.
( \ 1 - x  a ( x )  = ------,
V 7 1 + x

ft (x)  = 2  -  2 -s/x , x0 = 1 .

16.

/ \ x — 4
m  x = ------ ,

v 7  x + 4

P (x)  = 2 -  л/х , x0 = 4 .
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17.

/ ч 4 х
а( х )  =--------,

v '  2 + х

/?(х) = 1п (3-х), х0 = 2 .
18.

( \ ^ х а( х )  =------- ,
v '  3 + х 

Р(х )  = 1 п (4 -х ) ,  х0 =3.

19.
а ( х )  = ( \0х + \)х-1° - \ ,  

/?(х) = l n ( l l - x ) ,  х0 = 10.
20.

а (х )  = (Ю0х + 1)Х 100 -1 ,  

/?(х) = 1п(101-х), х0 =100.

6. Исследовать на непрерывность, выяснить характер точек разрыва и изо­

бразить графически следующие функции:

1.

а) у ( х )  = <

б) у{х)  = -

yjx2 -  4, х < -2; 
|х -  3|, х > -2.

1
2х - Г

2.

а) у ( х )  = <

б) у (х) =

л/х2 -  4, х < -3; 
|х -  4|, х > -3.

1
3х - Г

3.
а) у ( х )  = <

б) у ( х )  = .

л/Ух, х < 0; 
2, 0 < х < 2; 

х + 3, х > 2.
Х+1

2 - 3 ~ .

4.
а) у (х) = <

б) у ( х )  =

х2 +1, х<1; 
2х, 1 < х < 3; 
х + 3, х >3.

х-2 
[ ~ 2 ~ .

5.

а) у ( х )  = <

б) у ( х )  = ]

х -  3, х < 0; 
х + 1, 0 < х < 4 ;

З + л/х, х > 4.

1- 1 .
х + 2

6.

а) у (х) = <

б) у ( х )  =

х2, х < 0;
1 -  х, 0 < х < 1; 
lnx, х > 1.

г 1 у 1 
1 + 83-* .

V )

7.
а )у (х )  = <

ч.

б) у ( х )  = ]

-1, х< 0 ; 
2sinx, 0 < х < 7г/2;

— — X, X > 7г/2.

1
+ 23х~2.

8.

а )у (х )  = < 

б) у(х) = -

ех, х < 0; 
sinx, 0 < х < я / 2 ;  

1и(х-д-/2), х > тг/2.

1
х3- Г

9.

а) у(х) = -

б) у ( х )  = :

х а - х

10.

а) у (* ) = -

б) у (х ) =

х - 2  1
а - х

2 + ^ - ^ .
1 + 3 - 2

х - 2  х

2 i - x
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11.
а) у ( х )  = <

б) у ( х )  = :

х -3 , х<0; 
2х, 0 < х < 3; 
х2 -6 х  + 5, х >3. 

1
2~x_1 -1 .

12.
а) ;у(*) = <

б) у ( х )  = ‘<

x-sin—, х^О;
X

0, х = 0.

1arctg—.
X

13.
а) у ( х )  = <

б) у ( х )  =

|х -  3|, х < 2;

—, х > 2.
. х

1
2"".

14.
ллII 

II 

Тз4 
ю

4

x-cos—, х^О;
X

0, х = 0.

1
arcctg—.

X

15.
а) у ( х )  = <

б) у ( х )  = ‘

е2х, х < 0; 
1пх, 0 < х < 100;

-2л/х, х > 100.

1

16.

V 
1

II 
II 

75s 
ю"

ех +1, х < 0; 
|х -  2|, х > 0.

1 
1 •

С>Х-1

17.

а) ;у(х) = <

б) у ( х )  = -

х, х < 0;
2х + 3, 0 < х < 5;

л/х, х > 5.

1
2х-2 _1 

1
2 х-2 +1

18.

а) ;у(х) = <

б) у{х)  = -

х -3 , х < 0; 
х + 1, 0 < х < 4;

4 + л/х, х > 4.

1
31-х 1 

1
3^+ 1

19.
а) Я л) = <

б) у ( х )  = ]

4 ~ х ,  х < 0; 
2х, 0 < х < 3; 

х2 -  3, х > 3.

х+1
1 -2 “ .

20.
а) ;у(*) = ‘

б) J^(x) = ]

|х -  2|, х < 0; 
х + 2, 0<х<4;

4 -л/х, х>4.

1
-  2Х+2.
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§26. Индивидуальные задания по теме «Дифференцирование функций»

1. Исходя из определения производной, найти / '(0 ) :

1 .

'---------V----------'
II

7^
7

f  2 7
t g  x 3 +  x 2 s i n —  L x  Ф  0 ;

7  x )

0 ,  x  =  0 .

2 .

VII

7^
7

/

a r c s i n
\

0 ,  x  =

'  2 1 7  2  
x  c o s —  +  — x ,  x  Ф  0 ;  

x j  3

= 0 .

3 . / ( * )  =  <

(  1 
a r c t g  a' c o s —  

I  5 *

0 ,  x  =  0 .

N

, x  Ф  0 ;

/ 4 . f i x )  =  <

Г r  3 1 7 7
I n  1 - s i n  x  s i n  —

7  7  x j )

0 ,  x  =  0 .

, x ^ O ;

5 . / ( * )  =  <

s i n

A

(  з7
x s i n —  , x ^ 0 ;

7  x )

x  =  0 .

6. f { x )  =  <

4  x 2
x  c o s -------- 1-------- , x  Ф  0 ;

3 x  2

0 ,  x  =  0 .

7. / ( * )  = <
s i n

A

(  2 ■ 5 \  X sin—
e  x - I

7 J

x  = 0 .

+ x ,  x ^ O ;
8 . f { x )  = <

5
s m x - c o s — , x ^ 0 ;

X

0 ,  x  = 0 .

9. f { x )  = <
• f  2 • 6 7  nx  + a r c s i n  x  s i n —  L x ^ 0 ;

7  x )

0 ,  x  = 0 .

1 0 . f { x )  =  <

7
a r c t g x - s m — , x ^ 0 ;

X

0 ,  x  =  0 .

1 1 . f ( x )  =  *

2 x 2 + x 2 c o s — , x ^ 0 ;  
9 x

0 ,  x  =  0 .

1 2 . f { x )  =  <
x 2 c o s 2 — , x ^ O ;

X

0 ,  x  =  0 .

1 3 . f ( x )  =  <

2 x 2 + x 2 c o s — , x ^ 0 ;
X

0 ,  x  =  0 .

1 4 . f { x )  =  <
6 x  +  x s i n — , x  Ф  0 ;

X

0 ,  x  =  0 .

1 5 . f ( x ) = <

. 5 xsin—
e  x - l ,  х ф О;  

0 ,  x  =  0 .

1 6 . / W =<

Г 2 ■ 2X sin—
3  x - l  + 2 x ,  x  Ф  0 ;  

0 ,  x  =  0 .

1 7 . f ( x )  = <

. 3xsin—
e  5x - 1 ,  х ф О;  

0 ,  x  =  0 .

1 8 . / W  = <
arctg

V
0 ,  x

3 x  2  • 1 '  ----- x  s i n —
2  x ,

=  0 .

, x  /  0 ,
/

1 9 . f ( x )  = <
x 2e ^  s i n - ^ ,  x  Ф 0 ;

X

0 ,  x  =  0 .

2 0 . / м = -
1 - c o s

0 ,  x

(  • О5 x s m —  , x ^ O ;  

7 x )

=  0 .
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2. Найти производные следующих функций:

1 .

Ю  + ^ Х Х 2 ) .  ^  1;  =  л / г 1 п [ л / г + л / г  +  / 7 ) - л / г + / 7  •

1 5 - s / l  +  х  ’ V ’

. f T  1  s i n 2 3 x  л  . t g x - c t g x
в )  у  -  s m v 3  + — ------------— ;  r ) y  =  a r c t g  ;

3  c o s 6 x  V 2

\  1  i  2  +  % / 5  t h X  .  > ( ] / 2 ) l n ( a r c t g x )

* ) / = 4 V J l n 2 - V J t h x ;  e )  ^  =  ( a r c t g x )  > .

2 .

a )  ( ^ X  +  x  . f O  v  =  I n  | x  +  \ l a 2 +  x 2  j  ■

,  _  l c o s 2 3 x  л . V x - 2
в )  y  =  c o s m 2 ------------------------------- ;  r )  y  =  a r c s m —

3  s i n 6 x  V 5 x

s h x  3 s h x  3  /  1 \  /  I— \ i n ( s i n > / ^ )

3 .

а ) / = 2 ^ 2 _ 4 ^ ,  6 )  y - 2 4 x - 4 \ n ( l  +  4 x y ,

1 1  s i n 2 4 x  V l  +  x 2 - 1  

B ) y  =  t g l g 3  +  4 c o s f t e ’  r )  j  =  a r c t g  ^  ;

ч 1 ,  1  +  V t h x  / - —  /  ч 5 е *

2  1  V t h x  a r c t g y J t h x  ; e )  y  =  ( s m x )  .

4 .

2 x 2 -  x  - 1  _ 4  ,  x 2 
а) у ~  — , ;  о )  у  =  I n  , ;

3 > / 2  +  4 x  V l - « x 4

л  , r z  l c o s 2 4 x  ч x 2 - 4  
в )  у  -  c t g y 5 ------------------------------- ;  г )  у  =  a r c c o s  ----------------;

8  s i n 8 x  v x  + 1 6

л  3  1 л / 2  +  t h x  t h x

8 л / 2  V 2  -  t h x  4 ( 2 - t h 2 x ) ’  e )  . y  =  ( a r c s i n x )  .

5 .

a \ (* +  x  ) ^  + x  , б )  у  =  1 п ( л / х  +  7 х  +  1 ) ;

1 2 x 12 ’ v ;

N c o s  s i n  5  • s i n 2 2 x  N / 2  3 x - l  

B ) J =  2 c o s 4 x  ; r ) y  =  b a K t g ^ ;

. 1 . 1 , 1 + V2thx , ч 3x 
* ) y = 2 t h X + 4 j 2 l n i - j 2 t k x ; e ) y  =  ( l n x )  .
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6.

2 9 9\ Л- „  . й и
а ) ■у “ о f r ~ r ^ ’ б ) у ~ 1п 2 I ;2-\/1 — Зх <2 - х

sincos3-cos22x ч 1 х - 1  1 
в) .у -  ; г) у -  In arctg х; 

4sm4x 4 х + 1 2

1 „ (  „ х \  chx
д ) у  = - - 1 п  t h -  -  — — ; е ) у  = х“

2 ^ 2 )  2sh х

7.

ч ,._(■* _ б ) ^ 4  + х ) б) у = ln2(x + cosx);
120х5

ч cosln7 • sin2 7х . (l + x) arctg л/х 1 
B ) J =  7cosl4x ; F ) J =  х2 + 3 , ^ ;

л 1 a + y/l + a2thx , ч2ех
е )  .

8.

( х2-&)\1х2-& , 3 / 1  \a) j ; = v '  • б) ,y = ln (1 + cosx);
6х3

/ _ч 1 cos28x ч х3 2 + х 2 l 2
в) y = cos c t g 2 --------------- ; г) у = — arccosx---------- л/ 1 - х  ;

v ’ 16 sinl6x 3 9

. 1 , l + >/2cthx tgx
е ) '  = * '

9.

. 4 + Зх3 2

э /ь  П 2 ’ б) з' = In—X—̂ ;х Ш 2 + х ) 1 - х

/ \ 1 sin26x \ 1 1 + X / в) j / - c tg (c o s2 )+  ; т) у  г  \ arctg>/x,
6 cosl2x 2yjx 2х

fl)j ,  = arCtgc h x - s h x ; ' ) У  = М  ■

10.

= 6 ) y  = t a g g  + § ) ;

в ) У  = ^ - - 2 0 в т 2 0 х -, т)у= 2 V x (2 - x )  + 3 a r c c o s ^ ;

Д )" 4 1П2 + Г 2х ; е ) ,  = (со55х Г .
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11.

л х 6 + х 3 — 2 /l + 2x
а ) у =  7 Г 7  ’ 6 ) y = , l i - 2 x ;

л 1 (. П  1 sin2 IOjc 4 + х 4 X2 4 в) у -  COS tg + ; г) у -  з arctg + ; 
3 ^ 2 )  10 cos20x х 2 х

ч / I -!- tllX / . \ 81n ( x s i n x )
V 1 - th x  ’ е) = (xsm x)

12.

(x2- 2 W 4  + x2 _ч 1 , х -л /2  я-л/2 
a) j;=V '  ; б) ,у = х + In +a  ;

24х V2 х + л/2

ч , . 1 1  cos212x ч . х  /—
в) v = lnsm-------------------- ; г) y = a rc sm j-------- barctgvx;

2 24 sin24x Vx + 1

l + 8ch2x-ln(chx) , _ \ ch x
« ) , =  2ch2;  s) у  = .

13.

ч 1 + x , . 2x + 4 
a ) y -  -- - - - - - - - - 6).y = lnsm ;

2л/1 + 2x x + 1

ч _ . / 1 sin25x ч 1 / 1 arccosx B )/  = 8sm (ctg3)+ 5 c o s i t a ; ^ = ^ - 1 -  ^  ;

ч 12sh2x + l ч / о  , \ 1ёх 
Д )^ = -  3sh*x ; е ) У < Х +  4) •

14.

a) v = 7 -V- | 0 t  + 2 >: 6) y  = log16log5tg x ;
4x

cos(ctg3)-cos214x . Vx 6 + x г~гл-----ч
в) y=  ; г) у = oarcsin - - - - -  - - - - - - - - J x  4 x ;

28sin28x 22 2 2 v v J
r  ^

я) У = 2 c h 2 x + 2 arcsm (thx); e) у  -  xsinx .

15.

„ ч  V_>/(1 +  JC ) . 6) ,y =  log4log9tgx;
Зх3

•v/ctg2 - c o s 218x  ч (l +  x)arctgVx -  V x
в )  y  = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ;  г) у =  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ;

36sm36x 7 '  x

ч 1 . З +  Chx /  , x s h x
л/8  31081111 +  3chx ’  e) У = (х  - l )  •

104



16.

л х6+8х3-128 , 2х + 3
а) у -  ,------- ; б) .у = In cos ;

V 8 -х  х+1

tg(ln2)-sin219x ч 2лД -  х arcsin л/х 2
в ) у - - ^ ------------------; г ) у  = + ;

19cos38x х у/х

1 . 5 + 3chx / 4 \ctgx 
Х>У = - 4 * ° * * 3 + 5 А х . < 0 И * + 5) •

17.

а) у = ^ 2х + 3 (х ~ 2) ■ б) i' = I g l n ( c t g x ) ;
X

ч 1 cos220x ч 5, х2+1 
в) y = ctg(cos5) . ; г) у  = arctgх+  In ;

40 sm 40х 6 х +4

ч l - 8 c h 2x ч / . \5х/2 
Я) У=  4ch4x ; e ) ^ ( s m x )  .

18.

"  ' ' f  • ' 6 b ’_ l0 8 ‘ V T 7 ;

■----  sm2 21 г \ ^ ^
B ) /  = J t g 4 +  S ; г) у -  arcsin ;

v 21cos42x ( x - l ) v 2  

д) у  = 2 arctg(shx) ^  ^ ; е) .у - 1 9 '  х19.

19.

а ) ^ ^ 2* + 3 ) / х У  б) y - ln a r c s i iW l- e 2' ;
9 х

в) у  -  cos(lnl3) ; v ) y - y j \  х 2 xarcsinVl л-2; 
44 sm44x

Д) У "= 2ch2 х + 2 wct^ sb x  ̂’ е) у  -  хг ■ Г .

20.

(х2 + 5)л/х2 + 5 '  6 ) y  = ln (fe  + Va2 + 6 V ) ;

ч , 1 sin2 23х л л/ 1 - х
в) у = In cos— + ------------- ; г) у = arctg------ т=;

3 23cos46x 1-л/х

2 , chx / 1—\е̂ х 
fl) . y - 3 c t h x - 3 s h V  е) у  = (sm-7x) .
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3. Составить уравнение нормали и касательной к данным кривым в точке с

абсциссой х0:

1.

а) J

б)<

\? = (Ах - х 2^ А ,  х0 =2;  

х = asm t,

y  = acos3t, ?0 =;г/3.

2.

а) J

б)-

 ̂= 2x2 + Зх -1, x0 = -2 ;

x = >/3cos?, 
y = sin?, t0 =7r/3.

3.

а) J

б)<

 ̂= х - х 3, x0 = - l ;

x = a(t  -  sin?), 

у  = <r(l-COS?), t0 =7r/3.

4.

а) J

б)<

/ = х 2 + 8 л/ х - 3 2 ,  x 0 = 4 ;

x = 2t - t 2, 

y = 3?-?3, t0 = 1.

5.

а) J

б)-

 ̂= x + л/х3", x0 = 1;

x = ?(?cos?-2sin?), 

у  = ?(?sin? + 2cos?), ?0 =;r/4.

6.

а) у = л / ?  -  20, x0 = - 8 ;

^  jx  = 21n(ctg?) + ctg?,

|y  = tg? + ctg?, t0 =7r/4.

7.

а) у = 8lfx -  70, х0 =16; 

[х = at cost,
б) [y = atsm t, ?0 =яу2.

8.

а) J

б) <

 ̂= 2x2 -  3x +1, x0 = 1; 

x = sin?,

y  = cos?, ?0 = ; r / 6 .

9.

а) J

б)<

i; = (x2- 3 x  + 6 ) /x 2, x0 =3; 

x = asm t,

y = acos3?, ?0 =;r/6.

10.

а) J

б)<

/ = -s/x -  3 Vx, x0 = 64;

x = a(?sin? + cos?), 

у = a(sin?-?cos?), ?0 =;r/4.

11.

а) J

б)<

i; = (x3+ 2 )Д х 3- 2 ) ,  x0 = 2 ;  

x = sm t,

y  = cos3t, ?0 =Л-/б.

12.

а) J

б)<

î = 2 x 2 + 3 ,  x 0 = - 1 ;

x = 2(?sin? + cos?), 

у = 2(sin?-?cos?), ?0 =;r/4.

13.

а) J

б)<

 ̂= з(у/х -  2л/х j, x0 = 1;

x = 1 — ?2, 

y  = t ~ t 3, t0 = 2.

14.

а) J

б)-

î = l/(3x + 2), x0 = 2 ;

X  = ln(l + ?2),

У = ? -  arctg ?, ?0 =1.

15.

а) J

б)-

 ̂= хД х2 + 1), x0 = - 2 ;

x = ? (l-s in?), 

y  = tcost, t0 = 0.

16.

а) у  = (x2 -З х  + з )Д ,  x0 = 3 ; 

fx = 3cos?,
б) [y = 4sm?, ?0 = я /4 .
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a) y  = 2*/(*2+ l) , *0 =1; a) у  = -2 ( l fx  + 3л/*), *0 =1;

17.
б)-

x = t - t 4 , 

y  = t 2 - t \  t0 =  1.

18.
6 ) \ x = 2 t g t ’

[y = 2sin21 + sin2y t0 = 7 u /  4.

а )  у  = 1 4 л /* -1 5 л /* +2 ,  *0 =1; а )  у  =  Зл/* -  V * ,  *0 =1;

19.
б ) <

*  —  t +1,

у  =  t 2 + 1 + 1, 0̂ =1.

20. Г* =  2cos
6)

[ y  =  s i n f ,  t0 = - x / 3 .

4. В ы ч и с л и т ь  п р и б л и ж е н н о  с  п о м о щ ь ю  д и ф ф е р е н ц и а л а :

1. У = л/*, * = 7,76. 2. у  = *7, * = 2,002.

3. У = л/*3 + 7*, * = 1,012. 4. у = л /4 * - 3 ,  * = 1,78.

5. У = |*  + л / 5 - * 2 jy2, * = 0,98. 6. у = л/l + * + sin*, * = 0,01.

7. У = л/*, * = 27,54. 8. у = л/3* + cos*, * = 0,01.

9. У = arcsin*, * = 0,08. 10. у = .^2*- s in  (юс/2), * = 1,02.

11. У = л/*2 + 2* + 5, * = 0,97. 12. у =  л/*2 + 5, *  =  1,97.

13. У = л/*, *  =  26,46. 14. у =  l /  л/2* + 1, *  =  1,58.

15. У = V * 2 _ i_ * _i_ 3 ,  *  =  1,97. 16. ч

и s X II On

17. У = * n ,  *  =  1,021. 18. у = l/л /2*2 + *  + 1, * = 1,016.

19. У =11 tr
i

Я II to 20. у = л /4* -1 ,  * = 2,56.

5. Найти производную второго порядка у .̂ от функции, заданной парамет­

рически и неявно:

1.
a) <

* = cos 2?, 

у = 2 sec21. 2.

&
ч

Г
^Г

 
и 

и
$ 

5*
O 

J-*-
 

OQ

6) y 2 = 8*. б) у = * + arctgy.

3.
a) <* = л/l — , 

У = У<- 4.

f* = COS? + SHU,
a)

[y = sm26

6) y 2 =25*2 - 4 . 6) y 2 -  * = cos у .
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5.
а) •

б)

X = Ql COS ?,

y  = Ql sin ?. 

irctg у  = Ax + 5у .

6 .

ai x= '/ '  ■

V  = 1/ ( ' ! + 1 )

6) 3x + sinj^ = 5у  .

7.
а) •

б ) .

x  = sh2?, 

у  = l /c h 2?.

y2 + x2 = sin_y.

8.

(x = sin? — t cost
а) [ j  = cos? + ?sm?.

б )  у  = ey + 4 x .

9.

fx = ? + sin?,
а)

[у  = 2-COS?.

б )  4sin2(x + j;) = x .

10.
а) <

б )

x = 2(? -  sin?), 

у  = 4(2 + cos?).

t gy  = 4 y - 5 x .

11.
а) <

б)

x = cos?/(l + 2cos?), 

y  = sin?/(l + 2cos?).

xy2 -  y 3 = 4x  -  5 .

12.

f x  = sin?,
а)

[y  =  In cos?.

б )  x 4 +  _y2x2 + y  = 4.

13.
а) <

б)

.X =  sh ?, 

y  = t\i2t.

J x + y f y  = 7 .

14.
а) <

б )

x  = ch?, 

у  =  л/ sh2 ?. 

ъ у - у / х  = 5 .

15.
а) •

б)

X = cos2?,

у  = tg21.

x y - 6  = COSJ-' .

16.
а) <

б ) :

x = arctg?, 

y  = r / 2 .

} y  = 4 + x y 3.

17.

fx = ? + sin?,
а)

[у  = 2 + COS?.

б )  у 2 = ( х - у ) / ( х  + у) .

18.
а) •

б )

X = COS?,

у  = sin4(?/2). 

:tg2(x + j^) = 5 x .

19.

[ x  = t -  sin?,
а)

[у  = 2-COS?.

б) xy = c t g y .

20.
а) <

б)

X = Q1,

у  = arcsin?. 

xy =4x .
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§27. Индивидуальные задания по теме «Исследование и построение

графиков функций»

Провести полное исследование функции, построить ее график.

1.
а) Хх) -  2 , ;х - 4  

1пхб) у(х) = х +
X

2.

а) у{х) = .г- I n .г;

б) Х*) = - - - 7 -X X

3.
а) у(х) = х + ;

х+2

б) у(х)=х2л]х+1.
4.

а) Хх) = - — у ;
х X

б) у(х) = \п(4-х2).

5.
а) у(х)= 2 - \ \

X

б) у(х) = х + 2arcctgx .
6.

ч , ч 1-Х3а) у(х) = ;
X

б) Хх) = д/(х+1)2 -^/(х-1)2 .

7.
ч , ч х2 -бх+3а)у(х) = ;

х-3

б) у(х) = (х2 -6х+3)ех~1.
8.

а )у(х)= 2 ; 
х +1

б )Я ^ ) = 1пКс2-1)2].

9.

х 3а) у(х) = ; 
’ 2(х + 1)

б) у(х) = 5хе~х .

10.

10х
а) Хх) = ;

(1 + х)

б) у(х)=л/ 1-Х3 .

11.

ч , ч х2-1а) у(х) = ;
х +1

б) У(х)=^~.
2х

12.

. . 2х + х +1 
* * ) = 2(х + 1) ;

б) у{х) = 4х  1пх.

13.
а) у(х)=-^+~;

х X

б)Х *)=  to •2 х + 1

14.

W 4 X2 1
а ) Х » = т +-;

б) У(х) = ^(л/(х + !)2 + у/(х - 1)2) .

15.

а) у(х)=^+-;
х X

б) Хх) = 2 X-х е

16.
а) у{х) = ; 
2 х2 (х-1)2

б) у{х) = 1 + е~х .
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17.
. . ч х2 -  2х +1

а) у(х) = 2 ;
X +1

б) у{х) = х\пх.
18.

зГТ
а)Х*) = ;х + 1

б) у(х) = хе/х.

19.
а) у(х)=3 л/х-х;

б) >’(х) = arctg —.
X

20.
а) у(х) -  5 ;

X

б) у{х)=х+\п(у2 -1) .
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§28. Индивидуальные задания по теме «Неопределенный интеграл»

Вычислить неопределенные интегралы:

а)

б)

в)

г)

д)

е)

ж)

з)

и

- 6 - х  + x2)ln5x d x ; 

л/4 8  — jc2 - 8 x d x ;

2х +1

1х + 4х + 20
■dx:

dx

Xyfx +  X +  1 

1 — yj х  +  1

1̂ + •y/x + l^'y/x + l 

2х + 31х + 145

d x ;

dx:2 ,
(х -3 ) (х  + 5)

(lOx2 + 4х -  4)<2r

(3 + х)(х2 -6 х  + 10) 

c o sx -3 s in x
-т/х;

c o sx -3 s in x  + 3 

-4cos2 х + 3sinxcosx + 5sin2 x
sinx(l + cosx)

dx.

а) j*2e2x(6 + 7 x - x 2)<ix;

б) | \Jx2 + 2x -  3dx ;

N (• 3 + 2x 7
в) , dx

>/x2 -10x  + 9 

dx

xy/x2 — x +1

•Vx + Vx ,—  d x ;
•y/X +  1

x2 + 1 0 x -3 5  
(3 + x ) ( x - l ) ( x - 4 )

- (23x2 -14x-17)<2r 

J 3 ( x - 1 ) ( x 2 +  2 x  +  5 ) ’

r )  J  

Д) J

e) | dx:

*) /

h)J-

cosx + 2sinx
-<s/x:

3 co sx -3 s in x  + 3

-2  cos2 x + 4 sin x cos x + sin2 x 
s in x (l-co sx )

dx

а)

б)

в)

r)

Д)

e)

-1 + 4x - x 2)ln9x<2r: 

yj4 8 - x 2 - 2 x d x ;

2x -  3

Ix - 1 0 x - l l
rdx:

а) J (—12 -  48x -  27х2)е“9хй6с;

б) j 7 x 2 -  4x -  2 k /x ;

2x + 5

dx

yjx2 + 1 Ox + 34

dx

d x ;

x-y/x2 + x -1  

^ (x  + 1)2 + -y/x + l

•y/x + 1 + "y/x + 1
dx

B) J

r )  j -  I 2
x d x  — x — 1

д) ^ + 1 ) ( ^ + 1) А ;

Зх2 +14x + 19
( x - l ) ( x  + 2)

7x2 -  21 x -1 2  
( x -3 ) (x  + 2 ) (x -5 )

dx:
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ж ) /

з )1

( \ l x 2 + 34х + 21 )й6с 

^х + 1)^х + 2х + 5)

c o sx -3 s in x
-dx:

И) J
c o sx -3 s in x  + 3

-3 cos2 x + 2 sin x cos x + 3 sin2 x 
sinx (l-cosx )

■dx.

») J

*)/

( - x 2 -  20x + Зб)й6с 

(3 + 2x)(x2 -  6x + lO)

cosx + 2sinx
-dx :

H)J

3 co sx -3 s in x  + 3

-5  cos2 x -  sin x cos x + 2 sin2 x 
sinx(l + cosx)

d x .

а) | ( - 4  + 2x -  7х2 1̂п 7хй6с ;

б) |л /60 -  x2 + 4x d x ; 

ч с 2x + 2B)J

r) J

Д) J 

e) J

I---------------dx;
■v 5 + 6x + x

dx

cyflхл/1 + х - х

х + л/х2 + v X

а) | (-29 -  64x -  28x2) e7x<ix;

б) | л/х2 + 8x + 52<7x;

N p 3 + 2x 7в) . dx;
J л/х2 + 4 х -2 1

N r dx
Г )  J I 2 ;хл/х + x - 2

X 1̂ + л/х j 

x2 -1 9 x -1 1 3

dx: ч p л/2x +1 + л/2х +1 7
д )  I  .  d x ;

d x ;

ж ) /

(x -  2)(x + 5)

4^2x2 + 9x + 15^й6с

л/ 2x +1

x2 - 6 x  + 32
(x + 2 ) ( x - 5 ) ( x - 6 )

d x :

» ) J
H)J

^x + 2 ^ x  + 6x + 18)

(cosx-2sinx)<ix 
3 c o sx -s in x  + l

-3  cos2 x -  2 sinx cos x + sin2 x

- ( -7 x 2 -  4x + \6^dx 

2 ( x - l ) ( x 2 - 4 x  + 8)

3 ) 1
co sx -sm x }dx

sm x (l-co sx )
d x , H ) J

co sx -s in x  + 1

-2cos2x + 4sinxcosx + 2sin2x 
sinx (l-cosx )

d x .

а) | ( - 8  + x + 9x2)ln5x<ix;

б) |л/35 + 2x - x 2dx;

в) f . 2X~ 2------dx;
J л/х2 + Юх + 74

г dx

^x +1 ̂ j-\J x2 — X + 1

8 .

а) | ( l 4  + 4 2 x -2 7 x 2) e~9xd x :

б) | л/х2 -  6x + 13dx;

N p 2x + 4 7
в) , dx;

л/х2 + 2 x -4 8  

г dx

(х + 1)л/х2 — x — 1
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л г л/л: — 1д) I ,------- ,-------а х ;
л/х -1  + л/х -1  

4х2 + 17х -23
d x ;2 ,

Ж ) /

(х -  3)(х + 5)

(-7 х 2 + 8х - \9 }d x

3 ) J

И ) | .

(x + l)(x2 -8 х  + 25)

(cosx + 2sinx)<2x; 
3co sx -3 s in x  + 3 ’

-6 cos2 x — 4 sin x cos x + 2 sin2 x
sinx(l + cosx)

■dx.

N г л/х -1  -  2л/х -1  ,

» -2 (3x2 - 6 x - 1 0 )  

e) J(.r  + 3 ) ( jc -2 ) ( . r - 4 ) 'fe:

( l lx 2 -  28x + A^dx
») J

3)1

h ) J

3 ( l - x ) ( x 2 - 8 x  + 20)

(co sx -2 s in  x)dx  
3 co sx -s in x  + l

-5 cos2 x -  4 sin x cos x + 4 sin2 x
sinx(l + cosx)

■dx

а) J(-3 + 4 x - 9 x 2)ln5x<ix;;

б) | л/48 + 2 x - x2dx;

N r 2 x - 3
B) J

r )  J

I----------dx;
л/х2 -8 x

dx

9.
д) J

е) J

(x +1 ̂ jyfx + X +  1

л/х + 3 dx 
yj x + 3 + л/х + 3

8x2 + 55x + 81

а) J*(—14 -3 0 х  + 12х2)е“4хй6с;

б) |л/25 + 6х + х2dx;

N f 2x + 2
B) J

r )  J

,--------------------------------йбс;
л/х2 - 4 x - 2 1

dx

10 ,

d x ;2 ,

ж ) /

(x -  l)(x  + 5)

2(l0x2 + 14x + 13)<2r

д) J

е) |

3) J

Il)J

(l + 3x)(x2 + 2x + 10)

(cosx + 3sinx)<2x: 
2 co sx -3 s in x  + 3 ’

-6 cos2 x + 2 sin x cos x + 2 sin2 x 
sinx(l + cosx)

* ) J

(x +1 ̂ jyfx + x — 1

y / x - l d x  
л/х -1  + л/х -1

—2x + 9x — 19 
(x + 2 ) ( x - l ) ( x - 3 )

(-16  -  6x + 5 x 2 ĵdx

dx:

d x .

»)/

H)J-

3(x + l) (x 2 + 6x + lO)

(cosx-2sinx)<2x: 
3 co sx -2 s in x  + 2 ’

-2 cos2 x + 2 sin x cos x + 5 sin2 x
sinx(l + cosx)

■dx.

11
а) | ( - 4  + 2x + 3x2) sin 2x d x ;

б) j V 21- 4 x  -  X 2 d x ;
12 ,

а) | ( - 6 - 1 9 x - 1 5 x 2)cos2x<ix;;

б) |л / -5 5 + 6x + x2dx;
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в)

г)

д)

е)

ж)

з)

и)

2 х -1

1х2 -  2х -  48
■dx:

dx

jc + 1)лА + х ■ X

л/х + 3 dx
1 + л/х + 3 

Зх + 27.x+ 34
d x ;

(x -  2)(x + 3) 

( l8 - 6 x - 3 7 x 2)<ix

3(x + l) (x 2 + 6x +18) 

^cosx + 3sinx)<ix
c o s x -s in x  + 1 

-4 cos2 x -  5 sin x cos x + sin2 x
sinx(l + cosx)

d x .

в) J 2x + 2 7
I—  •d x ;

л/х2 + 4 x -6 0

. r dx
r ) J t— I 7 ;^x — 1J л/l Д- + xc

N гл/х + Vx ,
Д )  J — f =— - f -< 2x ;

-dx :

* ) J

л/х + Vx

21-3 x  
( x - 2 ) ( x 2 - 9 ) ^  ’

(l4x2 + 28x -  22)<2r

* ) /

H)J-

(2x + l)(x  —6x + 13)

(cosx + 2sinx)<2x 
co sx -3 s in x  + 3 

-5 cos2 x + 5 sin x cos x + 3 sin7 x
sinx(l + cosx)

dx.

13

а)

б)

в)

r)

Д)

е)

ж)

з)

и)

8x2 + 2x + 9^sin4x<2x; 

л/l 6 + 6x -  x2dx;

2 x - l

lx2 + 2 x -1 5

dx

■dx;

;х -1 )л /г ■ X + x

л/х + 3<2x
/х + 3 + л/х + 3 

5x + x + 6
14.

dx;

а) j* (8 x -8 -3 x 2)cos4x<ix;

б) | \Jx2 -  4x -  A5dx;

. I* 2x + 1 7в) . dx;
л/х + 2x + 26

. r dx
r ) Ь -------ч I 7 ;(х -1 )л /х  + x — 1

л г л/х — 1

х2 -1 7 х -2 4
( x - l ) ( x  + l)

(47х2 + 36х-1б)<2г

dx:

(l + Зх)(х2 -  8x + 20) 

(cosx-sinx)<2x

- ) J

(3 + x ) ( x - l ) ( x - 6 )  

(49x2 -  50x + 22^dx

2 c o sx -2 s in x  + 2 ’

-2  cos2 x + sin x cos x + 4 sin2 x 
s in x (l-co sx )

dx

* ) /

ii)J-

( 2 x - l ) ( x 2 - 2 x  + 10) ’

(cosx + 2sinx)<2x; 
c o sx -s in x  + 1

-4  cos2 x + sin x cos x + 3 sin7 x 
s in x (l-co sx )

dx

114



а) j*(4 -  2x -  5x2)sin5xdx:

б) | y j -x 2 - Юх -  9d x ;

в) J  , ' dx
2 x - 4  

y/x2 + 2 x -1 5

г dx

> (x - \ )y [7 2x 2 - x - 1

15.

 ̂ p yj3x +1 + 2 ^
Д) J V 3 x  +  l + 2 ^ 3 x  +  l  ;

л p 8x + 24.x+ 13 7 
e) ----------------- Tdx;

( x - l ) ( x  + 2)

(бх2 -  32x + 22^dx
ж) j*

» ) J
H)J-

( 2 x -3 ) (x 2 - 6 x  + 13)

(cosx + sinx)<2x 
2 c o sx -3 s in x  + 3 ’

-4cos2 x + 3sinxcosx + 5sin2 x 
s in x (l-co sx )

dx.

16

а) j ( 9 -  6x2)cos5x d x ;

б) j ' Jx2 + 8x -  48<2x;

в) f , 1
yjx2 + 10x + 34

dxr) J

Д) J

Xyjx2 + x - 3  

dx

■\j(2x + 1)2 -л/2.г + 1 ’

И
2 x 2 + 5 x - 5 4  7

e)  >7--------(х -5 Д х  - 4 j

(l3x2 + 12x + 9)<2x
* ) J

3 ) J

H)J

( l - 3 x ) ( x 2-8 x  + 1 7 )’

(cosx + sinx)<2x 
c o sx -2 s in x  + 2 ’

-3 cos2 x -  2 sin x cos x + 5 sin2 x 
sinx (l-cosx )

dx

а) J ( 3 -  2x + 7x2)sin2x<ix

б) | y j -x 2 + 8 x -1 5 d x ;

в) f . dx;
yjx2 -8 x  + 32

а) J (—24 - 4 6 x -3 0 x 2)cos2xdx;

б) | yjx2 +1 Ox + 29d x ;

. p 2x + 2
B>J

dx

17.
^x +1 ̂ jyfx + x - 2

18
? ) h

•--------------- -dx;
y/x2 - 2 x  + 65

dx

yjx2 -3 x  + 2

л f y / x - y /x
Д) J Tr= 7r=—~dx\

yfx - y f x  -1

6x + 58x + 116
2 ,

ж) J

(x - l ) ( x  + 5)

^7x2 + 26x + 34^dx 

^x + l)^x + 6 x +10^

N p -Jxdx 
д ) / -

’> f
2x + lOx — 82

dx
(x + l ) ( x - 4 ) ( x - 5 )

- (30x2 - 28x-1б)<2х 

J ( 2 x - 1 ) ( x 2 + 2 x + 1 0 ) ’
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3 ) J

И) [

(cosx + sinx)<ix; 
co sx -3 s in x  + 3 ’

-5 cos2 x + 3 sin x cos x + sin2 x
s in x (l-co sx )

d x .

»)/

H)J-

(cosx + 3sinx)<ix; 
2 c o sx -2 s in x  + 2 ’

-4 cos2 x + sin x cos x + sin2 x
sinx(l + cosx)

dx.

а) J(8 + I x  + 8x2 ) sin 3xdx:

б) | л/5 + 4x -  x 2dx;

в) J  , ' dx:2 x - 4  

y/x2 -8 x  + 52

r dx

(x + l)V2-2 - x - x 1

19. a ) h

yfxd.X

4 ^ 7

N p 3 + x — 6x 7 
e) ----------------- Tdx;

(x -  3)(x + 1)

-(l7 x 2 -1 6 х + 12)й6с 

 ̂ ( x - l ) ( x : + 4x + 8)

r(cosx -3sinx)c&
з) P ----------------- }—

и ) |

2 c o sx -s in x  + l 

-5  cos2 x + 4 sin x cos x + 3 sin2 x
sm x(l-cosx)

d x .

а) J(—34 -5 1 x -1 5 x 2)cos3x<ix;:

б )  J  y j x 2 + 4x + 13dx ;

N r 2 x - 2B>J ,---------------- =dx;
yjx2 - 1 0 x -2 4

dx

■ \/l-3 x -2 x 2

2 0 .

r ) h

s r V x  +  1 — 1 ,
д) / .--- — ч ------- dx,

( y / x  +  1 +  1 J y / X  +  l

17 - 8 x  -  x 2 7 
e) I- -v—:---- r« x ;=)J

*)J

(x -  5 )(x2 - l )

( l lx 2 — 16x -  5^Jx

*)/

И ) | -

(l -  x )(x 2 -  8x +17) ’

(cosx-3sinx)<ix 
c o sx -2 s in x  + 2 

-3 cos2 x -  5sinxcosx + 2sin2 x
smx(l + cosx)

■dx
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§29. Индивидуальные задания по теме «Определенный интеграл

и его приложения»

1. Вычислить определенные интегралы:

1 .

а ) * f‘l + ln (X- l> A ;
i  x - lе+1
п

б) [ 2 8 sin8 х d x .
Я-/2

2 .

L (x2+lW x
а ) / т 1 —о (x +3x + lj

n
б ) 1 2 4 sin6 x cos2 x d x .

0

3.

а) ] 4 a m g X ~ Xdx-,

п
б) j*2 4 cos8 (х /2 ) d x .

0

4.

. r x3 dx
а ) J , 2 + 4 ;

0

б ) [ 2 8 sin8 x d x .
-Я-/2

5 .

2жГ X  + C O S X

6 .

*f4 2 cos x + 3 sin x
а) J л2 + 2  sin л Л ’п

2 ж
б) |  sin4 х cos4 х d x .

0

al J  / \ 3 ’
0 (2 sm x -3 co sx )

2ж
6 ) J s in 2 (x/4)cos6 (x/4) <7x.

0

7 .

j 2 8 .1  -  arctg 2x 
] l + 4x2

n
б) [ 2 4 sin6 x cos2 x d x .

Я-/2

8 .

а) +al J , \ 2
1 IV-x+xJ

n
б ) 1 2 4 sin4 x cos4 x d x .

0

9.

. r xdx 
| х 4+ Г
2 ж

6 ) |  sin2 x cos6 x d x .
0

1 0 .

•s/8 1 / 
dj I --1 ил ?

^ V x 2+ l
2ж

6 ) J  c o s 8 ( x / 4 )  <7x .
0

1 1 .

л/8 Л j
а)

i V x 2 + l
n

б ) j*2 4 sin8 (x /2 ) d x .
0

1 2 .

ч г  arctg x + x 7а) b 2 dx;
0 l + x
0

б ) |  2 8 sin6 xcos2 x d x .
— 7T

13.
a ) |* - ( a r c t g , ) 4A ,

Jo 1 + *
14.

l 3

a)J?rr&;
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2я
б) [ 28 sin4 х cos4 х d x .

ж/2

n

6) 124 sin2 x cos6 x d x .
0

15.

. ^ (arcsinx)2 +1
а) ----- . — d x ;

о V l - x 2
2ж

б) |  cos8 х d x .
0

16.

} I - y f x  ,а) 1 y— d x ,
j v x (x  + i)
2ж

б) |  sin8(x/4) d x .
0

17.

, f  dxа) J /1 ----;J^xyjx +1
n

б) j*24sin6(x/2)cos2(x/2) d x .
0

18.

. f l  + lnx ,
а) 1---------dx;

0
б) f 28sin4xcos4x d x .

-ж/2

19.

N г dxа) J n — ;^x-s/x -1
n

б) f 28sin2xcos6x d x .
ж/2

20.

f x 2 + ln x 2
а) 1------------ d x ;

•)(
n

б) 124 cos8 x d x .
0

2. Вычислить площадь фигур, ограниченных линиями, в различных систе­
мах координат:

а) у  =  ( x  -  2 ) 3 , у  =  4 x  -  8 ; a) у  =  x-s /9 -  x 2 , у  =  0  ( 0  <  x  <  3 ) ;

1. 6 ) -
x  =  4 - s / 2 c o s 3 / ,  , .

x  =  2  ( x > 2 J ,
у  =  2 v 2  s i n 3 у

2 . 6 ) -
х  =  -s/2 c o s / ,  , ч 

у  =  2  ( у  >  2 ) ;
у  =  2 v 2  s i n  / ,

B) r  =  4 c o s 3 < ^ ,  r =  2  [r>  2 ) . в ) >" =  c o s  2  ( р .

a )  >; =  4 - x 2 , y  =  x 2 - 2 x ; а) у =  s i n x c o s 2 x ,  у  =  0  ( 0  <  х  <  ж/ 2 ) ;

3 . 6 ) <
х  =  4 ( /  - s i n / ) ,

а л  a  ^ 4 ( 0 < * < 8 9 ;
у  =  4 ( 1 - c o s / ) ,

4 . б ) -
x  =  1 6 c o s 3 / ,  , ч 

*  =  2  ( х > 2 ) ;
у  =  2 s m  / ,

в )  / =  -s/ з  cos<p,r = sin<p,(pe [ 0 , ; r / 2 ] . в )  г  =  4 s i n 3 < ^ ,  г  =  2  ( г  >  2 ) .

a) у  = -s/4 -  x 2 , у  =  0 ,  x  =  0 , x  =  1 ; а) у = x 2yj4 -  х2, у = 0  ( 0  < х <  2 ) ;

5. 6)-
x = 2 c o s / ,

.  . ,  J  = 3  ( j > 3 ) ;  
y = 6sm/,

6. б)<
X - 1 6 C O S 3 / ,  1-  / /-\ 

х = 6л/3 1х>6л/3], 
у = s i n 3 /, ' '

в )  r = s i n 3 < ^ . в )  r  =  6 s i n 3 < ^ ,  r  =  3 ( r > 3 ) .
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а) у  = cosxsin2 x, у  = 0  ( 0  < x < ;r/2 ) ;

x = 6  cos t, 
у  = 2 sin t,

в) r = cos3(p.

У = л/з(.у>л/з); 8 .

a) y  = yjex- l , y  = 0, x = ln 2 ; 

x = 8>/2

y  = j 2

в) r = 1 / 2  + sin^>.

6)
: cos3 t.

sin3 t.
x == 4 ( x > 4 ) ;

a 3 1 = arccosx,^ = 0 ,x = 0  ; a) y  = (x + l f , y 2 =x + l;

x 2 л/ 2  cos t,
y  = 3 ( y > 3 )

в

у  = 3>/2sin^

= cosq>, r = sin<  ̂(0 <^>< Л-/2).

10 . 6)
x = 32 cos3 t,

x
7  = sin t, 

в) r = cos< ,̂ r = 2 cos<  ̂.

4 (x > 4);

a

11 .

в

= 2x -  x2 + 3, = x2 -  4x + 3;

x = 3cost, 
у  = 8 sint,

r = sin cp, r = 2  sin cp .

y  = 4 (y>  4); 12 .

а) у  = х л /3 6 -х 2, у  = 0 ( 0  < х < 6 );

х = 8 cos3 t, 

у  = 4sin3 t,

в) г = l + V2 cos<^.

б) ’ х = Зл/З ^х > Зл/З j

а

13.

х = a rc c o s j^  = 0 , х = 0  ; 

х = 6 cos3 t,
X

в

ĵ  = 4sin t, 

г = 1 + V2sin^>.

2 л/з ( х > 2 л/з) 14.

а) у  = arctg х, у  = 0, х = у/з ; 

X = 2 л/ 2  cos3 t,
б) X

3  ̂= л/ 2  sin3 1, 

в) г = (5/2)sin<^, r  = (3/2)sin<^

а

15.

j; = x2yjs~x2 ,у  = 0  |о  < х < 2 ^ 2  j ; 

х = л/ 2  cost,

в

3 > = 4 л/2 sint. 

r  = 4cos4<^.

у  = 4 (у>  4): 16.

а) х = л/е3' - 1 , х = 0 , j  = 1п 2 ;

х = 8  cos3 t,

3; = 8 sin3 t, 

в) г = sin 6 >̂.

б) ’ х = 1 (х > 1);

а

17.

в

x = ( j - 2 ) 3, х = 4 j  -  8 ;

х = 9cos t, 
у  = 4 sint,

r  = 2cos<^, r = 3cos(p.

y  = 2 (y>  2 ): 18.

a) x = 4 - / ,  x = y z - 2 y ;

x = 24 cos3 t, 

у  = 2 sin3 t, 

в) r = cos(p + sin(p.

6)
i t ,  I— / <—\

x = 9л/з (х>9л/з);
 ̂1

a

19.

в

У = (x — l)2, y 1 = x — 1; 

x = 32cos31,

3  ̂= 3 sin3 1, 

r  = cos<^- sin<^.

X  ■ 1 2 л/з (х > 1 2 л/з): 2 0 .

а) з> = x2 cosx, у  = 0  ( 0  < x < тг/2) ;

х = 4л/2соз 3t,
б) г  з

3  ̂= л/ 2  sm t,

в) r = 2 cos6 <̂ .

x = 2  (x > 2 );
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3. Вычислить длины дуг кривых, заданных уравнениями в различных сис­

темах координат:

а) у  = In х, у/з < х < -у/Й; a) у = V 1 -x 2 + arcsinx, 0 < x < 7 /9 ;

1. б)
x = 5 (?-sin?),

0 <t<7l\
у = 5(1-cos?),

2. 6)<
x = 3(2cos?-cos2?),

0 < t < 271;
у = 3(2sm ?-sm 2?),

в) р  = 3ез ф , -тг/2<(р<7г12. в) p  = 2c4 \  -7zl2<(p<7il2.

а) у = -  In cos х, 0 < х < п jb  ; a) у = ex+ 6, ln-s/8 < x < ln-s/15 ;

3. б)<
x = 4(cos? + ?sin?),

V '  0 < ? < 2 ,r ;  
у  = 4(sm? -?cos?),

4. 6)<
х = (?2 -  2)sin? + 2?cos?,

0 < t  <7U>
у = (2 -  ?2)cos? + 2?sin?,

в) /д = л/2е9’, - n j2 < (p <  жj2. в) p  = 5eV12, -7zl2<(p<7il2.

а) y = ln (x2- l ) ,  2 < х < 3 ; a) y = V 1 -x 2 +arccosx, 0< x< 8/9 ;

5. б)
x = 10cos 3?,

0 < t < 7112;
у = 10 sin3?,

6. 6)-
x = ef(cos? + sin?),

v '  0<t<7r;  
у  = ef(cos?-sin?),

в) р  = 6еи ф , - я /2 < р < ;г /2 . в) р  = 3ез ф , 0<(p<7rl3.

а) y = l n ( l - x 2), 0 < х < 1 /4 ; a) y = 2 + chx, 0 < x < 1;

7. б)
x = 3 (?-sin ?),

я  < t < 2 n ;
y = 3 ( l-c o s? ) ,

8. 6)<
x = 3(cos? + ?sin?),

0 < ? < 7t/3 ;
у = 3(sm ?-?cos?),

в) р  = 4е4ф, 0 < ^ < л - /3 . в) p  = 4 2 c <p, 0<(p<7r/3.

а) y = l- ln c o s x , 0 < х < ж/6  ; a) у = ex+ 13, \n*Jl5 <x<  ln-s/24 ;

9. б)-
x = (?2 -2 )  sin?+ 2? cos?,

0<t<7r/3;
у = ( 2 - ?2) cos?+ 2? sin?,

10. 6)-
x = 6cos3?,

0 < ? < тг/З;
у = 6 sin3?,

в) р  = 5е5ф2, 0 < < р < ф . в) р  = \2еи ф , 0<(р<тг/3.

a) y=-arcco&4x+ylx-x2, 0<х<]/4; а) у = 2 — ех, 1пл/з < х < 1п>/8 ;

11. б)-
x = ef (cos ? + sin ?),

ж /  2 <t <7r;
у  = ef(cos? -  sin?),

12. б ) -
x = 2 ,5 (r-s in r) ,

7lj2<t<7l\
^  = 2,5(1-cos?),

в) p = l-sin<^, -  ж/2 < (p < -  t:/6 . b)/?  = 2(1-COS<^), -  71 <(p<-7rj2 .
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a) у = arcsin х -  Vl -  х2, 0 < jc < 15/16; a) у = 1 -  In sin x, n j 3 < x < ж/2;

13. б)<
x = 3,5(2cosi-cos2?), п

0<t < — ; 
y  = 3,5(2sint-sin2t), 2

14. 6)
x = 6(cosi + isin?),

. ч 0<?<л-;
у = 6(sm?-?cosij,

в) /7 = 3(1 + sin <̂ ), -7г/6<(р<  0. в) /7 = 4 ( 1 - sin <̂ ), 0<(р<ж/б.

а) у  = l - l n ( x 2 - l ) ,  3 < х < 4 ; a) у = lnsinx, ж/3 < x < ж/2 ;

15. б)
x = 8cos 3t,

0 < t  < ж/б;
у = 8 sin3t,

16. б)
х = ef(cos? + sin Л,

v 7 <3<t<2n\ 
у  = ef(cos?-snu),

в) /? = 5(l-cos<^), -  ж/3<(р<0. в) /7 = 6(1 + sin <̂ ), -ж/2<<р<0.

а) у = ch х + 3, 0 < х < 1; a) y = lncosx + 2, 0<х<ж/6',

17. б)
x = 4(t - s in t ) ,

. Л-/2 < t < 2ж/3 ; 
у = 4 ( l - c o s i ) ,

18. б)<
x = 2(2cos7 -cos2/),

; ;о<1<ж /з-
у  = 2{2sm t-sm 2t) ,

в)/7 = 7 ( 1 - sin <д), - ж/ 6 < <р<ж/6. b)/7  = 8 ( 1 - cos^),  -2ж/3<<р<0 .

а) у  = ех+ 26, 1п-\/8 < х < 1п>/24 ; а) у = ех+ е, 1п>/з < х < ln-\/l?;

19. б)<
x = 8(cosi + tsint) ,

, . 0<?<л-/4;  
у  = 8(smt - t c o s t ) ,

20. б)<
x = e* (cost + sin?),

v 7 0 < t< 3 n /2 ; 
у = ef(cos?-sin?),

в) p = 2(p, 0 < (p < 3/4 . в) p = 2<д, 0 <(p< 4/3 .

4. Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями и образованных 

вращением фигур, ограниченных заданными функциями (в вариантах

1-10 ось вращения Ох, в вариантах 11-20 ось вращения Оу):

1.
а) y  + y 2 = l, z = y, z = 0 (y > 0 ) ;

б) у  =  - x 2 + 5x -  6 ,  у = 0.

2.
а) —  + —  -  z2 = 1, z = 0, z = 3;

9 4

б) у = 3 sin x, у = sin x, 0 < x < ж.

3.
а) z =  x2 + 4 y 2, z = 2;

б) у =  5cosx,y =  cosx,x =  0,x >  0 .

4.
а)x2 + y 2 =9, z =  y, z =  0(y > 0 );

б) у =  sin2 x, х  =  ж/2, у  =  0 .

5.

2 2 2 
ч x  у Z

а ) -----1-------------------- =  - 1 ,  z  =  1 2 ;
9 4 3 6

б) x =  t j y - 2 ,  x =  l, y  =  l.

6.

2 2 2

а) —  + —  +  —  =  1, z =  1, z =  0 . ; 
1 6  9 4

б) у =  xex, у  =  0, x =  l.

121



7.
а) z = x2 +9_y2, z = 3;

б) у  = 2x -  x2, у  = - x  + 2, x = 0.
8.

а) z = x2 +5_y2, z = 5;

б) у  = 2x -  x2, у  = - x  + 2.

9.
а ) y  + / - z 2 = l , z  = 0 ,z  = 3;

б) x2 + (_y-2)2 = 1.

10.

2 2 2
л X У Z 1 1 £.а ) --1----------- = -1, z = 16;

9 16 64

б) y  = x3, y  = 4 x  .

11.
а) —  + —  + —  = 1, z = 2, z = 0; 

16 9 16

б) .y = x2,x  = 2, ,y = 0.

12.
а ) y + ^ -  = l,z = ̂ , z  = 0(^>0);

б) у  = lnx, x = 2, у  = 0 .

13.

2 2
а) —  + ——  z2 = 1, z = 0, z = 2 ; 

81 25

б) y  = x \  y  = x 2.

14.

2 2 2
a) — + ̂ —  —  = -1, z = 12;

4 9 36

Q)y = arcsin x, у  = arccosx, у  = 0 .

15.

2 2 2
а) —  + —  + —  = !, z = 3, z = 0; 

16 9 36

б) у  = x2 -  2x +1, x = 2, у  = 0.

16.
а ) ~ + ~  = l,z = y\/3,z = 0(>>>0);

б) .y = x3, ,y = x.

17.

2 2 2
а) ^  - z = -1 , z  = 20;

9 25 100

б) у  = arccosx, у  = arcsin x, x = 0 .

18.

2 2 2
а) —  + —  + —  = 1, z = 4, z = 0; 

16 9 64

б) у  = (x - 1)2, x = 0, x = 2, у  = 0.

19.
а) z = 2x2 + \S y2, z  = 6 ;

б)y = arccos(x/3), у  = arccosx, у  = 0.
20.

а) z = 2x2 + 8y2, z = 4 ;

б) y 2 = x - 2 , y  = 0, y  = x3, y  = l.
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§30. Индивидуальные задания по теме «Ряды»

1. Найти сумму ряда:

1.
^  3« + 8

2.
^  3« + 4

~ ‘1п{п + \){п + 2) ~[п{п  + 1){п + 2)

3.
^  3 - п

4.
^  я -1

“ ^(я + 3)(я + 1)я “ in {n  + l){n + 2)

5.
^  4

6.
^  5 п - 2

„=3 п ( п - \ ) ( п - 2 ) л=2(и -1 )и (и  + 2)

7.
^  4 - я

8.
^  5« + 9

~^п{п + \){п + 2) и(и + 1)(и + 3)

9.
^  Зи + 1

10.
^  я -  4

^ ( и - 1 ) и ( и  + 1) ^ и ( и - 1 ) ( и - 2 )

11.
^  1 - я  
^ я ( я  + 1)(я + 3) 12.

^  Зи -1
„=з п[п2 - 1)

13.
оо 1

У 14.

О1к00

П=2п[п2 - l ) ^ ( и - 1 ) ( и - 2 ) ( и  + 1)

15.
°0 оя — 2

16.
-у  п + 5

„=ъ( п - \ ) п ( п  + \) Ь ( п 2 -1 )(и  + 2 ) ‘

17.
^  п + 6

18.
^  3« + 2

“ ^я(я  + 1)(я + 2) ~[п{п  + 1){п + 2)

19.
^  2 -  и

20.
00 -Л

у  2
^ и ( и  + 1)(и + 2) ^ ( я  + 2)(я + 1)я

2. Исследовать на сходимость ряды:

1.

Л ^  sin2 п^п  гл ^  п2 +5 ч у  я +1
а) У ------Г - ;  б) Х 1п^ - Г ’ B) L w  H i’t ?  nyfn п +4 п=2 2 (я -1 )!

■ д | 5 - 2 . . r

2.
п=1 я ^ я  +1п я „=1 2
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f - L / i + Г

t f 4 4  «
д)Хi « in2 ( in  + 1 ) ’ X(-0

n—1

n + u  «

2« + 1

Y

/

a X ln«
J 3/У  ’i \ и

1 1

3.

X
n—1

^ 2«2 + l v  
v « 2 + 1 y

6) Z - t g - r
n=l Я  V M

д)Х

в X
2И+1(«3 + l)

i  ( « + 1)!

 ̂(2« + 3)ln2 (2« + 1) ’ z
n=2

( - 1 Г
ln(« + 1)

a X cos2(«/r/2)
i « (« + !)(« + 2) ’

00 /  2 n  v
I
/7 = 1

n
\3 n  + 5

/-л A A6) Z  -arctg-jj= =
^ « - 1  v « - l

00 1 
Д > 1

в
j^ lO n2«!

У /2=3 (3 « -5 ) ln 2( 4 « - 7 ) ’ X

t ( 2«)! ’

И У
пп=з ( ln ln « ) lп п

а X
2 + ( - 0 \

^  « -1 п «

Г 2« + 1л

б) z ( « 2 + 3 )2

5 , 1 „ 4  „  ’
В

г^« +1п «
X

( 2« + 2 )! 1

X\ \ 3 n - 2
д)Х 1

1 (3« + 4)ln2(5« + 2) X

i 3« + 5 2*

( - О ”2" 2
^  «4 -  «2 +1

а X '
/7=1

оо

X

(2 + cos«/r)
2« -1 б)Х и3+ 2

^  « +sin2"
в

^ «  + 5 . 2 
>  sm—
t /  я! 3й

2« + 2
оо

(и + 1) ; Д̂ Х (2 п + 1)1п2(и,/5 + 2 ) X
/7=3

(-1 )“
(« + l)ln«

ч ^  sin2«
а ) У > + 1 ;

оо

б)Х
/7=1

л ^ Г 4 « - з У 3 .
5« + 1 J

оо

д)Х
/7=5

2" + cosп в 00 пп

(п -  2)1п(« -  3)

X
/7=1

оо

X
/7=3

^  3”«! 

( - 1)"
«1п(« + 1)

а X
/7=2

оо

X

lnV/72 + 3« 

■sin2 - п

п
:^\10« + 5

СО 1

б) Z   Т—^Ptn-  cos 6«

д)Х

В
п  1

f (2 « - l)ln (2«) ’ X ( - Г

? nsjln + 3

а Z
« C O S  «

9.
« + 5

СО 1 1

б) У  I------ sin—т=:
~ 1 у1п + \ у/п

в X
/7=1

6й(«2-1)

«!

Я"
V  «arcsin —  
t r  4й * ) Z

i
У  ( - l ) ” c ° s —  

’ 6«? (« + l)ln (2«) /7=1
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10.

N ^  72 In 72

a ) S » 2 - 3 ;

г) У f ”  +  2 l

со i со 2

6) S  з Г ЖС^  л Г  ’ B) , 9 \ , ’«=i \ ln  4 yjn и = 1 (т2  +  2 ) !  

”2 \ "47 1 . N sin 72
5 S  7o 141 ’ S  1

n=2 (372 - 1 ) I n72 n\

11.

. ^  In n a) S  3„=i 72 +  72 +

о  s f ” _ 1 Tn J

” 1 , v  
7 ’ 6 ) S ^ - j — ; B>22 . 2 ;
1 ^ 72 — Ш72 »=l(72!j

W д ) У   ̂ 1 У
5 " ’ ^ ( 2 т2 - 1 ) 1 п ( т2 +  1 ) ’ S ^ и 1п ( 2 т2)'

1 2 .

л ^  s i n 2 Va ) X  „ 2 ;
«=1

у Г 2 »  +  3

t f l  и +  1 .

oo 1 1 со *j2 n

6) S 3/— 7 sm r  b) S / 9 ’ t^yJn + 5 72 -  1 Л=1 (272 -  1)!

\ ”2 JSi, 1 ” 1
; д ) S /9 o \ ,  /о m v  e ) S I - 1) t g - -, ^ ( 2 т2 - 3 ) 1 п ( З т2 +  1) w

1 3 .

s ^  l n «a ) S  n --
n=\ yjn + 72

s ^ ( 3 n  + 2'

r )5 L - i .

. Х У  1 72 +  3  ч v y  72!; 6) S  з Г  . arctg 2 c ;i ^ Z j n +  2 n2 + 5  „=1 ( 3 7 2 ! )

'f /  \ 2  \ 1 ч Х У  COS72(n - l )  ; д) 2 / ,,11 2 ; e) S  2 •J v 7 n=2 (72 + 2 ) l n  72 n2

1 4 .

1 • 1 (M Л. „ 4 v l - 3 - 5 . . . ( 2 » - l ) .

n=3 n m 22 +

r ) s f  "+1+  U „ - 3.

■\/ln2 72 ' ^VtJ + 3 ^  ^ 3”(т2 + 1)!

”̂2 3̂ 1 00 (—1)” 1
’ Д)+ ( «  + 3)1п2(2„ ) ’ e ) S („ + 1)22»'

1 5 .

a ) E ^
72—1 ^

r) f f  ” )f r U n + u

^  n2 + 1 . (t2!)2 

§ П 722 + 72 + 2  ’ § ( 3 " + 1 ) ( 2 t 2 ) ! ’

2й+1 л ^  1 • ,4  ( - 1) ”"1
й=2 (272 +  3)1п2(т2 +  1) ’ C “  (72 + l ) ( 3 / 2 ) ” '

16.

“ arctg[2 +  (  1) „  у  C arct 1 . r1 У n!sin — ;

i f  in(i
2 v f 2”-0

U U n  +  l J

\  ? y w П '
+  Yl j 72—1 ^  72—1  ̂

n il  CO 1 00 0 1

; д ) I  ■ r , v  e)и=3 72ln(72- l )  „=1 372
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17.

arcc tg (-l)” » ^ + ( »  + !)!
а> L  г-7------JT ’ б) 2 J> lg , в) I ,  „ ;

»=1 ^Пу2 + П J n=3 W и=1 W

r ) v 2 * “ . 1 • ^ ( - l ) " ( «  + 3)
n" ’ «=2 2/7^1n(3/7 - l )  ^  ln(« + 4)

18.

, ^ V « 3+ 2  б) у  ” + 1 x-
§ « 2sin2« ’ ”=2 (■'/” -  - 1) B § ( «  + l ) ! ’

° °  °° 1 0 0  7/1 _l_ 1
г) У  и2 sin" 7 1  ; д) У - -------- г Ц ------ e) У  ( 1)" n t l .

~ f 2n ».5( n - 2 ) ^ ln ( n - 3 )  -УД

19.

. 7 7 /7 COS2/7 r4 v f i  ^0
а) У  з i n ; 6 ) 2 , 1 - cos  

t ?  « - 10  ^  « J
GO 3 GO 1

r ) £ n  д) У ,  , 4 / r
„=2 (In и) »=4(3n-l)yii

. ^  2"n\
;

n=1 "

^  (-1)" 

i ( w _ 2) ^ ( 2 «  + 1)22й+1‘

20.

. ^7 In /7

h j n ' + n

r ) y f  ” 1
t r U « - u

o . +  • ^  . + 5"(« + 7- 5 6) > sm ,--------------------------; в) > ' 7 ;
i n  'Jn5 + 2 £  (2n)! 

Л 1 У .  " .  : c, +  (“ ‘Г
„=i{n2 l)ln n ~ f n 2 + sin2n

3. Найти область сходимости функционального ряда:

1.

а) У  ^  ^

2 .

a ) y ( - i ) 7 i - T .
a l  Z ^ /  4-1 /5  ’

n=\ yx +  n)

00
б) У — x 2 ” s i n (x +  7tn).

n=1 «

S 2 n - l U  +  ^ J  ’

0 0  л п

б) у — x 4 ” s i n ( 2 x - ^ « ) .

/7=1 ^

3 .

а) У  ”  1

И=1 «  + 1  ( з х 2  +4x +  2 ) ”  ’

00 О

б) У — х 4п  c o s ( x  +  п п ) .

п=1 «

4.

. 7 7 / 7  +  1 /  2 \ «

а) У  о «  ( Х 4х  + 6 ) ;
и=1 4

00 6 5 Y  1
б) У  —  - 3 = j c 2 ” c o s ( j c -  Д - /7 )  .

И=1 V 3  у  V / 7

5 .

GO П
а) У -------- ;' /—! 1 И

Я=1 1 л
оо -лЗ/?

б) у  —т=х4” s i n ( 3 x  + п п ) .
Я=1 V«

6.

ч 77/7 + 3  1

^  . 1 / о \п ’И=1 и + 1(27х2 +12х + 2)

GO /ГЯ

б) У — x 2 ” s i n ( 5 х - п п ) .
п =1 И
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7.

со п

а ) § 1  + х 2" ’

00 Г
б) У 2 л1 3лsin—. 

7^ п

8.

ч ^  п2п 1
, 1 / ? \и ’ «=i « + 1 (Зх + 8х + 6)

00 г
б) Y 3 2”x ” sin — .

77i 2и

9.

1 f l  + x Y
а) /  ; ^ /7  + 3 ^ 1 - х )

00 ?г
б) Y 2 3"i ” sin— . 

77? и

10.

» ( * 2 - 6 х  + 12)” 

S  4"(«2 + l) ’

6) ]T3"x3" s i n ^ - .
«=1 *V ̂

11.

00 |
/ 1--- .— \2х+1 5

Й=1 Гyjrf + у/п+ 1 j

00 3r 
6) Y3"x"tg— .

7=1 и

12.
а ) Е т ^ ;Л=1 (x + /7j

00 г
б) V 8 ”x3”tg > •  

t f  4>/й

13.
а ) Ё Д ;

и=1 л/ X + /7

б)
t f  Зи

14.

“ ( х 2 - 5 x  + l l )

а ) U  5”( я2 + 5 )  ’

00 Г
б) V 2 ”x3”arcsin— . 

7Й1 Зи

15.

£ ( п  + дг)"

И=1 П

00 Зг 
б) V 2 7 " x 3"arctg . 

t r  2/7 + 3

16.

оо 1

а )  Е  / . ч;" « ( w  + xj

00 лл
б) ^ - r sin2”(2x) .

/7=1 V ^

17.
а ) ZЛ=1 (х + и)

оо О И
б ) X - t g 2nx.

п=1 П

18.
а ) ^ 1  х " ;„=\ I л

00 л/?
б) X ~ sin”(3x)-п=1 И

19.

ч ^72  + 1
а) L ,  х ;77Г

со д я

б) V - L s i n 2”x.
я = 1  п

20.

ч ^  л/Й
а )  £  ;/7=1 /7

СО 1

б ) § » .  З”/2 '8 ”"'
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4. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х:

1.
9

2.
х 2

2 0 - х - х 2 л / 4 - 5 х

3. In ̂ 1 — л: — 6 х 2). 4. 2 x c o s 2 ( x / 2 ) - x .

5.
sh2x  0

6.
7

^  .

х 12 + х - х 2

7.
X

8.
ch3x - 1

л/27 -  2х  ' х 2

9. ln ( l  + x - 6 x 2). 10. ( x - l ) s i n 5 x .

11.
6

12.
1

8 + 2х -  х 2 Ш  - З х

13. ln ( l  -  х -  12х2) . 14. (3 + е~<)2.

15.
arcsinx 1

16.
1

1 .

X 1 2 - х - х 2

17. х 2 у/4 -  З х  . 18. ln ( l  + 2 x - 8 x 2).

19. 2 x s in 2 ( x / 2 ) - x . 20. ( x - l ) s h x .
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