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как криптография, корректирующие коды, синтез быстрых алгоритмов дискретных ортого­
нальных преобразований. Несмотря на это, существует относительно мало доступной моно­
графической литературы, охватывающей не только одну или несколько из указанных уже 
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математических методов и теорий к решению перспективных задач анализа цифровых сиг­
налов. Ряд монографий отечественных или зарубежных авторов давно уже стал библиогра­
фической редкостью, а книги, изданные за рубежом, практически недоступны широкому 
кругу специалистов. Данное пособие ставит своей целью частичное восполнение указанного 
пробела. 

Пособие предназначено для магистров направления 010400.68 "Прикладная матема­
тика и информатика", обучающихся по программе «Математические и компьютерные мето­
ды обработки изображений и геоинформатики». 
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ВВЕДЕНИЕ 

При вычислении свертки двух ЛАиериодических последовательностей спек­

тральным методом с помощью теоремы о свертке (см., например, [1], [2]) и использо­

вании дискретного преобразования Фурье значения сворачиваемых последовательно­

стей считаются, как правило, принадлежащими полю рациональных чисел Q (естест­

венное "пользовательское" допущение) или, после соответствующего масштабирова­

ния, нринадлежащими кольцу целых чисел Z . В то же время значения базисных функ­

ций дискретного преобразования Фурье принадлежит полю комплексных чисел С -

алгебраическому расширению R (i) ноля R с индуцированной метрикой, связанной с 

обычным понятием модуля комплексного числа, которое, в свою очередь, является по­

полнением ноля Q относительно метрики, связанной с абсолютной величиной числа. 

Таким образом, поле Q вкладывается в полное поле С, причем при реализации на 

ЭВМ в силу конечноразрядного представления чисел вычисление нреобразования (1.2) 

производится в Q (i), что приводит к погрешности, часто весьма значительной. 

Для ряда задач цифровой обработки сигналов (задач криптографии, задачи ум­

ножения больших целых чисел, в частности) принципиально не допускается "прибли­

женный" ответ. Либо точный, либо - не ответ. Паллиативным решением в этом случае 

является использование вместо дискретного преобразования Фурье его "модулярных 

аналогов" - теоретико-числовых преобразований (ТЧП, преобразований Фурье-Галуа). 

Модулярные вычисления можно интерпретировать как "приближенные вычис­

ления" в некоторой алгебраической структуре, причем эта "приближенность" харак­

теризуется делимостью "погрешности" на простое число р. 

Одной из целей данного пособия является метрическая формализация выше­

приведенной интерпретации, что позволило бы с единой точки зрения проанализиро­

вать, как и особенности снектральных методов вычисления свертки, так и экстрапо­

лировать эти спектральные методы для вложений поля Q в его пополнения относи­

тельно других, так называемых неархимедовых, метрик поля Q .  Реализация про­

граммы для тех или иных конкретных метрик позволит с единой точки зрения анали­

зировать точность как известных алгоритмов (ДПФ, преобразование Фурье-Галуа), 

так и позволит увеличить точность вычисления свертки даже при относительно 

скромных вычислительных возможностях. 



1. МОДУЛЯРНАЯ АРИФМЕТИКА 

И БЫСТРОЕ "БЕЗОШИБОЧНОЕ" ВЫЧИСЛЕНИЕ СВЕРТКИ 

Реальный мир полон отвратительных чисел тина 

0,79134989..., мир же компьютеров имеет дело с 

милыми числами типа О и 1. 

Дж.Конвей, Н.Слоэн\ 

1.1. Постановка задачи, основные идеи 

1.1.1. Теоретико-числовые преобразования и целочисленные свертки 

При вычислении свертки двух ЛАиериодических последовательностей 

N-\ 
(x*y)(k) = z(k)=Y^x(n)y(k-n), k = Q,...,N-l (1.1) 

л=0 

спектральным методом с помощью теоремы о свертке (см., например, [1], [2]) 

z[m) = х[т)у{гп), Л7 = О,...,7V-1, 

. N-\ 
= ^ Z K"^)h-^(k),k = ̂ ,-..,N-l, 

т=0 

где 

^-1 Г mnl 
hj„{n),rn=0,...,N-l, hj„{n) = exp\2Ki—[ (1.2) 

п=0 ^ J 

есть дискретное преобразование Фурье (ДПФ), а 

. N-\ 

т=0 

- обратное дискретное преобразование Фурье (ОДПФ), значения носледовательностей 

х(п) и у(л) считаются, как правило, принадлежащими полю рациональных чисел Q 

(естественное "пользовательское" допущение) или, после соответствующего масшта­

бирования, нринадлежащими кольцу целых чисел Z. В то же время значения базис­

ных функций hjjj(n) дискретного преобразования Фурье принадлежит полю ком-

^ Дж.Конвей, П.Слоэн. Упаковки шаров, решетки и группы. М.:Мир, 1990. 
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плексных чисел С - алгебраическому расширению R(i) поля R с индуцированной 

метрикой, связанной с обычным нонятием модуля комплексного числа, которое, в 

свою очередь, является пополнением ноля Q относительно метрики, связанной с аб­

солютной величиной числа. Таким образом, поле Q вкладывается в полное поле С, 

причем при реализации на ЭВМ в силу конечноразрядного представления чисел вы­

числение преобразования (1.2) производится в Q(i), что приводит к погрешности, час­

то весьма значительной. 

Для ряда задач цифровой обработки сигналов (задач криптографии, задачи ум­

ножения больших целых чисел, в частности) принципиально не допускается "прибли­

женный" ответ. Либо точный, либо - не ответ. Паллиативным решением в этом слу­

чае является иснользоваппе вместо дискретного нреобразованпя Фурье (1.2.) его "мо­

дулярных аналогов" - теоретико-числовых преобразований (ТЧП, преобразований 

Фурье-Г алуа): 

N-\ 
х[т)= 'Yj (mod р), = 1 (mod р). (1.3) 

п=0 

Теорема о свертке остается справедливой и в этом случае, но уже для свертки 

(1.1), понимаемой не в целочисленной арифметике кольца Z, а в арифметике конечно­

го поля (mod р), сугцественно отлпчаюгцейся от арифметики кольца Z. 

Основная идея. Давайте выберем простое число р достаточно большим, а 

именно: 

р> max {а(л)| max {h{n)\ N,0 < x{n),h{n)& Ъ. (1.4) 
Q<n<N 0<n<N 

Тогда наименьший неотрицательный вычет значения целочисленной свертки, 

вычисляемой непосредственно по формуле (1.1), равен значению этой свертки. При 

вычислении свертки (1.1) с помогцью теоретико-числовых преобразований результа­

ты промежуточных вычислений могут превзойти число р и полученные значения 

компонент свертки оказываются "вычисленными с ошибкой", а именно, с точностью 

до слагаемого, деляш,егося на число р. Выбор числа р с условием (1.4) в сочетании с 

(грубой) априорной информацией о дианазоне изменения значений сворачиваемых 

функций позволяет утверждать, что найденные значения свертки являются точными 



6 

(следующее целое число, отличающееся от найденного слагаемым, делящимся на р , 

"слишком велико"). 

Таким образом, модулярные вычисления можно интерпретировать как "при­

ближенные вычисления" в некоторой алгебраической структуре, причем эта "при­

ближенность" характеризуется делимостью "погрешности" на простое число р. 

Отметим, что вычисление свертки (1.1) с помощью ТЧП содержит ряд вполне 

объективных трудностей, связанных с арифметическими особенностями конечных 

полей: 

- арифметические операции (mod р) не являются "элементарными компьютерными 

операциями", а простые числа р с "дружественными" для машинной реализации свой­

ствами модулярных операций встречаются в натуральном ряду достаточно редко; 

- в отличие от поля комплексных чисел, в конечном поле GF(p) (поле классов выче­

тов по простому (mod р)) существуют корни не любой степени N единицы, а только 

удовлетворяющие условию делимости N\ (р-1). 

К сожалению, эти особенности отчасти конфликтуют между собой: "хорошие" 

для машинной реализации операций простые числа имеют "плохие" делители числа 

( р  -1), что несколько осложняет алгоритмическую поддержку вычислений ТЧП и 

наоборот. Поэтому актуальной задачей задачей является разработка компромиссных 

решений, базирующихся на использовании представления элементов конечных полей 

в специальных системах счисления. 

1.2. Реализация арифметических операций для модулей специального вида 

Настоящий раздел имеет вспомогательный характер и включен лишь для удоб­

ства цитирования. По крайней мере, по теме двух его первых подразделов существует 

множество публикаций, в которых рассматриваются различные версии программной 

и аппаратной реализации арифметических операций в кольцах классов вычетов по 

модулям простых чисел специального вида - простых чисел Мерсенна и Ферма. 

Краткий анализ этих работ приведен в заключительных комментариях. Несколько 

меньшей известностью пользуются простые числа Голомба (раздел 1.2.3) и их мы 

рассматриваем чуть более подробно также в разделе 1.3.1. 
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1.2.1. Арифметика в полях по модулю числа Мерсенпа 

Простым числом Мерсенна называется простое число вида р = 2^ -1 .  Из вида 

числа Мерсенна сразу следует необходимое (но не достаточное) ограничение на чис­

ло q, которое также должно быть простым. 

Сформулируем основные правила вычислений в ноле М = ^ р = 2^ - 1 :  

1) любой элемент поля М представляется в форме 

x=Ai)2" + A'i2l + ...+ x,_i2'H, (1.5) 

2) это представление однозначно для всех О х е  М;  нулевой элемент предста­

вим двумя способами в форме (1.5): 

0-2®+... + 0-2^"^ =1-2®+... + 1-2^"^ = 2 ^ - l  = 0(mod р); 

3) так как 2*̂ = 1 (mod р), то в случае возникновения "бита неренолнения" 1 • 2*̂ 

при вычислениях эта единица "самого старшего разряда" переносится в "самый 

младший разряд" и суммируется с полученным числом; 

4) умножение элемента хе М на элемент 2 е  М равносильно циклическому 

сдвигу "цифр" Xj в представлении (1.5): 

^Х= Xq_Y^ +у^2 Хд_2'2.'^ ; 

5) умножение элементов поля М "столбиком" сводится к циклическим пере­

становкам цифр и сложениям; 

6) мультипликативный порядок элемента 2 е  М равен q: Ord(2) = q (следова­

тельно, при со = 2 G М возможна реализация ТЧП (1.3) длины N = q без умножений); 

7) мультипликативный порядок элемента (-2) е М равен 2q: 

Ord(-2) = 2д(следовательно, при ю = (-2)е М возможна реализация ТЧП (1.3) дли­

ны N = 2q без умножений); 

8) максимальная степень двойки, деляш,ая число ( р  -1), равна единице. 

Следует заметить, что свойства 1-5, сформулированные выше, остаются спра­

ведливыми и для составных чисел Мерсенна. Отметим также, что последнее свойство 

чисел Мерсенна несколько осложняет задачу эффективного вычисления ТЧП Мер-
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сенна, так как требование делимости N\(p-V) приводит к необходимости синтеза 

быстрых алгоритмов таких преобразований для весьма "экзотических" длин N. На­

пример, 

2^^-IU I  = 2 (2^® - I W 2 - 3 ^ - 7  11-3M51-331 

и так далее. 

Паллиативным способом преодоления указанной трудности является рассмот­

рение ТЧП в "комплексном поле Мерсенна" 

M(i) = ̂ z: а+Ы; а,ЬеМ, /= - l (modp ) | .  

2 В этом случае условие делимости имеет вид N (р -1) и, в силу равенства 

(p^- l )  = (p- l)(p+l) = 2''+'(2 ' '-l-l), 

В поле M(i) существуют корни стенени N = 2\ (? = 1,2,..., g +1). 

Следует отметить, что арифметические действия в поле M(i) совершено ана­

логичны операциям в комплексном поле С и отличаются лишь необходимостью вы­

числения остатков но (modр). В разделе 1.3.2 мы рассматриваем также специфиче­

ские системы счисления в нолеМ(;), нозволяюгцие егце более упростить некоторые 

операции над элементами этого поля. 

1.2.2. Арифметика в полях по модулю числа Ферма 

Простым числом Ферма называется простое число вида 

/ =  4 = 2 ^ \ l  = 2 ^  + l, А = 0,1,2,3,4. 

В настоягцее время известны только эти простые указанного вида и неизвестно, 

конечно ли их количество. В задачах цифровой обработки сигналов наиболее часто 

2̂ 16 используется четвертое простое число Ферма, равное f^=2 +1 = 2 +1 = 65537 . 

Сформулируем основные правила вычислений в ноле F = ^ / = 2^ +1: 

1) любой элемент поля F представляется в форме 



x= + xi^} +... +xg2^, Xj&{Q,\}\ (1.6) 

2) это представление для всех 2 ^ x e F  имеет вид 

х= xq2, + ^ 2  х^_^2. +0 '2  • 

3) "исключительный" нулевой элемент представим в форме: 

2 ^  = 0-2® + 0 - 2 4 . . .  + 0 - 2 ^ " 4 l - 2 ^ ;  

и 
4) так как 2 =-l(mod/),  то в случае возникновения "бита переполнения" 

и 
1-2 нри вычислениях эта единица, в случае "неисключительного" результата, пере­

носится в "самый младший разряд" и вычитается из полученного числа; 

5) умножение элемента хе F на элемент 2 е  F равносильно циклическому 

сдвигу "цифр" Xj в представлении (1.6) с инверсией знака в младшем разряде: 

2х= {—xg) + xq-2^ +... + xg_i2^; 

6) умножение элементов поля F "столбиком" сводится к циклическим переста­

новкам цифр и сложениям-вычитаниям; 

7) мультипликативный порядок элемента 2 е  F равен 2В: Ord(2) = 2 5  (следо­

вательно, для (!0 = 2G F возможна реализация ТЧП (1.3) длины N = 2В без умноже­

ний). 

Следует отметить, что относительными недостатками чисел Ферма является 

более сложная реализация арифметических операций в поле F по сравнению с мер-

сенновским полем М: наличие "исключительного" элемента, необходимость вычита­

ния, а также то, что простых Ферма известно мало. Но эти недостатки несколько ком­

пенсируются тем фактом, что условие делимости Л/^|(/-1) имеет вид N 

вательно, в поле F сугцествуют корни стенени N = 2^ (t = l,2,...,B). 

1.2.3. Арифметика в полях по модулю числа Голомба 

Простым числом голомба будем называть простое число вида 

g= ^^=3-2^ + 1 = 2^+42^+1. 

2 и, следо-
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в частности, простыми числами Голомба являются числа 

^8 =769, ^30 = 3 221225 473, 

gY2 = 12 289, ^36 = 206 158 430 209, 

^^3=786 433, ^41=6 597 069 776 657. 

Сформулируем основные правила вычислений в ноле 

= g = a = 2 * + l + 2 *  + l :  

1) любой элемент поля G представляется в форме 

х= xq2^ + xil} +... + ,  A-je{0,l}; (1.7) 

так как 

2^+l=-2^-l(mod^), (1.8) 

то в случае возникновения "бита неренолнения" 1-2^^  ̂ при вычислениях эта единица, 

в случае необходимости, переносится и вычитается дважды согласно (1.8); 

2) умножение элемента х& G на элемент 2 g G сводится к циклическим нере-

становкам цифр Xj в представлении (1.7) и сложениям-вычитаниям; 

3) умножение элементов поля G "столбиком" также сводится к циклическим 

перестановкам цифр и сложениям-вычитаниям; 

4) мультипликативный порядок элемента 2 е  G равен 3 • 2^"^: Ord(2)  = 3 • 2^"^ 

(следовательно, при (j) = 2eG возможна реализация ТЧП (1.3) длины N = 3-2^ ^ без 

умножений); 

5) мультипликативный порядок элемента 8е  G равен 2^"^: Ord(2^) = 2^"^ 

-л / 1  

(следовательно, при (0 = 2 e G  возможна реализация ТЧП (1.3) длины N=2 ~ без 

умножений). 

Несмотря на наличие корней со "удобной" степени N = 2^~^, арифметические 

операции в поле G имеют более сложную реализацию при представлении элементов 

поля в "модулярной" двоичной системе счисления в форме (1.7). Это связано в пер­

вую очередь с необходимостью одновременного или последовательного вычитания 

для двух разрядов представления (1.7), причем каждое из этих вычитаний может так­
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же привести к переполнению разрядной сетки. В разделе 1.3.1 мы рассмотрим неко­

торые методы нреодоления отмеченных трудностей. 

1.3. Редуцированные системы счисления в конечных нолях 

1.3.1. Двоично-избыточная система счисления 

Рассмотренные выше примеры реализации модулярных вычислений для моду­

лей снециального вида (Мерсенна, Ферма, Голомба) используют некоторую модифи­

кацию обычной двоичной системы счисления, причем реализация модулярной ариф­

метики будет тем эффективнее, чем меньше возникает специфических отличий, свя­

занных с нахождением вычета целого числа по (mod р). Эти имеюш,иеся отличия 

"двоичных" вычислений в конечных полях (кольцах) определяют специфические пра­

вила "переноса в старший разряд", то есть своеобразие двоичной модулярной ариф­

метики, двоичной модулярной системы счисления. Позиционные системы счисления 

в конечных кольцах будем называть далее редуцированными системами счисления. 

Следует отметить, что для вычислений но модулю чисел Ферма и, в особенно­

сти Г оломба, нри умножении на степень двойки приходится производить вычитание, 

так как простая инверсия знаков одного или нескольких бит выводит вычисления за 

рамки двоичности. Если допустить "законность" цифр {-1,0,1}, сохраняя при этом 

двоичное основание системы, то получается редуцированная система счисления, в ко­

торой элементы кольца классов вычетов, например, по модулю числа Ферма 

D 
/ = 2 +1, (В= 2Ь) представляются неоднозначно в форме 

X=xq2^ + XI2̂  + ... + XB2^, {-1,0,1}. (1.9) 

Отмеченную избыточность представления (1.9) можно несколько уменьшить, 

заметив, что справедливы соотношения: 

0<xq2^ + х^2^ + ... + x,j_i2^~^ < 2^, xjе {0,1}, 

-2^ < л-о2® + A j 2 4 . . .  + xij_i2^~^ < О, Xj е {-1,0}, 



a также то, что любое целое число из промежутка (-2^, О 
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сравнимо по (mod /) с не­

которым целым числом из промежутка 2^, / j  и наоборот. Аналогичные соображе­

ния справедливы и для элементов кольца классов вычетов по модулю чисел Голомба. 

Конечно, добиться полной однозначности нредставления не удается. Действи­

тельно, в рассмотренном случае поля по (mod /) справедливы, например, равенства 

1-2^+ (-1)-2® = 3 = 1 -241-2®.  

Пример 1.1. Пусть g есть простое число Голомба, элемент х& G запишем в 

виде 

х= + xil} +... +^+6^2'^ ^+... + 642'^^^ , 

а элемент Sxe G - в виде 

2̂  ̂  = 7l 2  ̂+/2 73 2  ̂+ 0̂ + • • • + ^Jf-3 + / 4  

В таблице 1.1 указано соответствие между "цифрами" 6^,...б4 элемента х и 

"цифрами" у[,...у4 'элемента Sxg G для представления в двоично-избыточной сис­

теме счисления. 

Таблица 1.1. Соответствие между "цифрами" 

5 i  6 2  5 j  6 4  y i  у г  уз У1 S i  ^2 6 4  y i  У2 y j  y i  6 1  ^2 6 4  y i  У2 y j  У4 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 -1 1 -1 1 -1 0 0 0 1 -1 1 -1 

0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 1 -1 1 -1 0 0 1 -1 -1 1 0 

0 0 0 -1 -1 0 0 0 1 0 0 -1 1 1 -1 0 -1 0 0 -1 -1 1 -1 

0 0 1 0 -1 0 0 1 1 0 1 1 1 0 -1 -1 0 1 -1 1 0 

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 -1 1 0 0 -1 0 1 1 1 -1 1 0 

0 0 1 -1 1 0 0 0 1 0 1 -1 -1 1 0 -1 -1 0 1 -1 -1 -1 1 0 

0 0 -1 0 1 0 0 -1 1 0 -1 0 1 -1 0 -1 0 -1 -1 -1 0 1 

0 0 -1 1 -1 0 0 0 1 0 -1 1 1 1 -1 0 -1 0 -1 1 1 -1 0 1 

0 0 -1 -1 0 0 0 -1 1 0 -1 -1 -1 1 -1 0 -1 0 -1 -1 1 -1 0 0 

0 1 0 0 1 0 1 -1 1 1 0 0 1 0 0 -1 1 0 -1 -1 1 1 

0 1 0 1 -1 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 -1 1 0 1 1 -1 1 1 

0 1 0 -1 0 0 1 -1 1 1 0 -1 -1 1 0 0 -1 1 0 -1 1 -1 1 0 

0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 -1 1 0 1 -1 1 1 1 -1 1 0 

0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 0 1 0 1 -1 1 1 1 1 0 0 0 

0 1 1 -1 -1 0 1 0 1 1 1 -1 1 1 0 0 -1 1 1 -1 -1 -1 1 0 

0 1 -1 0 -1 0 0 1 1 1 -1 1 1 -1 0 -1 1 -1 1 -1 1 0 

0 1 -1 1 0 0 0 1 1 1 -1 1 -1 1 0 0 -1 1 -1 1 1 0 0 0 

0 1 -1 -1 1 0 0 0 1 1 -1 -1 0 1 0 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1 0 

0 -1 0 0 -1 0 -1 -1 1 -1 0 1 1 -1 -1 -1 -1 0 -1 0 0 

0 -1 0 1 0 0 -1 1 1 -1 0 1 -1 1 -1 0 -1 -1 0 1 1 -1 0 0 

0 -1 0 -1 1 0 -1 0 1 -1 0 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 0 -1 -1 -1 0 0 
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1.3.2. Редуцированные системы счисления в комплексном ноле 

Мерсенна 

Редуцированные системы счисления с "нетрадиционными" основаниями могут 

быть рассмотрены и для алгебраических расширений конечных нолей. 

Приводимый ниже пример целиком заимствован из книги [3]. 

Пример 1.2. Выбор основания 2i приводит к системе счисления, которую ес­

тественно назвать "мнимо-четверичной" (по аналогии с "четверичной") ввиду того, 

что каждое комплексное число может быть представлено в этой системе при помогци 

цифр 0,1,2,3, причем тех же цифр, взятых со знаком минус, не требуется). Например, 

(11210.31)2. = М б  +1 • {-Si) + 2 • ( - 4 )  + 1  • ( -2 i )  + 3 
1 

— 1  
К 2 у 

+ 1-
v " 4 y  

-,3 ^ 1  . 

4 2 

Так как справедливо равенство 

(a2n---3iaQ. a_i...a_2j()2j-=(32n---32ao. 3_2...a_2j()_^+2j(a2n-i---33ai. a_i...a_2j(+i)_^, 

то перевод числа в мнимо-четверичную форму и обратно сводится к переводу в "не-

гативно-четверпчную" форму и обратно. Интересное свойство этой системы состоит в 

том, что она допускает выполнение умножения и деления комплексных чисел целост­

ным образом без раздельного рассмотрения вещественных и мнимых частей. Напри­

мер, перемножить два числа мы можем в этой системе так же, как и при любом дру­

гом основании, используя только несколько иное "правило переноса". В случае если 

цифра становится больше 4, мы вычитаем 4 и "переносим" (-1) на два столбца влево, 

а когда получается отрицательная цифра, мы прибавляем к ней 4 и "переносим" (+1) 

на два столбца влево. Разбор нижеследуюш,его примера пояснит, как работает это 

своеобразное правило переноса: 

12231 [9-lOi] 

12231 [9-lOi] 

12231 

10320213 

13022 

13022 

12231 

021333121 [-19-180 i] 
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Пусть М = и р = 2^ —I является простым числом Мерсенна. Рассмотрим 

"модулярный" аналог этой системы счисления для "комплексного ноля Мерсенна" 

M(i) = ̂ z: a+br, а, be М, / = -1 (mod p ) | .  

Лемма 1.1. Любой элемент z e  M(i) может быть представлен в форме 

г = а_|(2У)-1 + ao i l i f  + щ(И)^+... + 3^(21)", a j  = 0,1,2,3, (1.10) 

где V = v(q) = q-l. 

Доказательство. Положим 

z=x-(2i)"^(2y) = x-(2 i ) "V,  х,уеМ , (1.11) 

где 

х= ло(-4)® + Х2(-4)^ +... + X2ti-4y (mod р), 

7=  70 (-4)^ + 72 (-4)^ + • • • + 72f(-4)^(mod р), (1.12) 

x j , y j e  {0,1,2,3}. 

Тогда доказательство леммы сводится к доказательствам: 

(а) принципиальной возможности представления элементов поля М в форме (1.12), 

(б) определению минимального натурального t=t(^p), при котором возможно такое 

представление. 

Для доказательства утверждений (а)-(б) достаточно заметить, что представле­

ние произвольного элемента поля М в четверичной системе счисления возможно и 

требует не более t = слагаемых. Далее, так как 

х= л-о(-4)® + X2(-4f +... + X2ti-4y (mod р) = 

= (^(4)^ + ^4(4)^ + -- - )-4(а-2(4)® + л-6(4)^+... )(modp) = 

= -4A'(")(mod р), е М, 

то и для элемента -4Х^ ^ е М также требуется не более t = слагаемых. 
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Находя для элементов х, уе М их представление в "негачетверичной" системе 

счисления (системе счисления с основанием (-4)) и полагая далее в соответствии с ра­

венством (1.11) 

а_1 = 70, ад = ^,31 = л ,  a2=xi... 

получаем утверждение Леммы 1.2. 

Лемма 1.2. Мультипликативный порядок элемента В поле M(i) равен 

Ord (2J) = 4q. 

Доказательство. Вычисляя последовательно, получаем: 

(2jf=-4, (2i)''=16. 

Далее, в силу того, что н.о.д^16,2'^-1| = 1, мультипликативный порядок элемента 

16 = 2^ равен мультипликативному порядку элемента 2 и , следовательно, для эле­

мента 2i в поле M(i) справедливо соотношение: 

Ord (2J) = 40rd (16) = 40rd (2) = 4g.  

Таким образом, для 0) = 2j возможна реализация ТЧП длины N= 4д без умно­

жений в ноле M(i). Как и в комплексном случае, при сложении и умножении элемен­

тов поля M(i) в редуцированной мнимо-четвертичной системе счисления в промежу­

точных результатах могут возникнуть "цифры", не являюгциеся элементами множест­

ва {0,1,2,3}. Другими словами, необходимо сформулировать "правила переноса" в 

старшие разряды для действий, производимых над элементами в форме (1.12). Сфор­

мулируем эти непосредственно проверяемые правила в виде леммы. 

Лемма 1.3. В поле M(i) справедливы равенства: 

4 = 1- (2jf + 3 • (2if = 1 • ( -4)^  + 3 • (-4)^ =, 

5 = 1- (2if + 3 • (2if +1 • (2if = 1 • ( -4)^  + 3 • (-4)^ + 1  • (-4)®, 

6 = 1- (2if + 3 • (2if + 2 • (2if = 1 • ( -4)^  + 3 • (-4)^ + 2 • (-4)®, 

7 = 1- (2if + 3 • (2if + 3 • (2if = 1 • ( -4)^  + 3 • (-4)^ + 3 • (-4)®, 

8 = l - ( - 4 f + 2 - ( - 4 ) \  

9 = 1. ( -4)^  + 2 • (-4)^ + 1  • (-4)®. 



16 

Несмотря на "четверичность" рассмотренной системы счисления, вычисления в 

ней легко реализуются на обычное "бинарной" вычислительной технике, если рас­

смотреть для каждого из возможных значений "цифр" а^ = 0,1,2,3 их двухбитовое 

представление. 

"Бинарную" редуцированную систему счисления для ноля M(i) можно также 

получить, используя основание i - l ,  рассматриваемую более подробно в третьей час­

ти пособия. 

Лемма 1.4. Любой элемент z e  M(i) может быть представлен в форме 

Z -  AO(I -L)^  + A^(I-L)^ + . . .  + a y ( I - L ) ^ ,  Bj - 0 , 1 ,  (1.13) 

где V = v(g)  < 8  + 1 

Доказательство. Положим i - 1  = а .  Так как а = 16, то для элемента z e  M(i) 

справедливо представление в шестнадцатеричной системе счисления 

z=bQ\6^ + 1\\6^ +... + b^\6^,bj = QX...,\5, 

где |1 = ^ +1. В свою очередь, шестнадцатиричные "цифры" b j  представляются в 

виде сумм степеней элемента i - 1  = а ,  что и доказывает Лемму 1.4. 

Как и в случае мнимо-четверичной системы счисления, нри сложении и умно­

жении элементов поля M(i) в редуцированной системе счисления в промежуточных 

результатах может возникнуть "цифра", не являюгцаяся элементом множества {0,1}. В 

этом случае "правило переноса" в старшие разряды для действий, производимых над 

элементами поля M(i), определяется соотношением 

2 .  ( у - ! ) " = ( / - i f + ( / - 1 ) ^  

Лемма 1.5. Мультипликативный порядок элемента ( i - l )  в поле M(i) равен 

Ord ( i - l )  = 8g. 

Доказательство. Так как (i-1)^ = -2i ,  то справедливо равенство 

Ord ( i - l )  = 20rd (-2i) = 2• 4 g  = 8g .  



Таким образом, для 0) = 

ний в поле. 
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( i - l )  возможна реализация ТЧП длины N=Sq без умноже-

1.4. Алгоритмы вычисления свертки в полях р-адических чисел 

р-адические числа 

Пусть р- простое число. Пусть Vpi^a) естьр-адический показатель целого чис­

ла а, т.е. наибольшее неотрицательное число т, для которого а = 0 |mod p™j. Для 

рационального числа показатель принимается равным 

Ур(^) = Ур(а)-Ур(Ь). 

Далее, р-адическая норма на множестве рациональных чисел определяется 

равенством 

Н если хФй-

^ [ о ,  если х=0, 

а р-адическая метрика равенством 

Легко проверяется, что равенство (1.14) действительно задает в поле Q норму, 

причем "неравенство треугольника" 

Ь+Лрй4р+1пр 

выполняется в форме 

| | x+ j^ |^<max{H|^ ,y |^ } .  (1.15) 

(Нормы с условием (1.15) называются неархгшедовыми нормами). 

Наряду с неархимедовыми нормами мы будем также рассматривать и "тради­

ционную" архимедову норму в поле Q, равную абсолютной величине (модулю) числа, 

которую будем обозначать |л] = ||л]|^. Пополнение поля Q, согласно общей схеме [4], 
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[5], относительно нормы |л| = ||л||^ приводит к вещественным числам R, пополнение 

ноля Q относительно нормы |Aj|^ приводит к полю так называемых р-адических чи­

сел Qp. [6]. 

Произвольный элемент be Qp может быть записан в виде р-адического разло­

жения 

b = ̂  + ... + — +b[) + t \ p + b 2 P ^ + . . .  (1.16) 
р"" р 

с целыми "цифрами" bj (0< bj < р ;  Ь_^ 0) и конечным числом отрицательных сте­

пеней р^ в (1.16). Если в соотношении (1.16) {—т) > О , то элемент be Qp называет­

ся целым р-адическим числом, кольцо которых обозначается Z ̂ ;  в отличие кольца от 

целых р-адических чисел Qp, кольцо "обычных" целых Z с Q^, для которых в пред­

ставлении (1.16) лишь конечное число слагаемых отлично от нуля и {-ш) > О, будем 

называть кольцом целых рациональных чисел. 

Распространим нонятие р-адического показателя на все множество р-адических 

чисел Qp, полагая Vpi^x) = —т для числа х в представлении (1.16). В терминах тако­

го продолжения показателя Vpî x) равенствами (1.14) и (1.16) естественно продолжа­

ются на поле и р-адическая норма, и р-адическая метрика. Кроме того, для 

а, be Qp сравнение а = b |mod р^ j  будем понимать как 

\\а-Щ^<р-'\ (1.17) 

что согласуется с обычным определением сравнимости ^mod целых рациональ-

ПЫХ чисел. Соотношение (1.8) представляет собой метрическую интерпретацию срав­

нимости чисел в " р-адической шкале": два целых числа тем р-адически ближе, чем на 

большую степень числа р делится их разность. 

Замечание 1.1. Неподготовленного читателя не должна шокировать запись 

(1.16) представления р-адического числа в виде "расходящегося" ряда ("общий член 

ряда не стремится к нулю!"). С рядом все в порядке: и р-адическая норма общего чле­
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на стремится к нулю, и сходится он. Только сходимость понимается в смысле сходи­

мости по р-адической норме. 

Для удобства ссылок сформулируем ряд известных свойств поля р-адических 

чисел Qp в форме леммы. 

Лемма 1.6. 

(а) всякое целое р-адическое число сравнимо с целым рациональным числом 

(б) всякое р-адическое число сравнимо с некоторым рациональным числом 

(в) классы сравнимых (mod ) целых р-адических чисел образуют покрытие 

Z, р непересекающимися "шарами" р-адического диаметра р ^ (в каждом таком шаре 

найдется целый рациональный представитель); 

(г) фактор-кольцо по отношению сравнимости (mod p^ j  изоморфно коль­

цу классов вычетов Z (mod р^); 

(д) целые р-адические числа с нормой, меньшей р~^, образуют идеал в кольце 

Z p .  

Замечание 1.2. При "приближенном", то есть в смысле арифметики по 

|mod р^ j ,  сложении и умножении р-адических чисел р-адическая погрешность, в 

отличие от веш,ественного случая, не увеличивается (утверждение (д) Леммы 1.6). 

Сказанное выше позволяет сделать важный вывод о том, что многие алгоритмы вы­

числения свертки (1.1), основанные на применении ДПФ в кольцах классов вычетов, 

то есть ТЧП, можно интерпретировать как приближенные вычисления свертки в не­

архимедово нормированном поле Q^.  Вычислительная погрешность в ряде случаев 

может быть компенсирована за счет имеюгцейся априорной информации об ожидае­

мом результате (целочисленность, вегцественность, ограниченность). 
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1.4.1. Вычисление свертки с помощью ТЧП по модулю степепи простого 

числа 

Для "безошибочного" вычисления свертки спектральным методом с использо­

ванием ТЧП, число р должно быть достаточно велико - удовлетворять неравенству 

(1.4), что ограничивает возможности использования модулей снециального вида, для 

которых известны эффективные реализации арифметических операций. 

Пример 1.3. Пусть /4 =2^^+1 есть четвертое простое число Ферма. При ре­

шении достаточно типичной для цифровой обработки изображений задачи вычисле­

ния двумерной свертки двух целочисленных массивов размера (512x512) с диапазо­

нами изменения значений О н- 255, для числа р должно выполняться неравенство: 

p>{5nf {256f=2^^> /4=2^^ + 1. 

Это суш,ественно ограничивает возможности нрименения, например, ТЧП 

Ферма в задачах обработки многомерной цифровой информации. 

Использование в качестве модулей в преобразовании (1.3) составных чисел до­

бавляет серьезные трудности, связанные с суш,ествованием в модулярных кольцах по 

составным модулям делителей нуля и, как следствие, с необратимостью некоторых 

элементов соответствуюш,их колец и/или с неортогональностью базисных функций 

преобразования (1.3). Действительно, доказательство ортогональности базисных 

функций дискретного преобразования Фурье длины 7Vсводится к проверке равенства 

N-1 
V" ,^тп.-пк 
> 0 )  О) 

л=0 

1 М т-к) 
1-®  rs , ̂  , ЛГЧ 

l - J " - * )  " ' (1,18) 

N, при П1 = к (mod N). 

Доказательство последнего соотношения представляет собой тривиальное уп­

ражнение на суммирование геометрической прогрессии и остается справедливым и 

для случая конечного поля, в котором суш,ествует корень степени N из единицы. Ус­

ловие "быть полем", то есть простота модуля в (1.3), суш,ественна. В поле только ну­

левой элемент необратим, что гарантирует возможность "деления" на элемент 

1-0^"^ в первой строчке равенства (1.18). При составном модуле элемент 
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l — ^ соотношении (1.18) может быть необратимым и для несравнимых по 

(mod N) значенийя?Д. Таким образом, вложение поля Q в ноле Qp и рассмотрение 

аналога ДПФ в поле Qp в принципе решает проблему с ортогональностью базисных 

функций, но вынуждает использовать для их значений бесконечные представления 

(1.16). 

В действительности, при наличии априорной информации о диапазоне измене­

ния значений сворачиваемых функций, никаких вычислений с бесконечными пред­

ставлениями не производится. В самом деле, пусть р - простое нечетное число. Тогда 

мультипликативная группа обратимых элементов кольца классов вычетов |mod 

цпклпчна и имеет порядок ^ ( р  -1). Следовательно, при любом натуральном г в 

кольце Z р сугцествуют первообразные корни со из единицы степени N с условием 

jV|(p -1). Тогда применение пары взаимно обратных преобразований 

N-\ 
x(m)=Y,x(n) af"" , (1.19) 

л=0 

1 ^-1 Ч 

т=0 

позволяет найти свертку (1.1) как элемент  o    a Z p .  

Пусть г таково, что целочисленный результат свертки (1.1) удовлетворяет не­

равенству О < z[k) < р. Пусть со̂. такое целое рациональное число, суш,ествуюш,ее по 

условию (в) Леммы 1.6, что 

| | С 0 - С 0 г | |  < р ~ ^ .  
II Г\\р I-

Применение для вычисления свертки вместо преобразований (1.19) и (1.20), 

преобразований 

N-\ 
Xj.{m)= Y,  ̂ {п) (1.21) 

л=0 
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1 N-\ 
= (1-22) 

m=0 

позволяет найти "приближенное" целочисленное значение z^(k) свертки с р-

адической точностью 8 < то есть с точностью до целого слагаемого, делягцегося 

на число С учетом априорной информации об ограниченности z(A) получается 

точный результат: г^.{к) = z{k). 

1.4.2. Реализация арифметических операций в кольце классов вычетов 

по модулю степени числа Мерсенпа 

В свете содержания нредыдущего раздела, возможность и целесообразность 

вычисления свертки в кольце классов вычетов по модулю степени простого числа не 

вызывает особых сомнений. Принципиальным остается вопрос об эффективности 

реализации арифметических операций в случае специального вида простого числа 

(Мерсенпа, Ферма и т.п.). 

Пусть р -число Мерсенпа: р = 2^ -I (не обязательно простое), к - натуральное, 

К = , -кольцо классов вычетов (mod p^Z). Тогда элемент Х&'К может быть 
/ p ' z  

представлен в форме 

X = Xq + Xij} +...+ Xj^_lp^ \ (1-23) 

где, в свою очередь, элементы 

Xj-.Q<Xj<p-\- 7 = 0,1,...,А-1 

представимы в "битовой" мерсенновской форме: 

(1-24) 

Эффективность реализации арифметических операций над элементами из К 

определяется эффективностью реализации правил переноса "битов переполнения" для 

"блоков" X j  (J = 0,1,..., А -1), возникаюгцих при сложении и умножении элементов в 

форме (1.23). При к = \ такие правила описаны в разделе 1.2.1. Пусть к>\. Тогда из 

очевидного равенства 
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2^ = l-(2^-l) + l 

легко следует формулировка "правила переноса битов переполпепия": 

- внутри каждого из "блоков" X j  перенос в старший разряд осуществляется по 

обычным правилам битовой арифметики Мерсенна; 

при возникновении "бита переполнения" 1-2^ для бло­

ков X j  (J = 0,1,... Д - 2), единица q-ro разряда "раздваивается": одна из единиц сум­

мируется с элементом Xjj^i, а вторая суммируется с элементом X j ;  

-при возникновении "бита переполнения" 1-2^ для блока Xĵ _i единица q-ro 

разряда суммируется с элементом Xj^_i. 

1.4.3. Реализация арифметических операций в кольце классов вычетов 

по модулю степени числа Ферма 

Реализация арифметических операций в кольце классов вычетов по модулю 

степени числа Ферма имеет некоторые особенности, отличия от рассмотренного вы­

ше случая степени числа Мерсенна. Это связано с тем, что "почти все" элементы 

кольца К = могут быть представлены в /^битовой форме 

X = aq + 2̂  +... + 2^ ^ + О • 2^, 

кроме одного элемента, представимого в (Ь+1) -битовой форме 

2^ = 0 + 0-24 . . .  + 0 - 2 ^ 4 l - 2 ^ .  (1.25) 

Наличие в кольце "исключительного" элемента, равного 2^, несколько ус­

ложняет и "правила переноса битов переполнения" для операций в кольце классов 

вычетов по модулю степени числа Ферма. 

Пусть / -число Ферма: / = 2^ +1 (не обязательно простое), к - натуральное, 

К = V ,  - кольцо классов вычетов (mod /^Z). Тогда элемент Х&'К может быть 
/ ГЪ 

представлен в "блочной" форме 



24 

X= Xq + Xif^ + ...+ , 

где, в свою очередь, элементы 

Xj-.Q<Xj< f-\- j = 0,l,...,A-l (1.26) 

представимы в "битовой" форме: 

^ + (1-27) 

Пусть к>1. Тогда из очевидного равенства 

2^ = l-(2^ + l ) - l  

следует формулировка "правила переноса битов переполнения": 

- внутри каждого из "блоков" X j  перенос в старший разряд осуществляется по 

обычным правилам битовой арифметики Ферма; 

при возникновении "бита переполнения" 1-2^ для бло­

ков X j  (J = 0,1,..., А - 2), для "неисключительныых" значений X j  единица Ь-го раз­

ряда "раздваивается": одна из единиц суммируется с , а вторая вычитается из X j ;  

- при возникновении "бита переполнения" 1-2^ для блока X]^_i для "неисклю­

чительныых" значений Xî _i единица Ь-го разряда вычитается из элемента Xi^_i; 

при возникновении "бита переполнения" 1-2^ для блоков 

X j  ( j  = 0,1,...,А-1), для "исключительныых" значений X j  значение X j  не изменя­

ется. 

1.5. Алгоритмы вычисления свертки в расширениях неархимедово 

нормированных нолей 

1.5.1. Продолжение р-адических нормирований на квадратичные 

расширения ноля Q 

Рассмотрим квадратичное расширение где число d свободно от квад­

ратов (то есть не делится на квадрат натурального, отличного от единицы): 
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= | z =  л'+7л/^; х,уе Q |  . 

Дискриминант этого ноля равен 4d. Пусть р - простое число с условием 

40̂  О (mod р). (1-28) 

Для удобства ссылок сформулируем известные факты (см. [7]) о нродолжении 

р-адических нормирований поля Q на расширение в форме отдельных лемм. 

Лемма 1.7. Если cf является квадратичным невычетом (mod р), то функция 

^ р(^) = ̂  р[^+ У^]= ^ ^ - d/ (1.29) 
Р 

продолжает р-адическое нормирование поля Q на расширение . 

Лемма 1.8. Если d является квадратичным вычетом (mod р), то функция 

^ р ( ^ )  = И М 1 р '  (1-30) 

где А, есть р-адическое решение уравнения v? = d, продолжает р-адическое нормиро­

вание поля Q на расширение Q ( ^ ) .  

Лемма 1.9. Если р - простое нечетное число с условием G' = 0(modp), то 

функция (1.29) продолжает р-адическое нормирование поля Q на расширение 

о ( Л ) .  

Лемма 1.10. Еслир = 2 ,  то либо функция (1.29), либо функции (1.30) продол­

жают диадическое (2-адическое) нормирование поля Q на расширение Q(\fci^ в за­

висимости от того, неразложим или разложим многочлен f{w)= v\^ - d на множите­

ли над полем Q2 соответственно. 

1.5.2. Метрическая форма китайской теоремы об остатках 

Китайская теорема об остатках позволяет при попарно взаимно простых 

щ,т2,. . . ,определять из системы сравнений 
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(1.31) 

(1.32) 

M = щ...т^, Mj = = 1 (mod nij^. 

V • 

Другими словами, если nij = py , где pj - различные простые числа, то равен­

ство (1.32) утверждает существование целого числа х, удаленного от каждого из це-

V • 
лых Р у в смысле р ,  - адической метрики на расстояние, не большее чем р : 

k-Pilp, 

Факт существования такого "аппроксимирующего" числа х имеет место и в 

случае, когда одна из норм ||*|| является архимедовой нормой ||*|| . Pj °° 

Теорема 1.1. (аппроксимационная теорема для семейства нормирований [7]). 

Пусть \|/̂ (*) = ||*||^,...,\|/5(*) = ||*||^ - различные нормирования ноля Q. Для за­

данных элементов Q существует элемент (Зе Q ,  который расположен 

сколь угодно близко к элементу (3̂  относительно нормирования \|/ :̂ 

1.5.3. Случай , d - невычет (mod р) 

Рассмотрим частные случаи квадратичных расширений Q^yfd^, когда d явля­

ется невычетом (mod р). Пусть простое р подчинено условию р = 3 (mod 4) (напри­
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мер, р - простое число Мерсенна: р = 2^ -\) .  Тогда, как известно [8, 9], число р не 

может быть представлено в виде суммы двух квадратов целых чисел и, в частности, 

многочлен = t +1 неприводим (mod р), (то есть (-1) является квадратичным 

невычетом (mod р)). Действительно, символ Лежандра [9, 10] равен 

[-1] , i p - y  
=(-1)  = - 1 .  

V Р J 

Соответствующее расширение ноля Q имеет вид 

Q{i) = ̂ z= а + Ы; а, beQ, / = - l | .  

Тогда р-адическое нормирование продолжается на Q(i) с помош,ью функции 

a' + b' (1.33) 
Р 

Из неприводимости многочлена i(/) (mod р) следует, что делимость целого 

числа а^ + Ь^ на р^ возможна лишь при а, Ь = О (mod р^ | .  В пополнении Q „ ( i )  Р 

поля Q(i) относительно нормирования (1.33) сугцествуют первообразные корни из 

единицы степени N с условием Л/̂| | р^ - 1  j .  В частности, для случая числа Мерсенна 

сугцествуют корни степени N с условием 

Таким образом получаются "комплексные" варианты теоретико-числовых пре­

образований (в частности, для г = 1 хорошо известное комплексное преобразование 

Мерсенна [11]). Результаты вычисления свертки (1.1) получаются с точностью до 

"комплексного слагаемого" с целыми "действительной" и "мнимой" частями, деля-

гцимися на р^, и при достаточно больших р и г являются точными. 
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1.5.4. Случай </- вычет (mod р) 

Отметим, что в этом случае вычисления в поле Qp^yfd^, например, с р-

адической точностью 8 < равносильны получению вместо "истинного" результата 

Z = х+yjd (шо& р) (заметим, что есть один из элементов 1,2,... р - 1 )  "прибли­

женного" результата Zp = Хр + Ypyfd (mod р), удовлетворяющего системе сравнений 

( х - х  ) + ? i ( 7 - 7  ) = 0(modp) 
^ ^ ^ ^ , (1.34) 
( x - x p ) - ? i ( 7 - 7 p )  = 0(modp) 

следующей из определения нормирующих функций {^) = \\х±Ыр- При 

рф2,с1ф0 система (1-34) имеет единственное решение 

л-р j = О (mod р), {^у- уp^ = Q (mod р), то есть при достаточно больших р вычис­

ления являются точными. 

Кроме того, рассмотрение теоретико-числовых преобразований в ноле 

, когда d есть - вычет (mod р) позволяет в ряде случаев или снизить требова­

ния к разрядности вычислительного устройства и/или использовать для вычисления 

ТЧП более сложные (но и более вычислительно эффективные) редукционные схемы. 

Ограничимся следующим иллюстративным примером. 

П л L 
Пример 1.4. Пусть / = 2 +1 = 2 +1 есть простое число Ферма. Обозначим 

2^ = i :  

i2 = |2^)^=2^^=-l(mod /) .  

Любой элемент поле классов вычетов по модулю числа Ферма представ­

ляется в форме 

Z = zq + Z]̂2 +... + Zjj_Y2 + 2 (Zjj +... + Z2̂ ,2 

-(ZQ + zi2 + ... + zij_i2^ ^] + iizij + ... + Z21J2^] - x+ iy 
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Распространим область "допустимых" вычислений на все кольцо 

!^z=x+ iy, X, j e  ; / = - 1  (mod / ) | .  

Тогда для задачи вычисления свертки появляются дополнительные алгоритми­

ческие возможности: для вычисления ТЧП возможно использование аналогов БА 

ДПФ "по основанию четыре" и сплит-радикс БА [11], принципиально используюгцих 

тривиальность машинной реализации умножения на корни четвертой стенени. 

1.6. Приложения аппроксимационной теоремы 

1.6.1. Параллельные алгоритмы вычисления свертки: 

случай неархимедово нормированных нолей 

Метрическая форма китайской теоремы об остатках позволяет дать также метри­

ческое описание и алгоритмов вычисления свертки в системе остаточных классов [13]. 

Пусть - различные простые нечетные числа; 4, q- натураль­

ные; N - таково, что в каждом из колец (^1, ..., t) целых р^-адических чисел 

— Г-
сугцествуют первообразные корни со .• из единицы. Пусть далее 8 = max р . Онре-

\<J<1 

делим элементы с р^-адической точностью 8 и применим семейство дис­

кретных преобразований (1.21) - (1.22) для вычислений нриближенных значений се­

мейства сверток с р^-адической точностью . Последнее означает, что "при­

ближенное" значение отличается от искомых "истинных" значений z(k) сла­

гаемыми, делягцимися на . Тогда значения z(A) могут быть реконструированы, 

как обычно, с помогцью китайской теоремы об остатках с точностью до слагаемых, 

делягцихся наМ=  ••• Pt' • Альтернативным метрическим подходом к реконструк­

ции является применение аппроксимационной теоремы утверждаюгцей, что 

для заданных рациональных ẑ , ..., существует рациональное число z, расноло-

женное сколь угодно близко к Zj относительно семейства соответствуюгцих pj-

адических нормирований: 
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<8 ( ^1 , 2 ,  a (1.35) 
J 

При этом число z может быть представлено в виде z = zib[ +... + z^b^ с эффек­

тивно вычислимыми рациональными b j .  Применение аннроксимационной теоремы к 

Zj{k) определяет множество рациональных чисел z(k), р-адические нормы которых, 

в силу (1.35) и целочисленности , меньше единицы. Любое такое рациональное 

f г-Л 
число сравнимо I mod pj с целым числом z(A), которое может быть эффективно 

определено. Поэтому числа z(A) при достаточно большом числе М = ••• pf явля­

ются точными значениями свертки (1.1). 

1.6.2. Параллельные алгоритмы вычисления свертки: 

случай архимедово и неархимедово нормированных нолей 

Сформулированная выше аппроксимационная теорема остается справедливой и 

в случае, когда одно из нормирований архимедово. Это позволяет решить следуюш,ую 

задачу. 

Задача. Пусть в распоряжении пользователя имеется два процессора: 

(а) реализуюш,ий (приближенное) вычисление целочисленной свертки (1.1) с 

помош,ью комплексного ДПФ с гарантированной абсолютной погрешностью, не пре-

восходяш,ей 8^; 

(б) реализуюш,ий вычисление свертки (1.1) в арифметике (mod р) с р-

адической погрешностью, не превосходяш,ей 8^, причем для простого числа р не вы­

полняется неравенство (1.4), то есть простое число р "недостаточно велико". 

Можно ли при этих условиях, располагая дополнительной априорной инфор­

мацией о точности вычислений 8^, вычислить свертку (1.1) точно? 

Пусть при вычислении свертки (1.1) целочисленных веш,ественных последова­

тельностей с помош,ью комплексного ДПФ получаются приближенные результаты, 

которые будем считать веш,ественными рациональными числами (А), отличаю-

ш,иеся от истинных значений Z(A) : 

\z{k)-z^{k)\<e<e^. (1.36) 
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Применение ТЧП (mod р) в дает в качестве результатов целые числа 

zp (а) с погрешностью, оцениваемой в р-адической метрике: 

число вида Zp(A)+ ps, которое и является искомым значением z{k). В неформаль­

ных терминах: вычисления с помощью ДПФ "точны в старших разрядах результата", 

а вычисления с номош,ью ТЧП "точны в младших разрядах результата". Сравнение 

найденных массивов z^(A), Zp(̂ k) и применение аппроксимационной теоремы дают 

возможностью найти точные значения z(k) параллельным вычислением (1.1) с номо-

ш,ью ДПФ и ТЧП по относительно небольшому модулю, выбор которого определяет­

ся предполагаемой погрешностью вычисления ДПФ. 

z{k)-zp{k)\^<ep = р \ (1.37) 

Сравнивая (1.36) и (1.37), получаем соотношения 

z^(k)-E< z(k)< z^(k) + E; z(k) = Zp(k)+ ps, 5=  0,±1,±2..., 

По в интервале может бы только одно целое 
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2. НЕОДНОЗНАЧНОСТЬ РАЗЛОЖЕНИЯ НА МНОЖИТЕЛИ 

И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ СВЕРТКИ 

Оказывается, среди математиков существует 

глубоко укоренившаяся тенденция предпола­

гать единственность разложения на простые. 

Эта тенденция, несомненно, навеяна опытом 

вычислений с обычными целыми числами 

Свидетельством силы этой тенденции 

служит использование Эйлером в его "Ал­

гебре" единственности разложения для квад­

ратичных целых, несмотря на контрпример 

известный как ему, так и за сто лет до него 

Пьеру Ферма. 

3.7 = (4 + ̂ / ^ ) ( 4 - ^ / ^ ) ,  

Г.Эдвардс'. 

2.1. Введение, основные идеи 

Как уже отмечалось в нредыдугцей части наиболее сугцественным недостатком 

теоретико-числовых преобразований (ТЧП) 

N-1 
х[т)= ^ л'(л)ю™" (mod р), (mod р) (2.1) 

п=0 

является то, что простые числа р с "дружественными" для машинной реализации 

свойствами модулярных операций (простые числа Мерсенна, Ферма, Голомба и т.п.) 

встречаются в натуральном ряду достаточно редко. Кроме того, в отличие от поля 

комплексных чисел, в конечном поле GF (р) сугцествуют корни не любой степени N 

из единицы, а только удовлетворяюгцие условию делимости: 

N(p-\). (2.2) 

^ Г.Эдварде. Последняя теорема Ферма. Генетическое введение в алгебраическую тео­

рию чисел. М.:Мир, 1980. 
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Для чисел Ферма 

/̂ = 2 ^  + 1, В = 2^ (2.3) 

это стеснительное, в общем случае, ограничение (2.2) гарантирует существование 

структурно простых быстрых алгоритмов вычисления преобразования (2.1) длины, 

равной степени двойки. С другой стороны, наиболее просто реализуется преобразова­

ние (2.1) нри (0 = 2 (mod f^). В этом случае умножения на фазовые множители в моду­

лярной версии алгоритма Кули-Тьюки (БПФ) реализуются без нетривиальных вещест­

венных умножений. К сожалению, в силу соотношения (2.3), элемент (0 = 2 (mod f̂ ) 

является корнем степени N =2В в поле GF( f^), что ограничивает максимальную дли­

ну преобразования Ферма, реализуемого без умножений, числом N = 32. 

Кроме того, для "безошибочного" вычисления свертки спектральным методом с 

использованием ТЧП число р должно быть достаточно велико. В частности, нри ре­

шении достаточно типичной для цифровой обработки изображений задачи вычисления 

двумерной свертки двух целочисленных массивов размера (512x512) с диапазонами 

изменения значений О н- 255, для числа р= должно выполняться неравенство: 

Это существенно ограничивает возможности нрименения ТЧП Ферма в задачах 

обработки многомерной цифровой информации. Использование в качестве модулей в 

преобразовании (2.1) составных чисел Ферма доставляет серьезные трудности, свя­

занные с существованием в модулярных кольцах по составным модулям делителей 

нуля и, как следствие, с необратимостью некоторых элементов соответствующих ко­

лец и/или с неортогональностью базисных функций преобразования (2.1). 

Действительно, доказательство ортогональности базисных функций дискретно­

го преобразования Фурье длины 7Vсводится к проверке равенства 

Доказательство последнего соотношения представляет собой тривиальное уп­

ражнение на суммирование геометрической прогрессии и остается справедливым и 

p>(5l2f (256f=2^'^> /4=2^^ + 1. 

п=0 

1 Nim-k) 
1-®  г. , ̂  , ЛГЧ = О, при тф к (mod А/); 

N, при т = к (mod N). 

(2.4) 
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для случая конечного ноля, в котором существует корень степени N из единицы. Ус­

ловие "быть нолем", то есть простота модуля в (2.1), существенна. В поле только ну­

левой элемент необратим, что гарантирует возможность "деления" на элемент 

1 - 0)̂™ верхней строчке правой части равенства (2.4). 

При составном модуле элемент 1 в соотношении (2.4) может быть 

необратимым и для несравнимых по (mod N) значений т ,  к. При раснараллеливанин 

вычислений в системе остаточных классов характерные преимущества "битовой" реа­

лизации арифметических операций в полях по модулям чисел Мерсенна и Ферма не 

наследуются для вычислений в полях по модулям целых делителей составных чисел 

Мерсенна или Ферма 

т = 2'^±\ = РуР2...Рс1 (2.5) 

В самом деле, например, для пятого числа Ферма справедливо разложение на 

32 простые сомножители ^ = 2 +1 = 641х 6700417. Эти сомножители уже не яв­

ляются числами Ферма. Вышесказанное относится в значительной степени и к со­

ставным числам Мерсенна. 

Основные идеи: давайте, во-первых, попробуем представить сомножители пра­

вой части соотношения (2.5) в "ферманодобной" или "мерсенноподобной" формах, 

выбирая для этих сомножителей такие подходящие элементы а у '  кольца , что-

к' / 
бы сомножители в (2.5) имели вид ру = а ^ ± 1 ,  причем операции в кольцах у 

J J / PJL 

м ДЛЯ элементов, представленных в системе счисления с основаниями а у  , реализо-

к • 
вывались бы достаточно просто. Во-вторых, если таких "хороших" элементов а у  в 

кольце найти не удается, то рассмотрим расширение кольца и попытаемся 

к • 
найти такие "хорошие" элементы a j  в расширении, используя возможную неодно­

значность разложения элементов в кольцах целых элементов полей алгебраических 

чисел. В первом случае получается альтернативное нредставлеппе сомножителей в 

(2.5), во втором - альтернативное разложение (2.5) в некотором большем кольце. 
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Таким образом, целью данной части пособия является рассмотрение методов вычис­

ления дискретной свертки с помощью дискретных преобразований, реализуемых без 

умножений, ориентированных на представление данных в "нетрадиционных" систе­

мах счисления и сохраняющих преимущества арифметики Мерсенна или Ферма и для 

составных чисел указанного вида. 

В основе предложенных методов лежит следующая схема вычислений. 

Кольцо классов вычетов по, вообще говоря, составному модулю я? вкла­

дывается в некоторое кольцо W ,  которое в ряде случаев является алгебраическим 

расширением кольца классов вычетов • 

Кольцо W выбирается так, чтобы разложение (2.5) на простые элементы коль-

к • 
ца W содержало только сомножители вида pj = а J ± 1. 

Вычисление свертки проводится по обычной параллельной схеме с применени­

ем семейства некоторых дискретных преобразований (аналогов ТЧП) в системе оста­

точных классов ^mod p j^  с последующей реконструкцией значения свертки 

(mod я?) по китайской теореме об остатках. 

Базисные функции семейства этих преобразований выбираются в форме 

hij[n) = a j " ;  если входные данные преобразований ^mod p j^  представлены в пози­

ционной системе счисления "с основанием oLJ", ТО вычисление ТЧП, как и, например, 

в мерсенновском случае, не требует умножений. 

Эффективность реализации предложенной схемы вычислений связана, естест­

венно, с возможностью эффективной реализации вычислений нри представлении 

данных в "нетрадиционных" системах счисления. 

Отметим также, что рассматриваемые параллельные алгоритмы, использующие 

"альтернативное" разложение целых чисел в кольце W ,  переходят в "обычные" алго­

ритмы вычисления свертки с помощью ТЧП Мерсенна и/или Ферма в случае просто­

ты этих чисел, то есть в случаях, когда в кольце целых чисел нет нетривиального раз­

ложения модулей на множители. 
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2.2. Параллельные алгоритмы вычисления свертки но модулю составного 

числа Мерсенна 

2.2.1. Альтернативное представление разложения (составных) чисел 

Мерсенна 

Определение 2.1. Пусть q = - \  есть (составное) число Мерсенна, такое 

что: 

- при всех \ < s<2t+ \ числа q и 2^-1 взаимно просты: 

н.о.д.|д, 2 ^ - l j  = l ;  (2.6) 

- элемент 2t+\ обратим в к о л ь ц е .  

Такие числа Мерсенна будем называть нормальными числами Мерсенна. 

Рассмотрим кольцо s{y[2^ = s целых элементов ноля Q(V5), то есть таких 

элементов z= а+ Ь\[2 е Q(V2 j ,  что нри d = 2 норма и след есть целые числа: 

Norni(z) = {^a + thjd^{^a-thjd^ = - db 

TY[z) = {^a+bJd^ + {^a-thJd^ = 2a& Z. 

G Z .  

В кольце S для числа q наряду с нредставлением в виде произведения целых 

рациональных чисел ("обычных" целых чисел) возможно представление в форме 

g = (2^V2 + l)(2^V2-l). (2.7) 

Лемма 2.1. Элементы qi, 2̂ ^ ^ 

qi=2^42+\ и q2=2^yf2-l 

взаимно просты в S . 

Доказательство. Допустим противное: пусть существуют а, Ь[, е S,  не яв­

ляющиеся единицами в Q ( ^ )  , такие что qi = аЬ̂ , q2 = ab^. Так как норма Norm (z) 
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элемента z = х+ у42 е Q (V2 j равна Norm (z) = + 2 /  и является мультиплика­

тивной функцией: Norm (wz)  = Norm (w) • Norm (z ) ,  то из очевидных равенств 

1̂ = 2̂ +2, a(l\-b2) = 2 

следует 

4 = Norm (2) = Norm - ^ ) )  = Norm(a)Norm(£i[ . 

Следовательно, Norm (a) является четным числом, что противоречит равенству 

Norm(gj) = Norm(a£i[) = q = - 1  = Norm(а^)-Norm . 

Из Леммы 2.1 следует, в частности, что кольцо у изоморфно вкладывается в 

прямую сумму Sj  © S2, где и S2 - кольца классов вычетов кольца S по главным 

идеалам, порожденным элементами qi и q j  соответственно. 

Наличие представления (2.7) и Лемма 2.1 позволяют свести вычисление цело­

численной свертки в арифметике кольца к параллельному вычислению двух 

сверток в кольцах , S2 и последующей реконструкции результата с помощью стан­

дартного применения китайской теоремы об остатках. 

Замечание 2.1. Отметим, что для чисел Мерсенна сравнение z =2(modg) 

имеет решения в кольце , то есть ±-\f2 е . Действительно, 

(±2^+^)^ =2-2^^+^ = 2 (mod(2^^+^-l)J,  (2.8) 

поэтому более корректно говорить об альтернативном представлении разложения 

(составного) числа Мерсенна на взаимно простые сомножители. Действительно, если 

число Мерсенна простое, то сравнение z^ = 2(modg) имеет ровно два решения, рав­

ные . В этом случае ^ - '^ = q = Q (moAq). Если число Мерсенна со­

ставное, то сравнение z^ = 2 (mod g) может иметь больше, чем два решения. Множе­

ство этих решений разбивается на пары, элементы которых противоположны по зна­
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ку. Каждой паре этих решений соответствует разложение модуля на два взаимно про­

стых множителя, причем некоторые разложения оказываются тривиальными (один из 

сомножителей сравним с ± l (modg) ) .  Подробнее этот вопрос рассматривается в конце 

раздела в Примере 2.1. 

Вместо арифметики кольца вычетов (mod q) удобнее рассматривать арифме­

тику изоморфного кольца (mod (-^)). Тогда 

(-,) = [2'{-42)-l)(2'42-l) = {(-72f"' -1][(72)""' -1^ 

Положим: 

/ ч Г/ /-\2?+1 ^ Г/ /-\2?+1 ^ г-
{-q) = Q, Р =1^(42) - i j ,  i?=[^(-V2) - l J , a  = ̂ /2, |3 = -л/2; 

символами (Р) и (R) обозначим главные идеалы, порожденные элементами Р и R со­

ответственно. 

Лемма 2.2. Для любого X = существуют эффективно определяемые эле­

менты Y, Ze ^ константы а, be такие, что: 

(a) справедливо равенство 

X = aYP+bZR, (2.9) 

причем 

A'=r(mod (i?)), A' = Z(mod (Р)); 

(b) YhZпредставляются в форме: 

У = +A2'J^,Z = Ву +32^1^,0 ̂  .^<2'^. 

Доказательство. Так как по Лемме 2.1 идеалы {F) и {R) взаимно просты, то ут­

верждение (а) леммы 2.2 является следствием китайской теоремы об остатках. 

Положим а = b = —2~^(mo&Q), что корректно в силу обратимости элемента 

2 (mod Q). Тогда 
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откуда следует система сравнений для онределения , Д : 

2^(а В[-Ь Ai)-(b А^ - аВ2) = 0 (mod Q), 

-2̂ + (̂а В2 + Ь 4 ) - ( а  В^ + Ь \) = X (mod Q) 
(2.10) 

t+l Далее, умножая первое уравнение системы на 2 и учитывая, что 

2̂ ^̂ ^̂  = l(mod Q), получим эквивалентную систему 

,?+1 Ai + T^' А^ = Х{шо&0), 

+ В2 = X{moAQ). 

Покажем, что среди решений носледней системы сравнений существуют реше­

ния с условиями: 

О < 4 ,  Д <2^+\ о < 4 ,  В2<2^. 

Действительно, пусть % - наименьший неотрицательный вычет X по модулю 

Q, quot(i// /у) - неполное частное деления и на v. Тогда 

A2=B2=quot(x//2'*'x 

A, =  =x-2'*^A2 . 

Элементы Д требуют для представления двоичным кодом (?+1) бит, эле­

менты Aj, допускают -̂битовое представление. Пусть aj = О, 1 и 

л 1 I 1 1 I I . 
Aj^ — 2 a^ + 2 3^—1 + • • • + 2 S q  , 

4 -2 + ... + 2 aQ. (2.11) 

Тогда, с учетом обозначений (2.9), имеем (2?+l)- битовое представление для Z 

в системе счисления с иррациональным основанием а = л/2 

7 2f 1 I 2f—1 2 I 2f—2 1 I I rf-vl ̂ 2 I 0 1 10Л Z, — QL 3̂  (X t̂—\ ^ Щ—\ "I" • • • "I" ОС 5q + ОС 5Q . (2.12) 
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Аналогично, элемент V представим "в системе счисления с основанием 

|3 = -л/2": 

Г = f ' b }  + W-1 + +... + , (2.13) 

что и доказывает утверждение (б) леммы. 

Далее элементы и А2 для элемента Д нредставленного в форме (2.12), бу­

дем называть рациональной и иррациональной частями для Zи обозначать: 

=Rat(Z), А2 =Irr(Z); Z=Rat(Z) + V 2  Irr(Z). 

Как обычно, нредставление Хв  форме (2.9) ассоциируется с разложением коль­

ца вычетов (mod q) в прямую сумму колец. Поэтому, с точностью до проектирующе­

го мономорфизма, можно считать, что Z e  S ,̂ Fe 82- Умножение элемента Z приво­

дит к левому циклическому сдвигу "цифр" a j  в (2.24). Умножение элементов Ai и A j  

1 2 на 2 приводит к левому циклическому сдвигу "цифр" a j  и a j  в (2.23). Умножение 

элементов Ẑ и Z j ,  представленных в форме (2.23) в силу равенства 

Rat()iF2) + V2Irr()iy2) = (Rat()i)Rat(F2) + 2Irr(li)Irr(F2)) + 

+>/2(Rat(li)Irr(F2) + Rat(}2)Irr(ii)). 

СВОДИТСЯ к известной "битовой" интерпретации мерсенновской арифметики. Анало­

гичные соотношения справедливы и в кольце S2 . Сложение элементов в форме (2.12) 

также реализуется по правилам, близким к мерсенновским: двоичное сложение с пе­

реносами в старшие разряды по правилам 2а^ = . 

Лемма 2.2. Если q = 2̂ ^̂  ̂- 1  является нормальным числом Мерсенна, то 

функции h^[n) = a ' " " е  и (л) = Р™"е S2 образуют ортогональные семейства: 

( 4 '  = (Т=ОС, Р). 
л=0 

Доказательство. Так как a ' ^= l eS j ,  P'̂  = l e S 2 ,  то единственной причиной 

нарушения условия ортогональности может быть необратимость элементов 
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1-a™ и [l-P™ при суммировании геометрических прогрессий, что влечет 

т—к кШ—к I I — (  j— 
существование общего делителя чисел 1-(л/2| 1-1—\/21 и q. Это невоз-

V А у 

можно в силу нормальности рассматриваемого числа Мерсенна. Действительно, если 

т> к,[т-к)> 2,то 

,т—к 

Если 0<(Л7-А)<2,ТО 

l - ^V 2 j  ,если (л7-А) = 0(mod2) 
Л2 

1-2™ ^ |,если (л7-А) 0(mod2) 

•,т-к\ f - l (mod  q) при [m-k) = V, 

1+1 (mod q) при [m-k) = 2. 

f j j—\m-k\ 
откуда следует обратимость элементов 1 - ( ± v 2  1 в кольцах и S2 . 

2.2.2. Вычисление свертки по модулю составного числа Мерсенна 

Пусть J есть один из идеалов {Р) или {R). Введем оператор (левого) сдвига 

Мерсенна, определенный на множестве редуцированных (modJ) двоичных кодов 

{Х-г, Хо) = {Х), (2.15) 

посредством равенства ("перенос переполняющей компоненты X j  в младший раз-

РВД"): 

М {X)^={X-r_t, Хо, Xj). 

Аналогично определялся обратный оператор (правого) сдвига Мерсенна: 

(2.16) 

м-\х) ={Ха, Xj, Хт-1, .... Xi). ( 2 . 1 7 )  
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Определение 2.2. Пусть х{̂ п) есть Г-периодическая последовательность эле­

ментов кольца Sj или S2; J есть один из идеалов {Р) или {R)\ Т = 2t+1; Определим 

шифт-преобразование Мерсенна последовательности х(п) равенствами: 

{Х,(т) )=^^М" ' " {х(п))^  (ш = 0, 1, .... Г-1), (2.18) 
п=0 

где к = 1,2 в зависимости от того, какое из колец рассматривается: или S2 . 

Так как действие оператора левого мерсенновского сдвига кода равносильно 

умножению числа, представленного этим кодом на элемент 2(mod J), то нетрудно 

показать, что имеет место равенство 

(2.19) 
ш=0 

Рассмотренные выше преобразования сдвига кодов {шифт-преобразования) 

позволяют вычислять циклическую свертку целочисленных Г-нериодических после­

довательностей с помогцью " Т -битовых мерсенновских процессоров" по обычной 

спектральной схеме. Алгоритм вычисления свертки с помогцью шифт-ТЧП структур­

но аналогичен хорошо известному алгоритму параллельного вычисления свертки в 

системе остаточных классов. 

Теорема 2.1. Если выполняются условия Леммы 2.2 и для преобразуемой по­

следовательности А'(л) с номогцью метода леммы 2.2 найдены проекции у{п) и z(^) 

в кольца Sj и S2, то для вычисления свертки (2.1) длины Т = 2^+1 достаточно вы­

полнения: 

- шести шифт-ТЧП Мерсенна (четырех прямых и двух обратных); 

- вычисления произведений компонент спектров шифт-ТЧП в "традиционной" 

мерсенновской арифметике; 

- реконструкции значений свертки по китайской теореме об остатках. 

Доказательство. Два последних шага традиционны; обоснование первого шага 

следует из интерпретации действия оператора М на битовый вектор 

i о2 л J л \ а̂ _1, а̂ _1, ..., ад, ад j 
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как умножения на элемента = л/2 элемента 

2t 1 2t-l 2 2t-2 1 1 2  0 1 а al +а а^_1 + а a\_i+ ... + а а^ + а а^. 

В таблице 2.1. приведены разложения чисел | 2 ^ - l j  = q на простые сомножи­

тели. Эти численные данные дают основания утверждать, что числа Мерсенна, в том 

числе и составные, являются нормальными для всех простых s , по крайней мере, в 

диапазоне 2 < 5 < 53 (в таблице индексы нормальных чисел выделены). 

Таблица 2.1 Факторизация чисел Мерсенна -\{2< s<53) 

S Факторизация S Факторизация 

2 3 28 3x5x29x43x113x127 

3 7 29 233x1103x2089 

4 3x5  30 3^7x11x31x151x331 

5 31 31 2147483647 

6 3^7 32 3x5x17x257x65537 

7 127 33 7x23x89x599479 

8 3x5x17 34 3x43691x131071 

9 7x73 35 31x71x127x122921 

10 3x11x31 36 3^5x7x13x19x37x73x109 

11 23x89 37 223x616318177 

12 3^5x7x13 38 3x174763x524287 

13 8191 39 7x79x8191x121369 

14 3x43x127 40 3x5^11x17x31x41x61681 

15 7x31x151 41 13367x164511353 

16 3x5x17x257 42 3^7^43x127x337x5419 

17 131071 43 431x9719x2099863 

18 3^7x19x73 44 3x5x23x89x397x683x2113 
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S Факторизация S Факторизация 

19 524287 45 7x31x73x151x631x23311 

20 3x5^11x31x41 46 3x47x178481x2796203 

21 7^127x337 47 2351x4513x13264529 

22 3x23x89x683 48 3^5x7x13x17x97x241x257x673 

23 47x178481 49 127x443x2676798593 

24 3^5x7x13x17x241 50 3x11x31x251x601x1801x4051 

25 31x601x1801 51 7x103x2143x11119x131071 

26 3x2731x8191 52 3x5x53x157x1613x2731x8191 

27 7x73x262657 53 6361x69431x20394401 

Пример 2.1. Вернемся к замечанию 2.1. Рассмотрим 

11 О 
q= q^l=2 -1 = 2047 = 23x89. Сравнение а = 2 (mod д) имеет четыре решения: 

a i  = 2̂ +̂  = 64 (mod 2047), а2  = -2^^^ = 983 (mod 2047), 

а з  =915 (mod 2047), а4 = 1132(mod2047). 

Приведем явные численные выражения для ] [ 2 ^ S  - 1  j ,  полагая 

л/2 = а J (mod 2047), j = 1,2,3,4: 

(2^ai +1 j(2^ai - 1  j = (2^2^ +1 j(2^2^ - 1  j = 

= 2049x2047 (mod 2047) = 2x2047(mod2047), 

(2 ' a2  + l ) (2 ' a2- l ) s (25(-2 ' ' )  + l)(25(-2 ' ' )- l )s  

= (-2047) X (-2049) (mod 2047) = (-2047) x (-2) (mod 2047), 

(2^ аз  +1 j (2^ аз  - 1  j = 29281 x 29279 = (329 x 89) x (1273 x 23) (mod 2047), 

(2^a4 + lj(2^a4 - i j  = 36225x36223 = (3^5^7x23jx(407x89)(mod2047). 

'Таким образом, представление целого числа w, например, в кольце классов вычетов 

mod[2^ аз  - 1 | ,  выглядит следующим образом: 
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w= Wo915^ + О-915^+wi915^+0-915^+-+t^A( = 

= wo2® + 0 - 9 1 5 4  w i 2 4 o - 9 1 5 4 . . . + w ^ ( ^ ) 2 ^ ( ' ^ ) | m o d ( 2 ^ a 3 - l j J ,  

где Wj - цифры обычного представления числа w в двоичной системе счисления 

w= wq2^ + щ2^ + ...+ 

2.3. Параллельные алгоритмы вычисления свертки но модулю составного 

числа Ферма 

2.3.1. Альтернативное разложение (составных) чисел Ферма 

В предыдущем разделе рассматривался алгоритм вычисления свертки, осно­

ванный на альтернативном представлении разложения составных чисел Мерсенна на 

множители. В настоящем разделе рассматривается алгоритм вычисления свертки, ос­

нованный на альтернативном разложении составных чисел Ферма в кольце целых не­

которого кубического поля алгебраических чисел. Если / = 2 ^  + 1 ( в  = 2^\ есть чис­

ло Ферма, то кольцо не содержит корней третьей степени из единицы. В этом 

случае желаемый эффект достигается при использовании кубических расширений но­

ля Q . Следует отметить, что основную техническую трудность представляет отыска­

ние явного вида вложения кольца вычетов в прямую сумму колец. Доказатель-п 
ство Леммы 2.4, гарантирующей взаимную простоту сомножителей альтернативного 

разложения чисел Ферма, может быть пропущено при первом чтении без ущерба для 

понимания дальнейшего. 

Определение 2.3. Нормальным числом Ферма будем называть число Ферма / 

с условиями: 

- при всех 1<5<3?+1 числа / и 2  ̂- 1  взаимно просты; 

Z/ - элемент 2 (3?+1) обратим в фактор-кольце ^ 

- число / не делится на 3, то есть f ФО (mod3). 

Пусть теперь, для определенности, нормальное число Ферма / имеет вид 
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/ = 2 ^  + 1,5=2^=3^+1. (2.20) 

о 

Пусть S -  кольцо целых элементов поля F разложения полинома 9(z) = z +2 

над Q . В кольце S з Z для числа / ,  наряду с обычным представлением составного 

числа в виде произведения целых рациональных чисел, возможно представление в 

форме 

f = (2  ̂ ^ + i)(2^7 ^ + I)(2^7 ^ + i), (2.21) 

где 7 - примитивный корень третьей степени из единицы. 

Лемма 2.4. Элементы /̂ , е S : 

fl=(2^ ^ + l), /2 = ( 2 4  ^ + 1), / з = ( 2 Т ^  + 1) 

попарно взаимно просты в кольце S .  

Доказательство. Допустим, что существуют а , S ,  не являющиеся еди­

ницами кольца S такие, что = а Ь^, = а bi- Нормальным полем для многочле­

на < {̂z) является поле F = Q^Y , ^ j .  Пусть Norniy(A') есть относительная норма 

элемента х е  F в поле 0 ( 7 ) .  Трехэлементная группа Галуа полинома (?{z) над под-

полем Q(7) циклична и действует тождественно на Q . Относительная норма элемен­

та z = х+ е S равна No ГШ у (х) = + 2 . Поэтому из очевидных равенств 

h = T^i+1-T, h-

следует 

Norniy(/[-l) Norniy(7-l) = Norniy(a) Norniy(a), 

2 ( t  1) = Norniy(a) Norniy(a). (2.22) 

Так как Norniy(a) не может быть четным числом, что противоречило бы ра­

венству 

Norniy( /[)= Norniy(a£^)= / = 2'^ + 1 = Norniy(a)  Norniy(£i^), 

то равенство (2.22) может выполняться только при условии делимости 
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Norniy(a)  I ( y - l ) ^ .  (2.23) 

Так как Norniy(a)G  Q ( T ) 5  T O ,  В Ы Ч И С Л Я Я  норму элементов (2.23) над Q ,  полу­

чаем: 

Norm^Norniy (a)j  I Norniy (T-1) =27, 

ЧТО противоречит условию f (mod3). 

Аналогично доказывается взаимная простота остальных элементов в условии 

леммы. 

Лемма 2.4 гарантирует возможность представления фактор-кольца ^ в виде 

прямой суммы 

S/ , S/ @ S/ @ S/ 
/ f  / р  / q  / г  

фактор-колец ^ где f = ( / ) ,  p = ( F )  = (/i), q=((2) = (/2) ,  

г =(К} = (/2 ) - главные идеалы, порожденные элементами / ,  Р = /[, Q = f j ,  

R = f^, а. также возможность вложения подкольца ^ ^ эту прямую сумму. 

Поэтому следуюгцая лемма является частным случаем китайской теоремы об остат­

ках. Её доказательство приводится только для явного описания такого вложения. 

Лемма 2.5. Для любого Wе существуют эффективно определяемые эле­

менты X,Y,Ze и константы а,Ь,се такие, что: 

(а) справедливо сравнение 

W= aXQR + bYPR + cZPQ, (mod /), (2.24) 

причем 

X = W (mod (P)), Y = W (mod (Q)), Z = W (mod (i?)); 

(  )  числа X, Y, Z допускают представления в форме: 
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X=Xi + X2 уЩ; 

Y=Y  ̂+ Y2 J ^ + Y ^  (2.25) 

Z = Zi + Z2 7^2 + Z^ 7\/4; 

0 <  X ,̂ Yi, Zi< 2̂ +1; 0 <  ^̂ 2, Г2, Z2, А̂ з, Г3, Z3<2^ . 

Доказательство. Соотношение (2.24) является следствием китайской теоремы 

об остатках. Для доказательства свойства (а) необходимо доказать, что а,Ь,с е . 

Непосредственно проверяются равенства: 

RQ = (Р-3)Р+3, PR = {Q-3)Q+3, PQ = (i?-3) + 3. 

Поэтому для выполнения равенств 

aQR = 1 (mod Р), bPR = 1 (mod Q), cPQ = 1 (mod R) 

достаточно положить 

a = 3"̂  (mod /), Ь = Ъ'̂  (mod /), c = 3"̂  (mod /). 

Опуская рутинные выкладки, связанные с применением метода неопределен­

ных коэффициентов, приведем выражения для Xj, Yj, Zj (J = l, 2 ,3 ) в форме: 

A'l + (-Х^) 2̂ +̂  + ^̂ 2 2̂ +̂̂ = (За)"^ W 

< Y^ +(-}^) 2̂ +̂  + Y2 2̂ +̂̂ = (ЗЬ) W (2.26) 

Zi + (-Z3) 2̂ +̂  + Z2 2̂ +̂̂ = (Зс)"̂  W 

Из соотношений (2.26) эффективно определяются значения Xj, Yj, Zj . Дей­

ствительно, пусть % есть наименьший неотрицательный вычет для 

(За)~  ̂ W (mod /). Пусть, как и ранее, quot(i///v) и exc(u//v) - неполное частное 

и остаток от деления числа и на у соответственно. Тогда, например, для X j  имеем: 

Л'|=ехс(х//2'+1), 

A'2=quot(x-A-,//22'+l), 

("А-з ) = (-А- | )2- ' - ' -  А-г 2 ' .  
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Нетрудно заметить, что элементы X j ,  A3 допускают ^-битовое представление, 

а элемент Xi допускает (?+1)-битовое представление. 

Рассмотрим первое из равенств (2.26). Пусть 

XI = X]2^+ ...+ Xl2^, 

X2 = xf_i2^~h ...+ Х^2^, 

X^ = X^_^2^~h ...+ Х^2^ 

есть битовые представления элементов Xi, Xj, Х^. Тогда соотношение (2.26) для X 

можно переписать в виде: 

А- = х} ШТ + xU + xti + 
V / V / V / .2.27) 

,3?-3 1 ^ ^ 

Равенство (2.27) можно интерпретировать как представление элемента X 

"в системе счисления с основанием \у2]", равенства, аналогичные (2.27), для Уи Z-

как представления элементов F и Z "в системах счисления с основанием у{У12^ И 

~у(Щ " соответственно. 

Замечание 2.2. Несмотря на не вполне привычную терминологию ("системы 

счисления с комплексным иррациональным основанием"), никаких "приближенных" 

вычислений, конечно, не производится. Элементы, обозначенные и 

у(Г2) , есть просто три различных корня уравнения W = 1 в фактор-кольце ̂ .  Та­

кая (неформальная) интерпретация равенства (2.27) позволяет ввести простые прави­

ла преобразований ассоциированных кодов 

<Х>=(Х}, xh, xti, xh,..., 4 ) .  (2 .28) 

Арифметические действия над элементами кольца ^ индуцируют правила 

преобразования кодов (2.28): при сложении элементов коды преобразуются по прави­

лу "перенос в старший разряд через две позиции"; умножение элемента X на 
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равносильно циклическому сдвигу кода с инвертированием знака младшего бита и 

т.д., как и в случае обычной арифметики кольца вычетов (mod /5). 

О 
Лемма 2.6. Если число / = 2 +1 является нормальным числом Ферма, то 

функции 

образуют ортогональные семейства: 

2 5 - 1  

Z ^т(П) lik(q-n) = 2B 6^JJJ^(MODJV), 
л=0 

(2.29) 

где (v = 1,2,3), Jy =p,q,r соответственно. 

Доказательство. Единственной причиной нарушения равенства (2.29) может 

т—к 
служить, например, Д Л Я  кольца необратимость элементов - L  = | ^ - ^ 2 J  - 1  

при суммировании членов геометрической прогрессии. Этого не происходит, если 

Norm 
^ • \ т ^ 

2 j - 1  есть число, взаимно простое с числом . 

Но при (mod 3) имеем: 

Norm •у 
V У V 

2 ^ - 1 .  
у 

Нри т = О (mod 3) имеем 

Norm 
(l-xr- ( х/ \ 
ш - 1  

= 2 / 3  - 1  

V-
} 

V ) 

и сугцествование нетривиального обгцего делителя чисел Norm у 

возможно при и =0, 1, 2 и т > 3. 

Ы-1 не-

Нри 1 = 1,2,3 элементы Т Ы-1 являются единицами кольца S и, сле­

довательно, обратимы в соответствуюгцих фактор-кольцах. 
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Определим оператор Т левого сдвига Ферма ("перепое в пулевой разряд с 

ипвертировапием знака") на множестве редуцированных кодов посредством равенст­

ва: 

r{x)^^={xj_y..., Ха, -Xj). 

Аналогично определялся обратный оператор (правого) сдвига Ферма: 

^К, Хк-ь |̂>. 

Определение 2.4. Пусть А'(Л) есть 25-периодическая последовательность эле­

ментов колец V=l,2,3; Jy =p,q,r. Определим шифт-преобразование р / q  / г  

Ферма последовательности х(п) равенствами: 

2 5 - 1  

= I ( "  = 0. 1. (2-30) 
" л=0 

Аргументацией, аналогичной получению соотношения (2.19), нетрудно пока­

зать, что имеет место равенство 

2 5 - 1  

((2В).х(л))_, = 2 ;  г - " " '  {Xt(m))^^. (2.31) 
" ш=0  

Последнее равенство позволяет рассматривать преобразование (2.30), с точно­

стью до нормируюгцего множителя {2В), как обратное но отношению к (2.31) и на­

оборот. 

2.3.2. Вычисление свертки но модулю составного числа Ферма 

Для элементов, нредставленных в форме (2.25), положим (J=\,2,3) 

0 1 9  X j  = ̂ ^ jX,  Yj = Z j  = ̂ YjZ. Тогда для произведения элементов Л и Д задан­

ных, например, в форме 

Л = Pri® Л + ̂  Рг2 Л + ̂  Ргз® Л 

В = Рг/^5+ Ш Рг^5+ Щг Ргз® Д 

справедливы соотношения типа свертки: 
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Рг1®Л5 = Рг1®Л- Pri®5+ 2Рг2 Л- Ргз®5+ 2Ргз® Л- Рг2 Д 

Vy^AB = VY^A-VY^B+ Рг^Л- РГ/^5+ 2РГЗ® Л- РГ^Д (2.32) 

Ргз® Л5  = Рг/̂ Л- Ргз®5+ Ргз® Л- Рг/^5+ Рг^Л- Рг^Я 

Равенства (2.32) в сочетании с соотношением = ( ^ )  = (mod р) и с 

аналогичными соотношениями для Pi*j, Pi*j позволяют организовать "блочное" вы­

числение элементов фактор-колец с помогцью несложной модификации 

арифметики Ферма, отличаюгцейся от обычной несколько более усложненным прави­

лом обмена старших битов между блоками. 

Рассмотренные выше шифт-преобразования позволяют вычислять цикличе­

скую свертку целочисленных 25-нериодических последовательностей с помогцью 

обычной спектральной схемы без умножений. Опуская детали описания такой схемы, 

сформулируем окончательный результат. 

Теорема 2.2. Пусть нормальное число Ферма имеет вид: 

/ = 2 ^  +1, В=2^ = 3?+1. Тогда для вычисления циклической свертки длины N = 2(3t 

+ 1) достаточно выполнения: 

девяти (шести левых (прямых) и трех правых (обратных)) шифт-преобразований; 

вычисления произведений компонент спектров шифт-преобразований; 

реконструкции значений свертки по китайской теореме об остатках в форме (2.24). • 

Замечание 2.3. Рассмотренный метод и синтезированные алгоритмы без сугце-

ственной модификации переносятся и на случай нормальных чисел Ферма вида 

/ = 2 ^  + 1, B = 2'' = 3t-\. 

В этом случае используется альтернативное разложение числа Ферма в кольце 

S/ , S/ @ S/ @ S/,  
/1 / р  / q  / г '  

где 

а "дробь" ^̂ 2 понимается как элемент 2~̂  (mod /). 
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В таблице 2.2 приведены разложения чисел / = 2^ +1, {\<к< 32) на простые 

сомножители. Эти численные данные, данные таблиц монографии [34], показывают, 

что числа Ферма , f(̂  , fq являются нормальными числами Ферма, что позволяет 

вычислять свертки длин 64, 128, 256 с помощью описанного метода. 

Таблица 2.2. Факторизация чисел / = 2^ + 1, (1<А<32) 

к Факторизация к Факторизация 

1 3 17 257^ 

2 5 18 5x13x37x109 

3 3̂  19 3x174763 

4 17 20 17x61681 

5 3x11 21 3^43x5419 

6 5x13 22 5x397x2113 

7 3x43 23 3x2796203 

8 257 24 97x257x673 

9 3 ^ 9  25 3x11x251x4051 

10 5^41 26 5x53x157x1613 

11 3x683 27 3^19x87211 

12 17x241 28 17x15790321 

13 3x2731 29 3x59x3033169 

14 5x29x113 30 5^13x41x61x1321 

15 3^11x331 31 3x715827883 

16 65537 32 641x6700417 
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3. КАНОНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ СЧИСЛЕНИЯ В НОЛЯХ АЛГЕБРАИЧЕ­

СКИХ ЧИСЕЛ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ СВЕРТКИ 

- Номер моего такси 1729. Мне кажется, что 

это довольно скучное число. 

- Нет-нет, Харди. Что вы? - тут же отвечал 

Рамануджан. - Это очень интересное число. 

Это наименьшее число, нредставимое сум­

мой кубов двух чисел двумя различными 

способами. 

Ч.П.Сноу \ 

3.1. Введение, основные идеи 

3.1.1. Требования, предъявляемые к системам счисления 

В настоящей части мы рассмотрим возможность нрименения результатов, от­

носительно недавно нолученных венгерскими математиками [30]-[31] к решению за­

дачи, рассматривавшейся уже в предыдуш,ей части пособия, но, скорее, на эвристиче­

ском уровне. 

Давайте перечислим те основные требования к частично уже рассмотренным в 

предыдуш,их разделах системам счисления, которые, с одной стороны, были бы "есте­

ственными" для машинного представления данных, а, с другой стороны, позволяли 

бы расширить круг эффективных алгоритмов решения задач, подобных рассмотрен­

ным в предыдущих главах. 

Возможность представления целых чисел п, по крайней мере, в виде конечной 

суммы 

К{п) 

п= X (3-1) 
j=-k{n) 

^ Из Предисловия Ч.П.Сноу к книге Г.Г.Харди "Апология математики", Изд-во РХД, 

2000 
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где к{^п),К{^п) > О - целые числа, ̂ ( j )  - вещественно- или комплекснозначная носле-

довательность ("основание системы счисления"), е А с С - "цифры", принадле­

жащие некоторому подмножеству комплексного поля ("алфавит"). 

Возможность обобщения нредставления (3.1) на подкольца комплексного поля 

С ,  более общие, чем кольцо целых чисел. Множество А с С должно быть конечным 

и содержать "небольшое" число элементов. 

Возникающие при сложении чисел, представленных в форме (3.1) "суммы 

цифр", не принадлежащие, возможно, алфавиту А ,  должны выражаться линейной 

комбинацией элементов основания системы счисления с коэффициентами из множе­

ства А .  

Возникающе при умножении чисел, представленных в форме (3.1), произведе­

ния \|/(j)\|/(i), не являющиеся, возможно, элементами основания системы счисления, 

должны выражаться линейной комбинацией элементов основания системы счисления 

с коэффициентами из множества А .  

Представление (3.1) должно быть "беззнаковым". 

Представление чисел в форме (3.1) должно быть однозначным. 

Продолжая неформальное обсуждение, охарактеризуем значимость каждого из 

приведенных выше требований (пожеланий) к "хорошим" системам счисления. Важ­

ность этих требований для нриложений весьма различна. 

Действительно, первое условие представляется совершенно необходимым - у 

"компьютерной математики" и так достаточно проблем с конечноразрядным пред­

ставлением действительных чисел. Второе условие диктуется надеждой на возмож­

ность вычислений в нодкольцах комплексного поля (в конечномерных алгебрах, в ча­

стности) по аналогии с целочисленными вычислениями. Третье условие связано с ап­

паратной реализацией вычислительных алгоритмов. Четвертое и пятое условия, в от­

личие от первых трех, связаны не с "удобным" представлением чисел, а с желанием 

обеспечить эффективную реализацию арифметических операций. Шестое условие 

возникает из желания раснространить понятие системы счисления на структуры, в ко­

торых не определено "естественное" упорядочение. Седьмое условие, как и шестое, 

желательно, но как уже продемонстрировано в предыдущих главах, не является абсо­

лютно необходимым. 
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Основная идея. Раз уж простые числа с "хорошей" реализацией модулярных 

операций в двоичной системе счисления встречаются в натуральном ряду редко, а в 

части 2 пособия показана возможность синтеза эффективных параллельных алгорит­

мов, использующих альтернативное разложение составных модулей в полях алгеб­

раических чисел, то давайте сами синтезируем модули специального вида, фактори-

зуюгциеся по образцу факторизации, но ассоциированные с иными системами счис­

ления в нолях алгебраических чисел. 

3.2. Предварительные сведения 

3.2.1. Целые элементы в квадратичных нолях 

Пусть Qi^fd^ есть квадратичное поле: 

= {z=  Q } ,  (3.2) 

где d- натуральное число, свободное от квадратов. Напомним, что при d>Q расши­

рение (или квадратичное поле) называется вещественным, при d <0 - мнимым. 

Напомним также, что если для элемента z= а + ы/с1 е Q(yfd^ норма и след 

есть целые числа: 

Norni(z) = ia + by[d\ia-bjd\ = - db^ e Z, 
^ ' (3.3) 

Tr[z) = {^a + thfd^ + {^a-bj~d^ = 2a& Z, 

TO элемент называется целым алгебраическим числом  o   Q ^ ^ / ^ j ,  в отличие от 

"обычных" целых чисел, которые называются целыми рациональными числами. 

Классификация целых элементов поля описывается следуюгцим утвер­

ждением (см., например, [32], [24]). 

Лемма 3.1. Целыми алгебраическими числами вегцественного поля яв­

ляются числа 
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z = < 
a + by[d\ A,/}E Z, при G' = 2,3(mod4); 

a + — b { ^ \ [ d A , / } E  Z ,  при G' = l(mod4). 

Пусть теперь d <0, A = | G'| . 

Лемма 3.2. Целыми алгебраическими числами мнимого поля Q^i-s/Aj являют­

ся числа 

z= 
a + bî JX', а , Z ,  при А =-2,-3 (mod4); 

a + — b[iyfK-\^-, a,be Z ,  при A = -l(mod4). 

3.2.2. "Канонические" системы счисления в квадратичных нолях 

В работах [30-31] введено понятие канонических систем счисления в кольце 

целых элементов квадратичных полей . 

Определение 3.1. Целое алгебраическое число а =  A+yfd называется основа­

нием канонической системы счисления в кольце целых элементов поля если 

любой целый элемент этого поля однозначно представим в форме конечной суммы 

k(z) 

J=0 

(3.4) 

Z j G  N = | 0 , 1 , . . . ,  |Norm(a)| — 1 j 

Пара {OC,N| называется канонической системой счисления в кольце целых поля 

Далее кольцо целых элементов поля будем обозначать или, ес­

ли это не вызовет недоразумений, просто S . Введем также обозначение: 

z(^y[d  ̂= | z =  a + byfd : а,be z |  с с 
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В зависимости от того, является ли поле вещественным или мнимым, 

исчерпывающее описание канонических систем счисления дается следующими ут­

верждениями, доказанными в [30-31]. 

Лемма 3.3. Пусть поле - вещественное,0< d = 2,3 (mod4). Тогда алгеб­

раическое число а =  A± ^ f d  является основанием канонической системы счисления 

в кольце s ( V r f )  = z ( V d )  тогда и только тогда, когда 

0<-2А< -d>2, (3.5) 

где А есть целое рациональное число. 

Лемма 3.4. Пусть поле вещественное,О < о'= 1 (mod4). Тогда алгеб­

раическое число OL = ̂ {^B±yfd^ является основанием канонической системы счисле­

ния в кольце s(^^[d^ з z(yfd^ тогда и только тогда, когда В есть нечетное целое ра­

циональное число и 

0<-В<Цв^-d]>2 (3.6) 

Лемма 3.5. Пусть поле Q^i-s/Aj- мнимое, А =-2,-3 (mod 4). Тогда алгебраиче­

ское число a=A+iyfA является основанием канонической системы счисления в 

кольце S îS/A j = Z^iVA j тогда и только тогда, когда 

0<-2А< А^ +А>2, (3.7) 

где А есть целое рациональное число. 

Лемма 3.6. Пусть поле Q î-s/A j - мнимое, А = -1  (mod4). Тогда алгебраическое 

число (1 = ̂ ^В±1у[а^ является основанием канонической системы счисления в коль­

це s(^-Jd^ ZD z(yfd^ тогда и только тогда, когда 

0<-В<Цв^ +А]>2, (3.8) 
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где В есть нечетное целое рациональное число. 

Замечание 3.1. Отметим, что представление целых алгебраических чисел в ка­

нонических системах счисления, в отличие от, например, двоичной системы счисле­

ния в кольце целых рациональных чисел не требует указания знака (±) числа. И по­

ложительные и отрицательные числа вегцественного квадратичного поля записыва­

ются в "беззнаковой" форме (3.4). Это требование автоматически исключает из мно­

жества канонических систем, например кольца систему счисления с основа­

нием а = 

Следующие два утверждения описывают рекуррентный процесс опреде­

ления "цифр" целого алгебраического числа в представлении (3.4) для канонических 

систем счисления. 

Теорема3.1. ПустьD>2. 

(а) нри о'= 2,3 (mod4) пусть а =  A±^fd  является основанием канонической 

системы счисления в кольце s ( V d )  = z ( V d )  ; пусть далее для 

z= zi +zjyfd е s(yfciy Z J , Z 2 G Z  

целые рациональные 5̂̂ (z) определены рекуррентными соотношениями: 

5̂+1 (^) = 2 ^  
Sk(^) 

Norm (а) Norm (а) 
к>0, 

(3.9) 

5_j(z) = =FZ2Norni (а), SQ (z) = ẑ =р Z2A 

(б) при о'= 1 (mod4) пусть a = ̂ (^B±yfd j является основанием канонической 

системы счисления в кольце ; пусть далее для 

z= Zi + ^ 2  ^ Z j , Z 2 G Z  

целые рациональные 5j^(z) определены рекуррентными соотношениями: 



60 

Sk+\(^) = B 
Sk(^) Sk-\(^) 

Norm (а) Norm (а) 

5_i(z) = =FZ2Norni (a), sq[Z) = ZI^Z2 

k>Q, 

B-\ 
(3.10) 

Тогда 

k{z) 

7=0 

где sij{z) = Sj{z) (modNorm (a)). 

Теорема 3.2. Пусть (-с') = A > 2 .  

(a) при A = -2,-3 (mod4) пусть a = A ± - ^  является осповапием капопической 

системы счисления в кольце S îS/A j j ;  пусть далее для 

Z = + zji^fA е S z ^ ,  Z2 G Z 

целые рациопальпые 5̂̂ (z) определены рекуррентными соотношениями: 

5̂+1 (^) = 2 ^  
Sk(^) Sk-l(^) 

Norm (а) Norm (a) 
к>0. 

(3.11) 

5_j(z) = =FZ2Norni (а), SQ (z) = ẑ =р Z2A 

(б) при A = -l(mod4) пусть a = ̂ (^B±iyfA j является основанием канониче­

ской системы счисления в кольце Ŝ i-\/A j ;  пусть далее для 

z= Z[+^-^-^^^Z2е SliVA), zi,z2&z 

целые рациональные Sj^(z) определены рекуррентными соотношениями: 

Sk+\{^) = B 
Sk(^) Sk-\(^) 

Norm (a) Norm (a) 

5_i(z) = =FZ2Norni (а), 5O(Z) = zj=FZ2 

к>0, 

В-\ 
(3.12) 

Тогда 
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k{z) 

7=0 

где sij{z) = Sj(z) (modNorm (a)). 

3.2.3. Примеры канонических систем счисления 

Ясно, что плодотворность идеи представления данных в канонических систе­

мах счисления в контексте обсуждаемых проблем зависит от количества элементов 

множества N допустимых цифр и сложности преобразования целых чисел, не входя­

щих в множество N, но возникающих при сложении и умножении элементов множе­

ства N. Таким образом, наиболее нривлекательными являются такие канонические 

системы счисления в квадратичных полях, для которых Norm (а)  = 2,3 и еще, может 

быть, Norm(a) = 2'̂ c "разумно небольшим" 0<teZ.. Таких квадратичных полей и 

канонических систем счисления в них относительно немного. Основываясь на Лем­

мах 3.3 - 3.6, рассмотрим некоторые из них. 

Пример 3.1. Пусть Norm (а)  = 2 ,  тогда из неравенств (3.7) - (3.8) следует, что 

существует ровно три мнимых квадратичных поля, в кольцах целых элементов кото­

рых существуют бинарные канонические системы счисления, а именно: 

(а) кольцо целых гауссовых чисел Z( i ) cQ( i )  с основаниями, равными 

a = -l±i; 

(б) кольцо j с Q î̂ /7 j с основаниями, равными а = ; 

(в) кольцо s ( iV2)cQ( iV2)  с основаниями, равными а = +1у/2 ; 

Для вычислений в этих кольцах в канонических системах счисления необходи­

мо получить представление целого рационального числа 2 в этих бинарных канони­

ческих системах. С использованием рекуррентных соотношений (3.11) Теоремы 3.4 

получаем 

(а) для кольца целых гауссовых чисел Z (i): 

О • + О • + 1  • + 1  • = 2 е Z (i) 

1 а ^ +  0 а^+ 1 а ^ +  1 а ^ +  1 а ^  =(-1)^ ̂ (^) ' 
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(б) для кольца S j :  

l-a^+l-a^ + l-a^ + 0-a^+0-a^ + l-a^ + l-a^ + l - a ^ = 2 e S  (-'V  ̂j ;  

(в) для кольца 

О • + О • + 1  • + О • + 1  • = 2 s ( i V 2 ) .  

Пример 3.2. Пусть Norm (а)  = 3, тогда из неравенств (3.7) - (3.8) следует, что 

существуют только три мнимых квадратичных ноля, в кольцах целых элементов ко­

торых существуют тернарные канонические системы счисления, а именно: 

(а) ноле Q^iV2 j с основаниями а = - l ± i V 2  ; 

- З  + Ул/З 

2 ' 

- i + i V n  

( б )  н о л е  Q ^ i - s / з  j с о с н о в а н и я м и  а 

( в )  н о л е  Q ( / V n )  С о с н о в а н и я м и  а = ^ 

В этих случаях для вычислений в соответствующих кольцах в канонических 

системах счисления необходимо иметь нредставление целых рациональных чисел 3 и 

4 в таких тернарных канонических системах, что также нетрудно получить с исполь­

зованием рекуррентных соотношений (3.10) - (3.11) Теоремы 3.1. 

Пример 3.3. Рассмотрим кольцо целых элементов s(^yfd^ d > О ве­

щественного квадратичного ноля. 

При 0̂ = 1 (mod4) пусть a = является основанием канонической 

системы счисления в кольце . Тогда из соотношения (3.6) получаем 

О < -В - d^ = Norm (а), 

откуда легко следует, что минимально возможное значение нормы в правой части 

(3.6), для которого существуют основания aL = —{^B±\[d^ канонической системы 
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счисления равно 4. В этом случае соответствующим полем и основаниями системы 

счисления являются q(>/5)h a = ̂ ( - 5 ± V 5  ) соответственно. 

Пусть О < с'= 2,3 (mod4), а= A±-\fd является основанием канонической сис­

темы счисления в кольце = z{yfd^. Тогда из соотношения (3.5) получаем 

О < -2А< - d = Norm (а), 

откуда легко следует, что минимально возможное значение нормы в правой части 

(3.13), для которого существуют основания канонической системы счисления 

а = A±yfd равно 6. В этом случае соответствующим полем и основаниями системы 

счисления являются Q^-s/sj и ос = —З + л/з соответственно. 

3.3. Параллельные алгоритмы вычисления свертки в "канонических" 

системах счисления для квадратичных нолей 

3.3.1. Параллельные алгоритмы вычисления свертки в РКСС с 

основанием (i -1) 

Определение 3.7. Пусть a = - l  + i .  Мерсенновскгш Z(i) -числом будем назы­

вать целое рациональное число M]j , нредставимое в форме 

Mjj = | a ^ - l j | a ^ - l j  = 2 ^ - | a ^  + a ^ j  + l ;  (3.13) 

Z(i)-числом Ферма будем называть целое рациональное число р\, нредстави­

мое в форме 

= (а"  +1) р + i j  = 2" + | а "  + +1. (3.14) 

Так как 

a = i - l  = V2 ( e xp | 2 7 ^ | j  , (3.15) 
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то явное выражение для чисел м \  и определяется в зависимости от 

л = 8д+г, 0 < г < 7 .  Непосредственным вычислением находим: 

= 2^^ - 2 • 2^^ +1, = 2^^ + 2 • 2^^ +1, 

^Iq^l = +1, i^sVl = ~ 

+ ^ 8 ^ 2  = 2 ' ^ ^ ' + 1 ,  

M^g+3 = 2^^+^ - 2"̂ ^+  ̂+1, = 2^^+^ + 2"̂ ^+  ̂+1, 

M^^+4 = 2̂ ^+"̂  + 2 • 2"̂ ^+  ̂+1, F8̂ +̂4 = 2̂ ^+"̂  - 2  • 2"̂ ^+  ̂+1, 

Л̂ 8̂7+5 = 2̂ "̂ ^̂  -2"̂ ^+  ̂+1, Fĝ g+s = 2̂ ^+  ̂+ 2"̂ +̂̂  +1, 

M^,+6=2'^^' + l, ^8^6 = 2'^^'+1, 

M ĝ+7 =2^^+  ̂+ 2'̂ +̂'̂  + l. Fĝg+y =2^^+^-2'^^+'^ + l .  

Следует отметить, для чисел f\, м\ Ч И С Л О  (-1) является квадратичным выче­

том (modi^ ), (modMlj) соответственно. 

Таким образом, представление чисел р\, м \  в форме (3.13)-(3.14) приводит, 

как и в разделе 3.2, только к альтернативному представлению разложения (составно­

го) чисел f}J, м\ на множители. 

Лемма 3.7. При л О (mod4) сомножители | a " ± l j ,  | a " ± l j  в (3.51)-(3.14) 

взаимно просты. 

Доказательство. Существование нетривиального общего делителя А у элемен­

тов l ^ a + l j  и l ^ a + l j  влечет существование этого же делителя как у их произве­

дений - чисел р\, м \ ,  так и у их разностей 

Z)+ =(a"±lW(oc"±lWoc"-oc". 

Заметим, что 

' a ' ' ± l ) ( a ' ' ± l |  = l (mod2) .  (3.16) 
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С другой стороны, с учетом (3.15) имеем при п 0(mod4) 

D+=a"-а" = 2ii^yl2^ 

где ̂  - невещественный корень восьмой стенени, следовательно 

£ ^= [ ' 2 ( лЯ ) " л т ( у 1  

является степенью двойки, что противоречит (3.15). 

Далее, как и в разделе 3.2, введем понятие нормальных чисел F ,̂ м \ .  

Определение 3.8. При л;й0(то(14) числа р\, м \  будем называть нормальны­

ми, если выполняются условия: 

- при всех \< s< п числа (или м \ )  и ( м \  соответственно) взаимно 

просты; 

- элемент 2п обратим в кольце у , (или элемент п в кольце V , соот-
/ M i z  

ветственно). 

В таблицах 3 . 1 - 3 . 2  приведены разложения чисел Fjq, M\f ( 1 < J V < 4 0 )  на 

множители. Индексы нормальных чисел выделены. Для свертки длины 27Vno модулю 

нормального числа Fjq (или длины N по модулю нормального числа ) возможно 

ее параллельное вычисление методом, аналогичным описанному в разделе 3.2 с по­

нятными коррективами в отношении реализации арифметических операций (см. 

Пример 3.1). 

Для чисел M\f ситуация несколько сложнее. Все числа M\f {\< N< 40) име­

ют обгций множитель, равный 5 (см. таблицу 3.2). Это может привести к нарушению 

ортогональности базисных функций 

hUt)=(±i-ir 

дискретных ТЧП, вычисляемых по ( m o d ( ~  l) к m o d ( - 1  
г 
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Таблица3.1. Факторизация чисел f\J {\< N< 40) 

Факторизация N Факторизация 

21 13x113x1429 

22 5x397x2113 

13 23 277x30269 

24 17^141  ̂

41 25 41x101x8101 

5x13 26 5x53x157x1613 

113 27 13x37x279073 

17' 28 3^43^127^ 

3x37 29 536903681 

5^41 30 5ПЗх41х61х1321 

2113 31 384773x5581 

3472 32 65537' 

53x157 33 13x312709x2113 

5x29x113 34 5x137x953x26317 

13x41x61 35 41x113x7416361 

257' 36 3^7^19^73^ 

137x953 37 593x231769777 

5x13x37x109 38 5x229x457x525313 

525313 39 13^53x157x313x1249 

3^11^31  ̂ 40 17^61681^ 
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Тем не менее указанную трудность можно преодолеть. Действительно, пусть 

M]\j 0(mod5), а неотрицательные целочисленные последовательности х{^п), у(п) и 

число м]у удовлетворяют неравенству 

— M\J = M>N max {А'(Л)| max \у(п)\. (3.17) 
5 0<л<7У̂  ^ 

Тогда значения комнонент свертки 

N-1 
z(k) = {x*y){k)= Y, x{n)y{k-n)eZ (3.18) 

л=0 

совпадают с их наименьшими неотрицательными вычетами (mod М). 

Пусть z^(^k)- результат вычисления (modS) свертки (3.18), гипотетически по­

лученный независимым методом. Результат Z(k)- вычисления свертки с помогцью 

шифт-преобразований с распараллеливанием в кольцах классов вычетов но 

мальными (нарушается второе условие). Но, по крайней мере, для нечетных значений 

(mod ( ~  1)) 5 mod ( - 1 )  является "ошибочным" - числа м]у не являются нор-
V \ 

N(B пределах таблицы 3.2) числа ^M]\J = Мне делятся на 4. 

Поэтому по китайской теореме об остатках для a,beZ с условиями 

5а = 1 (mod М), Mb = 1 (mod5) выполняется соотношение 

Z[k) = 5az[k) + Mbz^ (A)^modM]yj, 

откуда следует, что "автоматически", независимо от Z5 (А), справедливы сравнения 

Z[k) = 5az[k) + Mbz^ (A)[modM]y], Z[k) = z(A)(modM). 

To есть истинное значение z{̂ k) свертки получается редуцированием Z{̂ k) но 

(modM). 



Таблица 3.2. Факторизация чисел m\j, {\< N < 40) 

N Факторизация N Факторизация 

N Факторизация N Факторизация 

1 5 21 5x29x14449 

2 5 22 5x397x2113 

3 5 23 5x1013x1657 

4 5̂  24 345272132 

5 5̂  25 5^268501 

6 5x13 26 5x53x157x1613 

7 5x29 27 5x109x246241 

8 3^5  ̂ 28 5^29^113^ 

9 5x109 29 5x107367629 

10 5^x41 30 5^x13x41x61x1329 

11 5x397 31 5x49477x8681 

12 5^x13^ 32 3^5^17^57^ 

13 5x1613 33 5x397x4327489 

14 5x29x113 34 5x137x953x26317 

15 5^x1321 35 5^29x47392381 

16 3^5^17^ 36 5^13^37^109^ 

17 5x26317 37 5x149x184481113 

18 5x13x37x109 38 5x229x457x525313 

19 5x229x457 39 5x1613x21841x3121 

20 5'̂ 41  ̂ 40 3V11^31^41^ 
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3.3.2. Параллельные алгоритмы вычисления свертки в РКСС с 

основанием 
2 

Определение 3.9. Мерсенновским j -числом будем называть целое рацио-

у 
нальное число Mjj, представимое в форме 

М,';= а " - 1 И а " - 1 |  = 2 " - | а "  + а " |  + 1: 

J -числом Ферма будем называть целое рациональное число иредста-

вимое в форме 

F' = [а" + \\\а" + \\ = 2" + \а" + а'' +1, 

где а = —^-l  + i>/7 j .  

7 7 Введем далее понятие псевдонормальных чисел F^, М^, несколько отличаю­

щееся от понятия нормального числа, данного в Определении 3.8. 

7 7 Определение 3.9. Числа Fjj, Mjj будем называть псеедонормальными, если 

выполняются условия: 

- при всех l<s<n числа F^ | илиМ^ |  и f ]  |m J ,  соответственноj имеют не 

более одного фиксированного общего делителя, равного d ;  

- числа f1 (или mIJ ) не делятся на квадрат целого рационального числа, от­

личного от d ;  

- элемент п обратим в кольце 

Г \ 
или в кольце у л п 

п-\ / d M^Zj 

7 7 В таблицах 3.3 и 3.4 индексы псевдонормальных чисел М у у , ( 1  < JV< 40) 

подчеркнуты. 
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'У 
Таблица 3.3. Факторизация чисел {\< N < 40) 

N Факторизация N Факторизация 

1 2 21 2x7^43x71 

2 2 22 2x2097349 

3 2 x 7  23 2x4196903 

4 2x3^ 24 2x113x74209 

5 2x11 25 2x11x1051x1451 

6 2x37 26 2x53x633257 

7 2x71 27 2x7x37x109x2377 

8 2x113 28 2x3^2017x7393 

9 2x7x37  29 2x6323x42457 

10 2x541 30 2x37x541x26821 

11 2x991 31 2x41231x26041 

12 2 x 3 V  32 2x193x11127041 

13 2x53x79 33 2x7x67x991x9241 

14 2x29x281 34 2x137x62699333 

15 2x7x11x211 35 2x11x71^491x631 

16 2x32993 36 2x3^5^1885321 

17 2x65587 37 2x260999x263293 

18 2x37x3529 38 2x64555541x2129 

19 2x262543 39 2x7x53x79^118717 

20 2x3^58321 40 2x113x401x12132401 

Возможность распараллеливания вычислений свертки и применения методики 

предыдущих разделов определяется тем, являются ли алгебраические числа 

(/ 1~\^ ^ Г/ I—\'^ ^ 
- l  + iV7 ± 1  и - l - i V 7  ± 1  

V J У . 

взаимно простыми в кольце s(iV7). 
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Лемма 3.8. Существуют числа , для которых взаимно просты в j эле­

менты 

^ • — п ^ ^ • — п ^ 
l + i-s/rj +1 и 1 —i-s/rj + 1  

V J \ 

Доказательство. Допустим противное. Пусть 

Но тогда либо А, g Z,  либо справедливы соотношения 

= Norni(?i)7^, = Norni(?i)7~, Norni(?i)eZ, 

TO есть и в одном, и в другом случае общим делителем может быть только целое ра-

V — 2 -1- V 
циональное число Norm (?i). Но тогда = Р̂ Р̂̂  ̂ = (Norni(?i)) у^Тл- То есть /^де­

лится на квадрат целого рационального числа, что при Norni(?i) Ф ±1  для чисел таб­

лицы 3.3 имеет место только для значенийJV = Л = 4,12 ,20 ,28 ,35 ,36 ,39 ,  нри которых 

тЛ Pjj не являются псевдонормальными. 

1 7 Как и числа Муу, псевдонормальные числа Fyy имеют общий множитель, рав­

ный 2. Кроме того, нормирующий множитель для шифт-преобразований равен 2N и 

необратим в кольце у ^ . Проблема неортогональности базисных функций 
/ FnZ 

+ / \ 1 / I— 1 
h^[t) = —{±N7-lj решается аналогично случаю чисел М^. Пусть неотрицатель-

«У 
ные целочисленные последовательности А'(Л), у{п) и число Fj^ удовлетворяют нера­

венству 

— Fjr = F>(2N)^ max max  \у(п)\. (3.19) 
2 ^ ^ 0<n<2N^ ^ ^^0<n<2N^^ 

Тогда значения комнонент свертки 

2N-1 

2N • z{k) = 2N-(Л'* J ) ( A )  = 2N Z x(n)y(k-n)&Z (3.20) 
л=0 
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совпадают с их наименьшими неотрицательными вычетами (modF). Пусть 

2N• Z2{k)- результат вычисления (mod2) свертки (3.20), гипотетически полученный 

независимым методом. Результат 2JV Z(A) вычисления свертки с помощью шифт-

преобразований с распараллеливанием в кольцах классов вычетов но 

|mo d | a ^  - i j j ,  mod | a ^  - i j  является "ошибочным" Но, по крайней мере, для непс-

1 у 
ключптельных значений N (в пределах таблицы 3.4) числа = Fne делятся на 2. 

Поэтому по китайской теореме об остатках для a,beZ с условиями 

2а = 1 (mod F), Fb = l (mod2) выполняется соотношение 

2N-Z[k) = 2az(k) • 2N+ Fbzj (к) • 2jV|mod fJj^ , 

откуда следует, что справедливо сравнение 

Z(k)-2N= z(k)-2N(moAF), 

причем элемент обратим в кольце • Отсюда следует, что Zî k) = z(A)(modF), 

то есть истинное значение z{̂ k̂  свертки получается редуцированием Z(A) по 

(modF). 

у 
Псевдонормальные числа Муу из таблицы 3.4 делятся на 4, то есть на квадрат 

целгого числа. По это целое число d = А для псевдонормальных чисел является един­

ственным квадратом, их деляш,им. Поэтому реконструкция истинного z{̂ k̂  возможна 

и в этом случае. Действительно, пусть неотрицательные целочисленные последова-

«у 
тельностп л'(л),/(л) и число Муу удовлетворяют неравенству 

— Мдг = М > max | х( л ) |  max | у( л) | .  
4 0<л<7У̂  ^ 

Тогда значения компонент (ненормированной) свертки 

N-1 
N-z{k)=N\x*y)(k) = N- Y,x(n)y(k-n)&Z (3.21) 

л=0 
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совпадают с их наименьшими неотрицательными вычетами (modM). Пусть 

результат вычисления (mod4) свертки (3.21), полученный независимым методом. Ре­

зультат JV Z(A) вычисления свертки с помощью шифт-преобразований с распарал-

л 
является "ошибочным". Но леливанием в кольцах по | m o d | a ^ - l j j ,  m o d | a ^ - l  

1 у 
для неисключительных значений N в пределах таблицы 3.4 числа — Муу = М не де­

лятся на 4. Поэтому по китайской теореме об остатках для a,beZ с условиями 

4а = 1 (mod М), Mb = 1 (mod 4) выполняются соотношения 

N • Z[k) = N •Aaz[k)+ N • Mbz^[k)\mo&M 

N- Z(k) = N-Aaz(k)+N- Mbz^ (A) (modM^) ,  Z(k) = z(k)(moAM) 

To есть истинное значение zî k) свертки получается редуцированием Z(A) НО 

(modM). 

у 
Таблица 3.4. Факторизация чисел Муу (1 < JV < 40) 

N Факторизация N Факторизация 

1 2^ 21 2^29x43x421 

2 2̂  22 2^23^991 

3 2^ 23 2^2095853 

4 2"̂ 24 2^3'^5^7Х37 

5 2^11 25 2^11x151x5051 

6 2^7 26 2^53x79x2003 

7 2^29 27 2^127x163x1621 

8 2^3  ̂ 28 2 ^ 7 1 x 2 8 1  

9 2^127 29 2^16067x8353 

10 2^11  ̂ 30 2^7x11^211x751 
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N Факторизация N Факторизация 

11 2 ^3^  31 2^373x1439393 

12 2^^7x37 32 2^3^113x32993 

13 2^2003 33 2^23^67x60589 

14 2^29x71 34 2^137x239x65587 

15 2^11x751 35 2^11x29x1051x25621 

16 2^3^113 36 2^^7x37^127x3529 

17 2^137x239 37 2^149x230603167 

18 2^7x37x127 38 2%2543х  130873 

19 2^130873 39 2^68616367x2003 

20 2̂ 1̂1̂ 541 40 2^3^11^541x58321 

3.3.3. Параллельные алгоритмы вычисления свертки в РКСС с 

основанием 

Определение 3.10. Мерсенновским -числом будем называть целое ра-

2 циональное число Mjj, представимое в форме 

-числом Ферма будем называть целое рациональное числопредста­

вимое в форме 

F}, = [а" + l ) | a "  + i j  = 2" + | а "  + а "  j +1,  

где а = 1^2 . 

Заметим, что 
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F: 

•,2t 1 прил = 4?; 

П 
24t+l_ l̂ ^ _ 4^^ J. 

2 
22f+l_|-ij при л = 4^+2; 

при л = 4^+3; 

Mi 

2^^+ 1] прил = 4?; 

24t+l_ l̂ ^ _ 4^^ J. 

2 
при л = 4^+2; 

2̂ t+3+2 при л = 4^+3, 

2 2 то есть при четных л числа являются точными квадратами, а при нечетных 

2 2 2 2 LL л справедливо равенство = ^ л '  причем числа Fjj,Mjj имеют вид 2^ + 1. Поэтому 

содержание данного раздела является нетривиальпым в той степепи, в какой возмож­

но раснространение методики раздела 3 па "фермаподобпые" числа 

F^ = = 2^^^  ̂+1 при V = 1,3. Факторизация чисел указанного вида приведена в 

таблице 3.2 (см. также [35]). Приведем ее егце раз только для нечетных п = N. 

Далее, как и в предыдущем разделе, введем понятие псевдонормальных чисел 

F^ 

2 2 Определение 3.11. Числа Fjj,Mjj будем называть псеедонормальными, если 

выполняются условия: 

2 2 2 2 - нри всех 1 < 5 < л числа (или ) и (или соответствеппо) имеют 

пе более одного фиксировапного общего делителя, равного d ;  

2 2 - числа F̂  , Mjj не делятся на квадрат целгого рационального числа, отличного 

от d :  

- элемент л обратим в кольце у , ^ (или в кольце v , ^ ). 
/d'^F^z /d'^Mlz 

2 2 в таблице 3.5 индексы нсевдонормальных чисел М^, F̂  ( l< л<31) подчерк­

нуты. 

Как и ранее, возможность распараллеливания вычислений свертки и 

примепения методики предыдущих разделов определяется тем, являются ли алгеб­

раические числа 

± i ]  и (^(i,/5) ' '±r 
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взаимно простыми в кольце 

Таблица3.5. Факторизация чисел 2^ + 1 (l< N<32) 

N Факторизация N Факторизация 

1 3 17 257^ 

3 3̂  19 3x174763 

5 3x11 21 3^43x5419 

7 3x43 23 3x2796203 

9 3 ^ 9  25 3x11x251x4051 

11 3x683 27 3^19x87211 

13 3x2731 29 3x59x3033169 

15 3^11x331 31 3x715827883 

Лемма 3.9. Существуют числа для которых взаимно просты в 8̂ 7ч/2 j эле­

менты 

Доказательство. Аналогично доказательству Леммы 3.8, пусть 

. Тогда либо A,G Z, либо справедливы соотношения 

= Norni(?i)7^, = =Norm(k)y~, Norni(?i)eZ, 

то есть и в одном, и в другом случае обгцим делителем может быть только целое ра-

циональное число Norni(?i). Но тогда = (Norni(?i)) то есть де­

лится на квадрат целого рационального числа, что при Norni(?i) ̂ ±1 для п в преде­

лах таблицы 3.5 не имеет места при л = 1,5,7,11,13,19,23,29,31. 

2 2 То есть псевдонормальные числа = М„ имеют обгций множитель, равный 3. 

Кроме того, нормируюгций множитель для шифт-преобразований равен 2N для чисел 
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f]^ И равен N для чисел . Числа 2N и N обратимы в кольцах у 9 = 7 9 -
/ F^z / M^z 

Проблема неортогональности базисных функций h^^t) = (±1^/2^ решается анало­

гично случаю чисел m]\j. Пусть неотрицательные целочисленные последовательно-

сти х(п), у(п) и, например, число Fj\j удовлетворяют неравенству 

— Fm = F>(2N)^ max max \у(п)\. (3.22) 
3 ^ ^ 0<л<2Л̂  ̂ ^ 

Тогда значения комнонент свертки 

2N-\ 

2N • z(k) = 2N-[x* у){к) = 2N Z ^ W 7 ( A - ^ ) e Z ,  (3.23) 
n=0 

совпадают с их наименьшими неотрицательными вычетами (modF). Пусть 

2N• Z2{k) - результат вычисления (mod3) свертки (3.23), гипотетически полученный 

независимым методом. Результат 2JV Z(A) вычисления свертки с помогцью шифт-

преобразований с распараллеливанием в кольцах классов вычетов но 

^тод^а"^ - i j j ,  тод^а"^ - i j  является "ошибочным" По, по крайней мере, для неис-

1 2 ключительных значений N {в пределах таблицы 3.5) числа = Fylq делятся на 3. 

Поэтому по китайской теореме об остатках для a,beZ с условиями 

За = 1 (mod F), Fb = l (mod3) выполняется соотношение 

2N- Z[k) = 3az[k)-2N+ Fbz2{k)-2N^modF^^, 

откуда следует, что справедливо сравнение 

Z{k)-2N=z{k)-2N{modF), 

причем элемент 2N обратим в кольце • Отсюда следует, что 

Z(A) = z(A)(modF), то есть истинное значение zî k) свертки получается редуциро­

ванием Zî k) но (modF). 
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В таблице 3.6 указаны некоторые "короткие" длины М-точечной свертки, для 

которых возможно параллельное вычисление, свободное от умножений. 

Таблица 3.6. Допустимые модули для параллельного вычисления свертки длины 

М (4 < М < 64) 

м Модули M Модули 

4 23 д2з;М2з,М2з,М2з 

5 26 FLMLFIIF^, 

6 28 F^Fyl 

7 Ql', My,My,My 29 Я29' ̂ 29' ^29' ^29 

8 h 31 ЯЗЪ^ЗЪ^ЗЪ^З! 

9 Ml, Ml 32 4 ;  Л 6 

10 FIF} 34 F/y,M]4,F/y 

11 (hiMibMn 31 д37;Мз7 

12 FIF^ 38 F/g, F i 9 ,  Fig 

12 FIF^ 41 я41 

13 43 Я43 

14 FIFIF^ 44 F^2 

16 h-^FlFi 46 F23^F22,F}^ 

17 47 Я47 

18 9̂ 53 Я53 

19 58 ^29' F29, F29 

20 4 , ^ 0  62 FkF^bFA 

22 64 5̂; 3̂2 
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к 2^ Приняты обозначения: qĵ - число Мерсенна: qj(=2 - 1 ;  f j (=2 +1- число 

Ферма: -4=2^ +1; М\ и есть Z(i) - числа Мерсенна и Ферма соответственно; 

м 1  и FJ - - числа Мерсенна и Ферма соответственно; и -

числа Мерсенна и Ферма соответственно. 

3.4. Параллельные алгоритмы вычисления свертки в канонических 

системах счисления для расширений высоких степеней 

Онисание предложенной выше методики параллельного вычисления дискрет­

ной свертки было бы неполным, если бы мы не попытались увязать ее с существова­

нием (канонических систем) счисления в кольцах целых элементов полей алгебраиче­

ских чисел степени над Q выше второй. Пример экстраполяции такой методики на 

поля третьей степени рассмотрен выше во второй части пособия на примере чисел 

Ферма. 

Более точно рассматривалось кольцо S целых элементов поля F разложения 
о 

полинома 9(z) = Z +2 над Q . В кольце S з Z для числа / наряду с обычным пред­

ставлением составного числа в виде произведения целых рациональных чисел воз­

можно представление в форме 

f = (2^ ^ + i)(2^7 ^ + I)(2^7 ^ + I), 

где 7 - примитивный корень третьей степени из единицы. Возможность применения ки­

тайской теоремы об остатках гарантировалось леммой, утверждавшей, что элементы 

fl=(2^ ^ + l), /2 = ( 2 4  ^ + 1), / з = ( 2 Т ^  + 1) 

попарно взаимно просты в кольце S . 

"Покомпонентные" вычисления в фактор-кольцах ^ ,  где р = ( 4 ) .  

q = (/ j) ,  г = (/^) - главные идеалы, порожденные элементами /̂ , ^ р е а л и з о в ы -

вались в редуцированных системах счисления с основаниями 

(уЩ, (гЩ 
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Пусть теперь S - кольцо целых элементов поля F разложения некоторого по­

линома Ф jf J (х) степени к над Q ; ) (v = 1,... Д )  - его корни в поле F . 

Можно рассмотреть "фермаподобные" целые рациональные числа 

^ « К / ) = П  
v=l 

+ 1  

V 

как элементы кольца S и "мерсенноподобные "целые рациональные числа 

V=1 

п 
a<;jl - 1  

как элементы того же кольца. 

Дальнейшие этапы экстраполяции методов предыдугцих разделов главы на по­

ля разложения многочленов требуют ответов на следуюгцие вопросы. 

В каких кольцах целых элементов полей, ассоциированных с многочлена­

ми (л') , сугцествуют обобгцения канонических систем счисления? 

Являются ли алгебраические числа - 1  

V 

при v = l,...,k попарно вза-
J 

гшно простыми? 

Есть ли среди чисел и простые? 

Сугцествуют ли аналоги (нсевдо)нормальных составных чисел 

Если ответ на первый вопрос для бинарных систем счисления недавно получен, 

то доказательство попарной взаимной простоты чисел - 1  

V 

требует глубоко-
у 

го "ручного" анализа арифметических свойств этих полей с привлечением теории Га-

луа (ср. с доказательством Леммы 3.4, в которой рассматривается не самый сложный 

случай). Авторы оставляют такой анализ за рамками настоягцего пособия. 

Ответы на второй и третий вопрос могут быть получены в результате непо­

средственных вычислений. 



в таблицах 3.7 - 3.11 приведены результаты таких вычислений. 

Таблица 3.7. Многочлены в нолях разложения которых существуют 

бинарные канонические системы счисления 

к 

к = 3 
Ф 3 1  ( х ) = 2  - X + х ^  

Ф З 2 ( Х ) = 2  + Х ^  

Ф 3 3  ( х ) = 2  + X + х ^  + х ^  

Ф 3 4  + 2 х  + 2 х ^  + х ^  

к = 4 Ф41 [х) = 2 - X + 

^ 4 2 ( ^ )  = 2 + 

Ф 4 з ( Л ' )  = 2 - Х^ + Х^ 

Ф 4 4  ( ^ )  ~ 2 + х^ + х^ 

Ф 4 5  = 2 + 2.х^ + х^ 

Ф 4 б ( ^ ) ~ 2  + А '  + + X 

Ф 4 7  ( ^ )  ~ 2 + Л '  + х^ + + X 

Ф48 (^) ~ 2 + 2.x + + х^ 

Ф 4 9  ( ^ )  ~ 2 + Л '  + 2 л ^  + + л ' ^  

Ф 4  ]̂ Q = 2 + 2 л '  + 2 ^ 1 ^  + ^ + л ' ^  

Ф4 1 1 ( л ' )  = 2 + 2.x + 2^1^ + 2^ + л '^ 

Ф 4  ]^2 (^) — 2 Зх + З л г ^  + 2^ + Л '  

к = 5 
Ф 5 1  ( л ' )  = 2 - Л '  + 

Ф 5 2 ( ^ )  = 2 + ^ 

Ф 5 3  ( ^ )  ~ 2  - л ' + л ' ^  + 

Ф 5 4  = 2 + ^ 

Ф 5 5  [х) = 2 + X + х^ + 

Ф 5 5  (х) = 2 + X + х^ + ̂  + х^ + 

Ф ^ у  = 2 + 2х + 2^ + 2^ + 2 л '  + ^ 
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Таблица 3.8. Факторизация чисел и при Фз^(л') = 2 - х + ^ 

N Факторизация Факторизация 

1 -2 -2 

2 2̂  2^ 

3 -2 -2x13 

4 4 2̂  

5 -2x11 -2x31 

6 2̂ 13 2^x13 

7 -2x113 -2x29 

8 2^113 2  ̂

9 -2x307 -2x13x19 

10 2^101 2^11x31 

11 -2x617 -2x23x67 

12 2^x769 2^x13^ 

13 -2x53x79 -2x3^57 

14 2^2549 2^29x113 

15 -2x11x31x61 -2x13x31^ 

16 2^97x193 2̂  113 

17 -2x103x613 -2x69161 

18 2^13x2161 2^13x307 

19 -2х 226937 -2x300277 

20 2^41x6121 2^11x31x101 
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Таблица 3.9. Факторизация чисел и при ФЗ2(А') = 2 + 

N Факторизация Факторизация 

1 -1 -3 

2 5 3 

3 -1 -3  ̂

4 17 3x5 

5 -11 -3x11 

6 5̂  3̂  

7 -127 -3x43 

8 257 3x5x17 

9 -f -3^ 

10 5^41 3x11x31 

11 -23x89 -3x683 

12 17̂  3̂ 5̂  

13 -8191 -3x2731 

14 5x29x113 3x43x127 

15 -31  ̂ -3^1^ 

16 65537 3x5x257 

17 -131071 -3x43691 

18 5^3^ 36 3̂ 

19 -524287 -3x174763 

20 17x61681 3x5^11x31x41 



N 

~г 

~ 

3 

Т "  

5 

6 

~ 

~s~ 

9 

10 

11 

12 

13 

~й 

15 

1 б  

1 ?  

18 

1 9  

20 
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Таблица 3.10. Факторизация чисел и при 

Фзз(л') = 2 + Л' + 

Факторизация Факторизация 

- 1  -5 

-2' -2^x5 

41 

-41 -5̂  

2^x13 2'^х5 

-71 -5x43 

337 5x41 

-2^163 -2^5x19 

1061 5^41 

-23x67 -5x23^ 

2^ 5^41 2"" 5x13 

-9283 -3^5x53 

17669 5x43x71 

-2^41x181 -22 

97x641 5x41x337 

-136273 -5x25229 

2^13x73^ 2^5x19x163 

-229x2243 -5x107123 

41^601 5^41x1061 
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Таблица 3.11. Факторизация чисел и при 

Ф34 (̂ л') = 2 + 2.x + 2л^ + 

N Факторизация Факторизация 

1 -1 -7 

2 1 7 

3 -13 -7 

4 41 7 

5 -11 -7x11 

6 61 7x13 

7 -239 -72 

8 289 7x41 

9 -247 -3x7x19 

10 1361 7x11^ 

11 -2927 -7x199 

12 41x73 7x13x61 

13 -53x131 -3^7x53 

14 29x757 7^239 

15 -11x13x241 -7x11x421 

16 50177 7x17^41 

17 -140863 -7x17783 

18 61x5077 7x13x19x127 

19 -470783 -7x83639 

20 41x23321 7x11^1361 
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ПРИМЕЧАНИЯ 

Модулярные версии дискретного преобразования Фурье (теоретико-числовые 

преобразования (ТЧП), преобразования Фурье-Галуа) были введены практически од­

новременно в работах Р.Г.Фараджиева и Я.З.Ципкина [14],[15], А.Штрассена и 

В.Шёнхаге [16], а затем фактически переоткрыты в работе Ч.Рейдера [17], [18]. Рабо­

та [17] получила наибольшую известность и ее результаты многократно обобщались. 

Пик популярности ТЧП приходится на 70-е годы. Возрождение интереса к этой про­

блематике связано с разработкой СБИС нового поколения [20]- [23], а также необхо­

димостью быстро и точно производить умножения больших целых чисел, в первую 

очередь, при решении задач криптографии. 

С "классикой" теории ТЧП можно ознакомиться в [11], [12], [19], [24]. Русские 

переводы основополагающих статей по ТЧП содержатся в [25]. Хороший обзор ре­

зультатов до 1996г. приведен в [21]. Со свойствами чисел Голомба, Мерсенна и Фер­

ма в контексте рассматриваемых задач можно ознакомиться в [24], а с основными 

фактами из теории /?-адических чисел - по учебнику [6]. 

Идея рассмотрения "комплексных" преобразований Мерсенна принадлежит 

Рейдеру (см. [25]). Первые упоминания о /?-адических числах при вычислении сверт­

ки встречается, по-видимому, в статьях [27] и [28]. Метрическая интерпретация идеи 

параллельного использования комплексного и модулярного ДПФ для вычисления 

свертки опубликована автором в [29], хотя идея уточнения результатов веществен­

ных/комплексных вычислений с помощью модулярных неявно используется, напри­

мер, в [26]. 

Экстраполяция метода и результатов на случай модулей р более общего вида р 

= 6^+1 также не вызывает принципиальных затруднений. В [34] приведены разложе­

ния чисел р указанного вида на простые множители. Практическая целесообразность 

такого обобщения ограничивается исключительно возможностями вычислительных 

средств, ориентированных на недвоичное представление информации. 

Авторы не нашли работ других авторов, прямо использующих альтернативные раз­

ложения колец по модулям составных чисел Мерсенна и Ферма в прямую сумму под-

колец специального вида, ассоциированного с "удобной" системой счисления. В ка­

кой-то стенени идейным предшественникоми можно считать работу [35]. 
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