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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОВЕРХНОСТНОГО ИНТЕГРАЛА 
ПЕРВОГО РОДА 

Пусть в пространстве R3 заданы гладкая поверхность S  и ска-
лярная функция  zyxfu ;; , непрерывная во всех точках этой поверх-
ности. Выполним действия: 

1. Произвольным образом разобьём поверхность S  кусочно-
гладкими дугами на n  частичных поверхностей iS  с площадями iS , 

ni ,...,2,1 . 

2. На каждой частичной поверхности iS  выберем произвольно 

точку );;( iiii zyxM  и вычислим значения функции );;( iii zyxf . 

3. Составим интегральную сумму 

iii

n

i
in Szyxf  



);;(
1

 . 

4. Обозначим через   максимальный из диаметров частей iS для 

данного разбиения. 
Определение. Если при 0  существует конечный предел ин-

тегральных сумм n , не зависящий ни от способа разбиения поверхно-

сти S , ни от выбора точек iM , то этот предел называется поверхност-

ным интегралом 1-го рода от функции  zyxf ;;  по поверхности S  и 
обозначается  

    i

n

i
iii

S

SzyxfdSzyxf  



1

0
;;lim;; . 

Замечание. Символ dS  называется дифференциалом площади 
поверхности.  

Условия существования поверхностного интеграла 1-го рода: 
1) Поверхность S  является кусочно-гладкой.  
2) Функция  zyxfu ;;  непрерывна во всех точках этой поверх-

ности. 
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2. СВОЙСТВА И ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ  
ПОВЕРХНОСТНОГО ИНТЕГРАЛА ПЕРВОГО РОДА 

Отметим некоторые важные свойства поверхностного интегра-
ла 1-го рода: 

1) (линейность) Если функция имеет вид 
   1 1 2 2; ; ; ;u k f x y z k f x y z    , то     1 1 2 2

; ; ; ;
S

k f x y z k f x y z dS     

   1 1 2 2; ; ; ;
S S

k f x y z dS k f x y z dS   , где 21,kk  – произвольные постоян-

ные.  

2) (аддитивность) Если поверхность S  можно представить в виде 
объединения непересекающихся гладких поверхностей 21 SSS  , где 

21 SS   Ø, то      
1 2

; ; ; ; ; ;
S S S

f x y z dS f x y z dS f x y z dS    . 

3) Если    zyxgzyxf ;;;;  ,  ; ;x y z S  , то 

   ; ; ; ;
S S

f x y z dS g x y z dS  . 

4) (оценка модуля интеграла)  

   ; ; ; ;
S S

f x y z dS f x y z dS  . 

5) (теорема о среднем) Если функция  zyxf ;;  непрерывна в точ-

ках поверхности S , то на этой поверхности существует точка 0M  та-

кая, что 

   0; ; пов

S

f x y z dS f M S  , где повS  – площадь поверхности .S  

6) Если поверхностная плотность  zyx ;;  тождественно равна 

единице, т.е.   1;; zyx , то поверхностный интеграл будет численно 
равен площади поверхности: 
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пов

S

S dS  . 

Физический смысл поверхностного интеграла 1-го рода 
Если в пространстве R3 задана кусочно-гладкая поверхность, в 

каждой точке которой определена непрерывная поверхностная плот-
ность   0;;  zyx , то поверхностный интеграл 1-го рода численно 

равен массе этой поверхности:  dSzyxm
S
 ;; . 

 
 

3. ПРИЛОЖЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНОГО ИНТЕГРАЛА  
ПЕРВОГО РОДА 

1. Площадь поверхности: пов

S

S dS  . 

2. Масса поверхности:  dSzyxm
S
 ;; , где  zyx ;;   – по-

верхностная плотность. 
3. Статические моменты материальной поверхности относитель-

но координатных плоскостей. Если  zyx ;;   – плотность распреде-
ления массы по поверхности, то статические моменты этой поверхно-
сти относительно плоскостей координат находятся по формулам: 

 dSzyxzM
S

XY   ;; ; 

 dSzyxyM
S

XZ   ;; ; 

 dSzyxxM
S

YZ   ;; . 

4. Координаты центра масс материальной поверхности, имеющей 
плотность  zyx ;;  : 

m

M
x YZ

c  ; 
m

M
y XZ

c  ; 
m

M
z XY

c  , где m - масса поверхности. 
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5. Моменты инерции материальной поверхности относительно 
осей координат. Если  zyx ;;   – плотность распределения массы по 
поверхности, то моменты инерции этой поверхности относительно ко-
ординатных осей находятся по формулам: 

   dSzyxzyI
S

X   ;;22  ; 

   dSzyxzxI
S

Y   ;;22  ; 

   dSzyxyxI
S

Z   ;;22  . 

6. Момент инерции материальной поверхности относительно на-
чала координат находится по формуле:  

   dSzyxzyxI
S
  ;;222

0  . 

Замечание: в случае, если поверхность однородна (т.е. 
const  ), в формулах для вычисления моментов инерции обычно по-

лагают 1 . 
Перечисленные приложения поверхностного интеграла 1-го ро-

да имеют широкое применение во многих технических дисциплинах: 
в сопротивлении материалов, теории тонкостенных оболочек, меха-
нике и др. 

 
 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПОВЕРХНОСТНОГО ИНТЕГРАЛА 
ПЕРВОГО РОДА 

Поверхностный интеграл 1-го рода может быть сведён к двойно-
му в следующих случаях. 

1) Пусть в пространстве R3 задана поверхность S такая, что: 
 существует однозначная проекция xyD  этой поверхности на 

плоскость XOY; 
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 уравнение поверхности S  задано в явном виде  yxzz ; , 

где  yxz ;  – непрерывно-дифференцируемая функция. 
Тогда дифференциал площади поверхности 

    dxdyzzdS yx
221   и поверхностный интеграл 1-го рода равен 

двойному:  

         dxdyzzyxzyxfdSzyxf yx

xyDS

221;;;;;   . 

2) Аналогично, если yzD  – однозначная проекция поверхности S  

на плоскость YOZ и  zyxx ;  – непрерывно-дифференцируемая функ-
ция, то  

         dydzxxzyzyxfdSzyxf zy

DS YZ

221;;;;;   . 

3) Если xzD  – однозначная проекция поверхности S  на плос-

кость XOZ и  zxyy ;  – непрерывно-дифференцируемая функция, то  

         dxdzyyzzxyxfdSzyxf zx

DxzS

221;;;;;   . 

4) Если xyD  – однозначная проекция поверхности S  на плос-

кость XOY и поверхность S  задана в неявном виде уравнением 
  0;; zyxF , где  zyxF ;;  – непрерывно-дифференцируемая функ-

ция, то дифференциал площади поверхности будет иметь вид: 

     
dxdy

F

FFF
dS

z

zyx






222

 

и     
     

dxdy
F

FFF
yxzyxfdSzyxf

z

zyx

xyDS



 

222

;;;;; .  Заме-

тим, что в двойном интеграле всё-таки придётся выразить  yxzz ;  в 
явном виде, чтобы остались только две переменные. 
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5) Если yzD - однозначная проекция поверхности S  на плоскость 

YOZ  и поверхность S  задана в неявном виде уравнением 
  0;; zyxF , где  zyxF ;; - непрерывно-дифференцируемая функция, 

то дифференциал площади поверхности примет вид:  

     
dydz

F

FFF
dS

x

zyx






222

 и  

    
     

dydz
F

FFF
zyzyxfdSzyxf

x

zyx

xyDS



 

222

;;;;; . В этом 

случае в двойном интеграле следует выразить  zyxx ;  в явном виде.  

6) Если xzD  – однозначная проекция поверхности S  на плос-

кость XOZ  и поверхность S  задана в неявном виде уравнением 
  0;; zyxF , где  zyxF ;;  – непрерывно-дифференцируемая функ-

ция, то дифференциал площади поверхности  

     
dxdz

F

FFF
dS

y

zyx






222

 и  

    
     

dxdz
F

FFF
zzxyxfdSzyxf

y

zyx

xzDS 


 

222

;;;;; . Здесь в 

двойном интеграле функция  zxyy ;  выражена в явном виде.  
 
Пример 1. Найти массу части 

поверхности P: 132  zyx , рас-
положенной в 1-м октанте, если её 
поверхностная плотность yzx2 . 

Решение. Поверхность P 
представляет собой треугольник 
(рис.1). 

Масса данной поверхности 
находится по формуле:  

 dSzyxm
S
 ;; . 

 
Рис.1. Поверхность P  

к примеру 1
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Для нашего случая yzdSxm
P
 2 . 

Выразим из уравнения поверхности P переменную 
3

21 yx
z


  

и найдём её частные производные: 1

3xz   , 2

3yz   . 

Тогда дифференциал площади поверхности находится по форму-

ле:     dxdydxdydxdyzzdS yx 3

14

3

2

3

1
11

22
22 













 . 

Вычислим теперь массу поверхности, при этом пояснения к вы-
числениям будем записывать в квадратных скобках между знаками ра-
венства:  

.
3

14

3

21

3

14

;
3

21

22 dxdy
yx

yx

dxdydS

yx
z

yzdSxm
xyDP







 

























   

Область xyD  изображена на рис. 2. 

 
 

Рис. 2. Проекция поверхности к примеру 1 
 
Расставим пределы в двойном интеграле: 
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 
1

1 2
2 2

0 0

1 2 14 14
1 2

3 3 9

x

Dxy

x y
m x y dxdy x dx y x y dy



        
   

 

   












 



dx
x

xyx
y

dxx

x

24

1

9

14

3

2
1

29

14 31

0

2
2

1

0

1

0

3
2

2

 

 
11 3 6

2 3 4 5 4 5

0 0

14 14 3 3
3 3

216 216 3 4 5 6

14 1 3 3 1 14 1 14
.

216 3 4 5 6 216 60 12960

x x
x x x x dx x x

 
          

 

         
 



 

Ответ: масса данной поверхности равна 
12960

14 . 

 
Пример 2. Пусть поверхность S  – часть параболоида 

22 44 yxz  , отсеченная плоскостью 4z  и расположенная в 1-м ок-

танте. Найти массу поверхности S , если её поверхностная плотность 

22 yx

x


 . 

Решение. Поверхность S изображена на рис. 3. Её масса нахо-

дится по формуле dS
yx

x
m

S
 


22

. 

Из уравнения поверхности 22 44 yxz  . Следовательно, xzx 8 , 

yzy 8 . Тогда дифференциал площади поверхности 

dxdyyxdS 22 64641  , а её масса будет выражена двойным инте-

гралом: dxdyyx
yx

x
m

xyD

22

22
64641 


  . 

 



 12

 
Рис. 3. Поверхность S к примеру 2 

 
Так как область xyD  представляет собой четверть круга (рис.4), 

перейдём в двойном интеграле к полярным координатам по формулам: 
 cosx ,  siny ,  dddxdy  , 222  yx .  

 
 

Рис. 4. Проекция поверхности к примеру 2 
 

Тогда масса данной поверхности будет равна 

     

12 2
2 2

0 0

13
2 22

0
0

cos
1 64 cos 1 64

1 1
sin 1 64 65 65 1 .

3 3

Dxy

m d d d d





         


 

    

     

  
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Ответ: масса данной поверхности равна 
3

16565  . 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Вычислить интеграл   
S

dSzx2 , где S  – часть плоскости 

1
2


z
yx , расположенная в 1-м октанте. 

Ответ: 2. 

2. Вычислить интеграл   
S

dSzx 3 , где S  – часть плоскости 

432  zyx , вырезанная цилиндром 422  yx . 

Ответ: 
3

1416 . 

3. Найти массу части поверхности параболоида zyx 222  , 

отсечённой плоскостью 2z , если поверхностная плотность 

122  yx . 

Ответ: 12 . 

4. Найти площадь части поверхности сферы 4222  zyx , за-

ключённой внутри цилиндра 122  yx . 

Ответ:  328  . 

5. Найти статический момент полусферы 222 yxRz  отно-

сительно плоскости )(XOY , если её плотность 1 . 

Ответ: 3R . 

6. Найти координаты центра тяжести однородной полусферы 
222 yxRz  . 

Ответ: 







2
;0;0
R . 
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7. Вычислить момент инерции относительно начала координат 

однородной поверхности S : 3,22  zyxz . 

Ответ: 281 . 
 
 
5. ПОВЕРХНОСТНЫЙ ИНТЕГРАЛ ВТОРОГО РОДА.  

ПОТОК ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 

Пусть в области V пространства R3 определена вектор-функция 

     kzyxаjzyxаizyxаa ,,,,,, 321  , где функции  zyxа ;;1 , 

 zyxа ;;2  и  zyxа ;;3  непрерывны в области V. 

Предположим, что в области V задана двусторонняя гладкая по-
верхность S  с выбранной на ней ориентацией.  

Пусть  zyxnn ;;00   – единичный вектор нормали к выбранной 

стороне поверхности S  в точке  zyxM ;; . 

Выполним следующие действия: 
1. Произвольным образом разобьём поверхность S  кусочно-

гладкими дугами на n  частичных поверхностей iS  с площадями iS , 

ni ,...,2,1 . 

2. На каждой частичной поверхности iS  произвольным образом 

выберем точку );;( iiii zyxM , найдём в ней единичный вектор нормали 

к поверхности  iii zyxnn ;;00   и вычислим значения скалярного про-

изведения заданной вектор-функции );;( iii zyxa  и вектора  iii zyxn ;;0 : 

    iiiiii zyxnzyxa ;;;; 0 . 

3. Составим интегральную сумму: 

   iiiiii

n

i
in Szyxnzyxa  



);;);;(( 0
1

 . 

4. Обозначим через   наибольший из диаметров частей iS для 

данного разбиения. 
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Определение. Если при 0  существует конечный предел  
интегральных сумм n , не зависящий ни от способа разбиения по-

верхности S , ни от выбора точек iM , то этот предел называется по-

верхностным интегралом 2-го рода от вектор-функции 

     kzyxаjzyxаizyxаa ,,,,,, 321   по поверхности S  и обозна-

чается  

       i

n

i
iiiiii

S

SzyxnzyxadSna  



1

0
0

;;;;lim . 

Физический смысл поверхностного интеграла 2-го рода 

Если поле      kzyxаjzyxаizyxаa ,,,,,, 321   – поле ско-

ростей текущей жидкости, то поверхностный интеграл 2-го рода 

 dSna
S
  0 равен количеству жидкости, протекающей через выбран-

ную сторону поверхности в единицу времени, и называется потоком 
векторного поля. 

Свойства поверхностного интеграла 2-го рода аналогичны 
свойствам поверхностного интеграла 1-го рода (линейность, аддитив-
ность и т.д.). Отличительным свойством поверхностного интеграла 2-го 
рода является зависимость его значения от стороны поверхности: при 
перемене стороны поверхности поверхностный интеграл 2-го рода ме-
няет знак. 

Вычисление поверхностного интеграла 2-го рода 

В случае, если поверхность S задана уравнением вида 

  0,, zyxF , нормаль к поверхности имеет вид Fgradn  , где знак 
выбирается с учётом стороны поверхности. Тогда поверхностный инте-
грал 2-го рода можно свести к двойному по формуле:  

   
dxdy

F

na
dSna

xyD zS
 


 0 , 

где xyD  – проекция поверхности на S плоскость XOY. 
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Задачи, приводящие к вычислению некоторого поверхностного 
интеграла 2-го рода (потока некоторого векторного поля), встречаются 
во многих технических дисциплинах: в сопротивлении материалов, 
гидрогазодинамике, механике и др.     

 

Пример 3. Найти поток векторного поля kzjyixa   через 

часть поверхности S : 122  yx , вырезаемую плоскостями 1P : 0z и 

2P : 2z  (нормаль внешняя к замкнутой поверхности, образуемой дан-
ными поверхностями). 

Решение. Боковая поверхность цилиндра (рис. 5) не имеет квад-
рируемой проекции на плоскость XOY. Поэтому будем проецировать её 
на плоскость XOZ (рис. 6). 

 
 

Рис. 5. Поверхность S к примеру 3 
 
Так как боковая поверхность цилиндра проецируется на XOZ 

дважды, разобьём её на две части: 21 SSS  . Тогда поток по свойству 
аддитивности будет равен сумме потоков через две части: 

21 ППП  . 

Поток через поверхность 1S , заданную уравнением 0122  yx , 

где 0y , найдём по формуле:    
dxdz

F

na
dSnaП

xzD yS
 




0
. 
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Вычислим подынтегральную функцию. Сначала найдём нормаль 
к поверхности 1S : 2 2 1 0x y    через градиент:  1 1

2 ;2 ;0 .n grad S x y   

Вычислим скалярное произведение этой нормали и векторного поля 
 zyxa ;; : 2

1
na . 

Теперь найдём yF   из уравнения поверхности 1S , записанного в 

виде   0;; zyxF . Уравнение 1S  имеет вид 0122  yx , поэтому 

yFy 2 . На поверхности 1S 0y , поэтому yFy 2 . 

Тогда интеграл, равный потоку через поверхность 1S , примет 

вид: dxdz
y

dxdz
F

na
П

xzDxzD y
 





2

2
1

1
. 

В последнем двойном интеграле по области xzD нужно заменить 

переменную y  на функцию от x  и z . Выразим y из уравнения поверх-

ности 1S : 122  yx  с учётом знака: 21 xy  . Тогда  


xzD x

dxdz
П

21
1

. 

Расставим пределы в двойном интеграле по прямоугольнику xzD  

(рис. 6) и вычислим повторный интеграл:  

.2arcsin2
11

1
1

2

0

1

1
221 





 


  x

x

dx
dz

x

dxdz
П

xzD  

Итак, 21 П . 

 
 

Рис. 6. Проекция поверхности к примеру 3 
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Рассмотрим теперь вторую половину поверхности цилиндра 

2
S : 122  yx , 0y . 

Выполняя аналогичные действия, получим следующие соотно-
шения:  

2
S : 0122  yx ; 

 0;2;222 yxSgradn  ; 

2
2
na ; 

yFy 2 ; 

yFy 2  с учётом того, что 0y . 

 






xzDxzD yS y

dxdz
dxdz

F

na
dSnaП 2

2 02
. 

Выразим y из уравнения поверхности 
2

S : 122  yx  ( 0y ) с 

учётом знака: 21 xy  .  

Тогда 



xzD x

dxdz
П

2
2

1
. Заметим, что этот интеграл был вычис-

лен выше, поэтому 22 П .  

Теперь можно найти поток по всей поверхности цилиндра по 
свойству аддитивности:  42221  ППП . 

Ответ: 4 . 
 

Пример 4. Найти поток векторного поля  2a x xy i    

   2 3y yx j z k     через часть поверхности S : 222 zyx    0z , 

вырезаемую плоскостью P : 1z  (нормаль внешняя к замкнутой по-
верхности, образуемой данными поверхностями). 

Решение. Поверхность S представляет собой боковую поверх-
ность конуса (рис.7). Поток через неё найдём по формуле:  

  dxdy
F

na
dSnaП

xyD zS
 




0
. 
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Рис. 7. Поверхность S к примеру 4 
 
Уравнение поверхности S  запишем в виде:   0;; zyxF , т.е. 

0222  zyx .  

Тогда  zyxFgradn 2;2;2  . zFz 2 ; zFz 2  с учётом то-

го, что 0z . 

      ;62223222 22222 zzyxzzyxyyyxxna   

0

2 2 22 2 2 6
.

2xS D Dxy xy

a n x y z z
П a n dS dxdy dxdy

F z

   
   

    

Выразим z  из уравнения поверхности S: 2 2 2x y z   с учётом зна-

ка: 22 yxz  . Тогда 
xyD

dxdyП 3 .  

Так как двойной интеграл 
xyD

dxdy  численно равен площади об-

ласти xyD (см. рис. 7), которая является кругом радиуса 3R , то поток 

через поверхность S будет равен  333 2   RdxdyП
xyD

. 

Ответ: 3 . 
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Задачи для самостоятельного решения 

8. Вычислить поток векторного поля 4 ( )a zi z x j     

( )y z k  через поверхность S, где S  – часть плоскости 632  zyx , 
расположенная в 1-м октанте (нормаль образует острый угол с осью 
(OZ)). 

Ответ: 27. 

9. Вычислить поток векторного поля kxziF 23  через верх-
нюю сторону прямоугольника, вырезанного плоскостями 0x , 

0y , 0z и 3x , из плоскости 6 zy . 
Ответ: 162. 

10. Вычислить поток векторного поля kzjxiyF 2  через 

часть параболоида 2 2 ,z x y   отсечённую плоскостью z = 1 (нормаль 
образует острый угол с осью (OZ)). 

Ответ: 
3


. 

11. Найти поток вектора ixza   через часть параболоида 
224 yxz  , расположенную выше плоскости (XOY) в сторону внеш-

ней нормали к замкнутой поверхности, ограниченной данным парабо-
лоидом и плоскостью (XOY). 

Ответ: 32

3
 . 

В случае, если поверхность S является замкнутой, поток через её 
внешнюю сторону можно найти с помощью формулы Остроградского – 

Гаусса:  
VS

dxdydzadivdSna
0

, где V - тело, ограниченное 

замкнутой поверхностью S , а adiv - дивергенция векторного поля 

     kzyxаjzyxаizyxаa ,,,,,, 321  . Это скалярная величина, 

равная 
z

a

y

a

x

a
adiv












 321 . Отметим, что поток через замкнутую 

поверхность обозначается символом dSna
S

0
 . 
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Пример 5. Найти поток векторного поля  5 1 2a xi y j      

4 zk через часть плоскости P : 1
3

4
2


z

y
x

, расположенную в 1-м 

октанте (нормаль образует острый угол с осью Oz ).  
 
Решение. Данная поверхность – треугольник (рис. 8), она не 

является замкнутой. Вычислим поток, дополнив поверхность до 
замкнутой. 

 
 

Рис. 8. Поверхность S к примеру 5 
 

Пусть поверхность S  состоит из плоскостей P : 1
3

4
2


z

y
x

, 

1P : 0z , 2P : 0x  и 3P : 0y . Тогда 321 PPPPS  .  

Плоскости 1P , 2P  и 3P  не имеют квадрируемых пересечений, сле-

довательно, по свойству аддитивности будет справедлива формула: 

.
03

3

02

2

01

1

00
dSnadSnadSnadSnadSna

PPPPS

 
 

Вычислим сначала поток через замкнутую поверхность S  по 

формуле Остроградского-Гаусса: 0
.

S V

a n dS diva dxdydz    
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Дивергенция данного векторного поля равна  

     5 1 2 4
5 2 4 9 2

x y z
diva

x y z

 
  

   
       

   . 

Тогда     тела

VS

VdxdydzdSna 2929
0

   .  

Объём тела найдём по формуле объёма пирамиды:  







 

4

1
3

4

1
2

2

1

3

1

3

1
. HSV оснтела

 

Следовательно, .
4

29
0





dSna

S

 

Плоскости 1P , 2P  и 3P  не являются замкнутыми поверхностями, 

потоки через эти плоскости найдём по формуле  dSnaП
S
 

0
. 

Для грани 1P  имеем: dSnaП
P

01

1

1   . Нормаль к нижней стороне 

треугольника 1P  сонаправлена с отрицательной полуосью OZ, следова-

тельно, единичная нормаль к ней имеет координаты:  1;0;0
01

n . 

Тогда zna 4
01

 . Так как на поверхности 1P  0z , то .0
01
 na  

Следовательно, .01 П  

Для грани 2P  имеем: dSnaП
P

02

2

2   . Нормаль к грани 2P  сона-

правлена с отрицательной полуосью OX, следовательно, единичная 
нормаль к ней имеет координаты:  0;0;1

01
n . Тогда xna 5

02
 . 

Так как на поверхности 2P  0x , то .0
02
 na Отсюда имеем: .02 П  

Аналогично,  0;1;0
03

n . Тогда yna 21
03

 . Поскольку 

на поверхности 3P 0y , то 1
03

 na . 

Следовательно,  
3

03

3

3

PP

dSdSnaП . 
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Интеграл 
3P

dS  численно равен площади прямоугольного тре-

угольника с катетами, равными 2 и 3. Тогда 332
2

1
S . Следова-

тельно, 33 П . 

Окончательно получим значение потока через замкнутую поверх-

ность: .
4

29
3

000 321


  


dSnaПППdSnadSna

PS P

  

Отсюда .
4

109
3

4

29
0





 


dSnaП

P

 

Ответ: 
4

109  . 

 

Пример 6. Найти поток векторного поля    2 5 1a y x i x j      

 2 2xy z k  через замкнутую поверхность S :







0,0,0

,422

zyx

zyx
 

(нормаль внешняя). 
 
Решение. Данная поверхность представляет собой полную по-

верхность тетраэдра (рис. 9) и является замкнутой. Вычислим поток 
через неё, используя формулу Остроградского-Гаусса: 

0

S V

a n dS diva dxdydz    

  
Рис. 9. Поверхность S к примеру 6 
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Найдём дивергенцию данного векторного поля: 

     
.3205

22152














z

zxy

y

x

x

xy
adiv  

Тогда   .33
0 пир

S V

VdxdydzdSnaП      

Объём пирамиды вычислим аналогично задаче 5:  
1 1 1 8

2 2 4
3 3 2 3пир оснV S H

          
 

 

Тогда 8
3

8
3 П . 

Ответ: 8 . 
 

Пример 7. Найти поток векторного поля   kyizxa   через 

замкнутую поверхность S :









22

22 ,8

yxz

yxz
(нормаль внешняя). 

 
Решение. Поверхность, имеющая уравнение 228 yxz  , пред-

ставляет собой параболоид, смещённый на 8 единиц вверх, ветви кото-
рого направлены вниз, а уравнение 22 yxz   – уравнение параболоида 

с вершиной, совпадающей с началом координат, и ветвями, направлен-
ными вверх (рис. 10). Найдём линию их пересечения как решение урав-
нения 22228 yxyx  . Отсюда 422  yx , т.е. линия пересечения 

поверхностей – окружность радиуса 2.  
Данная поверхность является замкнутой. Вычислим поток через 

неё, используя формулу Остроградского-Гаусса.  

     
1001

0














z

y

yx

zx
adiv

. 

Тогда dxdydzdSnaП
S V
 

0
.  

В тройном интеграле перейдём к цилиндрическим координатам: 
 cosx ,  siny , zz  , 222  yx .  



 25

 
 

Рис. 10. Поверхность S к примеру 7 
 

Якобиан перехода к цилиндрическим координатам равен  , 

поэтому dzddxdydzd
VV

  . 

Пределы в тройном интеграле расставим согласно рис. 10. 

 

  .1628816

2
428

2

0

2

0

4
2

2

0

2

0

2
2

0

2

0

2

0

8 2

2







 

















  


d

ddddzddП

 

Ответ: .16  
 
Пример 8. Найти поток векторного поля  2 2a y z i    

   2xy y j xz z k    через замкнутую поверхность S :







1,0

,122

zz

yx
 

(нормаль внешняя). 
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Решение. Данная поверхность является замкнутой (рис. 11). Вы-
числим поток через неё, используя формулу Остроградского-Гаусса.  

 
 

Рис. 11. Поверхность S к примеру 8 

 
 

     
.122120

222













 yxxyx
z

zxz

y

yxy

x

zy
adiv

 

Тогда  dxdydzyxdSnaП
S V
   122

0
.  

Так как проекция данного тела на плоскость XOY является кру-
гом, в тройном интеграле перейдём к цилиндрическим координатам по 

формулам:  cosx ,  siny , zz  , 222  yx . Аналогично 

примеру 7 

    .1sincos122 dzdddxdydzyx
VV

 
 

Расставим пределы в тройном интеграле: 
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  

   



 

  









dddzd

ddzddП

sin2cos21sin2

cos21sin2cos2

2
2

0

1

0

2
1

0

1

0

2

0

2

0

1

0

1

0  

.0
3

2
0

3

2
0

2

1
cos

3

2
sin

3

2

2

1
sin

3

2
cos

3

2

2
sin

3

2
cos

3

2

sin2cos2

2

0

2

0

1

0

2

0

2
33

2

0

1

0

1

0

1

0

22



















 







 






















   

dd

dddd

 

 
Ответ: .  

Задачи для самостоятельного решения 

12. Вычислить поток векторного поля kzjxiyF 2  через 

внешнюю сторону замкнутой поверхности S : 322  yxz , 4z , 

0x и 0y  (1-й октант). 

Ответ: 
12

11 . 

13. Вычислить поток векторного поля kxjiyxF  2)( 2  

через внешнюю сторону замкнутой поверхности S : 2xy  , 0z , 4z  

и 1y .  
Ответ: 0. 

14. Вычислить поток векторного поля kzjxixzF 232   че-

рез внешнюю сторону замкнутой поверхности S: 22 yxz  , 
2 26z x y   . 

Ответ: 368

3
 . 
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15. Вычислить поток векторного поля kzjxziyF 2 через 

замкнутую поверхность S : 22 yxz  , z = 4 в сторону внешней нор-
мали. 

Ответ: 128
.

3
  

16. Вычислить поток векторного поля  

   20 2
4

arctg
5 sin 3 20ln( 1) 2 4

2
xz x

a y z x i e x y j z k
y

 
          

  

через внешнюю сторону замкнутой поверхности S : 222 yxz  , z = 2. 

Ответ: 8 . 
 

 
6. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ ПЕРВОГО РОДА 

Пусть в пространстве R3 задана гладкая кривая АВl  , в каждой 
точке которой определена непрерывная функция  zyxfu ;; . 

Выполним действия: 
1. Разобьём кривую l  произвольным образом на n  частичных дуг 

il , длины частичных дуг обозначим il , ni ,...,2,1 . 

2. На каждой частичной дуге il  произвольным образом выберем 

точку );;( iiii zyxM , найдём значения функции в этих точках. 

3. Составим интегральную сумму 

1

( ; ; ) .
n

n i i i i
i

f x y z l


   

4. Обозначим через max il   . 

Определение. Если при 0  существует конечный предел ин-
тегральных сумм n , не зависящий ни от способа разбиения кривой l , 

ни от выбора точек iМ , то этот предел называется криволинейным 

интегралом 1-го рода по кривой l  от функции  zyxfu ;;  и обо-
значается  
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 
0

1

; ; lim ( ; ; ) .
n

i i i i
il

f x y z dl f x y z l




   

Замечание: dl  часто называют дифференциалом дуги кривой. 
 
 

7. СВОЙСТВА И ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ  
КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА ПЕРВОГО РОДА 

Если в пространстве R3 задана гладкая кривая, в точках которой 
непрерывно распределена масса линейной плотностью  ; ; 0x y z   , 

то криволинейный интеграл 1-го рода численно равен массе этой кри-
вой:  

.);;( dlzyxm
l
   

Свойства криволинейного интеграла 1-го рода 

1) (линейность) Если функция имеет вид  
   1 1 2 2; ; ; ;u k f x y z k f x y z    ,  

то         1 1 2 2 1 1 2 2; ; ; ; ; ; ; ;
l l l

k f x y z k f x y z dl k f x y z dl k f x y z dl       , где 

1 2,k k  – произвольные постоянные.  

2) (аддитивность) Если кусочно-гладкую кривую l  можно пред-
ставить в виде объединения непересекающихся гладких дуг 21 lll  , 

где 21 ll  Ø, то  

     
1 2

; ; ; ; ; ; .
l l l

f x y z dl f x y z dl f x y z dl     

3) Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит от направления 
пути интегрирования. Это означает, что если кривая l  соединяет точки 
А и В, то криволинейный интеграл 1-го рода по дуге l  от А до В равен 
интегралу по этой дуге от В до А, т.е. 

    .;;;; dlzyxfdlzyxf
BAAB
 
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4) (оценка модуля интеграла) 

    .;;;; dlzyxfdlzyxf
ll
 

 

5) (теорема о среднем) Если функция  zyxf ;;  непрерывна в точ-

ках кривой l , то на этой кривой существует точка 0M  такая, что 

   0; ;
l

f x y z dl f M L  , 

где L  – длина кривой l . 

6) Ldl
l

 , где L  – длина кривой l . 

7) Если    zyxgzyxf ;;;;  ,   lzyx  ;; , то  

.);;();;( dlzyxgdlzyxf
ll
 

 
 
 

8. ВЫЧИСЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 ПЕРВОГО РОДА 

Вычисление криволинейного интеграла 1-го рода может быть 
сведено к нахождению определённого интеграла. Рассмотрим несколь-
ко основных случаев задания кривой. 

1) Если кривая l  задана на плоскости (XOY) уравнением вида 
( ), [ ; ]y y x x a b  , где )(xy  – непрерывно дифференцируемая функция, 

то  

  dxyxyxfdlyxf
b

a

x

l
  2)(1))(;(; . 

2) Если кривая l  задана на плоскости (XOY) параметрическими 
уравнениями  ( ), ( ), ;x x t y y t t     , где )(),( tytx  – непрерывно 

дифференцируемые функции, то справедливо равенство  
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  2 2; ( ( ); ( )) ( ) ( )t t

l

f x y dl f x t y x x y dt



      . 

Аналогичная формула справедлива для криволинейного интегра-
ла 1-го рода от функции  zyxfu ;;  по пространственной кривой l , 

заданной параметрическими уравнениями ( ), ( ),x x t y y t   

 ( ), ;z z t t a b  , где )(),(),( tztytx  – непрерывно дифференцируемые 

функции, тогда 

  dtzyxtzxytxfdlzyxf
b

a

ttt

l
  222 )()()())();();((;; . 

 

Пример 9. Вычислить интеграл dlxy
l
 2 , где l  – отрезок прямой 

между точками О (0;0) и А(5;2).  

Решение. Уравнение прямой ОА имеет вид 2
, [0;5]

5
y x x  . Ис-

пользуем формулу   dxyxyxfdlyxf
b

a

x

l
  2)(1))(;(; , где 

5

2
y . 

Тогда искомый криволинейный интеграл будет равен 

.295
4125

294

125

294

5

2
1

5

2
5

0

45

0

3
225

0

2 












 

x
dxxdxxxdlxy

l

  

Ответ: .295  

Задачи для самостоятельного решения 

17. Вычислить интеграл  l yx

dl
222

, где l - отрезок прямой 

между точками А (0;1) и В (1;0).  

Ответ: 3ln
2

2 . 
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18. Вычислить интеграл  l x

dl

14
, где l  – дуга кривой 2yx   

между точками А (9;3) и В (16;4).  
Ответ: 1. 
 
 
9. ПРИЛОЖЕНИЯ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

ПЕРВОГО РОДА 

1) Длина дуги кривой 
l

dlL . 

2) Масса кривой dlzyxm
l
 );;( , где  zyx ;;   – линейная 

плотность этой кривой. 
3) Статические моменты материальной кривой относительно ко-

ординатных плоскостей. Если  zyx ;;   – плотность распределения 
массы по кривой, то статические моменты этой кривой относительно 
плоскостей координат находятся по формулам: 

dlzyxzM
l

XY   );;( ; 

dlzyxyM
l

XZ   );;( ; 

dlzyxxM
l

YZ   );;( . 

4) Координаты центра масс материальной кривой, имеющей ли-
нейную плотность  zyx ;;  : 

m

M
x YZ

c  ; 
m

M
y XZ

c  ; 
m

M
z XY

c  ,  

где m  – масса кривой. 
Для случая однородной кривой (т.е. const  ) формулы имеют 

вид: 
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dlx
L

x
l

c 
1

, dly
L

y
l

c 
1

, dlz
L

z
l

c 
1

, 

 где L - длина дуги кривой. 
5) Моменты инерции материальной кривой относительно коор-

динатных плоскостей, координатных осей и начала координат. Ес-
ли  zyx ;;   – плотность распределения массы по кривой, то момен-
ты инерции этой кривой относительно координатных осей находятся по 
формулам: 

  dlzyxzyI
l

X   );;(22  ; 

  dlzyxzxI
l

Y   );;(22  ; 

  dlzyxyxI
l

Z   );;(22  . 

Для моментов инерции относительно координатных плоско-
стей формулы имеют вид: 

2 ( ; ; ) ;XY

l

I z x y z dl   

2 ( ; ; ) ;XZ

l

I y x y z dl   

2 ( ; ; ) .YZ

l

I x x y z dl   

Момент инерции материальной кривой относительно начала ко-
ординат:  

  dlzyxzyxI
l
  );;(222

0  . 

Замечание. Формулы для вычисления моментов инерции приве-
дены для случая, когда кривая задана в пространстве. Если кривая за-
дана на плоскости, то формулы для нахождения моментов инерции 
имеют вид: 
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dlyxyI
l

X   );(2  ; 

dlyxxI
l

Y   );(2  ; 

  dlyxyxI
l
  );(22

0  . 

Приведённые приложения криволинейного интеграла 1-го рода 
применяются в механике, сопротивлении материалов, теории стержней, 
прочности и других дисциплинах. 

 
Пример 10. Вычислить массу стержня  ОА , где  ОА  – отрезок 

прямой между точками О(0;0;0) и А(1;2;2), если его плот-
ность .222 zyx    

Решение. Массу стержня найдём по формуле dlzyxm
l
 );;( . 

В данном случае dlzyxm
l
  )( 222 .  

Составим уравнение прямой ОА. Заметим, что уравнение прямой, 

проходящей через две точки );;( 111 zyx и );;( 222 zyx , имеет вид: 

12

1

12

1

22

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx










 . 

В данном случае 
02

0

02

0

01

0










 zyx , или 

221

zyx
 .  

Запишем параметрические уравнения этой прямой: 

tztytx 2,2,  , где  1;0t . Тогда 2;2;1  ttt zyx . Следова-

тельно, интеграл для вычисления массы стержня  ОА  примет вид: 

  92722144)(
1

0

2222
1

0

222222   dttdttttdlzyxm
l

. 

Ответ: масса стержня равна 9. 
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Пример 11. Вычислить момент инерции однородной полуокруж-

ности 0,222  yRyx  1  относительно оси (ОХ).  

Решение. Момент инерции кривой относительно оси (ОХ) най-

дём по формуле dlyxyI
l

X   );(2  . 

Запишем параметрические уравнения этой кривой: 

 ;0;sin;cos  ttRytRx . Тогда ;sin tRxt  tRyt cos  и мо-

мент инерции кривой относительно оси (ОХ) будет равен 

.
24

2sin

22

2cos1

sincossinsin

3

0

3

0

3

0

23

0

2222222

Rtt
Rdt

t
R

dttRdttRtRtRdlyI
l

X












 









 

 

Ответ: .
2

3R
 

Задачи для самостоятельного решения 

19. Найти массу отрезка прямой 10,32  xxy , если плот-

ность в любой точке равна расстоянию от этой точки до оси абсцисс. 

Ответ: .54  

 

20. Найти массу дуги окружности )0,0(222  yxRyx , ес-

ли её плотность x . 

Ответ: 2R . 
 
21. Вычислить статический момент относительно оси (ОY) отрез-

ка прямой, соединяющего точки А (0;2) и В (1;5), если линейная плот-

ность y10 . 

Ответ: 20. 
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22. Вычислить момент инерции относительно оси ординат дуги 
кривой xy ln , соединяющей точки А (1;0) и В (3; ln3), если линейная 

плотность 1 . 

Ответ: .
3

221010   

 
 
10. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ ВТОРОГО РОДА,  

ЕГО СВОЙСТВА 

Пусть в пространстве R3 задана ориентированная гладкая кривая 
АВl  , в каждой точке которой определено векторное поле 

     kzyxаjzyxаizyxаa ,,,,,, 321  , непрерывное во всех точках 

этой кривой. 
Выполним следующие действия: 
1. Произвольным образом разобьём кривую l  на n  частичных 

дуг точками 0 1 2, , ,..., пМ А М М М В  , длины частичных дуг 1 iiM M  

обозначим il , ni ,...,2,1 . 

2. На каждой частичной дуге 1 iiM M произвольно выберем точку 

);;( iiii zyxN , найдём в ней единичный вектор касательной к кривой l  

 iii zyx ;;00    и вычислим значения скалярного произведения задан-

ной вектор-функции );;( iii zyxa  и единичного касательного вектора 

 iii zyx ;;0 :     iiiiii zyxzyxa ;;;; 0 . 

3. Составим интегральную сумму 

   iiiiii

n

i
in lzyxzyxa  



);;);;(( 0
1

 . 

4. Обозначим через il max . 

Определение. Если при 0  существует конечный предел ин-
тегральных сумм n , не зависящий ни от способа разбиения кривой l , 

ни от выбора точек iN , то этот предел называется криволинейным 
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интегралом 2-го рода по кривой l  от вектор-функции 

     kzyxаjzyxаizyxаa ,,,,,, 321   и обозначается  

    0 0
0

1

; lim ( ( ; ; ) ; ; ) .
n

i i i i i i i
il

a dl a x y z x y z l 




    

В координатной форме криволинейный интеграл 2-го рода за-
писывается в виде:  

      .;;;;;;
321

dzzyxadyzyxadxzyxa
l

  

Пусть  zyxr ;;  – радиус-вектор точки, тогда  dzdydxdr ;; . 

Скалярное произведение векторного поля и вектора dr  будет равно 

dzadyadxadra 321  . Тогда получим векторную форму записи 

криволинейного интеграла 2-го рода: dra
l

 . 

Условия существования криволинейного интеграла 2-го рода: 
1) Кривая l  является кусочно-гладкой.  
2) Функции      zyxаиzyxаzyxа ;;;;,;; 321  непрерывны во всех 

точках этой кривой. 
Свойства криволинейного интеграла 2-го рода: 
1) При изменении направления пути интегрирования криволи-

нейный интеграл 2-го рода меняет знак, т.е. если ABl  , то 

.
AB BA

a dr a dr      

2) Аддитивность: если кривую l  можно представить в виде объе-
динения непересекающихся гладких кривых 21 lll  , где 21 ll  Ø, то 

  
1 2l ll

rdardarda


. 

3) (линейность) Если вектор-функция имеет вид 
   zyxakzyxaka ;;;; 2211  , то для любых произвольных постоян-

ных 21 kиk справедливо равенство:  

         .;;;;;;;; 22112211 rdzyxakrdzyxakrdzyxakzyxak
lll

   
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11. ВЫЧИСЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

ВТОРОГО РОДА, ЕГО ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

Криволинейный интеграл 2-го рода сводится к определённому в 
следующих случаях: 

1) Если кривая l  задана на плоскости  XOY  уравнением 

   baxxyy ;,  , где функция  xy  непрерывна вместе со своей про-

изводной  xy на  ba; , то  

            dxxyxyxaxyxadyyxadxyxa
b

al
  ;;;; 2121 . 

2) Если кривая l  задана на плоскости  XOY  уравнением 

   dcyyxx ;,  , где функция  yx  непрерывна вместе со своей про-

изводной  yx на  ,;dc то  

            dyyyxayxyyxadyyxadxyxa
d

cl
  ;;;; 2121 . 

3) Если кривая l  задана на плоскости  XOY  параметрически, 

т.е. парой уравнений  ,txx   ,tyy  где  ;t , то 

                  dttytytxatxtytxadyyxadxyxa
l

 




;;;; 2121 . 

4) Если кривая l  задана в пространстве R3 параметрическими 
уравнениями: 

 
 
 












tzz

tyy

txx

l : , где   ;t , 

то криволинейный интеграл 2-го рода вычисляется по формуле:  
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     

                            .;;;;;;

;;;;;;

321

321













dttztztytxatytztytxatxtztytxa

dzzyxadyzyxadxzyxa
l  

Физический смысл криволинейного интеграла второго рода – 

работа силы F по перемещению единичной массы вдоль контура l : 

.
l

A F dr   

Пример 12. Найти работу силы   jiyxF  при перемеще-

нии точки вдоль линии l  от точки  0;2М  до точки  0;2N , если 

l : 422  yx  0y . 

Решение. Работа силы F равна   dydxyxdrFA
l l

   . 

Кривая l  представляет собой верхнюю полуокружность с цен-
тром в начале координат и радиусом 2 (рис. 12).  

 
Рис. 12. Кривая l  к примеру 12 

 
Используем параметрические уравнения окружности: tx cos2 , 

ty sin2 . Для верхней полуокружности  ;0t . Тогда работа равна 

 

    


















dtttdttt

dttdyty

dttdxtx
dydxyxA

l

cos2sin2sin2cos2

cos2sin2

sin2cos2

0


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 2

0 0

2

0
0 0

0

1 cos 2
4 sin 4 cos sin 2 cos 4

2

1
4 sin sin 2 cos 2 sin 2 2 sin

2

2 sin 2 .

o

t
t t t t dt dt

t d t t dt t t t

t

 

 


 


    

       
 

 

 

   

Ответ: .2  
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

23. Вычислить интеграл  
l

xdyydx , где l  – дуга кривой 3xy   

от точки  0;0O  до точки  8;2A . 

Ответ: .8  
 

24. Вычислить работу силы   jxyiyxF 2 , перемещающей 

точку вдоль отрезка прямой от точки  1;2 М  до точки  8;1N . 

Ответ: .3  
 

25. Вычислить работу силы     jyiyxF  22 , переме-

щающей точку вдоль параболы 22 xy  от точки  2;2 М  до точки 

 1;1N . 

Ответ: 1,5. 
 

26. Вычислить работу силы jyixyF 2  по перемещению точ-

ки вдоль эллипса 1
49

22


yx  от точки  2;0A  до точки  0;3B   0y . 

Указание: использовать параметрические уравнения эллипса: 
tbytax sin,cos  , где a и b – полуоси эллипса. 

Ответ: 10

3
. 
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27. Найти работу силового поля  kyxjyixF 1  по 

перемещению точки вдоль отрезка прямой от точки  1;1;1A  до точки 

 4;3;2B . 
Ответ: 13. 
 
 

12. ЦИРКУЛЯЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ.  
ФОРМУЛЫ ГРИНА И СТОКСА 

Если кривая l  является замкнутой, то криволинейный интеграл 

второго рода обозначается dra
l

  и называется циркуляцией век-

торного поля, он численно равен работе силы по замкнутому контуру.  

В случае, если поле плоское, т.е.     jyxaiyxaa ;;
21

 , то его 
циркуляция может быть вычислена с помощью формулы Грина:  

    ,;; 12

21
dxdy

dy

a

x

a
dyyxadxyxa

Dl
 







 






 

где D  – область на плоскости XOY, ограниченная замкнутым контуром 
l , причём обход контура производится в положительном направлении, 
т.е. против часовой стрелки. 

 
Пример 13. Найдём работу силы из примера 12 по формуле Гри-

на, дополнив контур до замкнутого. 
Решение. Вычислим работу силы, дополнив полуокружность l  

до замкнутого контура L  с помощью отрезка прямой 
0y ,  2;2x . 

Тогда по свойству аддитивности 
 

 
lMNL

drFdrFdrF .  

Интеграл drF
L

  найдём по формуле Грина:  

    dxdy
dy

a

x

a
dyyxadxyxa

Dl
 







 





 12

21
;; .  
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Здесь   ,;
1

yxyxa    1;
2

yxa . Следовательно, 0,1 21 







x

a

y

a
. 

Тогда   .2
2

1

2

1
10 2    RSdxdydxdydrF круга

DDL

 

 
Интеграл по отрезку  MN , лежащему на оси  OX , равен 

 
 

 
  .022

2
00

2

2

22

2





x

xdxdyydydxyxdrF
MNMN

 

Тогда  
l

drFA
 

.202    drFdrF
MNL

 

Ответ: .2  
 
В общем случае циркуляция векторного поля может быть найде-

на по формуле Стокса. 
Теорема Стокса: если функции      1 32

, , , , , и , ,а x y z а x y z а x y z  

непрерывны вместе со своими частными производными первого поряд-
ка во всех точках поверхности S , ограниченной замкнутым контуром 
l , то 

  ,
0

dSnarotdra
Sl
 

 

где аrot  – ротор векторного поля, 

321
aaa
zyx

kji

аrot









 .  

При этом в формуле Стокса при вычислении поверхностного ин-
теграла выбирается та сторона поверхности S , нормаль к которой рас-
положена так, чтобы обход контура совершался в положительном на-
правлении, если смотреть на него с конца вектора а (правило правой 
руки). 

Отметим, что в качестве поверхности S в формуле Стокса может 
быть выбрана любая поверхность, ограниченная кривой l .  
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Рис. 13. Кривая Г  
к примеру 14 

Пример 14. Найти циркуляцию векторного поля 

kxjxi
y

a  3
3

 вдоль контура Г:







ttz

tytx

sin2cos21

,sin2,cos2
 (в направ-

лении, соответствующем возрастанию параметра t ). 
 
Решение. Контур Г изображен на рис.13. Вычислим циркуляцию 

поля двумя способами: непосредственно и по формуле Стокса. 
Способ 1. Вычислим циркуляцию непо-
средственно, т.е. как криволинейный инте-
грал второго рода: 

.3
3

xdzxdydx
y

dra  
  

Из параметрических уравнений кри-
вой имеем: 

,sin2,cos2 tytx   

.sin2cos21 ttz   
Тогда tdytdx cos2,sin2  , 

  .cos2sin2 dtttdz   
Подставляя выражения для х, у, z, dx, 

dy и dz в криволинейный интеграл, полу-
чим: 

 

 

2

0

2
2 2 2

0

2 2 2
2 2

0 0 0

2
3 sin 2sin

3 3

3 2cos 2cos 2cos 2sin 2cos

4
sin 12cos 4cos sin 4cos

3

4
sin 16 cos 4 cos sin

3

y
a dr dx xdy xdz t tdt

t tdt t t t dt

t t t t t dt

t dt t dt t t dt





  

 

       

     

       
 

    

  



  

 
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   

   

2 2 2

0 0 0

2 2
22

0
0 0

2
1 cos 2 8 1 cos 2 4 sin sin

3

2 1 1
sin 2 8 sin 2 2sin

3 2 2

2 4 52
2 0 8 2 0 0 16 .

3 3 3

t dt t dt t d t

t t t t t

  

 


   

      

            
   

          

  

 

Способ 2. Используем формулу Стокса. Сначала найдём ротор 
векторного поля: 

.
3

10

3

1
30

3
3

kjkji

xx
y

zyx

kji

arot 





 












  

Из параметрических уравнений контура Г следует, что 

422  yx , тогда .1 yxz   То есть контур Г является пересечени-

ем двух поверхностей: кругового цилиндра 422  yx  и плоскости 

yxz 1  (рис. 13), т.е. Г:
2 2 4,

1 .

x y

z x y

  


  
 

В качестве поверхности S  возьмём часть плоскости 
,1 yxz   расположенную внутри цилиндра 422  yx . Нормаль к 

ней имеет координаты  1;; yx zzn  . 1,1  yx zz .  

Тогда  1;1;1n , 3n , 







3

1
;

3

1
;

3

1
0 n

n
n .  

Следовательно, скалярное произведение будет равно 

33

13

3

1

3

10

3

1
0

narot .  

Отсюда, применяя формулу Стокса, получим:  

 





 

 SS

dSdSrda
33

13

33

13
. 
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Спроектируем поверхность S  на плоскость XOY . Эта проекция 
представляет собой круг с центром в начале координат радиуса 2.  

Тогда дифференциал площади поверхности находится по формуле  

    dxdyzzdS yx
221  . 

Т.к. ,1 yxz  1,1  yx zz , то dxdydxdydS 3111  . 

Следовательно, .
3

52
2

3

13

3

13

3

13 2   


круга

D

Sdxdydra
xy

 

Ответ: .
3

52  

 
Пример 15. Найти модуль циркуляции векторного поля 

kxyjxziyza   вдоль контура Г:










9

,25
22

222

yx

zyx
  0z . 

Решение. Кривая Г является линией пересечения сферы 
25222  zyx  и кругового цилиндра 922  yx  (рис. 14).  

Вычислим циркуляцию векторного поля по формуле Стокса. 
Сначала найдём ротор этого поля: 

      kzixkzzjyyixx

xyxzyz
zyx

kji

arot 22 











 . 

 
Рис. 14. Контур Г к примеру 15 
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Замкнутый контур Г является окружностью, лежащей в плоско-
сти 4z . Следовательно, в качестве поверхности S  целесообразно 
взять часть плоскости ,4z  расположенную внутри цилиндра 

.922  yx  Единичная нормаль к ней имеет координаты  1;0;0
0
n .  

Тогда   zzxnarot 2120002
0

 . Подставляя значение 

скалярного произведения  
0

narot   в формулу Стокса, имеем: 

 

.7238

884:2

2  

 


круга

xyDS

SdxdyzSdSzdra

 

Следовательно, модуль циркуляции равен .72  
Ответ: .72  
 

Задачи для самостоятельного решения 
 

28. Вычислить интеграл    dyxydxyx
l

652  , где l  – кон-

тур треугольника ОАВО, О(0;0), А(2;0), В(2;3). 
Ответ: –24. 

29. Найти циркуляцию вектора   jxyixF  2  по контуру l : 

1,2  yxy , пробегаемому в положительном направлении. 

Ответ: 
3

4
 . 

30. Вычислить работу силы jxiyF 33   по контуру l : 

4,1,, 2222  yxyxxyxy  0y  в положительном на-
правлении. 

Ответ: 
8

45
 . 

31. Вычислить циркуляцию векторного поля F yz i    

 x y z j xy k    по ломаной l=OABO , где O(0;0;0), A(0;1;0), 

B(0;0;2). 
Ответ: –1. 
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32. Вычислить циркуляцию векторного поля a y i x j    

 x y k  по линии пересечения поверхностей 22 yxz   и z = 1. 

Ответ: .2  

33. Вычислить циркуляцию вектора kzjyiyxF  2  по ли-

нии пересечения цилиндра 122  yx  и плоскости х+у+z = 1. 

Ответ: 
4


 . 

34. Найти циркуляцию вектора kxyjxzixa  2  по линии пе-

ресечения поверхностей 25222  zyx  и у = 4. 

Ответ: .36  

35. Найти циркуляцию вектора kxzjxyixa  2  по линии пе-

ресечения поверхностей 422  yx  и z = 3. 
Ответ: 0. 
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