
А.И. Жданов

ВВЕДЕНИЕ В МЕТОДЫ 

РЕШЕНИЯ
НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ



УДК 519.6(075)+512.64(075) 
Б Б К  22.19+22.143 

Ж  422

Ж д а н о в  А .И .
Введение в методв1 решения некорректных задач: Учеб. пособие. -  

Изд-во Самарского гос. аэрокосмического ун-та, 2006. -  87 с.

ISBN 5-7883-0472-6

Рассмотрены основные понятия теории некорректных задач. В основном 
изложение ведется для случая конечномернв1х задач. Это дает возможности 
получитв важнейшие началвнвге понятия о неустойчивости вв1числителвнв1х 
задач, а также научитвся решатв наиболее практически важна: е некоррект- 
H B ie задачи на компвютере. Для решения неустойчивв1х вв:числителвнв:х за
дач данного класса рассмотрена: современные наиболее эффективнвю вв:чис- 
лителвнвге алгоритма:. Эти алгоритма: являются универсалвнв:ми и могут 
бв:тв исполвзованв: для решения широкого класса неустойчивв:х конечно- 
мерных линейнв:х задач.

Предназначено для студентов обучающихся по специалвностям "При
кладная математика и информатика", "Прикладнв:е математика и физика"и 
др., а также для специалистов, применяющих в своей деятелвности идеи и 
метода: решения некорректнв:х задач на компвютерах.



Оглавление

П р ед и сл о в и е ..............................................................................................  5

1 В сп о м о гател ьн ы е  св ед ен и я  7
1.1 Арифметические пространства..................................................  7
1.2 М атричная а л г е б р а ......................................................................  11
1.3 Нормы векторов и м а т р и ц .........................................................  17
1.4 Сингулярное разложение матриц ............................................ 22

2 Н о р м а л ь н ы е  р еш ен и я  и п сев д о р еш ен и я  27
2.1 Псевдорешения линейных с и с т е м ............................................ 27
2.2 Линейная задача наименьших к в ад р а т о в ..............................  30
2.3 Псевдообрагцение .......................................................................... 32
2.4 Вычисление псевдообратных м а т р и ц .....................................  40
2.5 Типовые п р и м е р ы .......................................................................... 42

3 В ы ч и сл ен и е  п сев д о р еш ен и й  45
3.1 Определение множества чисел с плавающей точкой . . . .  45
3.2 Обусловленность и числа обусловленности...........................  46

3.2.1 Обусловленность задачи ..............................................  47
3.2.2 Абсолютное число обусловленности.............  47
3.2.3 Относительное число обусловленности ....... 48
3.2.4 Обусловленность матрично-векторного умножения 49
3.2.5 Число обусловленности матрицы .............................  51

3.3 Теория во зм у щ ен и й ......................................................................  52
3.3.1 Системы с квадратными невырожденными матри

цами   52
3.3.2 Теория относительных возм ущ ен и й .............  56
3.3.3 Теория возмущений для задачи наименьших квад

ратов ....................................................................................  60
3.4 Вычисление нормальных псевдорешений линейных систем 62

3



4 Оглавление

4 В ы ч и с л е н и е  р еш ен и й  п р и б л и ж е н н ы х  систем  65
4.1 Корректность вычислительной з а д а ч и ................................. 65
4.2 Постановка з а д а ч и .........................................................................  67
4.3 Регуляризация систем на основе расширенных систем . . 69
4.4 Обусловленность вычислительной задачи ..........................  71
4.5 Метод мнимого сдвига сп ек тр а .................................................. 73
4.6 Численные п р и м ер ы ...................................................................... 74

5 И д е н т и ф и к а ц и я  н естац и о н ар н ы х  A R -м о д ел ей  77
5.1 Стохастические непрерывные м о д е л и ....................................  77
5.2 Стохастические дискретные м о д е л и ........................................ 80
5.3 Постановка задачи и д ен ти ф и к ац и и .......................................  82
Л и те р ат у р а .................................................................................................  85



Предисловие

Предисловие

5

На простейших примерах в учебном пособии подробно исследуется фе
номен неустойчивости вв1числителвнв1х задач и даются основнвге под
ходи: по преодолению численник "катастроф". При решении некото- 
pBix математических задач встречаются ситуации, когда казалосв бы, 
незначителБнвге возмущения (погрешности) исходник данник (напри
мер, при записи их в компвютер) влекут катастрофические последствия 
в резулвтате. Это явление связано с неустойчивоствю (некорректно- 
ствю) задачи -  малвге изменения данник задачи вызывают большие 
изменения в решении. Д ля так называемых хорошо поставленных про
блем традиционные вычислительные методы работают вполне надеж
но, однако их использование для решения неустойчивых (некорректно 
поставленных) задач не безопасно.

Основная задача, которая рассматривается в данном учебном по
собии, -  это решение приближенных систем линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ).

Наличие неизбежных погрешностей (неточностей) в задании коэф
фициентов как в правой так и в левой (матричном операторе) её частях, 
порождённых конечной точностью представления чисел в ЭВМ приво
дит к неопределённости искомого решения.

Как было указано А.Н. Тихоновым, при построении решения СЛАУ 
принципиальным фактором является наличие погрешности задания 
правой части и матрицы. Классические алгоритмы решения СЛАУ, ос
нованные на концепции абсолютной точности, при наличии погрешно
стей не могут быть положены в основу универсальных вычислительных 
программ для ЭВМ в силу неустойчивости к погрешностям.

В учебном пособии рассматриваются два близких, но в тоже время 
различных, класса проблем: плохо обусловленные и некорректные за
дачи, которые с точки зрения применимости численных методов, явля
ются аномальными. Любой "нормальный" метод (алгоритм), предна
значенный для решения "нормальной" (корректной) задачи, как пра
вило, для них работать не будет: либо результат будет неправильным, 
либо произойдет останов ЭВМ в случае, когда выполнить требуемое 
программой действие невозможно (разделить на 0 и т.п.).

Подобные задачи возникают во многих областях науки и техники: 
геофизике, радиоастрономии, спектроскопии, экономике, медицинской 
и технической диагностике, обработке и интерпретации данных физиче
ских экспериментов. Тем не менее долгое время считалось, что подоб
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ного рода задачи не могут описывать реальных явлений и находятся 
вне рамок вычислительной математики. Приводимая при этом аргу
ментация сводилась к указанию на их аномальные свойства, что якобы 
делает невозможным их решение. Дело в том, что для некорректных 
задач малые возмущения в исходных данных могут приводить к сколь 
угодно большим изменениям решения (неустойчивость задачи). Так как 
при действии с вещественными числами избежать внесения возмуще
ний нельзя (из-за операции округления), то полученное решение прак
тически бесполезно, поскольку нет гарантии его близости к искомому 
решению. Следовательно, в рамках традиционной концепции прибли
женного решения, отвечающего приближенным данным, некорректные 
задачи не могут быть решены.

Благодаря основополагающим работам А.Н. Тихонова, В.К. Ивано
ва, М.М. Лаврентьева и их последователей (особенно следует отметить 
работы В.А. Морозова) разработаны регулярные (устойчивые) методы 
решения некорректно поставленных задач. Таким образом, они полу
чили статус "законных" задач. Сама природа не позволяет сделать их 
решение чисто технической процедурой. Тем не менее возможность по
лучения достоверных результатов при наличии неустойчивости сейчас 
никем не оспаривается.

Центральным понятием, объединяющим все методы решения некор
ректных задач, является понятие регуляризирующего алгоритма [17]. 
На первый взгляд оно достаточно парадоксально: прежде чем решать 
задачу, нужно должным образом "исказить" исходное уравнение, вы
брав специальным образом уровень "искажения". Дело в том, что регу- 
ляризованная задача с точки зрения численного решения оказывается 
существенно лучше: она корректна, устойчива.

В учебном пособии использован ряд методических приемов из учеб
ников, написанных А.Н. Малышевым [14], Д-В. Беклемишевым [3], 
Ф.Р. Гантмахером [6], Г.С. Шевцовым [20], Дж . Деммелем [9], Дж. Го
лубом и Ч. Ван Лоуном [8], Л.Н. Трефезеном и Д. Бау [24].

Автор благодарит свою коллегу по кафедре прикладной математики 
СГАУ доц. С.Ю. Гоголеву, оказавшей помощь в подготовке книги к 
изданию.



Г л я в я  1

Вспомогательные сведения из 
линейной алгебры

1.1. Арифметические пространства
В вычислительных методах линейной алгебры под линейным (вектор
ным) пространством над полем вещественных чисел понимается ариф
метическое п-мерное линейное пространство Е™, элементами которо
го являются вектор-столбцы вида х  = ( х \ , . . .  , х п)Т , составленные из 
фиксированного числа п  вещественных компонент (координат) Xi G К, 
1 <  г <  п, где Т  -  знак транспонирования. Аналогично под линейным  
(векторным) пространством над полем комплексных чисел понимает
ся арифметическое п-мерное линейное пространство С™, элементами 
которого являются вектор-столбцы вида х  = ( ад , . .. , ад)т , составлен
ные из фиксированного числа п  комплексных компонент (координат) 
Xi G С, 1 <  г < п.

Если х  =  ( а д , ,х п)Т и у  =  (гд, . . .  ,уп)т -  элементы Е™ (или Сга), а 
a  G Е  (или a  G С), то сумма х  +  у = (Х\ +  у \ , . . . ,  х п +  уп)т и произведе
ние на скаляр а х  = ( ш д , . . .  , о;жга)т  принадлежит пространству Е га(Сга). 
Условия замкнутости относительно сложения векторов и умножения на 
скаляр характеризуют абстрактное понятие линейного пространства. 
При этом в линейном пространстве выполняется система аксиом:

х  + у = у + х, х  +  (у +  z) =  (х +  у) +  л,

х  +  0 =  х, х  +  (—ж) =  О, 

а (х  +  у) = а х  +  ау, (а  +  (3)х =  а х  +  f3x, 1 • х  =  х,

7
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где x , y , z  £ Rra(Cra), 0 =  ( 0 , . . . , 0 ) т  -  нулевой вектор пространства 
Rra(Cra), а,(3 £ К (С) и 1 -  вещественные скаляры, —х  =  (—Г)х. К ак 
правило, вместо х  +  (—у ) пишут х  — у. Символ 0, как обвгано, будет 
обозначатв нулевой скаляр, нулевой вектор или нулевую матрицу, т.е. 
структуры, состоящие толвко из нулевых элементов; тип структурв 1 и 
ее размеры, если не указаны явно, определяются контекстом.

Аналогичнвш образом можно рассмотретв пространство R™ (или 
Сп), образованное вектор-столбцами. В далвнейшем, если не оговорено 
иное, предполагается, что линейное пространство R™ (или Сга) образо
вано вектор-столбцами.

Введем теперв важное понятие подпространства линейного прост
ранства R™. В дальнейшем в этом разделе будет рассматриваться лишь 
пространство R™, хотя все результаты распространяются и на С™. Мно
жество С векторов из R™ называется подпространством пространства 
R™, если оно замкнуто относительно сложения и умножения вектора на 
число (соответственно из К или С), т.е. если

1° вместе с каждым х  множество С содержит и все векторы вида а х  
(ах  £ С),

2° вместе с векторами х, у  множество С содержит их сумму х  +  у 
(х +  у £ С).

Подпространство С может состоять лишь из одного вектора - ну
левого. Такое подпространство назовем тривиальным. Нетривиальное 
подпространство, не совпадающее с R™, называется собственным. На
пример, все векторы из R 3 вида (ж1 ,ж2,ж3) =  (£ +  2rj, 2£ +  г), 3£ +  3rj) 
образуют собственное подпространство R 3.

Введем понятие базиса подпространства С пространства R™.
Линейной комбинацией векторов х ^ \ х ^ 2\ . . .  , ж1-^ £ С С R™ с коэф

фициентами схк назовем вектор вида
к

х  = ацж ^ +  а 2 Х ^  +  . . .  +  аих^  ауж^.
3 = 1

Система векторов (ж1-1), ж ® , . . .  , ж1-^} называется линейно зависи
мой, если можно подобрать такие коэффициенты сд, « 2 , . . . ,  ад, среди 
которых хотя бы один отличен от нуля, что линейная комбинация х  = 
=  a jX ^  является нулевым вектором. Бесконечная система векто
ров из R™ называется линейно зависимой, если линейно зависима одна 
из ее конечных подсистем.

Система векторов {ж*-1-1, х ^ , . . .  , ж1-^} линейно независима, если ра
венство a j X ^  =  0  В Ы П О Л Н Я е Т С Я  Л И Ш Ь  П р и  СД =  « 2  =  . . . =  О Д =  0 .



1.1. Арифметические пространства 

П р и м е р .  Векторы из М3

9

линейно зависимы, так как + ж (-2-) — Зх (-3-) =  0. В то же время х ^ ,  х (-2-)
линейно независимв1 , так как из векторного равенства а \ Х ^  + а 2х ^  =  0 
следует, что ct! =  ск2 =  0.

Легко убедитвся, что система ненулеввгх попарно ортогоналвнв1х 
векторов пространства К™ всегда линейно независима. Действителвно, 
пуств УДД д ^ х ^  =  0. Умножим это равенство скалярно на х ^ \  
1 <  j  < m. Так как { х ^ , х ^ )  =  0 при i ф j ,  то получаем в резулвтате 
уравнение a j ( x ^ \ x ^ )  =  0, 1 <  j  < m. Следователвно, ay =  0, 
1 < j  < rri.

Максималвная система линейно независимвгх векторов подпрост
ранства С назвшается базисом С ; другими словами, система линейно 
независимвгх векторов {ж1-1) ,х^2\  . . .  , х ^ }  С С является базисом под
пространства С, если любой вектор х  Е С представим в виде х  =  а ц ж ^ Т
+Oi2X ^  +  . . . +  OikX^.

Можно показатв, что каждое нетривиалвное подпространство С про
странства К™ имеет базис и все базисв1 одного подпространства С состо
ят из одинакового числа векторов. Это число назвшается размерностью 
подпространства С и обозначается dim С. Размерности тривиалвного 
(нулевого) подпространства {0} полагаем равной нулю.

Важно отметитв, что каждое нетривиалвное подпространство С име
ет ортонормированиям базис и что любая ортонормированная система 
векторов подпространства С может 6bitb дополнена до ортонормиро- 
ванного базиса этого подпространства.

П р и м е р .  В качестве С рассмотрим Жп. Стандартнвш (ортонорми
рованиям) базис М™ - это набор п  векторов е ^  =  (0, . . .  , 0 , 1 , 0 , . . .  , 0)т , 
содержащих 1 в г-позиции и 0 в осталвнвгх. Поэтому dim К™ =  п.

В силу определения базиса подпространства С пространства К™ лю
бой вектор х  Е С представим в виде х  = ^2^=1 a j x ^ , где х ^ , х (-2-), . . . ,  х ^  
- базис подпространства С. Коэффициентв 1 ау определенв1 однозначно. 
Действителвно, пуств х  =  P jX ^  - ДРУгое представление вектора х
через базис х ^ \ х ^ 2\  . . .  ,х^к\  Тогда, очевидно, что

(ау -  /Д)ж(1) +  (а2 -  /32)ж(2) +  . . .  +  (ад -  (Зф х^  =  0.
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Из линейной независимости векторов базиса х^к\  1 <  j  < к, следует, 
что otj — (3j =  0 для всех j  =  1, 2 , . . .  , к. Коэффициентв 1 ау в разложении 
вектора х  =  Y^j=i OijX^ по базису х 1'1\ х <'2\  . . .  , х ^  подпространства С 
называются координатами вектора х  в базисе х ^ \ х ^ 2\  . . .  , х ('к\

С помотттью координат векторов в базисе х^1\  х^2\  . . .  , х ^  подпро
странство С G R™ можно отождествлять с пространством Жк, т.е. лю
бой вектор х  G С G Е™ можно представить в виде х  =  {х\ , ,Хк)Т , 
где Xi - координаты х  в базисе х ^ \ х ^ 2\  . . .  , х ('к\  Фактически и ариф
метическое п-мерное пространство Е™ является множеством векторов 
с компонентами (координатами) разложения по стандартному базису 
е(1), е (2), . . .  , е (га).

Базис подпространства С пространства Е™ дает возможность опре
делить это подпространство конструктивно: множество векторов из С 
состоит из всех линейных комбинаций векторов базиса, другими слова
ми, является линейной оболочкой базиса. Линейная оболочка любой си
стемы векторов х ^ \ х ^ 2\  . . .  , х^к\  обозначаемая через span(x(-1\  х 2̂\ . . . ,  
х (-fc-)), образует подпространство размерности га, m  < к. Преимущество 
базиса перед другими системами векторов, которые имеют одинаковые 
линейные оболочки, заключается в том, что в разложении векторов по 
базису коэффициенты определяются однозначно.

Некоторые подпространства возникают естественным образом в свя
зи с матрицами. Так, с т х  и-матрицей А  связано пространство столб
цов im А  (или образ матрицы), т.е. линейная оболочка столбцов мат
рицы А,

im А  = span(ai, a2, ■ ■ ■, ап) = {у  G Е т  : А х  = у, \/ х  G Е™},

где А  = (а 1 , а2, • • • , ап). Пространство строк матрицы А  это im А Т.
Пространства строк и столбцов матрицы А  имеют одинаковую раз

мерность, называемую рангом матрицы  и обозначаемую через rank Л. 
Говорят, что матрица А  размера т  х п имеет, неполный ранг, если 
rank Л <  ш т {т ,п),  и полный ранг, если rank Л =  т ш {т ,п).  Заметим, 
что гапкРЛ<5 =  rank Л для любых невырожденных матриц Р  и Q.

Можно показать, что вырожденность п  х и-матрицы Л эквивалентна 
существованию такого ненулевого вектора х, что А х  =  0. Следователь
но, квадратная матрица Л порядка п  невырождена, если rank Л =  п, и 
вырождена, если rank А  < п.

Определим правое нуль-пространство т  х и-матрицы Л (или ядро 
матрицы ) как множество

ker Л =  ( i  G М" : А х  =  0}
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и соответственно левое нулв-пространство матрицв1 А  как ker А т = {у  G 
К™ : А ту =  0}. Несложно показатв, что

rank А  = п — dim ker А  = m  — dim ker А т.

1.2. Матричная алгебра
1.2.1. О п р ед е л ен и я  и о б о зн ач ен и я . Приведем определения и обозна
чения из матричной алгебры исполвзуемые в данном учебном пособии.

Rraxn (Cmxn) - множество вещественных (комплексных) m  х л-мат- 
риц, имеющих m  строк и п  столбцов;

ciij (г =  1, . . .  ,m , j  =  1, . . .  ,п) - элементы матрицы A  G ]Rmxra) А  =

0 G ]Rmxra - матрица, состоящая из нулей (или 0тхга);
d i ag (dn , . . .  , dnn) G Wnxn - диагоналвная матрица (ее диагоналвные 

элементы равны da, а вне диагоналвные - нулю);
Е п G М.пхп - единичная матрица, Е п =  d i ag ( l , . . .  , 1) (если из кон

текста очевиден порядок единичной матрицы, то матрица обозначается 
без индекса - Е)]

Ai(В ) , . . .  , Ап(В) - собственные числа матрицы В  G Мгахга, т.е. корни 
характеристического уравнения

det(£> — А Е п) = 0;

Amin (В) = min A i(B), Атах(Б) =  max А ДБ);1 <i<n 1 <i<n

Аг =  Аi(A), i = l , . . . , n ,  A  G Е гахга.

Квадратная матрица U = (мц) G М.пхп называется верхней тре
угольной, если все ее элементы ниже главной диагонали равны нулю, 
т.е. Uij = 0 V* >  j  (соответственно, квадратная матрица L = ( )  G М.пхп 
называется нижней треугольной, если все ее элементы ниже главной 
диагонали равны нулю, т.е. =  0 V* <  j  .

Следом квадратной матрицы A  G Кгахга называется сумма ее диаго- 
налвных элементов tr  А  = У~)7-1 о,ц.

Матрица A  G М.пхп называется невырожденной, если det А  ф 0.
Обратной для невырожденной матрицы A  G Кгахга называется такая 

матрица И-1 G Е гахга, что А -1 А  = А А ~ Х = Е п.
Квадратная матрица А  называется симметричной, если А  = А Т . 

Квадратная матрица А  называется эрмитовой, если А  = А*, где А* -  
матрица эрмитово сопряженная к матрице А, т.е. А* = А Т .
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Симметричная матрица A  G Мгахга называется положительно (неот
рицательно определенной, если Va G Кга\{0} выполнено аТАа > 0 (со
ответственно, атАа > 0).

- множество неотрицателвно определеннвтх квадратнвтх матриц 
порядка п.

- множество положителвно определеннв1х квадратных матриц 
порядка п.

Д ля любых матриц А , В е  Шд записи А  > В  (А > В)  означает, что 
А  — В  G (соответственно, А  — В  G Кд)-

Матрицв1 называются согласованными относителвно некоторой опе
рации, если эта операция определена.

1 .2.2. С и м м е тр и ч н ы е , п о л о ж и те л ьн о  и н ео т р и ц ател ь н о  оп
р е д ел е н н ы е  м атр и ц ы .

Т ео р ем а  1.1 (теорема о спектральном разложении). Если А  = А т G 

Мгахга; то выполнено

Р ТА Р  = А, А  = Р А Р Т. (1.1)

где Р  -  ортогональная п  х п-матрица (т.е. Р ТР  = Р Р Т = Е п), 
столбцами которой являются ортонормированные собственные век
торы матрицы А, А =  diag (Ai, . . . ,  Ага) ; где А г -  собственные числа 
матрицы А.

Доказательство имеется в [4, 6, 16].

Т ео р ем а  1.2. Матрица A  G Мгахга неотрицательно определена тогда 
и только тогда, когда существует матрица F  G Мгахга; такая, что 
А  = F F T .

Т ео р ем а  1.3. Матрица A  G Мгахга положительно определена тогда и 
только тогда, когда существует невырожденная матрица F  G Мгахга; 
такая, что А  = F TF .

В теоремах 1.2 и 1.3 необходимость вытекает из теоремы 1.1, а до
статочность -  из определения неотрицательной (положительной) опре
деленности.

Т ео р ем а  1.4. Любую матрицу A  G №.> можно представить в виде 
А  =  F F T, где матрица F  G Мгахга невырождена и является верхней 
треугольной.
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Доказательство имеется в [6].

Т ео р ем а  1.5. Если А  Е ВДб то

П
А* >  0, аы > 0 ,  det А  = Д  А*,

г= 1

( 1 .2 )

где i, j  =  1 , . . . ,  п.
Если А  Е то

Ai > 0, ац > 0, det А  >  0, < (ац +  cijj)/2, i, j  =  1 , . . . ,  п.

Т ео р ем а  1.6. Если А  Е В  Е А  +  В  Е

Т ео р ем а  1.7. Если А  Е то A -1 G

Т ео р ем а  1.8. Пусть А  Е В  Е Rraxm; rank В  = т  < п. Тогда 
В ТА В  Е . В частности, В ТВ  Е .

Доказательство теорем 1.5 -  1.8 вытекают из определений неотри
цательной и положительной определенности матриц и теорем 1.1 -  1.3. 
Комментария требует только вывод формулы 1.2. Эта формула следует 
из того, что

(ei — ej )T A(ei  — еД =  e j А ц  +  e j A a j  — 2e j A a j  = ац +  ajj  — 2ац >  0,

где G К™ -  вектор, все компоненты которого равны нулю кроме г-й, 
равной единице.

Т ео р ем а  1.9. Пусть матрица А  Е №.> симметрична, Ai >  . . .  >  \ п -  
ее собственные числа и р \ , . . .  ,рп -  соответствующие им ортонорми- 
рованные собственные векторы. Тогда

причем экстремумы достигаются соответственно на р г и рп .

(1.3)

(1.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формулу (1.1) перепишем в виде:

П П

A  =  Y 1  XiPiPi ’ PiPi =  E n -
i=  1 i=  1

В силу того, что {рД™=1 -  базис в Е™ любой вектор a G Е™ представим 
в виде

П

a = ^2 CiPi.
i=  1

Поэтому

i=  1 \ i= l  /

Очевидно, что супремум и инфимум этого выражения относительно 
векторов (c i , . . .  ,сга)т  равны соответственно Ai и Ага, причем супремум 
достигается при a = р\, а инфимум -  при a = рп . □

1.2.3. С лед .

Т ео р ем а  1.10. а) Если А  е  Е гахга; с б К ,  mo t r  А  = t r H T; t r  сА = c t r H ;
б) если А,В<Е Е гахга; то

t r  (А  +  В ) = t r  А  +  t r  В] (1.5)

в) если A  G Е гахт; В  G Е тхга; то

t r A B  = t r B A ; (1-6)

г )  если а,Ь G Е га; то
tr  abT = t r  атЬ;

д) если A  G Е гахга; b G Е га; т о

tr  (AbbT) =  tr  (bbT А) = bT Ab;

е) если, A, P  G E raxra; P T P  =  Е Д  m o

t r P A P T =  t r A  (1.7)

Все утверждения теоремы легко следуют из определения операции 
trace (след).
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Т ео р ем а  1.11. Если А  -  симметричная матрица из Мгахга; то

П

trA  =  ^ A i ,  (1.8)
i= 1

п

AAs = Y ,K ,  s =  - l , 0 , 1 , 2 , . . . .
i= 1

Доказательство следует из теоремы 1.1 и (1.7) с учетом того, что 
при Р Р Т = Е п выполнено (P TA P ) S = Р тA SP.

Т ео р ем а  1.12. Пусть А  -  симметричная п  х п-матрица. Необходи
мым и достаточным условием ее неотрицательной определенности 
является выполнение для всех В  G Кд неравенства t r  А В  > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме (1.1) имеем

П

А  = P A P  = ^2 Л№ Т>
i= 1

где Pi -  ортонормированные собственные векторы матрицы А, соответ
ствующие собственным числам Отсюда следует:

П  П

tr  А В  = t r  A ̂ p j  В  = ^2 A p J  В  pi.
i= 1 i= 1

Поскольку В  G Мд, величины p j  В  pi (г =  1, . . .  ,п)  неотрицательны.
Если A  G Кд, то по теореме 1.5 Д  >  0, поэтому tr  А В  >  0. С другой 

стороны, если tr  А В  >  0 для всех В  > 0, то это справедливо и для 
матрицы В  = PipJ■ Следовательно,

tr  ApipJ = t r  ^jPjpJ^j PipJ =  Д  >  0.

Отсюда с учетом теоремы 1.1 следует, что А  >  0. □
1.2.4. Р ан г .

Т ео р ем а  1.13. Д л я  любых согласованных матриц А, В  выполнено
а) rank ПН < min( rankH,гапкП);
б) rank (А  +  В) < rank А  +  rank П.
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Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Столбцы матрицы А В  являются ли
нейными комбинациями столбцов матрицы А, поэтому число линейно 
независимых столбцов в матрице А В  не больше, чем в матрице А. Сле
довательно, rank АН <  rank А. Аналогично rank АН <  rank В.

б) Пусть матрицы А  ж В  имеют размер р  х q. Обозначим через 
ар, . . .  , aq и Ь\,. . .  , bq столбцы матриц А  и В  соответственно, и пусть

D = (А, В) = (ар, . . .  ,aq,b i , . . .  ,bq)

есть блочная матрица, составленная из матриц А  ж В.
Запишем матрицу А  +  В  в виде

А  +  В  =  (ар +  Ъ\, . . . , CLq +  bq).

Поскольку размерность пространства, порожденного набором векторов 
(« 1 , . . .  , aq, b \ , . . .  , bq) не меньше, чем размерность пространства для век
торов (оц +  Ь\ , . . . ,  aq + bq), то rank (А +  В) < rank П.

Покажем теперь, что гапкП  <  rank А  +  rank В.  Д ля этого удалим из 
набора (ар, . . . ,  aq, b \ , . . .  , bq) все векторы bi, линейно зависящие от век
торов cij (j = I , . . .  ,q). Матрицу, составленную из оставшихся векторов 
bi , обозначим через _£>*. Имеем:

rank D = rank А  +  rank И*, 
rank И* <  rank В ,

откуда и вытекает требуемое. □

Т ео р ем а  1.14. Пусть А  е  Rraxm; В  е  Е гахга; С  G Rmxm; det В  ф 0; 
det С ф 0. Тогда

rank ПАС =  rank А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предыдущей теоремы

rank А >  rank АС >  rank A C C -1 =  rank А.

Поэтому rank А =  rank АС. Аналогично rank А =  rank В А С .  □

Т ео р ем а  1.15. Если матрица симметрична, то ее ранг равен числу 
ненулевых ее собственных значений.

Доказательство следует из теорем 1.1 и 1.14.
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1.3. Нормы векторов и матриц
1.3.1. В ек т о р н ы е  н орм ы . Пусть V  -  линейное пространство, веще
ственное или комплексное. В дальнейшем под линейным пространством 
V  будем понимать R™ или С™. Нормой в линейном пространстве V  на
зывается отображение || • || : V  —> К, ставящее в соответствие каждому 
вектору х  Е  V  число ||х|| Е  R и удовлетворяющее аксиомам: Vx,y  Е V, 
a  Е Е(С)

1) И  > О, И  =  О х  = О (неотрицательность),
2) ||а:х|| =  |сс| • НжН (однородность),
3) ||х + у | |  <  ||х|| +  ||у|| (неравенство треугольника).
Линейное пространство V  с заданной на нем нормой || • || называ

ется линейным нормированным пространством. Число ||х|| называется 
нормой вектора х.

Наиболее употребительными в арифметических пространствах яв
ляются:

1. Октаэдрическая норма вектора (1-норма)

П

INK =  2 2  Ы -
k=  1

2. Евклидова или сферическая норма вектора (2-норма)

\Х 2 \ Х \ \ е  — \ \XkI5
к=  1

3. Кубическая норма вектора (3-норма)

|х||оо =  max \xk\.
1< к< п

4. Норма Гёлъдера (р-норма)

1 / р

\х\ 22 \Хк\" 1 <  р < ос.

Нетрудно заметить, что первые три векторные нормы являются час
тным случаем нормы Гёльдера, соответственно для р  =  1,2, оо.

1.3.2. Э к в и в ал е н т н о с т ь  н орм  в к о н еч н о м ер н о м  п р о с т р а н 
стве. Две нормы ||х ||i и ||х | | 2  в линейном пространстве V  называются
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эквивалентными , если существуют такие числа с\ >  О, С2  >  О, что для 
любого вектора х  G V  выполняются неравенства

IMIl <  Ci||x||2 и 11*112 <  C2||x||i.

Т ео р ем а  1.16. В конечномерном пространстве любые две нормы эк
вивалент,ны.

Доказателвство имеется в [11].
1 .3 .3 . Н о р м ы  м атр и ц . Под нормой матрицы А  с действителвнвши 

или комплекснвши элементами понимают действителвное число ||Д||, 
т.е. отображение ||Д|| : ]gyTlxra(([yTlxra) —> К, и удовлетворяющее аксиомам:

1) \\А\\ >  О, ||И|| =  0 А  =  0 (неотрицателвноств),
2) ||аД || =  |ск| • ||Д|| (однородности),
3) ||И +  _Е>|| <  ||Д|| +  ||5 1| (неравенство треуголвника),
4) \\АВ\\ <  ||Д|| • ||5 1| (мулвтипликативноств)

У А, В  G ]Rmxra(Cmxra) (согласованнв1х относителвно указанных опера
ций матриц) и У a  G К(С).

Иногда в определении нормв1 матрицв 1 ограничиваются лишв пер- 
ВВ1МИ тремя аксиомами. В таком случае норму матрицв1 назвшают обоб
щенной.

Примерами матричных норм матрицв1 А  =  (щД являются:
1) P I H E I E E ^ M ;
2) ll- l̂li =  maxi<j<ra Е Д )i \ач\ ~ максимально столбцовая норма;
3) Н̂ Цоо =  m ax i< K m E "=1 \a%j\ ~ максимально строковая норма;

4) 1И1Ы= ( E r = i E " = i l 4 l 2) 1/2.
Норма ||П ||е  назвшается евклидовой (сферической, Фробениуса, Ш у

ра) матричной нормой.
Д ля матрицы

/ 1 2 3 \
4 5 6
7 8 9

V 10 11 12 /
все эти нормв1 будут иметв соответственно значения:

1. Р | |  =  Е ™ 1Е ^ 1 К- |  =  1 +  2 +  . . .  +  12 =  78.

2. || А|| 1 =  maxi<j<ra E j= i \aij\ =  m <5-x (l +  4 +  7 +  10, 2 +  5 +  8 +  11, 3 +  
6 +  9 +  12) =  max(22, 26, 30) =  30.
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3. Ц-АЦоо — maxi<j<m X j= i |cpj| — m ax(l +  2 +  3, 4 +  5 +  6, 7 +  8 +  9,10 +  
11 +  12) =  m ax(6 ,15, 24, 33) =  33.

/  \  1 / 2  ,  ,_____

4- IHIIe = ( E “ , E"=, Ы 2) = Cl2 + 22 + • • • + 122 = VS50.

Норму матрицы A  G ]Rmxra (Cmxn) называют согласованной с век
торной нормой, если для любого вектора х  G Мга(Сга) выполняется усло
вие

||Аг|| <  \\А\\ ■ \\х\\.

Часто норму матрицв1 А  вводят через нормв1 векторов, полагая

II дм ЦбЫ||Л|| =  sup ——— =  sup ||Az||.
ii+O Н̂ Н |Р||

Такую норму матрицв1 называют матричной нормой, подчиненной 
векторной норме, или матричной нормой, индуцированной векторной 
нормой.

Нетрудно показазатв, что любая матричная норма единичной мат
рицы Е п , подчиненная векторной норме равна 1. Из этого ф акта непо
средственно следует, что сферическая (евклидова) матричная норма не 
подчинена никакой векторной норме.

Приведем примерв1 подчиненных матричных норм.

1. Д ля октаэдрической нормв1 вектора ЦжД, подчиненной нормой 
матрицв1 А  является

т

ЦНД =  max Iаф.
i=1

2. Д ля евклидовой (сферической) нормв1 вектора ЦжЦг, подчиненной 
матричной нормой является спектральная матричная норма

|| А х
2 =

2 и , и /------- ГТ-sup -г—п— =  sup 11 А х  112  =  . /  max |А*
хцо I f | | 2 ipiu V i<t<nt+0 IFH2

где Aj =  Ai(A*A), i = 1, 2 , . . . ,  п.

3. Д ля кубической нормв1 вектора ||Д|оо) подчиненной матричной 
нормой является

П

. £
3 = 1

оо — max у ciij |.
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М ежду различными матричными нормами устанавливаются опре- 
деленнвге соотношения. Особенно много таких соотношений приведено 
в [19].

1.3.4. С ходим ость по норме.

У твер ж ден и е 1.1. В норм ированном  прост ранст ве V  от ображ ение  
р : V  х  V  —> К, определенное равенст вом

р ( х , у )  =  \ \ х - у \ \ ,  У х , у е У ,

является метрикой.

Аксиомы метрики непосредственно вытекают из аксиом нормы. □  
Таким образом, в нормированном пространстве можно ввести рас

стояние между векторами и, значит, пользоваться предельным перехо
дом. Последовательность векторов {ж1-^} в нормированном простран
стве V  называется сходящейся по норме к вектору а Е V, если 
lim ||ж ^  — а|| =  0, при этом вектор а называется пределом последо-
к—»оо
ват елъ ност и  {ж1-^} по норм е  || • ||.

О б о з н а ч е н и е :  lim х ^  = а или х ^  —> а.
к—»оо

У твер ж ден и е 1.2. Сходящаяся по норме последовательность имеет 
единственный предел.

Д о к а з а т е л ь с т в о  повторяет доказательство аналогичной 
теоремы для числовой последовательности [12] и основано на аксиоме 
треугольника: ||а — Ь|| =  ||а — х ^  +  х ^  — Ъ|| <  ||ж ^  — а|| +  ||ж ^  — Ъ||, где 
а и b -  два предела последовательности х^к\  □

Пусть жо G V  и г >  0. Множество S(xo,r)  =  {ж G V  : ||ж — жо|| =  г} 
называется сферой радиуса г с центром Жо по норме || • ||, а множество 
В (х о ,г ) =  {ж G V  : ||ж — Жо|| <  г} -  замкнутым шаром радиуса г с 
центром Жо по норме || • ||.

В дальнейшем сферы и шары по евклидовой норме || • Ц2  будут обо
значаться символами S e {xo , t ) и В е {хо , г ).

У твер ж ден и е 1.3. Из лю бой последоват ельност и вект оров  ж ^ Е 
В е (хо , г ) (и ли  Бе (хо , г ))  м о ж н о  вы делит ь подпоследоват ельност ь, 
сходящ ую ся по норм е  || • Ц2 к вект ору а Е В е (хо, г ) (Se (xq , г) соот вет 
ст венно).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности можно считать, 
что Жо =  0. Доказательство проведем для сферы S E(r) =  {ж Е V  : 
IIх II2  =  ?"}• Пусть e i , . . .  , еп -  ортонормированный базис пространства V  
И  X ^  = Y^=l ег £ S E{r). Тогда

\  1 / 2

Н^ | | 2 =  | 'Г, К  Т  | =Г.Лк) ||„ -  I ^ 2  n (fc)l2
ч г = 1

Это означает ограниченность координат векторов рассматривае
мой последовательности. Согласно теореме Больцано-Вейерштрасса [12] 
из этой последовательности можно выделить сходящуюся (покоорди
натно) подпоследовательность Пусть ж̂ ™-* имеет координаты
ж^т \  . . .  , жп т\  сходящиеся соответственно к щ , . . .  , ап. Положим а =
ЕП грi=1a,iei. 1огда

1/2

„(km) _  ЩЦ _  j у  ' l^km) 

Д = 1

2

следовательно, подпоследовательность {ж̂ ™-*} сходится к вектору а по 
евклидовой норме.

Покажем, что a Е S E(r). Действительно, в очевидном неравенстве
IIMI — 1Ы11 <  ||ж—у\\ положим ж =  ж^т ), у  =  а. Тогда | ||ж^т  ̂ ||2 — ||а ||2 1 Д
||ж^т ) — а ||2 , откуда следует, что

||ж( т̂ ) ||2 -  \\х[кт) -  а | |2 <  ||а ||2 Д l k (fcm)||2 +  \\х[кт) -  а ||2

или, с учетом того, что Цж̂™-* — а ||2 —> 0,

11 ж ) 112  — е < ||а ||2 Д ||a; (-f c m ') | | 2  +  е, У £ > 0,

если т  достаточно велико. Следовательно, 11||2 = г и а Е S E(r)• П 
Пусть || • || 1 и || • | |2 Дв е  произвольные векторные нормы в пространстве 

V. Тогда из теоремы 1.16 об эквивалентности норм в конечномерном 
пространстве непосредственно следует, что в конечном ерном  прост ран
ст ве из сходим ост и по одной норм е следует  сходим ост ь по лю бой дру
гой норм е , так как
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1.4. Сингулярное разложение матриц
1.4.1. С ингулярны е числа и векторы  матриц. Возможность по
строения для симметричной (эрмитовой) матрицы канонического раз
ложения с ортогональной (унитарной) трансформирующей матрицей 
позволяет для произвольной (га х л)-матрицы получить аналог такого 
разложения. В дальнейшем все изложение ведется для матриц из Cmxra, 
поэтому все результаты справедливы также для матриц из Rmxra. При 
этом символ ” * ” эрмитова сопряжения необходимо заменить на знак 
транспонирования ”Т ” . Прежде всего заметим, что для произвольной 
матрицы А  £ n mxra ранга г матрицы А* А  и АА* являются симметрич
ными (эрмитовыми) матрицами ранга г и порядков соответственно п 
и т. Причем они неотрицательны. Поэтому собственные числа таких 
матриц являются действительными неотрицательными числами.

Обозначим собственные числа матрицы А*А  через a 2, а 2, . . . , а 2 и 
будем считать, что о\  >  о\  >  . . .  >  о 2п (сц ф 0 при i = 1, , г).  Оператор 
с симметричной (эрмитовой) матрицей А* А  имеет ортонормированную 
систему собственных векторов е\,  в2 , • • • , еп соответственно по a f , a f , , 
сС, т.е. таких векторов е\,  в2 , • • • , еп , что

Эта система векторов переводится оператором с матрицей А  в неко
торую ортогональную систему векторов А е i, А е 2 , • • • , Аеп, так как

Поэтому вектор Эщ отличен от нулевого вектора тогда и только 
тогда, когда сц У 0, т.е. при i = 1, г. Нулевой вектор Aei является 
собственным вектором оператора АА* по собственному значению а 2, 
так как

Верно и обратное. Следовательно, ненулевые характеристические чис
ла матриц А* А  и А  А* совпадают с учетом их кратностей и их число 
равно г, а кратности нулевого собственного числа этих матриц равны

при i =  j ;
(1.9)

(Aei.Aej) = (A*Aei.ej) = £ { е ъ,е )̂ =  0 при / /  j

Кроме того, модуль вектора Aei равен сц, так как

\Aei

AA*{Aei) =  A{A*A)ei =  A (a 2ei) = a 2 Aei.
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соответственно п — г и m  — г. Общих собственник чисел у матриц А*А  
и АА* будет s =  m in(га, п).

Арифметические значения щ , ау, . . .  , сц (<7j Д 0 при i = 1, г) корней 
квадратнвк из общих собственник чисел матриц А* А  и А  А* называют- 
ся с и н гуля р н ы м и  (или гл а в н ы м и ) ч и сла м и  м арицы  А.

В пространстве С™ примем за базис ортонормированную систему 
ер ег, • • • , ега собственник векторов оператора с матрицей А* А и постро
им ортонормированную систему векторов

Aei Aei , Aer Aer
J i =  n — г = ---------> ■■■ i J r|Aei | cn ’ ’ И ег | ay

Дополним эту систему любыми векторами f r+\ , . . .  , f m до ортонормиро- 
ванного базиса в Ст . По построению векторв1 Д , Д , . . .  , f m удовлетво
ряют соотношениям

j  а , /„  п Р . . < г ,  (1.Ю)
[ 0, при г >  г. v 7

Умножая эти равенства слква на А* и учитвшая, что A* Aei =  of ер 
получим соотношения

n p „ i < r ,  u
[ 0 ,  при г > г.

Ортонормированнвге базисв1 ei, ег, • • • , еп и Д , / 2, . . .  , / т  пространств 
С™ и С "\ связанные соотношениями (1Л0) и (1.11), называют сингуляр
ными базисами. Причем векторв1 ei, ег, • • • , ега называют правыми син
гулярными векторами матрицы  А, а векторв1 Д , Д , . . .  , f m ~ ее левыми  
сингулярными векторами.

Оператор, имеющий в паре исходник базисов пространств С™ и Ст  
матрицу А, в сингулярньк базисах ер ег, • • • , еп и Д , Д , . . .  , f m этих про
странств, в силу определения матрицы оператора и соотношений (1.10), 
имеет (га х гг)-матрицу

У =

(  Ол 0 \

(7 р

V 0 ° /
При этом из формулы, устанавливающей связи между матрицами 

одного и того же оператора в разнвк  базисах, получаем

А =  QT.P*, (1.13)

А . 12)
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где Р  -  ортогональная (унитарная) матрица порядка п , столбцами кото
рой служат столбцы координат векторов е\, ег, • • • , еп в исходном базисе 
пространства С™, Q -  ортогональная (унитарная) матрица порядка m , 
столбцами которой являются столбцы координат векторов / г , / 2, . . .  , f m 
в исходном базисе пространства Ст .

Разложение (1-13) называют сингулярным разложением матрицы  
А  или сокращенно S VD-разложением, где SVD -  сокращение (аббреви
атура) английского термина "singular value decomposition".

Любая матрица из Cmxra (Mmxra) обладает многими различными син
гулярными разложениями. Это следует из некоторого произвола при 
построении векторов еь  е2, . . . ,  еп и / ь  / 2, . . .  , f m.

Сингулярному разложению (1-13) можно придать следующий вид:

А  = UErV* 11.14)

где

Ег
oi О \

V о (7 г

квадратная матрица порядка г,

получающаяся  из (т  х т )-матрицы Е вычеркиванием п — г нулевых 
столбцов справа и т  — г нулевых строк снизу, U -  (т  х гг)-матрица, 
состоящая из первых г столбцов матрицы Q, V* -  (г х гг)-матрица, 
состоящая из первых г строк матрицы Р*.

Разложение (1.14) называют второй формой сингулярного разложе
ния матрицы А. В него входят матрицы меньших размерностей, чем в 
первую форму, и, кроме того, в нем матрица Ег -  квадратная невырож
денная. Все это может оказаться существенным, особенно при работе с 
сингулярным разложением на компьютере.

При т >  п  сингулярному разложению (1.13) иногда придают вид

А UEnV*, 11.15)

где

К
(71

V о

о \

(7Г.

-  квадратная матрица, состоящая из первых п  строк и столбцов матри
цы Е, U -  (га х гг)-матрица, состоящая из первых п  столбцов матрицы
Q, И* =  Р*.
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Если действительная (комплексная) матрица А  симметричная (уни
тарная), то можно добиться, чтобы (см. [19]) в сингулярном разложении 
А  = QEP* ортогональные (унитарные) матрицы Р  и Q удовлетворяли 
условиям Q = Р  и Р* = Р т.

При конструировании сингулярного разложения на ЭВМ его обычно 
получают косвенным путем (см. [14]). Стандартную программу такого 
метода можно найти в пакете M atlab (см., например, [9]).

Сингулярное разложение находит самое широкое применение в тео
рии и приложениях, которые будут рассмотрены позже: при вычисле
нии псевдообратной матрицы, при отыскании псевдорешений систем ли
нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) и их проекций на простран
ства правых сингулярных векторов, при отыскании решений неустойчи
вых СЛАУ, при проведении сингулярного анализа модели выравниваю
щей функции по методу наименьших квадратов (МНК). В [9] приведен 
пример применения SVD-разложения для решения задачи сжатия изоб
ражений.

П рим ер 1.1. Вычислить сингулярные числа для матрицы

характеристический многочлен |АТА — АЕ\ =  А(А — 100) имеет корни 
Ai =  100, А2 =  0. Поэтому <7\ =  =  10, <т2 =  0.

П рим ер 1.2. Построить сингулярное разложение матрицы

Р е ш е н и е .  Д ля матрицы

Р е ш е н и е .  Характеристический многочлен

|Л М -А Я |=  25 „ А 25°_д = (2 5 -А )2

матрицы А*А  имеет корни Ai =  А2 =  25. Поэтому о\ =  <т2 =  \/25 =  5. 
Следовательно, матрица У имеет вид
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При Л =  25 система [А*А — XE)v  =  0, т.е. система

О • Vi +  О • v2 =  О,
О • vi  +  О • v2 =  О,

имеет фундаментальную систему решений, состоящую из двух решений, 
например, из решений Ъ\ =  (1,0)т , Ь2 =  (0,1)т . Они уже ортонормиро- 
ваны, поэтому =  (1,0)т , е'2 =  (0,1)т . Из столбцов координат этих 
векторов построим матрицу

р = ( 1 0 \  О 1

Далее строим векторы

, Ав! I f  4 - 3 i \  (  1 ^ I f  4
/ i  

/ 2

о i 5 V ~3i  4 У V 0 У 5 {  - 3 i
Пе2 1 ( 4  —3i \  (  0 \  1 (  - Зг
аз 5 \  —3i 4 у \  1 у 5 V 4

Число этих ортонормированных векторов равно размерности про
странства С2. Поэтому из столбцов их координат построим матрицу

(  4 /5  —Зг/5 \

V  V - ® / 5  4 / 5  /
и запишем искомое сингулярное разложение

4/5 —Зг/5 \  /  5 0 \  /  1 О
А Q E P * 1 - З г /5  4/5 И  0 5 И  0 1



Глава 2

Нормальные решения и 
псевдорешения

2Л. Псевдорешения линейных систем
2.1.1. Н о р м а л ь н ы е  р еш ен и я . Рассмотрим произвольную СЛАУ об
щего вида:

Au = f, А  е  с тхп, / е  Ст. (2.1)
В системе (2.1) т  обозначает число уравнений, а п -  число неизвестных.

Если т  < п, то система (2.1) называется недоопределенной , если 
т  = п, то в системе (2.1) число уравнений равно числу неизвестных 
и ее называют системой с квадрат ной м а т р и ц ей  коэффициентов, а в 
случае т  > п  система называется переопределенной. Последний случай 
наиболее часто встречается в задачах обработки экспериментальных 
данных.

Условия совместности, т.е. существования решения, системы (2.1) 
определяются известной теоремой Кронекера - Капелли (см., например,
[ П ] ) :

rank (A : f ) =  rank (Л).
При этом возможны два различных варианта:

1. rank (Л: / )  =  rank (Л) =  п  -  система (2.1) имеет единст венное  ре
шение щ  (в случае т  = п  единственность решения эквивалентна 
условию det Л ф 0);

2. rank (Л: / )  =  rank (Л) ф п  -  система (2.1) имеет бесчисленное мно
жество решений (неед и нст венно ст ь) U = {и : Аи  =  /} . В этом

27
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случае вводится понятие нормального решения и*, т.е. решения с 
минималвной евклидовой нормой ЦмЦг:

и* =  argmin ЦмЦг-
иеи

У т в е р ж д е н и е  2.1. Нормальное решение и* совместной системы ли 
нейных алгебраических уравнений, когда последняя имеет бесчисленное 
множество решений, определяется единственным образом.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Если система А и  =  /  имеет неединственное 
решение, то множество всех ее решений U С С™ еств ввшуклое множе
ство в С™. В самом деле, пуств щ , щ  -  два решения системв1 А и  =  / .  
Тогда и =  tu \  +  (1 — t)u 2 при 0 <  t <  1 будет тоже решением:

А и = tA u i  +  (1 — t )A u 2 = t f  +  (1 — t ) f  = f .

Здесв исполвзована линейности А  : С™ —> Ст . Далее, рассмотрим стро
го выпуклый функционал на U д (и ) =  ЦмЦг, ограниченный снизу
д(и)  > 0. Всякая минимизирующая последователвноств u k Е U будет 
ограниченной в С™, так как Цм1^  >  |ф 2 | | 2  >  . . .  >  ||wf c | | 2  >  • • • и, следо- 
вателвно, компактной в С™. Поэтому существует предел и * =  Игщ^оо и к 
и  в силу строгой ввшуклости д(и)  предел единственный. □

2.1 .2 . П сев д о р еш ен и я . В случае, когда rank (И :/) >  rank (И), си
стема (2.1) не имеет решений (несовместноств). Тогда вводится понятие 
псевдорешения системв1 (2.1), под которвш понимается решение систе-
M B I

Аи = / пр, (2.2)

где / пр еств проекция вектора /  на im А

У т в е р ж д е н и е  2.2. Д л я  любой матрицы А  Е <С.тхп и вектора /  G
Ст ортогональная проекция f np вектора /  на множество значений
матрицы А, т.е. нпД,  определяется единственным образом.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Образ матрищл im А  является подпро
странством Ст в силу линейности отображения А  : С™ —> Ст . Пуств
в \ , . . .  , eq -  ортонормированный базис в im A,  q < т.  Тогда, очевидно,

я
многочлен Фурве / пр =  ( /, еДед, будет единственной ортогоналвной

к =1
проекцией /  на im А.  □
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Из определения / пр также непосредственно следует, что

гаи к (И :/пр) =  rank И,

т.е. система (2 .2 ) всегда совместна и имеет единственное или бесконеч
ное множество решений U' =  {и : Аи  =  / пр}-

При этом также возможнв1 два различных варианта:

1. гап к (И :/пр) =  rank (И) =  п -  система (2.2) имеет единственное
решение и*, которое и называется псевдорешением системы (2.1);

2. гаи к (И :/пр) =  rank (И) ф п -  система (2.2) имеет бесчисленное
множество решений (неединственность) U' =  {и  : А и  =  / } .  В
этом случае вводится понятие нормального псевдорешения и*, т.е. 
псевдореш ения с минималвной евклидовой нормой ЦмЦг:

и* =  argmin ЦмЦг-
иеи>

Иногда, в случае несовместности систем (2.1) (или (2.2)), среди бес
численного множества решений (или псевдорешений) ищется решение 
(псевдорешение), ближайшее к некоторой заданной точке и 0 = (и®,. . .  , 
м°)т , называемой пробным решением. Такая точка может бытв известна 
из каких-то априорных соображений (например, из физического смыс
ла задачи); в противном случае полагают и 0  =  0 .

Решение уравнения (2.1) (или (2.2)), ближайшее к пробному реше
нию и0, называется нормальным относительно и 0 решением  (или со
ответственно нормальным от носит ельной0 псевдорешением), т.е.

и* =  argmin ||и — м° | | 2 или и* =  argmin \\и — г/°||2 -
иаи и&'

Если ввести показатели несовместности системы (2.1)

то определению решения (или нормалвного решения) отвечает р  =  0 , а 
псевдорешению (или нормалвному псевдорешению) р > 0 .



30 Глава 2. Нормальные реш ения и  псевдорешения

2.2. Линейная задача наименьших 
квадратов

Понятие псевдорешения линейной системы уравнений теснвш образом 
связано с решением линейной задачи наименьш их квадратов.

Множество решений в смвюле наименьших квадратов системы (2.1) 
определяется как

U = {и  G С™ : || Аи  — / 1|2  =  min} (2.3)

и характеризуется следующей теоремой

Т еорем а 2.1. Решение задачи (2.3) эквивалентно следующему усло
вию ортогональности:

и Е U -ФФ A * (f  — Аи) =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что и удовлетворяет 
условию А*ги =  0, где ги =  /  — Аи. Тогда для любого вектора v G С™ 
rv =  /  — Av = ru +  А{и — v ). Возводя в квадрат, получаем

IW I2  =  11 112  +  2(м -  ^)* + ||П(м -  v)\\l > 11 ти 112  •
= 0

Теперь предположим, что =  z Д 0. Тогда, если и — v =  —ez,

ll^lli =  lk«||i -  2e||z||l H- ^ iH ziil < ||r«|||

для достаточно малых e. □
Вектор г =  /  — Пи обозначает невязку зависящую от и. Теорема 2.1 

показывает, что невязка соответствующая решению задачи наименьших 
квадратов ортогональна подпространству im А

Таким образом, правая часть системы (2.1) (вектор / )  есть деком
позиция двух ортогональных компонент

/  =  Аи  +  г, r l  Аи,

где символ Т  означает (г ,А и ) =  0 .
Данная декомпозиция всегда единственна, даже, если решение и ли

нейной задачи наименьших квадратов (2.3) не единственно.
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Из теоремы 2.1 следует, что решение линейной задачи наименьших 
квадратов (2 .1 ) удовлетворяет решению системы нормальных уравне
ний (нормального уравнения)

А* А и  = A*f,  (2.4)

где матрица А* А  эрмитова и неотрицательно определена, а система (2.4) 
совместна.

Из теоремы 2.1 также непосредственно следует, что множество псев
дорешений, определенных в 2 . 1 . 2  совпадает с множеством решений ли
нейной задачи наименьших квадратов (2.3) и соответственно с множе
ством решений системы нормальных уравнений (2.4), т.е.

U' = {и Е Сп : Аи = / пр} =  {и Е Сп : ||Аи  — / | | 2  =  min}
=  {и Е С™ : А*Аи = A * f} .

Т ео р ем а  2.2. Матрица А*А положительно определена тогда и толь
ко тогда, когда столбцы матрицы А  линейно независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если столбцы матрицы А  линейно 
независимы, тогда из и ф 0  =>• Аи ф 0  и поэтому

и ф 0  =>• и*А*Аи =  >  0 .

Следовательно А*А  положительно определена.
С другой стороны, если столбцы линейно зависимы, тогда для неко

торого щ  ф 0 долж но выполняться А щ  =  0 и UqA*Auo =  0 и поэтому  
А*А  не является положительно определенной. □

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.1. К системе нормальных уравнений (2.4) можно  
прийти также, используя методы математического анализа, а именно, 
приравняв к нулю диф ф еренциал

dF (u ) =  du* ■ А* Аи  +  и* А* А  ■ du — f*A du  — du* ■ A* f  =
= du* ■ А* Аи  +  du* ■ A*Au — du* ■ A* f  — du* ■ A* f  =
= 2 du* ■ (A*Au -  A* f )

функции

F{u) = \\Au — /Hi =  (Au — f)* (A u  — f )  = {u* A* — f*){A u  — / )  =  
=  u*A*Au -  f* A u  -  u*A* f  -  f* f .



32 Глава 2. Нормальные реш ения и  псевдорешения

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.2. К системе нормальных уравнений (2.4) мож
но также формально прийти умножив слева на матрицу А* левую и 
правую части системы (2.1). Такое преобразование называется первой 
трансформацией Гаусса.

ЗАМЕЧАНИЕ 2.2.3. Систему нормальных уравнений (2.4) и уравне
ния определяющие вектор невязки можно скомбинировать в совмест
ную систему из (га +  п ) линейных уравнений

Матрица системы (2.5) квадратная и эрмитова (соответственно для А  £ 
Rmxn -  симметричная), но знаконеопределенная, если 4 / 0 .  Расши
ренная система (2.5) используется для итерационного уточнения псев
дорешений (см., например, [2 ]) и в некоторых методах, где матрица А  
является разреженной.

Из теоремы 2.2 следует, что если rank (И) =  п, тогда существует 
единственное псевдорешение, которое может быть записано в виде

где Ра -  ортогональный проектор (матрица ортогонального проектиро
вания) на подпространство im А.

Если rank (И) <  п, псевдорешение не единственно (бесконечное мно
жество псевдорешений), однако нормальное псевдорешения определя
ется однозначно.

2.3. Псевдообращение
Если А  £ Спхп и det И ф 0, то для нее существует обратная матрица 
А'~1. Если же А  £ Стхп и т  ф п  или А  £ Спхп, но det А  =  0, то матрица 
А  не имеет обратной и символ А - 1  не имеет смысла. Однако как будет 
показано далее, для произвольной прямоугольной матрицы существует 
"псевдообратная" матрица А +, которая обладает некоторым свойствами 
обратной матрицы и имеет важные применения при решении систем ли
нейных уравнений. В случае, когда А  £ Сгахга и det А  ф 0, псевдообрат
ная матрица совпадает с обратной А -1 . Приведенное в этом разделе

щ  =  (A*A)~ 1 A*f,

и соответствующий вектор невязки

n  = f - A u = ( E m -  PA) f ,  РА = А(А*А)~ 1 А*



2.3. Псевдообращение 33

определение псевдообратной матрицы было дано в 1920 г. Муром, ука
завшим на важнвге применения этого понятия. Позже независимо от 
Мура в несколвко иной форме псевдообратная матрица определяласв и 
исследоваласв в работах Пенроуза (см., например, [6 ]).

2.3.1. П севдообратная матрица. Рассмотрим матричное уравне
ние

А Х  А  = А. (2.6)

Если А  Е Спхп и det А ф  0, то уравнение (2.6) имеет единственное реше
ние X  =  А ~ 1. Если же А  -  произволвная прямоуголвная т  х л-матрица, 
то искомое решение X  Е <С.пхт, но не определяется однозначно. В об
щем случае уравнение (2 .6 ) имеет бесчисленное множество решений, 
которвю называются обобщенной обратной матрицей и обозначаются 
X  = А ~ . Обобщенная обратная матрица А~  обладает тем свойством, 
что для любого вектора b Е Ст , при котором система уравнений Аи  =  b 
совместна, вектор и = А~Ь является ее решением.

Среди этих решений имеется толвко одно, обладающее тем свой
ством, что его строки и столбцы являются линейнвши комбинациями 
соответственно строк и столбцов сопряженной матрицы А+ [6 ].

О пределение. Матрицу А+ Е <С.пхт называют псевдообратной  (или 
обобщенной обратной матрицей Мура-Пенроуза) к матрице А  Е <С.тхп, 
если

А А +А  = А, И+ =  U А* = A*V, (2.7)

где U и V  -  некоторвге матрицы.

У твер ж ден и е 2.3. Матрица А+, удовлетворяющая условиям (2.7), 
существует и единственна.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Начнем с доказателвства единственности. 
Пуств А)) и -  две различнвге псевдообратнвге матрицы. Тогда

АА+А = А, А+ = и гА* = 71*16

и
АА+А = А, А+ = U2 A* = A*V2

с некоторыми матрицами [Д, ТД, U2 и V2. Положим D = А (  — А \ ,  U =  
U\ — U2, V  = Vi — V2. Тогда

A D A  =  0, D = U А* = И*Н.
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Но D* = V*A, поэтому

(DA)*(DA) = A*D*DA = A*V*AD A = О,

и, значит, D A  =  0. Отсюда, используя формулу D* = AU* , находим, 
что

DD* = DAU* = 0.

Следовательно, А~\ — А £ = D = 0.
Д ля доказательства существования матрицы А+ предположим сна

чала, что rank И = n (А Е <Стхп с т >  п). Покажем, что в этом случае 
матрица

А+ =  (А* А ) - 1 А* (2.8)

удовлетворяет условиям (2.7).
Свойство А А +А  = А  из (2.7), очевидно, выполнено, поскольку

АА+А =  А ((А * А )- \ (А * А )  = А,

где A*A Е С>. Равенство А+ = UА* выполнено с U = (А*А)~1. Равен
ство же А + = A*V  выполняется, как легко проверить, если положить 
V  = А(А*А)~ 2 А*.

Аналогичным образом показывается, что если rank А = т  (А Е 
Стхп с т  <  п), то псевдообратной к матрице А  является матрица

А + = А* (А А * ) - 1 . (2.9)

Д ля доказательства существования псевдообратной матрицы в общем 
случае используем тот факт, что всякую матрицу А  Е Cmxra можно 
представить в виде произведения

А  = В  ■ С  (2.10)

с матрицами В  Е <Стхг и С Е <СГХП, где г =  rank А < min(m, п ).
Действительно, возьмем в качестве матрицы В  матрицу, составлен

ную из г независимых столбцов матрицы А. Тогда все столбцы матрицы 
А можно выразить через столбцы матрицы В , о чем и свидетельствует 
формула (2.10), задающая "скелетное" разложение матрицы А. 

Положим теперь
А+ =  С +В +,

где согласно (2.8) и (2.9)

с + =  с * ( С С * ) - \  В + = (В*В)~ 1 В*.
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Тогда
А А +А  = ВСС* (СС*)~ 1 (В* В ) ~ 1 В* В С  = В С  = А.

Далее, если положить U =  С* (С С * ) ~ 1 (В* В ) ~ 1 С , то легко проверить, 
что UА* = А +.

Аналогичным образом проверяется, что А + = А*V  с

V  = в { в * в ) - \ с с * ) - \ в * в ) ~ 1в. □
Таким образом, для любой матрицы A  G C mxra псевдообратная мат

рица существует и единственная, причем для невырожденной квадрат
ной матрицы А  псевдообратная матрица А+ =  А-1 .

2.3.2. Х арактеризация П енроуза. В своей работе 1955 г., кото
рая, по всей вероятности, возродила интерес к обобщенному обраще
нию, Пенроуз [23] характеризовал псевдообратную матрицу как (един
ственное) решение совокупности матричных уравнений. Псевдообрат
ная матрица А+ , введенная выше, удовлетворяет условиям Пенроуза.

У твер ж ден и е 2.4. Д л я  любой матрицы A  G <С.тхп X  = А +, если и 
только если

1. А Х  А  = А;

2. Х А Х  = X ;

3. (АХ)* = А Х  и (ХА)* = Х А .

Доказательство имеется в [3], [1].
2.3.3. П севдообращ ение и псевдореш ения линейны х систем.

У твер ж ден и е 2.5. Псевдообратная матрица А + являет ся наилуч
шим приближ ением (по методу наименьш их квадратов) матричного 
уравнения

А Х  = Е т. (2.11)

Утверждение 2.5 можно также сформулировать в эквивалентном ви
де

У твер ж ден и е 2.6. Псевдообратной матрицей для матрицы А  явля
ется матрица А + G <С.пхт, столбцы которой нормальные псевдореше
ния системы линейных уравнений вида

А х  =  щ, г = 1 , . . . , т ,  (2-12)

где вг -  столбцы единичной матрицы Е т.
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Доказательство см., например, в [6 , 5, 20]. Это свойство псевдообрат
ной матрицы, также может быть принято в качестве ее определения.

У твер ж ден и е 2.7. Пусть и и ^  -  нормальные псевдорешения двух 
систем линейных уравнений Аи  =  / (-1-) и А и  =  / (-2-). Тогда (Зи^  +  рир'1 
являет ся нормальным псевдорешением системы А и  =  /3 /(-1-) +  p f ^ P

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из А*АирР =  А * и  А * А и ^  = A* f ® 
а (О I (2)следует, что pul  +  pul удовлетворяет нормальной системе

А*А{РиУ  +  7  4 2)) =  +  7 /<2>).

Далее, существуют столбцы z 1-1 -1 и z 1-2 -1 такие, что и!1"* =  A*z(-1-) и и!2"* =  
A*z{'2'). Поэтому Да ! 1 '1 +  ум* =  Н Д/Зл^ +  yz® )). □

Естественно, утверждение 2.7 может быть распространено на линей
ные комбинации произвольного числа столбцов.

У твер ж ден и е 2.8. Псевдорешение системы линейных уравнений (2.1) 
мож ет быть записано в виде и* =  А + f .

Действительно, столбец свободных членов /  представляет собой ли
нейную комбинацию столбцов матрицы Е т:

/  =  А е 1 +  • • • +  Р т ^ т -

По определению псевдообратной матрицы и согласно утверждению 2.7 
псевдорешение и* есть линейная комбинация столбцов ар псевдообрат
ной матрицы с теми же коэффициентами

и *  =  P i  а р  +  . . . +  Р т О р п -

Это равносильно доказываемому утверждению.
Псевдообратная матрица обладает следующим экстремальным свой

ством.

У твер ж ден и е 2.9. Д л я  любой матрицы X  Е Сгахт выполнено соот
ношение

\\АА+ — Е т \\Е < \\АХ  — Е т \\Е.

При этом, если для какой-нибудь матрицы X , отличной от А +, здесь 
имеет место равенство, то ЦД+Ц# < \\Х Ц#.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению при любом г столбец аф 
псевдообратной матрицы дает минимальную невязку при подстановке 
в (2.12). Поэтому для г-го столбца матрицы X

\\Ааф -  еД <  ||Axi -  еД.

Если же тут при ау ф аф достигается равенство, то ||(ДД < ||ау||. Заме
тим, что квадрат евклидовой нормы матрицы равен сумме квадратов ее 
столбцов. Следовательно, возводя в квадрат и суммируя приведенные 
соотношения по всем г =  1 ,т ,  приходим к доказываемому утвер
ждению. □

У твер ж ден и е 2.10. Нормальное относительно и0 псевдорешение си
стемы (2.1) определяется формулой

щ  = А +f  +  (Еп -  А +А)и°.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно утверждению 2.8 столбец 
А +/  -  нормальное псевдорешение и, следовательно, является частным 
решением системы (2.4). Остается доказать, что столбец z =  (Е п — 
А +А)и° при произвольном и0 -  общее решение нормальной однородной 
системы A*Az = 0. Докажем это.

Во-первых, для любого и0

А*А[(Еп -  А +)и°] = А*Аи° -  А*А А+Аи° = А*Аи° -  А*Аи° = 0.

Это означает, что z -  решение нормальной однородной системы.
Во-вторых, для любого решения z системы A*Az = 0 найдется стол

бец и0, при котором
z =  (Еп — А +А)и°.

В действительности можно просто положить и0 = z, так как система 
A*Az = 0  равносильна системе A z  =  0 , и потому

(.Еп — A* A )z  =  z — A +A z = z. □

ЗАМЕЧАНИЕ 2 .3 .1 . Утверждения 2.8 и 2.10 имеют главным образом 
теоретическое значение, как и правило Крамера для невырожденных 
матриц. Нахождение псевдообратной матрицы не обязательно для вы
числения нормального псевдорешения и требует больших вычислитель
ных затрат.
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2.3 .4 . П севдообращ ение при помощ и предельного перехода. 

Т еорем а 2.3. Имеют место соотношения

Ит(А*А +  Х2Е П)~1А* =  А+ (2.13)

и
П т А*(АА*+ \ 2 Е т ) ~ 1 = А +. (2.14)А̂ О

Доказательство имеется в [1], [3].
Из теоремы 2.3 непосредственно получаем 

С ледствие 2 .3.1. Д л я  матриц полного ранга (rank А =  т ш {т ,н))  
имеют место соотношения

Г (А*А)~1А*} если rank А =  л;
\  А*(АА*)-1 , если rank И =  т.

Рассмотрим систему линейных уравнений

(А*А + а Е п)и = A*f, а > 0 . (2.15)

Обозначим ее решение через иа . Тогда

иа =  (А* А  +  a E n)~lA * f  (2.16)

и следствие 2.3.1 показывают, что справедливо

У твер ж ден и е 2.11. При а  —> 0 решение иа системы (2.15) стре
м ит ься к нормальному псевдорешению системы А и  =  / .

Это утверждение имеет существенное теоретическое и прикладное 
значение. Дело в том, что нормальное псевдорешение системы линей
ных уравнений не является непрерывной функцией от матрицы систе
мы. Утверждение 2.13 показывает, что система может быть включена 
в семейство систем с параметром а  таким образом, что решение систе
мы непрерывно зависит от параметра. Этот результат получен с более 
общей точки зрения в теории регуляризирующих функцтоналов для 
некорректно поставленных задач (см. Тихонов и Арсенин [18]). Упомя
нутая теория в основном относится к уравнениям в бесконечномерных 
пространствах (например, интегральным и диффренциальным уравне
ниям в частных производных).
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В конечномерном случае прямой необходимости во введении регуля- 
ризирующих функционалов нет. Однако отметим, что для СЛАУ роли 
регуляризирующего функционала может игратв функция

Fa (u, / ,  А) =  | | /  -  Au\\l +  о? ||i t | | 2

на арифметическом пространстве С™. Найдем значение и, при котором 
она достигает минимума. Иначе Fa можно записатв так:

Fa (u, / ,  А) = ( /  -  A u)* (f  -  Аи)  +  аи*и.

Дифференцирую это выражение по и, находим

dFa (u, / ,  А) =  — 2 du*A* f  +  2 и*А*Аи +  2 adu*u.

Дифференциал обращается в нули для векторов и, удовлетворяющих 
системе уравнений, в точности совпадающей с (2.15). К ак мы видели 
выше, детерминант матрицв1 системв1 отличен от нуля, и система имеет 
единственное решение (2.16) при лю бвк / ,  А  и а  ф 0.

Обозначим это решение через и \,  и пуств Fa(u, / ,  А) =  ф Если ||м|| > 
то Fa (u, / ,  А) > Д Поэтому на сфере радиуса л /^ /а + Х  и вне ее Fa 

принимает значения, большие чем ф Если иа не попало внутрь сферы, 
увеличим ее радиус до ||ма || +  1. Так мы получим сферу, содержащую 
иа и такую, что на ней и вне ее Fa (u, / ,  А) > ф Fa (u, / ,  А) > ф Функция 
непрерывна и внутри сферы имеет единственную стационарную точку. 
Поэтому эта точка является точкой минимума. Приведенные рассуж
дения показывают, что это будет абсолютный минимум.

Утверждение 2.15, по существу, утверждает, что при ск —> 0 точка, 
где регуляризирующий функционал достигает минимума, стремиться к 
псевдорешению системы А и  =  / .

2 .3 .5 . С в о й ств а  п севд о о б р атн о й  м атр и ц ы . Отметим следующие 
основные свойства псевдообратной матрицы:

1 . (А*)+ =  (А+)*;

2. ( А + )+  =  А;

3. (А А + ) 2 = АА+, (А+А ) 2 = А+А.

Первое свойство означает, что операция перехода к сопряженной 
матрице и к псевдообратной матрице перестановочны между собой. Ра
венство 2  выражает собой взаимность понятия псевдообратной матри
цы, так как согласно 2  псевдообратной матрицей для А + является исход
ная матрица А. Согласно равенствам 3 матрицы А А + и А +А  являются
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эрмитовыми и инволютивными  (квадрат каждой из этих матриц равен 
самой матрице).

Много других свойств псевдообратнвгх матриц имеется в [1].

2.4. Вычисление псевдообратных матриц

В этом разделе приведенв1 некоторые достаточно простяге, но практи
чески важнвге численнвге алгоритмв1 нахождения псевдообратных мат
риц. Рассмотренв1 три численнв1х метода нахождения псевдообратных 
матриц: алгоритм Гревилля, итерационный метод Бен-Израэля и метод, 
использующий сингулярное разложение матрицы (SVD-разложение).

2.4 .1 . М етод Гревилля. Этот метод не требует вычисления детер
минантов и может быть также использован для вычисления обратной 
матрицы И - 1  (в случае, если A  G <СПХП и |И| ф 0). Метод Гревилля 
последовательного нахождения псевдообратной матрицы состоит в сле
дующем. Пусть йк -  к - й столбец в матрице A  G C mxra, Ак =  ( а р , . . .  , а д )  G 
C mxfc -  матрица, образованная первыми к  столбцами матрицы А, Ък -  
последняя строка в матрице А+ ( к  = 1, . . .  , n, A i  =  щ,  А п =  А). Тогда

д+ _  + _  J  (a\a\)~la\, если a\ ф 0 ,
1 0,1 \  0 , если ci\ =  0 ,

и для к > 1  имеют место рекуррентные формулы

A t  = ^ ^  ^ , В к = А1_г -  dkbk, dk = А1_гак)

, Г если ск ф 0 ,
к к \  (1 +  d*kdk)d*kA^_1, если ск =  0,

где ск = ак -  A k_idk, А к_ г G Cmx(fc_1), П ^ _ 1 G C (fc_1)xm, dk G C f c _ 1  и bk -  
вектор-строка размерности т.

М атрица А к , построенная по этим формулам, является псевдооб
ратной к матрице Ак, к = 1 ,2 , . . .  ,п. В частности, И+ =  А +.

2.4 .2 . М етод Б ен-И зраэля . При вычислении псевдообратной мат
рицы А + к действительной матрице A  G M.mxn можно пользоваться ите
рационной формулой Бен-Израэля

Х (к+1) = Х (к) [2Ет - А Х (к)] , Х (0) = а А Т , к = 1 , 2 , . . . .  (2.17)
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Если a -  число, удовлетворяющее условию

2
О <  a < - ----------,

/'max

где Amaa — Amaa(.4 .4) — Amaa(.4.4 ), то

l im| | A№> - . 4 + | | = 0 ./с—»О
Вместо Л max мож но братв какую-либо норму этих матриц, например, 
||-A||i или ЦАЦоо. При известном Лтах обвгано на практике полагают 
ск 1 .6 /  Атах.

Д ля остановки итерационного алгоритма (2.17), м ож но восполвзо- 
ватвся критерием

||.4А<‘+» -  Ет\\Е -  ||.4А<« - Д„,||Е| <  5 t
ШЛА*) -  Еш\\е

где 8  -  заданное (достаточно малое) число. В этом случае Х ^к\  удо
влетворяющее (2.18), принимается за приближенное значение А +. Это 
правило остановки итерационного алгоритма основано на экстремали- 
ном свойстве псевдообратной матрицы, сформулированном в утвержде
нии 2.9.

Иногда, возможно исполвзоватв, более простое по числу арифмети
ческих операций, правило остановки:

11*(>+1)- А - " | |  < у  (2 19)
||А-мц -  ' 1

где || • || -  какая-либо матричная норма, 5' -  заданное малое число. В 
некоторвгх случаях, целесообразно требоватв одновременного выполне
ние условий (2.18) и (2.19).

2.4.3. М етод основанны й на сингулярном разлож ении  мат
риц. Как показано в разделе 1.4 для любой матрицв1 А  Е Cmxn суще
ствует сингулярное разложение (SVD-разложение) вида (1.14). Тогда из 
утверждения 2.9 непосредственно следует, что псевдообратная матрица

где Е+ =  diag (щ 1 , . . . , a r 1).
Даннвш метод является самвш надежнвш  (по точности) способом 

определения псевдообратнв1х матриц, но в тоже время он является са
мим  трудоемким (с ввшислителвной точки зрения) методом.
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2.5. Типовые примеры
П рим ер 2.5.1. Рассмотрим систему, состоящую из одного уравнения:

аргр +  a2 u 2 =  /  (и\ + и \ ф  0, ар, а2, /  G Е). (2 .20 )

Требуется найти нормальное решение этой системы.
Р е ш е н и е .  Д ля нахождения нормального решения м* системы 

(2 .2 0 ) можно воспользоваться псевдообратной матрицей,

и* Л +/ ,

где А  =  (ар, а2) G Е 1х2, т.е. матрица А  -  полного строкового ранга.
Используя свойство псевдообратной матрицы (из следствия 2.3.1) 

имеем

А+ =  А Т (А А Т ) ~ 1
a 1 

a2
( op a2 )

a i 
a 2

- l
1  /  ai

a l +  a 2 V a 2

Отсюда нормальное решение системы (2.20) равно

ор/ а2/ т

П рим ер 2.5.2. Пусть

(
А

V

1  - 1  0  \  
- 1  2 1 

2 - 3  - 1

0  1 1 /

Вычислить псевдообратную матрицу А + с помощью метода Гревилля. 
Р е ш е н и е .

А+ = ( А / Л ) - 1 =  1/6 • A J  = (1/6, - 1 /6 ,  1/3, 0),

d2 — A /a 2  — —3/2, с2 — cl2 — A \d 2

(  i /2  A 
1 /2  

0

V 1 )
b2 = c+ = Л с 2) - Л  =  (1/3, 1/3, 0, 2/3),
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B 2 = A + - d 2 b2 = { 2/3, 1/3, 1/3, 1).

Таким образом,
2/3 1/3 1/3 1
1/3 1/3 0 2/3

Далее

Поэтому

Ь3 = (l + d ]d 3 )~ 1d]A+ = (1/3, 1/3)И+ =  (1/3, 2/9, 1/9, 5/9)

/  1/3 2/9 1/9 5/9 \  _  /  1/3 1/9 2/9 4/9 \
V 1/3 2/9 1/9 5/9 у V 0  Х/9  - 1 / 9  1/9 )  ’

/  1/3 1/9 2/9 4/9 \
А + = А+ = \  0 1/9 - 1 /9  1/9 .

\  1/3 2/9 1/9 5/9 У

П р и м ер  2 .5.3. Найти псевдообратную матрицу А + к матрице

Р е ш е н и е .  Ранг матрицы А  равен числу ее столбцов. Поэтому 
применима формула из следствия 2.3.1. По ней получаем

3 1 +  2 г \  V  1 г 1 \  _  1 /  3 - 1  -  2г \

1 - 2 г  3 у  V - * l i y 4 V - !  +  2 * 3 /

/ 1  г 1 \ _ 1 /  1 + г  — 1  +  г 2  — 2 г \
Х ^ —г 1  1  у — 4  \  — 1  — г 1 - г  2  + 2 i )  '

и

П+ =  (А* А ) - 1 А*
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П р и м ер  2 .5.4. Найти псевдообратную матрицу А + к матрице

+ :  1 :
Р е ш е н и е .  Ранг матрицы А  равен числу ее строк. Поэтому 

применима формула из следствия 2.3.1. По ней получаем

П+ = А*(АА*)* \ - i

3 1 +  2*
1  — 2 * 3

х

X I ^  - 1 - 2* 1 = 4  - 1 + <  1 - i
1  +  г —1  — г 
- 1  +  г 1  — г 

2 - 2  i 2  +  2 i



Вычисление псевдорешений

ЗЛ. Определение множества чисел с
плавающей точкой

Множество F чисел с плавающей точкой характеризуется четырьмя па
раметрами: основанием системв1 счисления /3, разрядноствю р и интер
валом показателей [и~, и+]. Каждое число х  Е F представимо в виде

Часто di называют разрядами, р -  длиной мантиссы, v -  порядком чис
ла. Мантиссой (дробной частвю) х  назвшается число в скобках.

Удобно считатв, что округление -  это некоторое отображение мно
жества действителвнБтх чисел К в множество F чисел с плавающей точ
кой. Если у -  такое действителвное число, что резулвтат отображения 
f l ( y ) Е F, то имеет место аксиома

где в случае f l ( y )  ф 0 \г]\ <  щ. Будем считатв, что щ еств точная 
верхняя грани для \г]\. При традиционном способе округления чисел 
имеем £\ =  |/3 1_р, при округлении отбрасыванием разрядов щ =  /31_р. 
Величину £\ часто называют машинной точностью или машинным  
эпсилон и обозначают macheps или £mach-

где целые числа (3, и, d \ , . . . ,  dp удовлетворяют неравенствам 

О < di < Р — 1 , i = 1 , . . .  ,р; v~ <  v <  и+.

fKv) = y(i + v)

45
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Величину Е\ можно оценить непосредственно в ходе вычислительно
го процесса [2]. Д ля этого достаточно включить в программу фрагмент 
включающий следующий метод. Полагая Д°) =  1, следует вычислять 
последовательно Д 1) =  О.бДД, е ^  = О.бД1), . . .  , ДД =  О.бД™-1), . . про
веряя каж дый раз выполнение неравенства 1 +  ДД > 1. К ак только при 
некотором п  окажется, что 1  +  ДД =  1 , следует положить е\ =  Дга_Д  
Хотя полученное таким способом значение может отличаться от Е \  в  2 
раза, обычно оно используется так, что эта погрешность не имеет зна
чения.

Оценим погрешность размещения вещественной матрицы в памяти 
ЭВМ. Пусть A  Е ]Rmxra -  исходная матрица. Через f l ( A ) обозначен ре
зультат размещения матрицы А  в памяти ЭВМ. Д ля элементов ад и 
fl{oij)  матриц А  и f l ( A)  соответственно выполнено неравенство [14]

| Д  Д д ) ciij| ^  тах ф о , Ч  Д р|) ^  Eq Г  чД цД  где Eq [3 

Поэтому очевидно, что

> v ~ - l

11ЖЛ -  а \\е <
\ У У £ 0 +  £ l \ a i j \ У  д

г=1 j = \

Г е 1
\

т  п

2^ 2 ^ аг з = £1 
i=l  j = 1

е  +  E o V m n . ( З А )

Оценка (3.1) по сравнению с реальной погрешностью может быть слегка 
завышена, но для анализа ошибок округления достаточно эффективна.

3.2. Обусловленность и числа 
обусловленности

В этом разделе книги систематически изучается одно из фундаменталь
ных понятий современного численного анализа -  обусловленность за
дачи. Обусловленность является характеристикой чувствительности к 
возмущениям исходных данных в математической задаче. Устойчивость 
определяет погрешность решения математической задачи на компьюте
ре, вызванную конечной разрядностью машинной арифметики.
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3.2.1. О бусловленность задачи

Любая математическая задача в дальнейшем будет рассматриваться 
как некоторая функция (отображение) /  : X  —> Y  из некоторого норми
рованного векторного пространства исходных данных X  в нормирован
ное векторное пространство Y  решений. Эта функция /  обычно нели
нейная (даже в линейной алгебре), но в большинстве случаев является 
непрерывной.

Хорошо обусловленная задача, например, обладает свойством, что 
для всех достаточно малых возмущений в векторе исходных данных 
х  £ X  изменения в f ( x )  будут также достаточно малыми. Плохо обу
словленная задача, когда достаточно малые возмущения в х  будут при
водить к большим изменениям f (x) .

3.2.2. А бсолю тное число обусловленности

Пусть 8 х  обозначает малое возмущение в х , тогда 8 /  =  f ( x - \ - 8 x) — f (x) .  
Абсолютное число обусловленности к  =  к{х)  задачи /  на х  определя
ется как

к  =  lim sup ■ (3.2)
<5_>0 ||<ь||<<5 11<Щ

Д ля большинства задач, предел верней грани в этой формуле можно 
интерпретировать как верхнюю грань всех бесконечно малых возмуще
ний 8 х,  и в  интересах читателей записать эту формулу просто как

к  =  sup ,,, (3.3)
бх ||4ж||

в предположении, что 8 х  и 8 /  бесконечномалые величины.
Если /  дифференцируемая, то число обусловленности можно опре

делить через соответствующие производные от / .  Пусть J(x)  матри
ца (i,j) - элементами которой являются частные производные df i / dx j .  
Матрица J  (ж) известна как Якобиан функции /  по х. Так как для про
изводных первого порядка 8 f  ~  J ( x ) 8 x , то в пределе при ||&с|| —► О 
получаем, что абсолютное число обусловленности равно

« = 1 № ) | | ,  (3.4)

где || Т(ж)|| матричная норма для J(x)  индуцирована нормами в X  и Y.
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3.2.3. О тносительное число обусловленности

Д ля характеристики относительных ошибок решений, вызванных отно
сительными величинами возмущений исходных данных, вводится поня
тие относительного числа обусловленности, к  =  к(х)  определяемого 
как

\\sf\\ /  \ Мк = lim sup и ,, /  T—У , (3.5)
* - ° | | * * | | < Л | № ) | |  /  \\х\\ J

или, полагая 5х  и 5 f  бесконечно малыми,

{ ИЛИ / И & | | \
" =  ь р ( Ш Й  /  W )  ■ <Х6)

Если /  дифференцируемая, то относительное число обусловленности 
можно определить с использованием Якобиана:

,  №)ll f 3 7 ,
\ и т / \ \ х \ у  { ■ }

Абсолютное и относительное числа обусловленности имеют различ
ные применения, но наиболее важное значение они имеют в численном 
анализе. Это связано с тем фактом, что в компьютерных вычислени
ях в основном используется арифметика с плавающей точкой. Задача 
хорошо обусловленная  если к  мало (например, 1 , 1 0 , 1 0 2), и плохо  обу
словленная  если к  большое (например, 1 0 6, 1 0 16).

Примеры
П рим ер 3.2 .1 . Рассмотрим простейшую задачу вычисления скаляра 
х /2  из х  G С. Якобиан J  функции /  : х  х /2  равен производной 
/ '  =  1/2. Тогда из (3.7) получаем

_ 1 / 2  _
* \\f(x)\\/\\x\\ (х/2)/х '

Эта задача хорошо обусловленная для всех х  £ С.
П рим ер 3.2 .2 . Рассмотрим задачу вычисления -Дг для х  > 0. Яко

биан функции /  : х  ДТ есть производная < / = / ' =  1/{2у/х).  Тогда 
получаем

||J|| _  1 / ( 2 i / r )  _  1
\тх)\\/\\х\\ ф : / х  2
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Таким образом, снова имеем хорошо обусловленную задачу.
П рим ер 3 .2 .3 . Рассмотрим задачу определения скаляра f ( x )  = 

Х\ — Х2 из вектора х  =  (ащад)* Е С2. Д ля простотв1 восполвзуемся ку
бической нормой (оо-нормой) в арифметическом пространстве С2. Яко
биан функции /  равен

J
d f  d f

[i - 1 ].дх\  д х 2

=  2. Число обусловленности тогда равно

2
к

\\f{x)\\oo/\\x\\oo \xi -  х 2\ / m ax{|xi|, \х2\}

Следователвно, если \х\ —х 2\ ~  0 , то данная задача плохо обусловленная 
если Х\ ~  х 2. Интуитивно ясно, что ввшитание близких чисел может 
привести к «катастрофически» болвшой ошибке.

П рим ер 3.2 .4 . Задача ввшисления собственнвгх значений несим
метричной матрицв1 часто также оказвшается плохо обусловленной. Это 
можно видетв на примере рассмотрения двух матриц

1 1000  \  /  1 1000 
0 1 )  ’ ^  0 ,0 0 1  1

с собственнв1ми значениями {1,1} и {0,2} соответственно. Наоборот, 
если матрица А  симметричная (вообще, даже, если нормалвная), то
гда задача ввшисления собственник значений хорошо обусловленная. 
Можно показатв, если А и А +  8 \  соответственно собственник значения 
матриц А  и А  +  44, тогда |4А| <  ||Ф4||2. Причем равенство имеет место, 
если 5А  скалярная матрица. Тогда абсолютное число обусловленности 
симметричной проблемв1 собственник значений /1 = 1 , если возмущения 
измерятв в квадратичной (12) норме, и относителвное число обусловлен
ности к = ||Д ||2 /|А|.

3.2.4. О бусловленность матрично-векторного  
ум нож ения

Рассмотрим число обусловленности фундаменталвной и важной для b b i -  

числителвной линейной алгебрв1 задачи.
Пуств задана матрица А  £ Cmxra и рассмотрим задачу ввшисления 

А х  на векторе х , т.е. определим число обусловленности соответству
ющее возмущениям вектора х  при фиксированной матрице А. Число
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обусловленности к  определим для произвольной векторной нормы 
и соответствующей ей индуцированной матричной нормы. Тогда

\\А(х +  8 х) — Ах\\ /  ||& с||\ | | ^ ж11 /  ||^-ж11
к  =  SUP -ГГД—П  /  1 ГДГ =  SUP II Г II / III

6х V \ \ А х \\ /  \ \ Х \\ )  &Х ||<Щ / ||ж|
т.е.

к  —  II А  II
| | А с |

(для случая (3.7)). Эта точная формула для к  зависит как от А, так и 
от х.

Предположим, что матрица А  квадратная и невырожденная. Тогда 
используя тот факт, что ||ж ||/||Н || <  ||Н-1 ||, можно для (3.8) получить 
верхнюю границу независящую от х:

к <  цпццп-1!!. (3.9)
Или можно также записать в виде

к = аЦАЦЦА-1]] (3.10)

(ЗЛ1)
Наверняка, при некоторых х  можно получить a = 1, и, следовательно, 
к =  | | П | |  Ц П -11|. Если || • || =  || • ||2 ) тогда данное равенство имеет место 
если х  правый сингулярный вектор соответствующий минимальному 
сингулярному числу матрицы А.

Пусть матрица А  неквадратная. Если A  G Cmxra с т  > п  и имеет 
полный ранг, rank И =  гг, то в выражениях (3.9) -  (3.11) матрицу И - 1  

следует заменить на псевдообратную матрицу А +.
Рассмотрим обратную задачу: дана матрица А, вычислить А ~ 1Ъ при 

входном векторе Ь. Математически эта задача идентична рассмотрен
ной ранее задаче векторно-матричного умножения, когда вместо мат
рицы А  используется матрица А -1 . Эти результаты можно объединить 
в следующую теорему.

Т еорем а 3 .1 . Пусть A  G Cmxm невыроснсдена и рассмотрим уравнение 
А х  =  Ь. Задача вычисления Ъ, при данном х, имеет число обусловлен
ности
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соответствующее возмущениям в х .  Задача вычислениях, при данном 
Ъ, имеет число обусловленности

(3.13)
| | ж | |

соответствующее возмущениям в Ъ. Если  || • || =  || • ||2 ? 'тогда равенство 
в (3.12) достигается на х  пропорциональном правому сингулярному 
вектору матрицы А, соответствующем ее минимальному сингуляр
ному значению от, и равенство в (3.13) достигается на Ъ пропорци
ональном левому сингулярному вектору матрицы А, соответствую
щему ее максимальному сингулярному значению а\.

3.2.5. Ч исло обусловленности матрицы

Величина ||Д|| ||Д_1|| часто имеет другое название: ее называют числом 
обусловленности матрицы А  (относителвно нормв1 || • ||) и определяется:

к(А)  =  cond(A) =  \\А\\|| А- 1 1|. (3-14)

Так в этом случае термин «число обусловленности» относится к матри
це, но не к задаче. Если к(А)  мало, то говорят, что матрица А  хорошо
обусловенная; если к,(А) болвшое -  А  плохо обусловленная. Если А  вы
рожденная, то считаем к(А)  =  оо .

Заметим, что если || • || =  || • ||2 , тогда ||Д|| = a i и ||Д_1|| =  \ ) а т. 
Тогда

к(А) = —  (3.15)
Ощ

в евклидовой векторной норме. Эта формула называется спектральным 
числом обусловленности матриц. Отношение o \ jo m можно интерпре- 
тироватв как эксцентриситет гиперэллипсоида, являющегося образом 
единичной сферв1 из С™ на im А.

Д ля произволвнв1х матриц A  Е Cmxra полного ранга (гапкЭ =  
min(m, п)) число обусловленности определяется в терминах псевдоин
версии: к,(А) = \\А\\\\А+\\. Так как А + связано с линейной задачей наи- 
менвших квадратов, то определение спектралвного числа обусловлен
ности имеет вид

ъ ( А )  =  |И |Ы И + | | 2  =  (3.16)

Д ля матриц неполного ранга (гапкЭ < min(ra, п)) принимается, что 
спектралвное число обусловленности матрицв! К2 (А) =  оо.
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С более педантичной точки зрения число обусловленности матри
цы (3.14), это число обусловленности для задачи обращения матрицы. 
Задаче вычисления собственник значений матрицв1 А  соответствует, на
пример, другое число обусловленности [9].

3.3. Теория возмущений

3.3.1. Системы с квадратны ми невы рож денны м и  
матрицами

Пуств имеем систему

A u = f ,  4 е Г хп, d e t A y o  (3.17)

и соответствующую ей возмущенную систему

(А +  8 А)й  =  /  +  4 /; (3.18)

нашей целвю является оценка нормв1 вектора 5и =  й — и. Ввшитая из
(3.18) равенство (3.17), получаем соотношение

8 А и  +  (А +  8 А ) 8 и =  8 f ,

которое можно привести к виду

8 и =  А ~ 1 {—8 Ай  +  8 f ) .  (3.19)

Беря здесв нормв1 и исполвзуя свойство согласованности матричной 
и векторной норм, а также неравенство треуголвника для векторнвгх 
норм, находим

\ \8 u \\< \\A - l \\(\\5A\\.\\u\\ + \\8 f\\).  (3.20)

(Предполагается, что векторная и матричная нормв1 являются согла- 
сованнвши. Например, можно взятв произволвную векторную норму и 
индуцированную ее матричную норму). Трансформируя это неравен
ство, получаем

|рпг < l|.4~‘|| • ||.4|| ■ ( ) щ П  ||7|ЫП| ) • <3-21!\\щ\ V \\А\\ \\А\\ ■ \\и\\;

К ак следует из 3.2.5, произведение к(А)  = ||И-1 || • ||П|| в (3.21) являет
ся числом обусловленности матрицв1 А,  посколвку оно оценивает отно
сите лвное изменение ||4m||/||m|| как кратное относителвного изменения
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II 8 А  || / | |  А  || ВО ВХОДНЫХ даннвгх. (Строго говоря, MBI ДОЛЖНБ1 бв1ЛИ бы по- 
казатв, что неравенство (3.21) превращ ается в равенство при некотором 
BBi6ope возмущений 8 А  и 8f] в противном случае к(А)  было бы литтть 
верхней оценкой для  числа обусловленности.) Если SA и 8 f  малы, то 
м ала и величина, на которую умнож ается к(А),  что приводит к малой 
верхней границе для  относительной ошибки Ц^мЦ/ЦмЦ.

Н аш а верхняя оценка зависит от 8и (входящего в и), что, по види
мости, затрудняет ее интерпретацию. В действительности, однако, эта 
оценка весьма полезна с практической точки зрения, поскольку вычис
ленное решение й известно, следовательно, и оценка легко может быть 
вычислена. Д алее покажем, как вывести теоретически более привлека
тельную оценку, не зависящую  от 8и.

Л е м м а  3 .1 . Пусть выбранная матричная норма || • || обладает свой
ством мультипликативности  ||АВ|| <  ||И|| ||Е> ||. Тогда, если ||Х || <  1,
то матрица Е  — X  обратима, (Е  — X ) - 1  =  Е гы )^ *  и \\(Е — Х )_1|| < 

1

1 - М ’

Д о к а з а т е л ь с т в о .  М атричная сумма Е г ы  Х г сходится 
тогда и только тогда, когда сходится каждый элемент этой матрицы. 
Используя тот ф акт (свойство эквивалентности норм в конечномерных 
пространствах), что для произвольной нормы существует константа с, 
такая, что \xjk\ <  СНЕ1- Тогда |(Х гДД <  с ||Х г|| <  с ||Х ||г, т.е. каж 
дый элемент матрицы Е  Х г мажорируется сходящейся геометрической 
прогрессией Е СНЕГ =  1_||хц и > следовательно, сам сходится. Поэто
му последовательность Sn ЕГ=о Х г сходится при п  —> оо к некоторому 
S  И  (Е -  X ) S n = (Е — Х ) ( Е  + X 2 +  . . .  +  Х п) =  Е  -  Х п + 1  -»• Е  при 
п  —> сю, поскольку ||Х г|| <  ||Х ||г —> 0. Таким образом, (Е — X ) S  = Е  и 
S  = (Е — Х ) ~ 1 . Заключительная оценка выводится так: \\(Е — Х ) -1 || =
II ' <  Е г = 0  \ \ХЧ  <  Е г = 0  IIEI* =  г т а -  □

Разреш ая уравнение (3.18) относительно 8и, получаем

8и = (А +  8A)~l {—8Au + 8 f  =
=  [A(E +  A - 15A)]-1( - 5Au  +  5f )  =
= (E  + A - l8A) - lA - l ( - 8A u  + 8 f ).

Б еря здесь нормы, деля обе части на ||м||, используя свойство согласо
ванности матричной нормы с векторной и неравенство треугольника, 
предполагая, наконец, что 8А  настолько мало, что

WA- ' SAW^WA- ' MSAWKl ,
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приходим к желаемой оценке:

Щ -  < \\(Е + А - 1 8 А ) - 1 \ \ - \ \ А- 1 \ \ ( \ \ 8 А\\ + Ш ) <
IMI V IMI /

Р _ 1 Ц Л и г , , ,  , \ \ S f \ W
-  1 - р - ц . ц м ц  ll|M|l + w J = полемме̂

l l ^ l l - P I I  f\\5A\\ , ||4 /|| <
1 -  \\А-Ч  ' P l l f f  V \\А\\ \\А\\ • \\и\

С ^  ( И З .  Ж Ш \  (Ч 99)
-  1 - к ( Л Ч р |  V  И И  11/11 /  ' ’

поскольку 1 1 / 1 1  =  ||Ди|| <  ||Д|| • ||м||.
Эта оценка выражает относительную ошибку решения ||4м||/||м|| как 

кратное относительных ошибок ||4 Д |/ | |Д | и | |4 / | | / | | / | |  во входных дан
ных. Если величина ||<L4|| достаточно мала, то множитель

1М | \  
V \\А\\ )

к{А) /  (1  -  к(А)

близок к числу обусловленности к(А).
Следующая теорема полнее раскрывает смысл предположения

Ц.4-Ч 1 . ||М || = < 1 ;

оно гарантирует, что матрица А  +  5А  невырожденна; это необходимо 
для существования 8 и. Теорема также дает геометрическую характери
зацию числа обусловленности.

Т ео р ем а  3 .2 . Пусть матрица А  невырожденна. Тогда

mm { дгтищ : det(A +  5А) уС о \  =  1  =  —дтт-
I 1 И | 2  J • |И | | 2  к(А)

Следовательно, расстояние до ближайшей вырожденной матрицы  
(некорректная задача) = 1  / (число обусловленности).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что

1

mm{||<L4| | 2  : det/Д  +  8 А) ф 0 } =
II\А  I 2
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Чтобы убедиться, что указанный минимум не меньше, чем 1 1 1 112 ~ 1 ? за_ 
метим: если | | 1 | 2  <  ||П_1||, то 1 >  Ц^ЧЦгЦЧ- 1 1| 2  >  ||Ч_ 1 ^Ч ||2 . Согласно 
лемме 3.1, матрица Е  +  А ~ 1 8 А  обратима, а потому обратима матрица
А  +  8  А.

Чтобы показать, что минимум равен 11 1 1 | 1, построим возмущение
8 А  с нормой W A - % 1, такое, что матрица А  + 8 А  вырожденна. Посколь
ку

I. .  1 м  | | 4 - 1 d | 2
L4 2  =  m a x —п—п— ,

«/О ||м | | 2

найдется вектор и , такой, что ||г* | | 2  =  1 и ||Ч _ 1 | | 2  =  | |4 - 1 w|| >  0. По
ложим теперь у  =  ц̂ - 1 г ^ 2 =  \\а-Ц ’ таким образом, \\у\ \ 2 =  1- Положим

8 А  = А ^ г -
Тогда

II х 4 II II “Э z\\2 Iу z\ 11̂ 112||дЛ ||2 =  m ax =  m ax ■
-/о  ||z | | 2  \ \ а - ц 2 Ц а - ъ ’

где максимум достигается, когда z есть произвольное ненулевое кратное 
вектора у. Матрица А  +  8 А  вырожденна, так как

, а г . 4  ч и уту и и „(А +  1А)у = Ay -  =  р р -  -  р р -  =  0.

□
Из теоремы 3.2 видно, что расстояние до ближайшей некорректной 

задачи и число обусловленности взаимно обратны для задачи решения 
системы линейных уравнений.

Имеется несколько иной способ построения теории возмущений для 
задачи Аи  =  / .  Пусть й -  произвольный вектор, тогда разность 8и =  й — 
и = й — A ~ l f  может быть оценена следующим образом. К ак отмечалось, 
вектор г =  Ай  — /  называется невязкой; невязка г =  0 , если й =  A ~ l f . 

Это позволяет нам написать 8и =  А~1г и получить оценку

\\5и\\ = \\А~1 г || <  ||Ч _1|| • ||г||. (3.23)

Эта простая оценка привлекательна с практической точки зрения, по
скольку г легко вычисляется, если дано приближенное решение й. Кро
ме того, нет видимой нужды в оценивании 8  Аж 8  / .  В действительности, 
оба описанных подхода весьма тесно связаны, что выявляется следую
щей теоремой.
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Т ео р ем а  3 .3 . Пусть г =  А й  — / .  Тогда найдется возмущение 5А, та
кое, что ЩЛ|| =  р|у и [А Г  5А)й  =  / .  Не существует никакого возму
щения 8 А  меньшей нормы, удовлетворяющего уравнению (А  +  8 А)й  =  
/ .  Таким образом, 8 А  есть наименьшая возможная обратная ошибка 
(измеряемая посредством нормы). Это утверждение справедливо для 
любой векторной нормы и индуцированной ее матричной нормы (или 
выборе || • | | 2  для векторов и || • ||е для матриц).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство (А  +  8 А)й  =  /  эквивалентно 
соотношениям 8 А й  =  /  — А й  =  —г, поэтому ||r|| =  ЩЛ • м|| <  ||А4|| • ||tt|| , 
откуда $Л|| <  -рЦ. Остальную часть доказательства проведем только 
для 2-нормы и индуцированной ею матричной нормы. Положим 8 А  =  
йщг- Легко проверить, что 8 А й  =  —г и ЩЛЦ =  pjjA □

Таким образом, наименьшее значение ||А4||, позволяющее получить 
вектор й, удовлетворяющий условиям (Л +  8 А )й  =  /  и г =  А й — Ь, 
указывается теоремой 3.3. Привлекая оценку (3.20) (с 8 f  = 0), получаем

||<5и|1 <  ИЛ- 1 !! ( £  ' ll*ll) =  ЦЛ-'Ц - ||г||.

т.е. приходим к оценке (3.23).
Все наши оценки зависят от возможности оценить число обусловлен

ности || Л|| • ||Л_1||. Оценки чисел обусловленности могут быть вычисле
ны программами библиотеки LAPACK, например программой sgesvx.

3.3.2. Теория относительны х возм ущ ений

В предыдущем разделе было показано, как оценить норму ошибки 8 и =  
й — и приближенного решения й системы Аи  =  / .  Оценка для ||<kt|| 
была пропорциональна к(Л) =  ||А|| • ||Л+ || и нормам ||<L4|| и \\8 f\\ в 
предположении, что й удовлетворяет уравнению (3.18).

Во многих случаях эта оценка вполне удовлетворительна, но все же 
не всегда. Цель данного раздела -  указать ситуации, когда эта оценка 
слишком пессимистична, и развить альтернативную теорию возмуще
ний, дающую лучшие оценки.

Вот пример ситуации, где оценка ошибки из предыдущего раздела 
чересчур пессимистична.

П р и м ер  3 .3 .1 . Пусть Л =  diag(y, 1) (диагональная матрица с диа
гональными элементами ац  =  7  и 0 , 2 2 =  1 ) и /  =  (7 , 1 )т , где 7  >  1 . 
Тогда и* =  Л -1 /  =  (1 ,1)т . Всякий разумный прямой метод вычислит
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очень точное приближение к и к  решению и* (посредством двух делений 
f i /сщ); в то же время число обусловленности к (А ) =  7  может быть как 
угодно велико. Следовательно, как угодно велика может быть и оценка 
ошибки (3.21).

Причина, почему число обусловленности к ( А ) заставляет переоце
нивать ошибку, состоит в следующем: оценка (3.20), содержащая это 
число, основана на предположении, что возмущение 5А  ограничено по 
норме, но в остальном произвольно; на последнем свойстве построено 
доказательство достижимости оценки (3.20) (см. [9]). В противополож
ность этому, возмущения 5А,  отвечающие реальным ошибкам округ
ления, не являются произвольными, а имеют специальную структу
ру, не отражаемую нормой самой по себе. Наименьшее 5А,  соответ
ствующее в нашей задаче вектору й, можно определить так: простой 
анализ ошибок округления показывает, что щ = ( f i /ац) / ( 1  +  ф), где 
1ф| <  е. Тем самым (ац +  ф аД щ  = fi. Это можно переписать как 
(А +  8А)й  =  / ,  где 5А  =  d i a g r a m  6 2 0 2 2 )- Тогда ||<L4|| может достигать 
величины maxj \еац\ =  еу. Применяя оценку ошибки (3.21) с 6 f  =  0, 
находим

\\6и  ||оо . { е у '
< 7 1  — £7.

Halloo \  Т
В отличие от этого, реальная ошибка удовлетворяет соотношениям

|| н

( / i / « n ) / ( 1 + <*i) -  ( / i /an)
( / 2 / « 22) /(1 +  82) -  ( / 2 / « 22) 

- 6 2 / ( 1  + 62)

<
1 —  £

И Л И
\\8 u\
\u\

< e / ( l  - e f

очто примерно в у  раз меньше предыдущей оценки.
(Символ о -  обозначает завершение примера.)

Д ля данного примера структуру реального возмущения 6А  можно 
описать следующим образом: \6 ciij < е\а^  | , где е -  некоторое очень малое 
число. В более сжатой форме это можно описать как

\5А\ < е\А\. (3.24)
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(Здесь для т  х гг-матрицы А  под |А| понимается т  х гг-матрица, со
ставленная из абсолютны величин (или соответственно модулей для 
комплексных матриц) элементов А: (|-А|)у =  |ау/|. Неравенства типа 
\А\ <  \В\ следует понимать как системы покомпонентных неравенств: 
\a ij\  А \Ьд\ для всех г и j .  Аналогичные обозначения в дальнейшем бу
дут использованы для векторов: (|ж|)г =  |ау|.) В таких случаях говорят, 
что 8А есть малое относительное покомпонентное возмущение  мат
рицы А. Поскольку на практике часто можно добиться того, чтобы 8А  
удовлетворяла оценке (3.24), a 8 f  -  оценке \8f\ <  е | / | ,  то возможно 
построить теорию возмущений, основываясь на этих оценках для 8А  и
<*/•

Начнем с уравнения (3.19):

8и = А ~ 1(—8Ай  +  8f).

Переходя к абсолютным величинам и применяя неравенство треуголь
ника, получаем

|4м| =  \A~l (—8Au + 8 f ) \ <
< 1-4“ 1 1( •  \й\ +  \8f\) <
< |А_ 1 |(е|А| • \й\ +  e\f\  =
= s ( \ A - l \)( \A\. \u\ + \f\)).

Используя любую векторную норму, для которой ЩгЩ =  11*11 (таковы 
1 -норма, 2 -норма и оо-норма) приходим к оценке

\ \8u\\<e\\ \A-l \(\A\. \u\  + \f\)\\. (3.25)

Предположим, пусть 8и =  0. Тогда (3.25) можно ослабить до оценки

Н И И И - Ч - И Ш - И

или

W <  И И - у  \а \\\. (3.26)
IMI

Это неравенство служит обоснованием для того, чтобы назвать вели
чину Ксп(А)  =  || |А-1 | • \А \|| относительным покомпонентным числом 
обусловленности матрицы А  или, для краткости, ее относительным 
числом обусловленности. Иногда эту величину называют также чис
лом обусловленности Бауэра или числом обусловленности Скила. По
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поводу доказательства того, что оценки (3.25) и (3.26) достижимы, см.
[9].

П рим ер 3 .3 .2 . Вернемся к предыдущему примеру с А  =  diag(7 , 1) и 
/  =  (у, 1)т . Легко проверить, что k,c r (A) =  1) поскольку |Л- 1 ||Л| =  Е.  
В действительности, Kc r {A) =  1 для любой диагональной матрицы А, 
что соответствует нашему интуитивному ощущению, согласно которому 
системы уравнений с диагональными матрицами должны решаться с 
высокой точностью. о

Рассмотрим более общий случай, где D -  произвольная невырожден
ная диагональная матрица, а В  -  произвольная невырожденная матри
ца. Тогда

k c r (DB) = ШСОБ)-1! • \(DB)\\\ =
= \\ \B-lD ~ l \ ■ \DB\\\ =

= I l l s - 1 ! - 15||| =
=  Kc r (B).

Это означает, что если матрица D B  плохо масштабирована, т.е. В  -  хо
рошо обусловленная матрица, a D B  обусловлена плохо (из-за того, что 
диагональные элементы в D  сильно различаются по величине), то мож
но надеяться на возможность решения системы (D B ) u  =  /  с высокой 
точностью, несмотря на плохую обусловленность матрицы D B .

В заключение приведем, как и в предыдущем разделе, оценку ошиб
ки использующую только невязку г =  Ай  — / :

\\5и\\ = ||Э - 1 г|| <  ЩЭ” 1! • |г|||. (3.27)

Здесь было применено неравенство треугольника. Эта оценка иногда 
может быть много меньше аналогичной оценки (3.23) [9]; так будет в 
частности, если А  плохо масштабирована. Справедливо, кроме того, 
утверждение, аналогичное теореме 3.3.

Т ео р ем а  3.4 . Наименьшее число е > 0, для которого существуют 
возмущения 5А  и 6 f , удовлетворяющие оценкам |<L4| <  е\А\ и 6 f  < 
£\f\ и уравнению (А +  6А)й  =  /  +  6 f , называется покомпонентной 
относительной обратной ошибкой. Оно выражается через невязку г =  
Ай — /  формулой
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Относительно доказательства теоремы см. [9].
Программы библиотеки LAPACK, такие, как sgevx, вычисляют по

компонентную относительную обратную ошибку е (для соответствую
щей переменной в LAPACK’е принято имя BERR).

3.3.3. Теория возм ущ ений для задачи  
наим еньш их квадратов

Д ля неквадратной матрицы полного ранга А спектральное число обу
словленности, как показано в разделе 3.2.5, определяется как К2 (А) = 
сгтах(А)/<тт ;п(А). Это определение в случае квадратной матрицы А  сво
дится к обычному. Следующая теорема обосновывает это новое опреде
ление.

Т ео р ем а  3 .5 . Пусть А  Е Cmxn, rank А =  п, где т >  п. Предположим, 
что вектор и* минимизирует  || А и  — / 1| 2  « г ,  =  Аи* — /  есть соот
ветствующая невязка. Пусть вектор й минимизирует  || (А +  8А)и — 
( f  + 8f)\ \2. Предположим, что £ = max (ЛМЫ < _ ^  =
Тогда

1 Г ц и  ̂ е  +  0 ( е 2 )  =  е  ■ k l s  +  0 ( e 2m a c h ) ,
|| м || 2 ( cost/ J

где sin У =  ^yjjy- Другими словами, У есть угол между векторами /  
и А и *; он измеряет велика или мала норма невязки ||г* ||2 (т.е., соот
ветственно,  ||г* | | 2  близка к II/H или 0). Символ h l s  означает число 
обусловленности для задачи наименьших квадратов.

Здесь символ ”0 ” является стандартным в математике для указания 
точности: выражение ip(t) = 0(рф{Т)) обозначает, что существуют неко
торые константы С > 0 и to такие, что при всех t < to (или при t > to, 
т.е. при t —> 0  или при i —> 0 0  соответственно) выполняется неравенство
Ш \  < сфф).

н  а б р о с о к  д о к а з а т е л ь с т в а .  Разложим вектор 
й =  ((А +  8А)Т (А +  8А))~1(А +  8A)T ( f  +  8 f)  по степеням величин 8А  и 
8 f ,  а затем отбросим все, кроме членов, линейных по 8А  и 5f . □

Условие Emach^i.A) <  1 играет ту же роль, что и при выводе оценки 
(3.22) для возмущенного решения системы линейных уравнений Аи  =  /  
с квадратной матрицей: оно гарантирует, что rank (А+АА) =  п , поэтому 
вектор й определен однозначно.
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Полученную оценку можно интерпретировать следующим образом: 
если угол 9 очень мал или равен нулю, то мала и невязка. В этом случае 
эффективное число обусловленности равно примерно 2 к 2 (Д), т.е. при
мерно тому же, что и при решении обычной системы линейных уравне
ний. Если 9 не мал, но и не близок к 7г / 2 , то невязка умеренно велика, 
и эффективное число обусловленности может быть много больше, чем 
в первом случае, а именно равно к\(А).  Если 9 близок к 7г / 2 , так что 
точное решение почти вырождается, то эффективное число обусловлен
ности становится неограниченным даже при малом к 2 (Д).

Оценке из теоремы 3.5 можно придать другую форму, в которой 
отсутствует член с 0 ( e 2mach) [2 2 ]:

Здесь г -  невязка возмущенной задачи: г = (А +  5А)й  — ( /  +  6f).
Приведенные оценки точности позволяют провести сравнительный 

анализ для основных способов решения линейных задач наименьших 
квадратов полного ранга. Д ля данной задачи эти способы (они подробно 
описаны в [9] и [8 ]):

1 . нормальные уравнения,

2. QR-разложение,

3. SVD-метод,

4. преобразование в расширенную линейную систему (2.5).

Здесь QR-метод -  метод, основанный на ортогональном разложении 
матрицы А  = Q R , а SVD-метод -  метод, основанный на сингулярном 
разложении матриц. При правильной реализации оба метода -  и QR, и 
SVD, -  численно устойчивы, т.е. дают приближенное решение й, кото
рое (точно) минимизирует некоторую функцию вида ||(Д +  5А)й  — ( /  +  
8 f ) h ,  причем

л м н  I Iт\ чm ax  д—п г , -ГГДТГ =  0{£mach)-
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Комбинируя этот результат с приведенными выше оценками возмуще
ний, можно получить оценки для ошибки в решении задачи наимень
ших квадратов подобно тому, как были получены оценки для ошибки в 
решении системы линейных уравнений.

Метод нормальных уравнений не столь точен. Поскольку решается 
система (A*A)u  =  Л */, точность определяется числом обусловленности 
К2 (А*А) = к\(А).  Таким образом, ошибка всегда ограничена величиной 
типа (A)emach, а не просто K2 (A)emacfl. Следует ожидать поэтому, что 
при решении нормальных уравнений может быть потеряно вдвое боль
ше верных разрядов, чем в методах, основанных на QR-разложении и 
SVD.

Кроме того, метод нормальных уравнений не всегда устойчив, т.е. 
вычисленное решение й, вообще говоря, не является точкой миниму
ма функции вида ||(Л +  8А)й  — ( /  +  <5/) | | 2  с малыми 8А  и 8f.  Все же, 
если число обусловленности мало, метод, скорей всего, даст прибли
женное решение примерно того же качества, что и QR-разложение и 
SVD. Поскольку задача наименьших квадратов быстрей всего (по числу 
арифметических операций) решается именно посредством нормальных 
уравнений, этот метод является предпочтительным в случае хорошо 
обусловленной матрицы А.

Последний метод (основанный на преобразовании в расширенную 
систему) позволяет проводить итерационное уточнение в случае пло
хо обусловленной задачи полного ранга. Все методы, кроме третьего 
(SVD-метода), могут быть адаптированы для эффективной обработки 
разреженных матриц.

3.4. Вычисление нормальных 
псевдорешений линейных систем

На ЭВМ можно вычислить только хорошо устойчивые объекты. Пер
вый вывод, который вытекает из теории возмущений, состоит в том, 
что нормальное псевдорешение и псевдообратная матрица непригод
ны для вычислений на ЭВМ. Легко убедиться, рассматривая только 
диагональные матрицы и диагональные возмущения, что нормальное 
псевдорешение неустойчиво к изменению ранга матрицы.

В данном разделе рассматривается задача вычисления и* =  Л+/ ,  
где A  Е Стхп, т =  rank Л <  min(m, п). Нормальное псевдорешение 
и* =  Л+/  можно устойчиво вычислить, если исходные данные (Л, / )
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заданы точно и выполняется условие:

£mach ( 'Н ( ^ )  •'> 0 ) (3.28)

Д ля отвыкания псевлорешений требуется находитв псевдообратную 
матрицу Л+ . Однако, как будет показано в этом разделе, можно ис- 
полвзоватв рекуррентную процедуру (предложенную Р.Ш. Липцером и 
А.Н. ТТТиряемьтм [13]) нахождения псевдорешений, не требующую псев
дообращения матрицы А.

В начале рассмотрим совместнвге системв1 с m  <  п.
Введем некоторвю обозначения. Пуств к = 1 ,2 , . . .  , т -н ом ера  строк

Т ео р ем а  3.6 . Пусть система А и  =  /  удовлетворяет условиям т  < п

и rank (Л :/) =  rank Л =  т. Тогда векторы и к и матрицы  7 *. (к = 
1 ,2 , . . .  , га) удовлетворяют системе рекуррентных соотношений

матрицы А, аи -  строки матрицы Л, А к | кхп j k
\  ак у

Рассмотрим для каждого к совместные СЛАУ

Положим также

u k = A *Jk, 7  к = Е п - А \ А к.

^fc+l Uк +  7fca fc+l(a fc+l7fca fc+l) (/fc+1 А^к) 1 Щ 0, 
lk+i =  7к ~  («fc+i7fc«fc+i)+7fc«fc+i«fc+i7fc, 7о =  Е п,

где

(<A+i7 ka[+l) l , если a fc+i7 fca j + 1  >  0  

0 , если ak+\pkal+l > 0
(■ak+lpkal+l)

к = 1 ,2 , . . .  , m  — 1 и вектор um =  и* =  Л +/ .

Доказателвство теоремы имеется в [13].
Если rank Л =  т,  то (afc+i 7 fcaj+1)+ =  (cik+TfkCiJ+i)-1 ПРИ всех к

1 , 2 , . . . ,  т  — 1 .
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Пусть исходная система Аи  =  /  является произвольной (возможно 
несовместной и неполного ранга). Тогда для вычисления нормального 
псевдорешения воспользуемся расширенной системой (2.5):

где щ  = A +f .
Основное преимущество системы (3.29) состоит в том, что в отличие 

от исходной системы Аи  =  / ,  она всегда совместна. Таким образом, для 
вычисления л* можно воспользоваться рекуррентными формулами из 
теоремы 3.6, что дает возможность определить одновременно нормаль
ное псевдорешение и* и минимальные (в смысле наименьших квадра
тов) невязки г* исходной системы.

•ФФ- Gz = Ъ. (3.29)

Из (3.29) непосредственно следует, что



Глава 4

Вычисление решений 
приближенных систем

4.1. Корректность вычислительной задачи

Постановка вычислительной задачи включает в себя множество до
пустимых входных данных X  и множество возможных решений Y .  
Таким образом, как и в разделе 3.2, любая математическая задача в 
дальнейшем будет рассматриваться как некоторая функция (отображе
ние) g : X  —> Y  из некотрого нормированного векторного пространства 
X  в нормированное векторное пространство Y  решений.

Анализ важнейших требований, предъявляемых к различным при
кладным задачам, приводит к понятию корректности математической 
задачи, которое было впервые сформулировано Ж .Адамаром. Вычис
лительная задача называется корректной (по Адамару), если выпол
нены следующие три требования: 1) ее решение у  Е Y  существует при 
любых входных данных х  Е X]  2) это решение единственно; 3) реше
ние устойчиво по отношению к малым возмущениям входных данных. 
В том случае, когда хотя бы одно из этих требований не выполнено, за
дача называется некорректной. Рассмотрим подробнее эти требования.

С у щ ество в ан и е . Существование решения задачи -  естественное 
требование к ней. Отсутствие решения может свидетельствовать, на
пример, о непригодности математической модели либо о неправильной 
постановке задачи. Иногда отсутствие решения является следствием 
неправильного выбора множества допустимых входных данных X  или 
множества возможных решений Y .  Так как математическая модель не 
является абсолютно точным отражением действительности, то даже в

65
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случае, когда исходная проблема заведомо имеет решение, соответству
ющая ввшислителБная задача может и не оказатвся разрешимой. Ко
нечно, такая ситуация говорит о сервезном дефекте в постановке за
дачи. В некоторвгх случаях отсутствие решения математической зада
чи приводит к пониманию того, что первоначалвно сформулированная 
проблема неразрешима и нуждается в сервезной корректировке.

Е динственность. Д ля некоторых вычислительных задач един
ственность является естественным свойством; для других же решение 
может не быть единственным. Например, квадратное уравнение имеет 
два, корня. К ак правило, если задача имеет реальное содержание, то 
неединственность может быть ликвидирована введением дополнитель
ных ограничений на решение (т.е. сужением множества Y ). В некото
рых случаях проблема снимается тем, что признается целесообразным 
найти набор всех решений, отвечающих входным данным х , и тогда за 
решение у  принимается этот набор.

Неединственность решения вычислительной задачи -  весьма непри
ятное свойство. Оно может быть проявлением неправильной постановки 
исходной прикладной проблемы, неоднозначности ее решения или сиг
налом о неудачном выборе математической модели.

У стойчивость реш ения. Решение у  вычислительной задачи назы
вается устойчивым по входным данным х , если оно зависит от вход
ных данных непрерывным образом. Это означает, что для любого е >  О 
существует 5 = 5(e) > 0  такое, что всякому исходному данному х 1, удо
влетворяющему условию || х'  — х  || <  8, отвечает приближенное решение 
у ' , для которого ||у' — у || < е. Таким образом, для устойчивой вычисли
тельной задачи ее решение теоретически можно найти со сколь угодно 
высокой точностью е, если обеспечена достаточно высокая точность 8 
входных данных.

Д ля задач решения произвольных СЛАУ, как было показано в 2.1, 
первые два условия всегда устраняются за счет введения нормального 
псевдорешения. Однако, в силу того, что нормальное псевдорешение 
соответствует случаю когда матрица А  системы имеет неполный ранг 
(rank Л <  min(m, п)), -  оно неустойчиво к возмущениям в матрице А. 
Это непосредственно следует из того факта, что ранг матрицы (в случае 
ее неполного ранга) не будет непрерывной функцией от возмущений в 
элементах матрицы.

В случае, когда матрица матрица системы Аи  =  /  является почти 
вырожденной, т.е. <  macheps , систему будем называть систе
мой с неполным машинным рангом. Д ля таких систем может оказаться
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предпочтительнее сразу же искать нормальное псевдорешение.

4.2. Постановка задачи

Методам решения некорректных систем линейных алгебраических 
уравнений посвящено огромное число работ. Среди этих работ особого 
внимания заслуживает В. А. Морозова [15], в которой дается глубокий и 
наиболее полный анализ основных подходов к приближенному решению 
данного класса некорректных задач. Основные подходы к приближен
ному решению некорректных задач связаны с тем или иным возмуще
нием исходной задачи, переходом к некоторой "близкой", но уже кор
ректной (условно корректной или корректной по Тихонову) задаче. На 
этом пути получаются различные регуляризирующие алгоритмы. При 
этом важнейшее значение имеет проблема выбора параметра регуляри
зации, его согласование с погрешностями в исходных данных. Следует 
особо отметить тот общий момент, что выбор параметра регуляриза
ции приводит к существенному увеличению вычислительной работы и 
носит в той или иной степени итерационный характер.

Исключение составляет класс некорректных СЛАУ, когда точная ис
ходная система является совместной. Д ля этого класса задач В.А. Мо
розовым и С.Ф. Гилязовым получена важ ная теорема (см. теорема 3 в
[7]), которая снимает проблему выбора параметра регуляризации вооб
ще.

Бьорком [2 1 ] для итерационного уточнения решений в линейных 
задачах наименьших квадратов (только для переопределенных СЛАУ 
полного ранга) был предложен метод эквивалентных расширенных си
стем. Этот метод позволяет произвольную несовместную СЛАУ преоб
разовать к эквивалентной расширенной совместной системе. На основе 
преобразования произвольной исходной СЛАУ к эквивалентной расши
ренной (но уже совместной) системе результаты полученные В.А. Мо
розовым и С.Ф. Гилязовым распостраняются на класс некорректных 
СЛАУ без ограничений на меру совместности исходных систем.

Матрица коэффициентов расширенной СЛАУ является симмет
ричной матрицей. Этот ф акт дает возможность использовать для вы
числения регуляризованных решений метод мнимого сдвига спектра 
(В.Н. Фаддеевой), что позволяет существенно снизить число обуслов
ленности вычислительной задачи.

Постановка задачи о решении приближенной СЛАУ является фун
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даментальной задачей вычислительной математики [17].
Пусть точная СЛАУ

Аи = / ,  (4.1)

задается с помощью (априори неизвестных) исходных данных d =
{41,/}, где А  = (ад) G Rmxra, /  =  ( / b . . . , / m)T G Rm, и =  ( щ , . . . ,
un)T G К™. Если m  ф п  или m, = п  и de tA =  0, то условия разреши
мости формулируются в виде точных равенств (теорема Кронекера -  
Капелли).

В общем случае под "решением"точной СЛАУ (4.1) будем понимать 
нормальное псевдорешение

=  А + /, (4.2)

где А+ -  псевдообратная матрица или обобщенная обратная матрица 
Мура -  Пенроуза.

Тогда мера несовместности точной СЛАУ (4.1) определяется вели
чиной

 ̂= WAu ~ /II = WAu* ~ /II -  °-
Везде в дальнейшем векторные нормы в и М™ полагаются ев

клидовыми (квадратичными) нормами, т.е. ||г|| =  ЦгЦг, где г -  вектор 
невязки, г =  /  — Аи.

Информация о системе (4.1) задается приближенными данными 
d = { А, / }  (индивидуальной приближенной СЛАУ Аи  =  / ) ,  такими, 
что

||А — А|| <  h, I I / - / | |  <  А,

где h >  0  и 5 >  0  характеризуют погрешности задания приближенных 
данных d ; ||А|| -  спектральная матричная норма, т.е.

||А — А|| =  ||А — А ||2  =  sup ||Au — Ам||.
IH|=i

К ак отмечалось в [15], решение (в смысле (4.2)) системы (4.1) непол
ного ранга (rank А <  min(m,u))  по приближенным данным d при h > О 
является некорректно поставленной по Адамару задачей, так как при
ближенное нормальное псевдорешение

щ  = А + /

неустойчиво к бесконечно малым возмущениям исходных данных.
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Д ля нахождения устойчивых решений системы (4.1) по приближен
ным данным d применяются различные методы регуляризации [15]. Од
ним из наиболее универсальных методов является метод регуляризации 
А.Н. Тихонова [17]. К ак хорошо известно, регуляризованное решение iia 
в этом методе определяется как (единственное) решение уравнения Эй
лера

(АТА +  а Е п)и = А т/ ,  а  >  0, (4.3)

где Еп -  единичная матрица порядка п, а  -  параметр регуляризации.
Когда точная (априори неизвестная) система (4.1) совместна (у = 

0), то, как показали В.А. Морозов и С.Ф. Гилязов (см. теорема 3 в [7]), 
если положить а = h в (4.3), тогда

\\йа -и* \ \  = 0 ( h  + 5), (4.4)

где йа -  решение уравнения (4.3).
Д ля несовместных систем (у >  0) В.А. Морозов и С.Ф. Гилязов 

предложили двухэтапный алгоритм. Однако в этом алгоритме требу
ется вначале находить проекцию вектора /  на образ матрицы А. Эта 
процедура приводит к увеличению ошибки уклонения регуляризован- 
ного решения по сравнению с (4.4).

Здесь рассматривается другой подход для систем с у  > 0. В этом 
подходе исходная система преобразуется к эквивалентной расширенной 
совместной системе [1 0 ] и затем для регуляризации последней исполь
зуются результаты теоремы В.А. Морозова и С.Ф Гилязова [7]. Этот 
подход обеспечивает для регуляризованных решений такую же ошибку 
уклонения как в (4.4). Кроме того, предлагаемый подход позволяет по
лучить эффективные численные алгоритмы для решения поставленной 
задачи.

4.3. Регуляризация на основе расширенных 
систем

Известно, что нормальное псевдорешение и* =  А +f  является нормаль
ным решением нормальной системы уравнений

А ТАи = A Tf  (4.5)

или Ат г =  0 , где г =  /  — Аи.
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Таким образом, нормальная система уравнений (4.5) эквивалентна 
расширенной системе уравнений

= { ' ~ ( ! ?  о ) С Н о ) ~ &=8- <«>
где z  =  (гт ,мт )т  G Е т+га.

Расширенная система вида (4.6) была впервые использована Бьор- 
ком [2 1 ] при m  > п  для итерационного уточнения решений в линейных 
задачах наименьших квадратов.

Так как нормальная система уравнений (4.5) всегда совместна, то из 
этого непосредственно следуют

У т в е р ж д е н и е  4 .1 . Расширенная система (4-6) при любых исходных 
данных d = {А,  /}  совместна.

У т в е р ж д е н и е  4 .2 . Нормальное решение расширенной системы (4-6) 
определяется как z* =  G+b =  ( r J ,t(7 )T; где и* =  А +f  и г* =  /  — А й *.

Д ля нахождения устойчивых решений системы (4.6) воспользуемся 
методом регуляризации А.Н. Тихонова.

Так как G =  GT , то GTG = G2. Следовательно, регуляризован- 
ное решение z a  системы (4.6) определяется как (единственное) решение 
уравнения Эйлера

(G2 +  a E m+n)z  =  Gb. (4-7)

Возмущения в приближенной системе {G, Ь} удовлетворяют нера
венствам

I I G - G H \\А — А\\ < h,

\\b — Ь\\ = | | /  — / | |  <  д.

Из утверждений 4.1 и 4.2 непосредственно следует, что точная рас
ширенная система

Е т А \  (  r \  _  (  f
АТ 0 И  и ) -  \  0  1 —  Gz -  6

всегда совместна,

р = inf || Gz — Ь|| =  || Gz* — Ь|| =  0,_z€Rm+n
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Тогда из теоремы В.А. Морозова и С.Ф. Гилязова (теорема 3 в [7]) 
непосредственно следует

Т ео р ем а  4.1 . Если в уравнении (4-V положить а  = h, тогда ошибка 
уклонения

Р а  - z * | |  =  0 ( h  +  8),

где za -  решение Д.  7).

Таким образом, основнвге резулвтатв1 полученные В.А. Морозовым 
и С.Ф. Гилязовым [7] для совместных систем (р =  0), с исполвзованием 
эквивалентнвгх расширенных систем непосредственно обобщаются на 
класс несовместнвгх систем (р > 0 ).

Д ля численного решения (как прямвши, так и итерационнвши ме
тодами) уравнения Эйлера (4.7) для расширенных систем важно иссле- 
доватв числа обусловленности этой системы.

4.4. Обусловленность вычислительной 
задачи

Д ля исследования чисел обусловленности ввгаислителвной задачи ис-
Ет А

следуем спектр матрищл G =  ^ ^  ^

Т ео р ем а  4.2 . Пусть о\ >  < 7 2  >  • • • >  оТ > (тт+\ =  . . .  =  as =  0 син
гулярные числа матрицы А, т.е. а к = сгк(А) = -фХк, где А к -  соб
ственные числа матрицы А ТА, к  =  1 , 2  , . . . , s ; r  =  rank (А) >  0, 
s =  min(m, п). Тогда расширенная матрица G имеет собственные чис-

2  — у  4  т  се*, ..., 2  — у  4  +  соответственно.

Д о к а з а т е л в с т в о .  Если Gz  =  сuz, z  =  Д т , мт )т  ф 0, тогда 

v +  Аи = ujv, A 1 v =  oju.

Исключая v, получаем

сии + А Т Аи = u j 2 u ,
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или
А т Аи  =  (со2 — и)и.

Следовательно, если и /  0, тогда и собственный вектор и (ш2  — и)  
соответствующее ему собственное число матрицы А тА,  т.е.

и 2 — и  — \к  =  0. (4.8)

Если и =  0, то
А тv =  0, v =  сov, v ф 0. (4.9)

Из (4.8) и (4.9) непосредственно следует утверждение теоремы. □
Исследуем обусловленность регуляризованной системы (уравнения

Эйлера) (4.7). Д ля этого оценим число обусловленности матрицы G. 
Из теоремы 4.2 следует, что

Ama x(G 2  +  olE )  =  Amax(G2) +  a  =  uj\ +  a  =
2

1  / 1  Л  1
-  +  cr2 j + a — -  ( 1  +  A/ 1  +  4a 2  ) +  a  

и
Amin(G2 +  a E ) =  Amin(G2) +  a.

Тогда

cond2(G2 + aE)  =  = ( l + G T M i ) \ a  ^
Amin(G2 Г  aE)  4(Amin(G2) +  a)

Д ля вычисления (4.10) необходимо вычислять все сингулярные чис
ла матрицы А. Поэтому можно воспользоваться оценкой

с о Ш С 2 + aE )  < 0  + N/1 ) Д ?)2 + °  = 1 + Д  ( l  + Д + ® ? ) 2 •
(4.11)

где -  максимальное сингулярное число матрицы А.
Равенство в (4.11) достигается когда гапк(И) <  п, так как в этом 

случае, на основании теоремы 4.2, Amm ( G 2) =  min |tly| =  0 , где -
l< k< m -\-n

собственные числа матрицы G.
На практике в (4.11) вместо од можно взять одну из легко вычисля

емых норм ||G ||i =  1  +  ЦЙД или ||G||oo =  1 +
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4.5. М етод мнимого сдвига спектра

Используя свойство симметричности матрицы G можно понизить число 
обусловленности регуляризованной вычислительной задачи. Д ля этого 
воспользуемся методом мнимого сдвига спектра (В.Н. Фаддеевой).

В соответствии с этим методом вместо уравнения (4.7) рассмотрим 
уравнение

Пусть z =  х  +  %у. Тогда (4.12) можно записать в виде расширенной 
вещественной СЛАУ

Из (4.13) непосредственно следует, что х  =  R ez является решением 
уравнения

Это означает, что если z* -  решение (4.12), a za -  решение (4.7), то 
za =  Re z*. Таким образом, задачу решения СЛАУ (4.7) можно заменить 
на задачу решения СЛАУ (4.12) с мнимым сдвигом спектра.

Вычислительная трудоемкость решения СЛАУ (4.12) не намного вы
ше трудоемкости решения СЛАУ (4.7). Однако как будет показано, чис
ло обусловленности СЛАУ (4.12) существенно меньше числа обуслов
ленности СЛАУ (4.7).

Исследуем число обусловленности матрицы ИД = G +  г у/ a E .  Соб
ственные значения Ад, (ИД) матрицы ИД равны

Тогда сингулярные числа ад (ИД) матрицы ИД определяются как

(G +  i \ [a  ■ E ) z  =  b, (4.12)

где i = \J— 1  -  мнимая единица.

(G 2  +  a E ) x  = Gb.

Ak(Wa) = u k + iV a ,  к = 1 , 2 , . . .  , m  +  n.

Фг(ИД) =  y / x  ДИДИД) =  y / x  k ( &  + aE )  = ^ u 2k + a

где W* = W aT = G -  iy /aE.
Следовательно

cond2 (G 2  +  a E )  = (cond2(G +  iyfotE))2
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conc^G  +  iy /aE)  <  ^ 1  +  —— ^1 +  \ J  1 +  4 . (4.14)

Равенство в (4.14) имеет место когда rank(A) <  п. Если conc^A ) 1, 
то приближенно

conck(G + i^ /aE)  < ^  ^  J (  ~1-. (4-15)
2 \Ja

Таким образом, из (4.14) и (4.15) видно, что для плохо обусловлен- 
h b i x  и неполного столбцового ранга матриц А  вычисление регуляризо- 
ваннвк решений za на основе СЛАУ (4.12) с мнимым сдвигом спектра 
существенно эффективнее, чем на основе СЛАУ (4.7).

4.6. Численные примеры
В качестве иллюстрации возможностей предлагаемого метода регуля
ризации неустойчиввгх конечномернвгх линейных задач рассмотрим вы
рожденную несовместную (точную) систему уравнений

{ 2x?+2$tl = Д,  А={1 2 Д ) '  / = ( д ) '  <4' 16)

Система уравнений (4.16) не имеет решений. Найдем ее нормалвное 
псевдорешение и* =  A +f .  Д ля этого вычислим псевдообратную мат
рицу

A +  =  l}™ o (-A T A  +  a E ) ~ l A ' =  T 5  ( у / 2  2 ^ ) '
Тогда нормалвное псевдорешение (точной) СЛАУ (4.16)

“* = ^ ( д  2д ) ( д )  = ( 4 # ) “ ( о36о) '

Теперв будем решатв систему (4.16) любым классическим (машин
ным) методом. Положим (исполвзуя округление до двух десятичных 
знаков) у/2 1,41 и 2 ^ 2  2, 83. Тогда приближенная система уравне
ний будет
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Система (4.17) формально невырожденная: det А  =  0,01 ф 0. Любым 
классическим (машинным) методом найдем ее решение с точностью 
10_ 3 :

=  (  84,140 \
* / - 5 9 , 0 0 0 / '

Очевидно, погрешности приближенных данных системы (4.17) опре
деляются величинами:

\\А -  А\\2 < \\А -  А\\Е < h = Ж 2 и | | / - / | | 2  <  4 =  1СГ2, 

где || А  || е ~ сферическая (евклидова) матричная норма,

(т  п  \

)  ■

j= 1 к= 1 /

Регуляризованные решения йа системы (4.17) определялись из 
СЛАУ (4.13). На основании теоремы 1.1 параметр регуляризации выби
рается а = h =  0,01. Тогда

(  1 0 1 1, 41 \ (  1 \
0 1 2 2,83 и Ъ =

1,41
1 2 0 0 0

\  1 ,41 2,83 0
0  1 ^ 0  У

Таким образом, в данном примере СЛАУ (4.13) имеет вид:

/  1 0 1 1,41 - 0 , 1 0 0 °  \ ( х \ \ ( 1 \
0 1 2 2,83 0 - 0 ,1 0 0 Х 2 1,41
1 2 0 0 0 0 - 0 ,1 0 Х з 0

1,41 2,83 0 0 0 0 0 - 0 ,1 Х 4 0
0,1 0 0 0 1 0 1 1,41 У 1 0

0 0,1 0 0 0 1 2 2,83 У 2 0
0 0 0,1 0 1 2 0 0 У з 0

V 0 0 0 0,1 1,41 2,83 0 0 ) \ У 4 / V 0  У

Н а ( н \ а Н>2а) =  (ж3 , ж 4) т .
Решая эту систему любым классическим методом получаем регуля- 

ризованное решение с точностью 1 0 _3:
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Сравнивая регуляризованное решение ua с точнвш нормалвнвш псев
дорешением м*, получаем

\\^а ^*|| ^  Ю •,

что соответствует приведениям теоретическим резулвтатам.
Рассмотрим другую приближенную к (4.16) систему. Пуств коэф

ф ициенты матрицв1 системв1 (4.16) полученв1 округлением до пяти де- 
сятичнБгх знаков (у/2 & 1,41421, 2 у/2 ~  2,82843), а элементв1 вектора 
правой части округлением до двух десятичнвгх знаков, т.е. у/2 1,41.
Таким образом, имеем приближенную систему

2 / 1  1,41421 \  г /  1 \  , . 10,
\ 2  2,82843 J ’ ^ / 1 , 4 1 / '

Приближенная система (4.18) также неввфожденная и ее решение мо
жет бв1тв получено любв1м классическим методом:

.  _  /  —4,14 - 104  

п * ~  V 2,93 • 104

Д ля системв1 (4.18) погрешности приближенных даннвгх определяются 
соответственно величинами:

\\А -  А\\2 < \\А -  А\\Е < h = Ж ъ и | | / -  / | | 2  <  4 =  1СГ2.

Тогда параметр регуляризации a = h =  10- 5  и принимая До: & 0,03, 
аналогично предыдущему примеру получаем регуляризованное реше
ние для приближенной СЛАУ:

Un
( щ Л  /  0, 255 \  
\ U 2 a )  ~  V 0, 360 )  '

В этом примере также достигается точноств приближенного реше
ния соответствующая, приведеннвш здесв теоретическим резулвтатам.



Глава 5 

Идентификация 
нестационарных AR-моделей

В этой главе рассмотрен пример использования методов регуляризации 
к прикладной задаче идентификации параметров моделей процессов 
роста, описываемых нестационарными моделями авторегрессии (AR- 
моделями) . Эта задача относится к классу неустойчивых вычислитель
ных задач.

5.1. Стохастические непрерывные модели

При построении детерминированных математических моделей процес
сов роста экономических, и ряда других, показателей исходят из сле
дующих двух предположений: скорость изменения показателя x(t)  про
порциональна его значению; скорость изменения пропорциональна так
же функции д(х), монотонно убывающей со временем. Эта функция 
вводится для учета возможных ограничений ресурсов и влияния кон
курентов. Дифференциальное уравнение имеет вид:

(5.1)

Функция д(х) выбирается так, чтобы значение эндогенной переменной 
не стремилась к бесконечности. Стабилизация численности популяции 
при t —> оо есть свойство модели, которое обеспечивается специаль
ным выбором функции д(х).  Определенный выбор функции д(х) зада
ет конкретный вид модели процесса роста. В исследованиях процессов

ах
—  =  ха(х).  
dt v '

77
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роста экономических показателей, аналогично процессам роста биоло
гических популяций, наиболее распространены следующие два способа 
выбора функций д{х).

Первому способу соответствует B B i 6 o p  функции д(х) в виде

д(х) = с2 ( 1  -  x /c i ) ,  Ci, с2  >  0 .

При таком BBi6ope функции д(х), дифференциалвное уравнение (5.1) 
будет соответствоватв так назвшаемой модели Верхулста. Д ля модели 
Верхулста аналитическое решение дифференциалвного уравнения (5.1) 
равно

x(t)  = ------ —  —-— -------  г. (5.2)
1  +  (ci/x(0) -  1 )ех р (-с Д )

Функция (5.2) представляет собой классическую логистическую функ
цию. Начиная от значения ж(0), где ж(0) <  щ, значение эндогенной 
переменной постоянно возрастает во времени t и стремитвся к ci при 
i  —> сю.

Д ля оценивания параметров с\ и с2  модели Верхулста по экспери- 
менталвнв1м даннв1м исполвзуются методв1 нелинейного регрессионного 
анализа, в предположении, что значения эндогенной переменной изме
ряется с аддитивным шумом, т.е. наблюдаются

y ( t ) = x ( t )  + e(t), (5.3)

где e(t) -  аддитивные помехи типа белого шума.
Сугцественнвш недостатком модели (5.2) является предположение 

об аддитивном характере (5.3) возмущений еД), так как это предпо
ложение теоретически не обеспечивает выполнение условия: y ( t ) >  0  с 
вероятноствю 1 , что противоречит физической сущности процесса ро
ста.

Второй способ BBi6opa функции д(х):

д(х) = с\ — с2 1п(ж), ci >  0 ,с 2  >  0 .

Такой способ BBi6opa функции д{х) соответствует так назвшаемой мо
дели Гомпертца. Д ля модели Гомпертца аналитическое решение диф 
ференциалвного уравнения (5.1) имеет вид:

In x(t) = (c i/c2) +  (1пж(0) -  c i / c 2 ) e x p ( - c 2 t). (5.4)

Функция 1пжД) монотонно убывает при t оо, a x(t)  стремитвся к 
положителвному числу exp(ci/c2).
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Д ля оценивания параметров с\ и С2  модели Гомертца (5.4) по экс- 
перименталвнБш данным также исполвзуются методв1 нелинейного ре
грессионного анализа, в предположении, что эндогенная переменная из
меряется с мультипликативными возмущениями, т.е. вместо x(t)  наблю
даются

где £(i) -  неотрицательная случайная величина с М  [£(£)] =  1 (М  -  опе
ратор математического ожидания) и ln£(i) является случайным про
цессом типа белого шума.

Дальнейшим усовершенствованием модели (5.1), с целью повыше
ния прогнозирующих свойств, является ее естественное обобщение на 
стохастический случай, которое получается добавлением на входе слу
чайного процесса, отражающего совокупное действие влияющих на эн
догенную переменную экзогенных факторов, таких как ресурсов и т.д. 
Интенсивность случайного входного сигнала в любой момент времени 
также пропорциональна значению эндогенной переменной в тот же мо
мент. Таким образом, стохастический вариант уравнения (5.1) имеет 
вид

где r/(t) -  некоторый случайный процесс отражающий влияние выше 
перечисленных (неучтенных в модели) экзогенных факторов. Простей
шее предположение относительно r/(t) -  считать r/(t) белым шумом с 
М  [//(£)] =  0. Однако такое предположение не совсем реалистично, так 
как трудно представить, что совокупное действие всех важных, влияю
щих на эндогенную переменную, факторов было бы некоррелировано во 
времени. Здесь будет рассмотрен стохастический вариант модели Гом
пертца в предположении, что входное воздействие не является белым 
шумом, а подчиняется стохастическому дифференциальному уравне
нию.

Стохастический вариант модели Гомпертца можно записать в виде:

»(<) =  x(t)  ■ a t ) (5.5)

—  =  xg(x)  +  xrj(t)

—  =  x(c\ — C2  In ж) +  xrjit). 
at

(5.6)

Разделив (5.6) на x , получаем

(5 .7 )
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Предположение, что случайное входное воздействие подчиняется 
стохастическому дифференциалвному уравнению первого порядка

=  ar] + d{t) +  w{t),  (5.8)
at

где а < 0 , m(t) -  белый шум с непрерывным временем и нулевв1м сред
ним, d(t) -  сумма постоянного сигнала и функций тренда. Конкретный 
вид функции тренда будет рассмотрен ниже.

Исключая r/(t) из уравнений (5.7) и (5.8) и дифференцируя (5.7) по 
t, получаем

d2 In ж d l n x  dri(t)
дд = ~СДД  +  ДГ- ( 5 ' 9 )

Подставив в уравнение (5.8) выражение для г/ через х , получаемое из 
(5.7), а затем вместо производной drj/dt подставив ее выражение через 
х , получаемое из (5.9), будем иметв:

d2 In ж d In ж d In ж . . . .
c2—-—  =  a—  Ci In ж +  +d{t) +  m(t)

или

dt 2  dt dt

d2 In ж d l n x
Q!i— ----- |- а 2 1п 2 : =  аЦ р  +  ro(i), (5.10)

dt2  dt

где оц =  c2  — a, a : 2  =  — ac2 и cii(t) =  <i(t) — aci.

5.2. Стохастические дискретные модели

Рассмотрим дискретный вариант стохастической непрерывной модели 
(5.10). Д ля этого произведем дискретизацию по времени стохастическо
го дифференциалвного уравнения.

Пуств значения эндогенной переменной x{t) известны в дискретные 
моменты времени to, to +  At ,  to +  2  • A t , . . .  , t 0  +  k ■ A t , . . .  с равномер
ным по времени шагом At. Обычно в экономических исследованиях 
A t -  сутки, неделя, квартал, год и т.д. Обозначим ад =  ж (to +  к ■ At),  
где к =  0 ,1 ,2 , . . .  -  дискретное время. Тогда на основании стохасти
ческого дифференциалвного уравнения (5.10) получаем стохастическое 
разностное уравнение:

In ад =  0i 1пад_! +  921пад_2 +  dx{k) +  ек, (5.11)
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где к -  дискретное время, к =  0 ,1 , 2 , . . а ед, -  дискретны й белый шум, 
удовлетворяющ ий условиям:

M (e fc+i| $ к) = 0 п.н.,

M (efc+il3fc) =  (т2 < о с  п.н.,

$к -  (7-алгебра, S'fc =  <r{ei, . . . ,  е^}, 5о =  0, п.н. -  почти наверное.
Уравнение ( 5 . 1 1 )  является  нелинейнвш  стохастическим разностнвш  

уравнением относителвно переменной ад и линейнвш  стохастическим 
разностнвш  уравнением (AR-уравнением) относителвно хк =  In ад.
Уравнение ( 5 . 1 1 )  перепишем в виде:

Хк = OiXk-i +  в2х к - 2  +  di(k)  +  ек. (5 -12)

Слагаемое d\(k)  в уравнении ( 5 .1 2 )  представляет собой функцию  тренда 
и позволяет учитвш атв нестационарноств среднего значения процесса 
роста. В исследованиях динамики роста экономических процессов чаще 
всего исполвзуются следующие способв1 задания функции тренда:

d\(k)  =  во, 
d\{k)  =  во +  во t,

р

вг{к) = в0 + ^ вз + ^ ,
3 = 1

d\{k)  =  во +  во cos cut +  в4 sm u t .

Таким образом, в экономических исследованиях исполвзуются четвще 
OCHOBHBIX типа AR-моделей с нестационарнвш и трендами для  описания 
процессов роста, вбшодимбгх из непрервтнвгх стохастических диф ф е- 
ренциалвнв1х моделей Гомпертца:

Хк =  во Т  в\Хк—1 Т  в2Хк—2 Т  ( 5 .1 3 )

Хк =  во +  в\Хк~ 1  +  в2Хк~ 2  +  вок +  ек, (5 -14)
<?

Хк =  +  в\Хк-1 +  в2Хк-2 С 'У ] +  6fc, ( 5 .1 5 )

3 = 1

Хк = во + вгХк- 1  + в2х к - 2  + во cos(u)k) +  04 sin(wfc) +  efc. ( 5 .1 6 )

М одели ( 5 .1 3 )  -  ( 5 .1 6 )  являю тся A R-моделями с постояннвш , ли-
нейнв1м, полиномиалвнБш  и периодическим трендами соответственно. 
A R-модели с периодическим трендом ( 5 . 1 6 )  широко исполвзуются в эко
номике для  описания процессов роста с сезоннвш и колебаниями.
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5.3. Постановка задачи идентификации
Д ля решения задачи идентификации неизвестных параметров моделей
(5.13) -  (5.16) по экспериментальным данным {х(к)}  можно восполь
зоваться наиболее часто используемым в прикладном регрессионном 
анализе, методом наименьших квадратов (МНК), наиболее часто ис
пользуемым в прикладном регрессионном анализе.

Д ля определенности в начале рассмотрим модель (5.13). В соответ
ствии с МНК оценки й неизвестных параметров и = (во,в\, в2)т модели
(5.13) будут определяться как псевдорешение системы линейных алгеб
раических уравнений Аи  =  / ,  т.е.

й =  argmin \\Аи — / 1||, 

где п  =  3, m  -  объем экспериментальных данных, m  > п,

(5.17)

(  1

А
Х \  Х о \

\

(
G Ь Т П Х  3 /

1 %пг ЗС-пг— 1 J 

Аналогично, для модели (5.14): п  =  4,

/  1  Х\ Xq 2  \
А =

х 2 \
е

G ™ х  4

V 1 жт_1 га +  1 у  
Д ля модели (5.15): п  =  5,

/  1  х\  хо cos( 2  • ил) sin ( 2  • ил) \

А =
1 Д  xm-i cos((m +  1) • ил) sin ((га +  1) • ил) у 

И для модели (5.16): п  =  3 +  q,

(  1 хл хп 2 22 . . .  2q \

G ъ т х  5

А
у 1  Д  x m- 1 га +  1  (га +  I f

G » т х ( 3 р )

(га +  I )9 у

М атрица регрессоров А в реальных прикладных задачах часто ока
зывается плохо обусловленной. К тому же часть элементов матрицы А
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не может быть абсолютно точно представлена в компьютере. Это связа
но с тем фактом, что наиболее распространенная форма представления 
действительных чисел в компьютерах -  это числа с плавающей точкой. 
Таким образом, все числа х k =  In ад в компьютере могут быть заданы 
лишь приближенно и вместо точных матрицы регрессоров А  и вектора 
/  в компьютере имеются лишь их приближенные значения А  и / .  Это 
приводит к тому, что решение задачи (5.17) по приближенным данным 
является неустойчивой вычислительной задачей. В итоге, это не только 
может ухудшить эффективность самого статистического метода, осно
ванного на МНК и используемого для решения поставленной задачи 
идентификации параметров моделей (5.13) -  (5.16), но и, вообще, по
ставить под сомнение полученные результаты. В сложившихся обстоя
тельствах встает проблема применения численно устойчивых алгорит
мов решения указанных задач идентификации параметров AR-моделей 
вида (5.13) -  (5.16). Эффективные методы регуляризации указанных 
неустойчивых вычислительных задач идентификации будут рассмотре
ны далее в главе 4.

Д ля применения рассмотренных в главе 4 методов необходимо оце
нить погрешности представления исходных данных (А, / )  в компьютер
ной арифметике с плавающей точкой, т.е. оценить величины h и 5 такие, 
что

где || А  || е ~ евклидова (сферическая) матричная норма, а Ц/Цг -  евкли
дова векторная норма.

\ \ A - A \ \ E < h ,  | | / - / \\2 <8,

Пусть А  = f l ( A ) и /  =  / / ( / ) •  Тогда из результатов [14] непосред
ственно следует, что

771+1

где е0  =  +  1.
Параметр h в соответствии с [14] оценивается величиной

h =  £iAi  +  £ [+ 2 ) 

где для моделей (5.13), (5.14), (5.16):

т

A i  =  . 2  ^  +  +  +  х 2т+1 и  Д 2 =  v / 2 г а ,

\  к= 1
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а для модели (5.15):

Ai
\

777+ 1

2  +  +  %m+ 1 +  Е  (cos2 (fc+ +  sin2 (fc+)
k= 1 fc=2

И

Ag га .

Д ля практических расчетов достаточно для всех моделей (5.13) -  
(5.16) принять приближенно

7 77+ 1

h ~  £lAi  И + .
\  fc=2

Применение методов регуляризации на основе расширенных моделей 
дает возможность существенно повысить точность вычисленных оцен
кой нестационарных AR-моделей, по сравнению с обычным методом 
на.именьпдддддддддддддттдд
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