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Предисловие

В учебном пособии изучаются существенные различия между " теорети­
ческим" и "компьютерным" алгоритмами, выясняются причины такого 
различия, которые кроются в особенностях компьютерной арифметики 
с плавающей точкой.

В данном учебном пособии достаточно обстоятельно изучается 
арифметика чисел с плавающей точкой и особенности ее реализации 
на большинстве современных компьютеров. В последнее время эти ас­
пекты компьютерной реализации вычислительных алгоритмов приоб­
рели особую значимость в связи с развитием высокопроизводительных 
вычислительных систем.

В настоящее время наиболее универсальный подход представления 
действительных чисел в компьютере -  IEEE-арифметика, основанная 
на представлении действительных чисел с плавающей точкой. В систе­
ме с плавающей точкой позиции десятичной или бинарной точки хра­
нятся отдельно от самих цифр и промежутки между соседними пред­
ставленными числами соответствуют пропорции с величинами цифр. В 
этом принципиальное отличие арифметики чисел с плавающей точкой 
от представления с фиксированной точкой, где все промежутки одина­
ковы.

Данное учебное пособие -  подробное содержательное, но отнюдь не 
многословное пособие, по которому, с одной стороны, можно ознако­
миться с принципами, положенными в основу устойчивых компьютер­
ных алгоритмов вычислительной линейной алгебры, а с другой -  на­
учиться эти алгоритмы реализовывать, избегая при этом существенно 
искажающих результат погрешностей. Многие из этих погрешностей на 
первый взгляд столь незначительны, что, казалось бы, не должны ока­
зывать никакого практического влияния на рассчитываемые величины.

В пособии подробно рассмотрены такие фундаментальные понятия 
компьютерных алгоритмов как, устойчивость и обратная устойчи­
вость. Эти понятия дают возможность исследовать точность реальных
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6 Оглавление

компьютерных алгоритмов.
Приведены достаточно эффективные новые вычислительные алго­

ритмы для решения плохо обусловленных и неполного ранга линейных 
задач наименьших квадратов, позволяющие их реализацию в виде кон­
кретных устойчивых компьютерных алгоритмов.

В учебном пособии впервые с единых позиций рассмотрены задачи 
решения некорректных приближенных стохастических задач. Дан до­
статочно исчерпывающий литературный обзор методов решения данно­
го класса задач.

Рассмотренные в книге алгоритмы вычисления регуляризованных 
оценок решений некорректных стохастических систем линейных алгеб­
раических уравнений (СЛАУ) не требуют никакой недоступной на прак­
тике экспериментатору априорной информации и поэтому могут широ­
ко использоваться при решении значительного круга проблем автомати­
зации научного измерительного эксперимента, связанных с необходимо­
стью получения устойчивых решений многочисленных задач обработки, 
интерпретации и моделирования данных.

Практическая ценность результатов, представленных в настоящем 
учебном пособии, также объясняется тем бесспорным фактом, что важ ­
нейшим алгоритмом вычислительной математики, используемым в ка­
честве блока решения большинства практических вычислительных за­
дач, является алгоритм решения СЛАУ, при построении решений кото­
рых принципиальным фактором является наличие детерминированных 
или случайных погрешностей задания исходных данных.

Учебное пособие содержит достаточное число упражнений, необхо­
димых для более полного усвоения рассмотренного теоретического ма­
териала.



Глава 1

Арифметика с плавающей 
точкой

Потребовалось не столь много времени после изобретения компьютера, 
чтобы прийти к общей точке зрения на правильный способ представле­
ния чисел в цифровой машине. Весь секрет в арифметике с плавающей 
точкой основан на математической записи действительного числа, ре­
ализованной на конкретном оборудовании. Перед тем как начать изу­
чение точности алгоритмов вычислительной линейной алгебры, необхо­
димо изучить эту главу.

1Л. Ограничения компьютерного 
представления действительных чисел

Так как цифровые компьютеры используют конечное число бит (разря­
дов) для представления действительных чисел, они могут представить 
только конечное подмножество действительных чисел (или комплекс­
ных чисел, вопрос о которых будет затронут в конце данной главы). 
Это ограничение представляет две сложности. Первая, представимые 
в компьютере числа не могут быть произвольно большими и малыми. 
Вторая, между представленными числами будут промежутки, т.е. меж­
ду двумя машинными числами может не существовать ни одного ма­
шинного числа, в отличие от множества действительных чисел.

Современные компьютеры представляют числа достаточно большие 
и маленькие, так что первое из ограничений редко вызывает серьёзные 
проблемы. К примеру, широко используемый в компьютерах стандарт
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8 Глава 1. Арифметика с плавающей точкой

IEEE-арифметики с двойной точностью позволяет представлять числа 
такие большие как 1.79 х Ю308, и такие маленькие как 2.23 х 10—308, в 
итоге диапазон более достаточный для большинства прикладных вы­
числительных задач. Другими словами, переполнение сверху и снизу 
обычно совсем несерьезная проблема (но на нее иногда стоит обратить 
внимание, например, когда требуется вычислить определитель).

И совсем наоборот, проблема пустых промежутков между представ­
ляемыми в компьютере числами возникает повсюду в математических 
вычислениях. К примеру, в арифметике IEEE-стандарта с двойной точ­
ностью интервал [1,2] представляет собой дискретное множество

1.1 +  2“ 52, 1 +  2 х 2“52, 1 +  3 х 2“52, . . .  , 2. (1.1)

Интервал [2, 4] представляется теми же числами, только умноженными 
на 2:

2.2 +  2-51, 2 +  2 х 2-51, 2 +  3 х 2“51, . . . ,  4,

и в общем интервал [2J , 2J+1] представляется посредством (1-1), умно­
женным на 2+ Таким образом, в IEEE-арифметике с двойной точностью 
промежутки между соседними числами, в смысле относительных оши­
бок, никогда не превышают 2-52 «  2.22 х 10-16. И кажется, что этим 
можно пренебречь, и это действительно так для большинства компью­
терных вычислений, если используется устойчивый компьютерный ал­
горитм1, определение которого будет рассмотрено в следующей главе. 
Но это может принести немало неожиданных хлопот в случае, если 
используемый компьютерный алгоритм спроектирован достаточно ха­
латно.

1.2. Числа с плавающей точкой
IEEE-арифметика -  пример арифметики, основанной на представлении 
действительных чисел с плавающей точкой. Это универсальный подход 
для большинства современных компьютеров. В системе чисел с пла­
вающей точкой позиция десятичной или бинарной точки хранится от­
дельно от самих цифр, и промежутки между соседними представленны­
ми числами соответственно пропорциональны абсолютным величинам 
цифр. В этом принципиальное отличие представления вещественных 
чисел числами с плавающей точкой от представления с фиксированной 
точкой, где все промежутки одинаковы.
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Рассмотрим определение идеализированной системы с плавающей 
точкой. Эта система состоит из дискретного подмножества F множе­
ства действителвнБгх чисел М. Множество F чисел с плавающей точкой 
характеризуется четвфвмя параметрами: основанием системы счисле­
ния (3 > 2, разрядностью р  и интервалом показателей [н~, и+]. Каждое 
число х  £ F представимо в виде

Часто di называют разрядами, р -  длиной мантиссы, v -  порядком числа 
(или експонентой). Мантиссой (дробной частвю) х  назвшается число 
в скобках. Рассмотренное представление чисел, назвшаемое представ­
лением с плавающей точкой, исполвзуется в болвшинстве современ­
ник компвютеров. Основанием обычно является число (3 =  2 (с такими 
исключениями, как (3 =  16 для компвютеров IBM 370 и (3 =  10 для 
некоторв1х решающих таблиц и болвшинства калвкуляторов). Напри­
мер, 0.101012 х 23 =  5.25ю.

Число с плавающей точкой назвшается нормализованным, если стар­
ший разряд его мантиссв1 отличен от нуля (d\ ф 0). К примеру, число
O.IOIOI2 х 23 нормализовано, а число O.OIOIOI2 х 24 нет. Обвшно числа 
с плавающей точкой нормализуют, что дает вБшгрвпп в двух отноше­
ниях: всякое ненулевое число с плавающей точкой в этом случае имеет 
единственное представление в виде строки битов, и старший разряд дво­
ичной мантиссв1 можно не хранитв в явном виде (посколвку он всегда 
равен 1); за счет сэкономленного бита можно удлинитв мантиссу.

1.3. Машинное эпсилон
Удобно считатв, что округление -  это отображение множества действи- 
телвнвгх чисел К в множество F чисел с плавающей точкой. Точности 
представления действительных чисел с использованием множества F 
традиционно определяется числом, которое называется машинным эп­
силон ( ^ m a c h i n e )  и зависит от разрядности р. При традиционном способе 
округления чисел имеем £ m a c h m e  =  \(3l~v , при округлении отбрасывани­
ем разрядов £machine =  (31~р■ В общем случае, для арифметики с плава­

( 1 .2 )

где целые числа (3, и, d \ , . . .  , dp удовлетворяют неравенствам 

0 < di < /3 — 1, i = 1 , . . .  ,р; v~ <  v  <  и+.
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ющей точкой, имеющей р-разрядную мантиссу и основание /3, макси­
мальная относительная ошибка представления равна 0.5 х /31_р. Это 
число -  половина расстояния самого болвшого промежутка между по- 
лученнвши числами с плавающей точкой, т.е. £machme имеет следующее 
свойство:

V i e R ,  З х '  G F такое, Ч Т О  \х — х'\ < £machineM- (1-3)

Д ля значений (3 и р, стандартнвгх для различнвгх компвютеров, зна­
чение £machine обычно лежит между 10_6 и 10-35. В IEEE-арифметике 
с одинарной и двойной точноствю £machme принимает значения 2-24 т 
~  5.96 х 1СГ8 и 2-53 «  1.11 х 1СГ16 соответственно.

Области положителвнвк нормализованных чисел IEEE-арифметики 
обычной точности простирается от 2“ 126 (порог машинного н уля ) до 
2127 • (2 — 2-23) «  2128 (порог переполнения) или приблизителвно от 
1СГ38 до 1038. Границами области положительных нормализованных 
IEEE-чисел двойной точности являются 2“ 1022 (порог машинного н у л я ) 
и 21023 • (2 — 2-52) «  21024 (порог переполнения) , т.е., приблизительно, 
1(Г308 и Ю308.

Удобно считать, что округление -  это некоторое отображение множе­
ства действительных чисел К в множество F чисел с плавающей точкой, 
т.е. fl : К  —> F. Если i e R ,  a  fl(x) G F, то в этих терминах неравенство 
(1.3) можно сформулировать в виде следующей аксиомы.
А к си о м а  1.1. Д л я  всех х  G К существует rj, \r/\ < ^machine? такое, что

А(ж) =  х(1 +  у). (1.4)

Таким образом, относительная ошибка между действительным числом 
и его ближайшим приближением в системе с плавающей точкой всегда 
не превышает машинное эпсилон.

1.4. Арифметика чисел с плавающей точкой
Конечно, недостаточно просто представить действительные числа в ци­
фровой машине, необходимо производить вычисления с ними. В ком­
пьютере все математические вычисления сводятся к некоторому числу 
элементарных арифметических операций, стандартный набор которых: 
+  , —, х и -G. Математически эти символы определяют операции над 
полем М. На компьютере они имеют точные аналоги операций над F.
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Соответствующие операции на множестве F чисел с плавающей точкой 
обозначаются как ®, 0 ,  ® и 0 .

Д ля компьютерных вычислений справедливы следующие основные 
принципы. Пусть х  и у  произвольные числа с плавающей точкой, т.е. 
х, у Е F. Пусть * одна из операций , х  или ®, и пусть © её аналог в 
арифметике с плавающей точкой. Тогда x Q y  должно в точности давать

Если это свойство выполняется, тогда из (1.4) и (1.5) можно заклю­
чить, что компьютерные вычисления обладают простым и мощным 
свойством. Оно известно как фундаментальная аксиома арифметики с 
плавающей точкой.
А к си о м а  1.2. Д л я  всех х , у  Е К существует у, \у\ < етасЬте7 такое, 
что

Другими словами, каж дая операция в арифметике с плавающей точ­
кой имеет относительную погрешность, не превышающую £ m a c h m e -

1.5. Модификация машинного эпсилон
Анализ ошибок округления в этой книге основывается на (1.4) и (1.6) 
(аксиомах 1.1 и 1.2), но не на других деталях арифметики с плавающей 
точкой, описанных ранее. Это дает возможность применить рассмот­
ренный анализ точности к компьютерным вычислениям, для которых 
не выполняется достаточно точно формула (1.5). Д ля любого компью­
терного алгоритма (1.4) и (1.6) могут выполняться, если машинное эп­
силон £тасЫпе заменить несколько большим значением. К примеру, на 
компьютере, в котором действительные числа, принадлежащие проме­
жуткам между числами с плавающей точкой, обрезаются, а не округ­
ляются, выражение (1.6) может выполняться, если машинное эпсилон
^ m a c h i n e  Р  А

Самый простой способ предусмотреть такие проблемы, чтобы вы­
полнялись (1.4) и (1.6), это модифицировать определение машинного
Э П С И Л О Н  £ m a c h i n e -

С этого момента будем считать, что машинное эпсилон определяется 
не как в разделе 1.3, а определяется как наименьшее число, для которо­
го (1.4) и (1.6) выполняются. Д ля большинства компьютеров, которые 
включают в себя реализацию IEEE-арифметики с плавающей точкой,

И(ж * у) =  х  © у. (1.5)

X © у = (х * у)(1 +  у). ( 1 .6 )
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такое изменение определения машинного эпсилон не оказывает значи­
тельного влияния на его значение.

Тем не менее случается, что неожиданно большое значение машин­
ного эпсилон может быть необходимо для того, чтобы (1.6) из аксиомы
1.2 выполнялось. В 1994 году процессор IntelPentium ™  приобрел дур­
ную славу, когда открылось, что по ошибке в таблице, используемой для 
реализации IEEE-арифметики с плавающей точкой двойной точности, 
его эффективная точность уменьшилась на 11 разрядов до машинного 
Э П С И Л О Н  £ m a c h i n e  6.1 х 10 5. (Эта ошибка была вскоре устранена). На 
самом деле есть компьютеры, для которых (1.6) выполняется только 
для машинного эпсилон £ m a c h m e  =  1. К примеру, вычитание с плаваю­
щей точкой на компьютерах Cray, произведенных во второй половине 
90-х годов, имело это свойство, так как операция вычитания была ре­
ализована без «сохранения цифр» (имеется в виду ее дробной части). 
Такие компьютеры не бесполезны, но они требуют анализа ошибок, от­
личного от того, который приведен в данной книге.

К счастью, положительные свойства аксиомы 1.2 и адаптация еди­
нообразных стандартов компьютерной арифметики стали широко рас­
пространенными среди производителей компьютеров в последние годы, 
и количество компьютеров, для которых не выполняется (1.6) с малы­
ми значениями машинного эпсилон £ m a c h i n e >  стремительно уменьшается. 
Действительно, IEEE-арифметика сама по себе быстро стала (начиная 
с 1996 года) стандартом для компьютеров любых классов, включая все 
IBM-совместимые персональные компьютеры и рабочие станции, про­
изведенные SUN, DEC, Hewlett-Packard и IBM.

1.6. Комплексная арифметика с плавающей 
точкой

К о м п л е к с н ы е  ч и с л а  с  п л а в а ю щ е й  т о ч к о й  о б ы ч н о  п р е д с т а в л я ю т с я  к а к  

п а р а  д е й с т в и т е л ь н ы х  ч и с е л  с  п л а в а ю щ е й  т о ч к о й ,  а  э л е м е н т а р н ы е  о п е ­

р а ц и и  н а д  н и м и  в ы ч и с л я ю т с я  п у т е м  и х  п р и в е д е н и я  к  о п е р а ц и я м  н а д  

д е й с т в и т е л ь н о й  и  м н и м о й  ч а с т я м и .  Р е з у л ь т а т  а к с и о м ы  1.2 в е р е н  д л я  

к о м п л е к с н ы х  ч и с е л  а н а л о г и ч н о  т о м у ,  к а к  в е р е н  и  д л я  д е й с т в и т е л ь н ы х  

ч и с е л ,  з а  и с к л ю ч е н и е м  о п е р а ц и й  0 и  0 , д л я  к о т о р ы х  м а ш и н н о е  э п ­

с и л о н  £ m a c h i n e  Н вобхО ДИ М О  у в еЛ И Ч И Т Ь  ( к а к  С л е д у е т  И З  ^ m a c h i n e  =  

н а  м н о ж и т е л и  п о р я д к а  23/2 и  25/2 с о о т в е т с т в е н н о .  О п р е д е л и в  о д н а ж д ы  

м а ш и н н о е  э п с и л о н  п о д о б н ы м  о б р а з о м ,  а н а л и з  о ш и б о к  о к р у г л е н и я  д л я
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к о м п л е к с н ы х  ч и с е л  м о ж е т  б ы т ь  п р о в е д е н  т а к  ж е ,  к а к  и  д л я  д е й с т в и ­

т е л ь н ы х  ч и с е л .

1.7. Упражнения
1.1. Сколко IEEE-чисел с двойной точностью содержится между 

парой ненулевых IEEE-чисел с обычной точностью ?
1.2. Верно ли, что всегда fl (д д )  G [а, Ь] ?
1.3. Пусть отыскивается наименьший корень уравнения

у 2 -  140у + 1  =  0.

Вычисления производятся в десятичной системе счисления, причем в 
мантиссе числа после округления удерживаются 4 разряда. К акая из 
формул

у = 70 — V 4899 или у = ---------
70 +  л/Ш Ъ

даёт более точный результат ?
1.4. Пусть вычисляется сумма

юооооо

$1000 000 =  ++ 
j=i 3

По какому алгоритму

$о =  0, $ ra =  $ ra_ i  +  ^ ,  г а = 1 , . . . ,  ЮООООО
n z

или

Е  =°> Е  = Е+Д- " = 1000000 1
1 0 0 0  0 00  га— 1 га

следует считать, чтобы суммарная вычислительная погрешность была 
меньше ?

1.5. Предложить наилучший способ вычисления знакопеременной 
суммы.

1.6. Система F чисел с плавающей точкой, определяемая как (1.2), 
включает много чисел, но не всё множество целых чисел.

(а) Дать точную формулу для наименьшего целого п, которое не 
принадлежит F.
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(Ь) В частности, какое значение п  из (а) соответствует для IEEE- 
арифметики с обв1чной и двойной точноствю ?

1.7. Пуств приближенное значение производной функции f ( x )  опре­
деляется при h <С 1 по одной из формул:

, f { x  + h) -  f ( x  — h)
/  W  “ ------------ 2h------------

И Л И

tK  ̂ ~  “ 3/ ( ж) +  4/ ( ж + h ) ~  f ( x  +  2h)
1 {X) ------------------------ 2h ’

а сами значения f ( x )  вычисляются с абсолютной погрешноствю А. К а­
кую погрешноств можно ожидатв при вычислении производной, если
| / (fc)| < M fc, fc =  0 , l , . . . ?

1.8. Пуств вв1числяется величина S  = а\Х\ +  . . .  +  апх п, где коэффи- 
циентв1 a,i заданв1 с погрешноствю 8. Найти погрешноств ввшисления S  
при условии, что х \  +  . . .  +  х 2п =  1.

П

1.9. Пуств |ж| <  1. В каком порядке лучше вычислять сумму ^  х к
к = О

с точки зрения уменьшения вычислительной погрешности ?
1.10. Пусть вычисления ведутся по формуле

Уп+i 2уга уп~ 1  Г  h f n , n  1 , 2 , . . . ,

Уо, У\ заданы точно, \fn \ <  М,  h 1. Какую вычислительную погреш­
ность можно ожидать при вычислении у к ? Улучшится ли ситуация, 
если вычисления вести по формулам

Уп+1 ~  Уп
h

1.11. Вычислить постоянную Эйлера

С =  lim (1 +  1/2 +  1/3 +  . . .  +  1 /n  — Inn)п—»оо

с 10 верными знаками.

Jn h



Глава 2 

Устойчивость компьютерных 
алгоритмов

Было бы просто замечательно, если бы численные алгоритмы могли 
обеспечить точные решения вычислительных задач. Так как в основном 
исходные вычислительные задачи непрерывны, в то время как цифро­
вые компьютеры дискретны, это (точное решение исходной вычисли­
тельной задачи) в общем случае невозможно. Понятие "устойчивость" 
является стандартным способом описания возможности получения до­
статочно точного решения на основе компьютерного алгоритма в чис­
ленном анализе.

2Л. Компьютерные алгоритмы
Математическая задача в общем случае может быть определена как 
функция (отображение) д : X  —> Y  из нормированного векторного про­
странства данных X  в нормированное векторное пространство решений 
Y.

Компьютерный алгоритм  можно рассматривать как другое отобра­
жение д : X  —> Y  между этими двумя пространствами. Уточним данное 
определение. Пусть даны фиксированные: задача д, компьютер (систе­
ма вычислений с плавающей точкой которого удовлетворяет (1.6)) (но 
не обязательно (1.5)), алгоритм для решения д и реализация этого ал­
горитма в форме компьютерной программы. Пусть исходные данные 
х  £ X  переведены в систему с плавающей точкой таким образом, что 
выполняется аксиома 1.1, и переданы на вход компьютерной программе. 
Результат -  это числовой вектор с плавающей точкой, который принад­

15
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лежит векторному пространству Y  (так как алгоритм разработан для 
решения задачи д). Этот резулвтат будет обозначатвся -  д(х).

Ситуация врияд ли может 6 b i t b  хуже! К ак минимум, д(х ) будет 
подвержена ошибкам округления. В зависимости от ситуации, резулв­
тат может бв1тв также подвержен другим видам ошибок и проблем, 
таким как плохая сходимости и даже помехам от других служб, ра­
ботающих на компвютере, в случае, когда распределение ввшислений 
между процессорами определяется в процессе самого расчета. Таким 
образом, "функция" д(х) может даже приниматв значения, различаю­
щиеся от одного запуска расчета к другому, т.е. может 6 b i t b  многознач­
ной (на самом деле сама задача д, вполне возможно, допускает несколь- 
ко решений, это разрешается в случае, когда неединственное решение 
допустимо, к примеру, любой из квадратнвгх корней комплексного чис­
ла). Даже учитвшая все эти осложнения, можно получитв достаточно 
чёткие утверждения относителвно д(х),  таким образом, относителвно 
точности алгоритмов ввшислителвной линейной алгебриц основаннвге 
толвко на фундаменталвнБгх аксиомах 1.1 и 1.2.

Обозначение с тилвдой (~) оченв удобно. Так, если д -  компьютер- 
нв1Й (вычислительный) аналог д, то другие, ввшисленниге на компвю­
тере значения в этой книге, будут также часто обозначатвся со знаком 
тильдьт. К примеру, вычисленное на компьютере решение системы урав­
нений Аи  =  /  может быть обозначено как й.

2.2. Точность алгоритмов
Исключая тривиальные случаи, д(х) не может быть непрерывной. Тем 
не менее хорошему алгоритму должно соответствовать хорошее при­
ближение связанной с ним задачи. Д ля того чтобы выразить эту идею 
в цифрах, можно ввести абсолютную ошибку вычислений |\д(х) — д{х)\\ 
или относительную ошибку

\\д(х) ~д(х) \ \

11^)11 '  ̂ ' *

В этой книге в основном используются относительные числа и таким 
образом, (2.1) будет основным стандартом измерения ошибок вычисле­
ния.

Если д -  "хороший"алгоритм, действительно можно ожидать, что 
относительная ошибка будет малой, т.е. порядка машинного эпсилон
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^machine- Можно сказать, что алгоритм д для задачи д точен, если для 
каждого х  £ X  выполняется

\\д(х) - д (х ) \ \  _  ^
\\д(х)\\

Проще говоря, символ ОфтасЫпе) в (2.2) означает "порядка машинного 
эпсилон". Однако ОфтасЫпе) имеет точное определение, которое будет 
приведено позже. Также необходимо уточнитв, как интерпретироватв 
формулу (2.2) в случае, если знаменатели равен нулю.

2.3. Устойчивость
Если д плохо обусловлена, целв в достижении точности, определенной в
(2.2), неоправданно завышена,. Округление входнвгх даннвгх неизбежно 
для цифроввгх компвютеров, и даже если все последующие ввшисле- 
ния будут ввшолненБ1 идеалвно точно, это единственное возмущение 
может привести к значителвному изменению резулвтата (ввшисленного 
на компвютере решения). Вместо постановки цели точности алгоритма 
в таких случаях более подходит целв в обеспечении общей устойчиво­
сти компвютерного алгоритма.

Компвютернвш алгоритм д для задачи д назвшается устойчивым , 
если для каждого х  £ X  ввшолняется

\\д(х) - д (х ) \ \  _  ^
\\д(х) || hinej, ^ .6)

для некоторвгх х,  удовлетворяющих

1|ж“ ж|1 =  0 (e machi„e). (2.4)\х\

Другими словами, устойчиввш алгоритм дает ответ, близкий к верному, 
для задач с входивши даннвши близкими к точнвш.

Почему принято именно такое определение устойчивости компвю­
терного алгоритма, станет яснвш в следующей главе и далвнейших при­
ложениях, рассмотреннвгх в этой книге.

Хотя определение устойчивости, данное здесв, исполвзуется во мно­
гих разделах ввшислителвной линейной алгебрвц условие ОфтасЫпе), 
вероятно, излишне жесткое для всех вв1числителвнв1х задач в других 
разделах численного анализа. Например, таких как дифференциалБнвге 
уравнения.
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2.4. Обратная устойчивость
Многие алгоритмы вычислительной линейной алгебры удовлетворят 
условию, которое является как более сильным, так и более простым, 
чем рассмотренное выше условие устойчивости.

Компьютерный алгоритм д для задачи д называется обратно устой­
чивым , если для каждого х  £ X  выполняется:

д(х) = д(х) для некоторых х  таких, что —-—г— =  0 (e machine)-
| | ж | |

(2.5)
Это определение устойчивости является более жестким по отноше­

нию к предыдущему определению устойчивости, так как 0 (e machine) в
(2.3) было заменено нулем.

Другими словами, компьютерный алгоритм, обладающий обратной 
устойчивостью, дает точный результат (решение) для приближенной 
задачи с исходными данными близкими к точным.

Пример подобного алгоритма приводится в следующей главе.

2.5. Значение обозначения 0(£тасыПе)
Поясним точное значение обозначения 0 (e machme) в формулах (2.2) -
(2.5).

Обозначение
pit)  = 0{ip{t)) (2.6)

является стандартным в математике и имеет точное определение. Это 
выражение означает то, что существует положительная константа С , 
такая, что для всех t, стремящихся к предполагаемому пределу (т.е. 
t  —> 0 или t —> сю),

\p(t)\ < Cip(t). (2.7)

К примеру, выражение sin2t =  О it2) при t —> 0 означает, что суще­
ствует константа С  такая, которая для всех достаточно малых t  удо­
влетворяет | sin21| <  C t2.

Также стандартом в математике являются выражения вида

<p(s, t) = 0(ip(t))  равномерно по s, (2-8)

где ip -  функция, которая зависит не только от t, но и также от другой 
переменной s. Слово "равномерно" показывает, что существует такая
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константа С , как в (2.7), причем одна и та же для всех s. Таким образом, 
например,

(sin21)(sin2 s) = 0 { f )

выполняется равномерно для t  —> 0, но равномерности теряется, если 
заменитв sin2 s на s2.

В этой книге символ "О" исполвзуется, следуя этим стандартным 
определениям. Часто резулвтат будет представлятвся в виде

Цвычисленное значение (computed quantity )|| =  0 (e machine)- (2-9)

Что же здесв означает (2.9) ? Во-первых, Цвычисленное значение||, 
представляет норму некоторого числа или вектора, вычисленную ком- 
пвютерным алгоритмом д для задачи д, в зависимости от входных дан­
ных х  £ X  для д и О (^machine) • В качестве примера можно приве­
сти относителвную ошибку (2.1). Во-вторых, неявно указанный процесс 
О (^machine) 0 (т.е. £machme -  переменная, зависящая от t  в (2.8)). Тре-
тве, обозначение " О "применяется равномерно для всех входных данных 
х  £ X  (т.е. переменная х  соответствует s). В дальнейшем редко будет 
специально подчеркиваться равномерность по х  £ X , но это всегда под­
разумевается.

В любой машинной арифметике, число emachme -  фиксированное зна­
чение. Говоря о пределе ОфтасЫпе) ->■ 0, полагаются на идеализацию 
компьютера или, точнее сказать, на идеализацию семейства компьюте­
ров (так как речь идет о пределе). В итоге уравнение (2.9) означает, что 
если использовать компьютерный алгоритм решения задачи, на ком­
пьютерах, удовлетворяющих аксиомам 1.1 и 1.2, для последовательно­
сти значений emachme, стремящейся к нулю, тогда Цвычисленное значе­
ние Ц гарантированно уменьшается пропорционально £machme или даже 
скорее. И для этих "идеальных"компьютеров требуется только лишь 
выполнение аксиом 1.1 и 1.2, и ничего более.

2.6. Зависимость от m  и п, но не от А  и /
В дальнейшем больше не будет обсуждаться значение ОфтасЫпе) в (2-2) 
-  (2.5). Равномерность неявной константы в "О"может быть проиллю­
стрирована на следующем примере. Пусть рассматривается компьютер­
ный алгоритм для решения невырожденной m  х m  системы уравнений 
Аи  =  /  относительно и , и полагаем, что результат вычислений этого
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алгоритма и удовлетворяет

— 0(к(т1)£тасЫпе) (2 . 10)

где к(А) -  число обусловленности матрицв1 А,  т.е. к(А)  =  ||И ||||И  1 
Это предположение означает, что ограничение

сохраняется для единственной константв1 С , независимо от матрицв1 А  
или правой части / ,  для всех достаточно малых £ machine-

Если знаменатели в формуле (2.11) равняется нулю, то выражение 
(2.11) определяется в виде

И здесв (в (2.12)) нет разницв1 с (2.10), т.к. если ||м|| =  0, то (2.12) 
поясняет значение выражения (2.10), а именно означает, что ||м —м|| =  0
Д Л Я  ВСеХ Д О С Т а Т О Ч Н О  М а Л Б Г Х  £ m a c h i n e -

Хотя константа С  в выражениях (2.11) и (2.12) не зависит от А и 
/ ,  в общем случае она зависит от т.  Формалвно говоря, это следует 
из определения вычислительной задачи д : X  —> Y . Если размерности, 
такие как т и п ,  определяющие задачу д, изменятся, то векторнвге про­
странства X  и Y  могут также изменитвся, что в резулвтате приведет к 
новой задаче д'. Таким образом, на практике эффектв1 ошибок округ­
ления алгоритмов ввшислителвной линейной алгебрв1 в общем случае 
растут с увеличением т и п .  Однако этот рост обвшно достаточно мед- 
ленный, что не оченв существенно на практике. Зависимоств от т  и п 
чаще всего линейная, квадратичная или кубическая (в самвгх плохих 
случаях), благодаря взаимоуничтожению ошибок (в связи с болвшим 
количеством арифметических операций).

В принципе, ограничение (2.9) может иметв зависимоств от тако­
го фактора (зависящего от размерности), как 2т, что может, в свою 
очередв, сделатв это ограничение неприменимым на практике. Напри­
мер, подобная ситуация имеет место для метода исключения Гаусса, где 
имеются любопв1тнБ1е примеры, предупреждающие о том, что обсужда­
емый вопрос требует внимателвного к нему отношения. Тем не менее, 
как правило, когда в данной книге приведено ввфажение ОфтасЫпе), 
оно означает вероятности того, что ошибка решения в реальных вычис­
лениях на реальном компьютере может превышать £ m a c h m e  более чем в 
100 или, возможно, даже 1000 раз.

C7c(.A)£machine (2. 11)

(2 . 12)
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2.7. Независимость от выбора векторных 
норм

Все определения, включающие ОфтасЫпе), умеют очень удобное свой­
ство -  они независимы от выбора векторной нормы, т.к. X  и Y  конеч­
номерные пространства.

Т ео р ем а  2 .1 . Д л я  задачи g и компьютерного алгоритма д, определен­
ных в конечномерных векторных пространствах X  u Y , свойства точ­
ности, устойчивости и обратной устойчивости сохраняются незави­
симо от выбора векторных норм в X  и Y .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Широко известно (и очень просто доказы­
вается) , что в конечномерных векторных пространствах все векторные 
нормы эквивалентны в смысле, что если || • || и || • ||; -  две нормы в 
одном и том же пространстве, то тогда существуют такие положитель­
ные константы С\ и СД что Сч||ж|| <  ЦжЦ7 <  СДжЦ для всех х  в этом 
пространстве. Отсюда следует, что замена нормы может повлиять на 
размер константы С, входящей в ОДтасЫпе), но никак на само суще­
ствование такой константы. □

2.8. Упражнения
2.1. Проверить справедливость следующих выражений.

(a) sin ж =  0(1 ) при х  —> ос.
(b) sinx  =  0 (1) при х  —> 0.
(c) log ж =  0 (ж 1/ 100) при ж —► оо.
(d) п\ =  0 ( ( п / е ) п) при п  —> сю.
(e) И("7г) 7г =  0 (e machine). (Здесь не предполагается, что £machme —> О, 

а подразумевается, что для всех выражений ОДтасЫпе) в этой книге.)
(f) И(7г) — я  =  0 (e machine)) равномерно для всех целых п. (Здесь т г  

соответствует точному математическому значению, а не результату, по­
лученному вычислением в арифметике с плавающей точкой.)

2.2. (а) Показать, что

(1 Т  О ДтасЫпе) ) (1 Т  О (^machine) ) 1 Т О ДтасЫпе) •

Точное значение этого утверждения состоит в том, что если g -  функция 
удовлетворяющая

9 (^machine) (1 Т  О ДтасЫпе) ) (1 Т  О ДтасЫпе) )
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при ^ m a c h i n e  —> 0, тогда д также удовлетворяет ^ ( e m a c h i n e )  =  l +  0 ( e m a c h i n e )

П р и  £ m a c h i n e  ^ 0 .

(Ь) Показать, Ч Т О  (1 т  ОДтасЫпе)) 1 “Ь О ( ^ m a c h i n e )  •



Обратный анализ ошибок 
компьютерных алгоритмов

В этой главе продолжается рассмотрение понятия устойчивости на кон- 
кретнвгх примерах устойчивых и неустойчивых алгоритмов, а также об­
суждается фундаменталвная идея "обратного анализа ошибок", связы- 
вающая обусловленноств и устойчивости, могцв которой бвша доказана 
в теоретических исследованиях, начиная с 50-х годов прошлого века.

ЗЛ. Устойчивость арифметики с плавающей 
точкой

Четыре простейших вв1числителвнв1х задачи -  это операции: + , —, х и 
Ф. В них речи не идет о BBi6ope алгоритма! Разумеется, для их реализа­
ции обвшно исполвзуются операции с плавающей точкой ®, 0 ,  ® и 0 , 
поддерживаемБЮ компвютером. Оказвшается, что в случае выполнения 
аксиом 1.1 и 1.2 эти четвфе канонических примера обладают свойством 
обратной устойчивости.

Покажем это для операции ввшитания, так как толвко от этой эле­
ментарной операции можно ж датв ввюокоого риска неустойчивости. 
Рассмотрим пример, когда пространство исходник данник X  -  множе­
ство векторов в С2, а пространство решений Y  -  множество скаляров в 
С. По теореме 2.1 в дальнейшем не нужно указывать конкретный тип 
норм в этих пространствах.

Д ля исходных данных х  = (х\, Х2 )* Е X , задача вычитания соответ­
ствует функции g(x i ,X 2 ) = Х\ — Х2  и рассматриваемый компьютерный

23
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алгоритм может быть записан как

д(х  1 ,ж2) =  fl(xi) 0  й(ж2).

Это выражение означает, что вначале Xi и х 2 переводятся в значения
с плавающей точкой, а затем применяется операция 0 . И теперь, на
основании аксиомы 1.1, имеем

fl(xi) =  ац(1 +  £i ) ,  И(ж2) =  ж2(1 +  е 2)

для некоторых |ei|, |е2| <  £ machine- Из аксиомы 1.2 следует, что

fl(xi) 0 fl(x2) =  (fl(xi) -  И(ж2))(1 + £3)

для некоторого |£3| <  £ m a c h m e -  Объединяя эти выражения, получаем

f l ( x i ) 0 f l ( x 2) =  [ац(1 +  £\) -  ж2(1 +  £2)](1 +  £з) =

=  Э Д  ( 1  +  £ i ) ( l  +  £ 3 )  —  Ж 2 ( 1  +  £ 2 ) ( 1  +  £ 3 )  =

=  Х \ { \  +  £ 4 ) — Ж2 (1 +  £ 5 )

для некоторых |£4| , Ы  <  2етасЫпе +  0 ( Д асЫпе) (см. упражнение 2.2). 
Другими словами, результат вычисления д(х)  =  fl(xi) 0 И(ж2) точно 
равен разности х\  — ж2, где х\  и х 2 удовлетворяют

\ x i - X i \ _  |ж2 - Ж 2| _
| ^ 1 Д m a c h i n e / ? | ^ 1 Д m a c h i n e / э

и любого С > 2 будет достаточно в качестве неявной константы в опре­
делении символа "О".  Д ля любого выбора нормы || • || в пространстве 
С2 это приводит к (2.5).

3.2. Другие примеры
П рим ер 3.1. С калярное произведение. Пусть даны векторы 

1 , 1/ £ Ст и требуется вычислить их скалярное произведение a = х*у. 
Банальный алгоритм -  это вычисление попарных произведений тДщ 
посредством операции 0 и сложение их посредством 0 . Можно пока­
зать, что этот алгоритм (вычисленный результат а) обладает обратной 
устойчивостью.

П рим ер 3.2. В неш н ее п роизведение векторов. С другой сторо­
ны, пусть требуется вычислить внешнее произведение векторов А  = ху*
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для векторов х  £ Ст , у £ С™, имеющее ранг, равный 1. Банальный ал­
горитм -  вычислить т п  произведений хД1 посредством операции ф и 
сложить их в результирующую матрицу А. Этот алгоритм устойчив, 
но не обладает обратной устойчивостью. Объясняется это тем, что ре­
зультирующая матрица А  вряд ли будет иметь ранг, в точности рав­
ный 1, и таким образом, может быть в общем случае записана в виде 
(х +  8х)(у +  8у)*. К ак правило, задачи, в которых размерность про­
странства решений Y  превышает размерность пространства исходных 
данных X  задачи, очень редко обладают обратной устойчивостью.

П рим ер 3.3. Пусть используется операция ® для вычисления жф 1, 
где х  £ С, т.е. д(х)  =  А(ж) ф 1. Этот алгоритм устойчив, но не обладает 
обратной устойчивостью. Причина в том, что при х  ~  0 операция сло­
жения ф В Н О С И Т  абсолютную ошибку порядка ОДтасЫпе)- Относительно 
размера х  эта ошибка не ограничена, и она не может быть объяснена 
малыми относительными возмущениями данных. Этот пример показы­
вает, что обратная устойчивость -  весьма специфическое свойство и 
является разумной целью далеко не во всех случаях. Если бы задача 
ставилась, как вычисление х  Ф у для данных х  и у, тогда алгоритм мог 
бы обладать обратной устойчивостью.

П рим ер 3.4. Интересно, а что стоит ожидать от компьютерной 
программы или калькулятора, которые вычисляют sin х  или cos ж? От­
вет, опять же, стоит ожидать устойчивости, но не обратной устойчи­
вости. Д ля cos х  это следует из того, что cos 0 ф 0 аналогично преды­
дущему примеру. К ак для sin ж, так и для cos ж обратная устойчивость 
не получается из-за того, что функция имеет производную, равную ну­
лю в нескольких точках. К примеру, пусть вычисляется д(ж) =  sin ж 
на компьютере для ж =  7г/2 — 8, 0 <  8 1. Пусть удалось получить
при вычислениях абсолютно точный результат, округленный в систе­
ме с плавающей точкой: д{х) =  А ф тж ). Так как д'{х) =  cos ж Г'Д S ̂ ТО 
д(ж) =  д(ж) для некоторого ж, такого, что ж — ж (д(ж) -  д(х)) /8 = 
= 0 {е тасЫпе/8). Так как 8 может быть сколь угодно малым, эта обрат­
ная ошибка вовсе не будет величиной порядка ОфтасЫпе)-
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3.3. Неустойчивый алгоритм
Это все были элементарные примеры. Вот один более солидный: исполь­
зование характеристического многочлена для нахождения собственных 
значений матрицы.

Так как Л -  собственное значение матрицы А, тогда и только когда 
р(А) =  0, где р(А) -  характеристический многочлен det(AЕ  — А), корни 
которого являются собственными значениями матрицы А. Этот факт 
дает метод вычисления собственных значений:

1. Найти коэффициенты характеристического многочлена.
2. Найти его корни.
Э т о т  а л г о р и т м  н е  о б л а д а е т  н е  т о л ь к о  о б р а т н о й  у с т о й ч и в о с т ь ю ,  н о  и  

в о о б щ е  у с т о й ч и в о с т ь ю ,  и  п о э т о м у  е г о  н е  с л е д у е т  и с п о л ь з о в а т ь  в  в ы ч и с ­

л и т е л ь н о й  п р а к т и к е .  Д а ж е  к о г д а  з а д а ч а  н а х о ж д е н и я  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л  

х о р о ш о  о б у с л о в л е н а ,  э т о т  а л г о р и т м  м о ж е т  в ы д а в а т ь  о т в е т ы ,  к о т о р ы е  

ИМ еЮ Т ОТНОСИТеЛЬНуЮ  О ш и б к у  ВО МНОГО р а з  б о л ь ш у ю ,  Ч е м  £ machine-

Неустойчивость определяется из второго этапа метода вычисления 
собственных значений. К ак хорошо известно, задача нахождения кор­
ней многочлена с заданными коэффициентами в общем случае плохо 
обусловлена. Из этого следует, что малые ошибки в коэффициентах ха­
рактеристического многочлена приводят к значительному искажению 
корней, даже если сама задача нахождения корней выполнена с идеаль­
ной точностью.

К примеру, пусть А  = Е  -  единичная матрица 2-го порядка. Соб­
ственные значения матрицы А  слабочувствительны к возмущениям от­
дельных значений матрицы, и стабильный алгоритм должен бы вычис­
лить их с ошибкой порядка ОфтасЫпе)- Однако алгоритм, описанный 
выше, привносит ошибки порядка -ф£тасЫпе- Д ля того чтобы объяснить 
это, заметим, что характеристический многочлен имеет вид А2 — 2А +  1. 
Когда вычисляются коэффициенты характеристического многочлена, 
могут ожидаться ошибки порядка £ machm e, что станет причиной измене­
ния корней на значение порядка Д еmachine- К примеру, если £ machme, кор­
ни вычисленного характеристического многочлена могут отклониться 
от истинных значений примерно, на 10-8 , что означает потерю восьми 
знаков в точности.

До того как читатель вычислит это собственными силами, необходи­
мо учесть еще одну маленькую тонкость. Если используется алгоритм, 
специально разработанный для вычисления собственных значений еди­
ничной матрицы 2-го порядка, то возможно, что и вовсе не обнаружится
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ошибок в вычислении, посколвку коэффициентв1 и корни рассматрива­
емого многочлена А2 -  2А +  1 маленвкие целые числа, которые будут 
точно представленв1 в компвютере. Однако, если провести эксперимент 
на слегка возмущенной матрице, такой как

1 +  1(Г14 О
А  ' 0 1

вв1численнБ1е собственник значения будут отличатвся от своих истин- 
hbix значений на величину ожидаемого порядка Д еmachine- Попробуйте!

3.4. Точность обратно устойчивого алгоритма
Предположим, имеется алгоритм д, обладающий обратной устойчиво­
стях) для задачи д : X  —> Y . Насколвко результаты, которые он обес­
печивает, точны? Ответ зависит от числа обусловленности к  =  к(х) 
задачи д. Если к(х)  мало, то результат будет точен в относительном 
смысле, но если оно велико, точность будет падать пропорционально.

Т ео р ем а  3 .1 . Пусть алгоритм д, обладающий обратной устойчиво­
стью, применяется для решения задачи g : X  —> Y  с числом обуслов­
ленности к на компьютере, удовлетворяющим аксиомам 1.1 и 1.2. То­
гда относительная ошибка удовлетворяет

\\д(х) -д ( х ) \ \  _  , ,0 1 ,
||(/(х)|| ^(^(^j^machinej* )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению обратной устойчивости
(2.5) имеем д(х) = д(х) для всех х  Е X , удовлетворяющих

=  O f c m a c h in e ) -
| | ж | |

По определению числа обусловленности

11̂11 / 11̂1к = к(х) =  sup
&Ш*)11/ 11*1

(здесь 8х и 8д -  бесконечно малые величины) это означает, что выпол­
няется

(* )-» (* > «  < ( к(.г )+ о (1 ) ) | | г - х|1
||0(*)|| 11*11 

где о(1) означает число, стремящееся к нулю, при £machme 0. Комби­
нируя эти выражения, получаем (3.1). □
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3.5. Обратный анализ ошибок
Процесс, который был произведен в доказателвстве теоремв1 3.1 -  это 
так называемый обратный анализ ошибок. Полученная точности соот­
ветствует двум шагам. Первый шаг -  изучение обусловленности зада­
чи, второй -  изучение устойчивости компвютерного алгоритма. Окон- 
чателвное заключение состоит в том, что если компьютерный алгоритм 
устойчив, тогда его конечная точность зависит от числа обусловленно­
сти задачи.

Чисто математически, это достаточно очевидно, но это не первая 
мысль, которая придет в голову неподготовленному человеку, если ему 
будет необходимо проанализировать численный алгоритм. Первая идея, 
которая придет ему в голову -  это прямой анализ ошибок, т.е. анализ, 
где на каждом шаге алгоритма оцениваются ошибки вычисления и, та­
ким образом, окончательная общая ошибка суммируется от шага к ша­
гу-

Опыт показывает, что для большинства алгоритмов вычислитель­
ной линейной алгебры прямой анализ ошибок выполнить сложнее, чем 
обратный. Взглянув на уже изученное, несложно объяснить, почему это 
так. Пусть используется хорошо зарекомендовавший себя на практике 
алгоритм, скажем, для решения Аи  =  /  на компьютере. Установлен­
ный факт, что полученные решения будут соответственно менее точ­
ными, если А  -  плохо обусловлена. Но как же прямой анализ ошибок 
может объяснить этот феномен? Число обусловленности А -  настолько 
глобальное свойство, что оно более-менее невидимо на уровне инди­
видуальной ошибки операций с плавающей точкой, производимых для 
решения задачи Аи  =  / .  Тем не менее, так или иначе прямой анализ 
должен обнаружить это число обусловленности, для того чтобы прийти 
к корректному результату.

Короче, подтвержденный факт, что самые лучшие алгоритмы для 
большинства задач в общем случае дают результаты, близкие к точ­
ным, но уже для задач с небольшим возмущением исходных данных 
(относительно исходных). Метод обратного анализа ошибок позволяет 
достаточно аккуратно (с математической точки зрения) формализовать 
этот результат.
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3.1. Д ля каждой из следующих задач предполагается, что описан­
ные компьютерные алгоритмы удовлетворяют аксиомам 1.1 и 1.2. Д ля 
каждого из приведенных компьютерных алгоритмов указать, являются 
ли эти алгоритмы обратно устойчивыми, устойчивыми, но не обратно 
устойчивыми или неустойчивыми  и доказать это или привести приме­
ры, аргументирующие эти утверждения.
(a) Дано: х  Е С. Решение: 2х, вычисляется как х  ф х.
(b) Дано: х  Е С. Решение: х 2, вычисляется как х  ® х.
(c) Дано: х  Е С \  {0}. Решение: 1, вычисляется как х  0 х. (Компьютер 
удовлетворяющий (1.5), будет давать точный ответ, но предполагается, 
что компьютерная операция с плавающей точкой удовлетворяет (1-6)).
(d) Дано: х  Е С. Решение: 0, вычисляется как х  0  х. (Опять, реальный 
компьютер может выполнять арифметические операции с плавающей 
точкой точнее, чем определено в (1-6)).
(e) Дано: нет. Решение: е, вычисляется суммированием У )Д 0 слева 
направо с использованием операций ® и ф, останов производится когда 
и з м е н е н и е  С у М М Ы  <  £machine-
(f) Дано: нет. Решение: е, вычисляется как в (е), но суммирование спра­
ва налево.

3.2. Докажите, что умножение двух матриц А  и b с плавающей точ­
кой, основанное на использовании скалярных произведений, удовлетво­
ряет

й(АВ)  = А В  +  Е, \Е\ < П£ machine\ЩВ\  +  О (Caching) •

3.3. Покажите, что если F  Е ]Rmxra) где т  > п, то || |F | Ц2 <
Этот результат полезен при выводе оценок в терминах абсолютных ве­
личин элементов.

3.4. Пусть имеется функция извлечения квадратного корня, удовле­
творяющая условию А(-\/ж) =  \Ас(1 +  у)), где \r)\ < £machme- Приведите 
алгоритмы для вычисления ЦжЦг и оцените ошибки округления.

3.5. Пусть А  и В  -  верхние треугольные матрицы порядка п  из 
чисел с плавающей точкой. Если С  =  И(Н_Е>) вычислено по любому из 
традиционных алгоритмов, верно ли, что С  =  А В ,  где А  и В  близки к 
А  и В1

3.6. Пусть А  и В  -  п  х гг-матрицы из чисел с плавающей точкой и 
матрица А  невырожденная, причем || |Н-1 ||Н| Цоо =  /л Покажите, что 
если С = И(Н_Е>) вычислено по любому из традиционных алгоритмов,
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то существует такая В,  что С  =  А В  и \\В — БЦоо <  иетасыпе^||-В||с
^  ( ^ m a c h in e ) '

3.7. Показать, используя результат упражнения 3.2, что 

||fl(AB) — AB\\i  < n e m ac h i n e | | ^ - | | i | | - B | | i  +  0 { e 2m&chine) .



Глава 4

Некорректные стохастические 
задачи

Даётся формулировка некорректной стохастической задачи. Устанав­
ливается взаимосвязи между некорректнвши задачами и задачами ре­
шения приближённвтх стохастических систем линейных алгебраических 
уравнений. Даётся оценка современного состояния этой проблемы.

4.1. Этапы развития теории некорректных 
задач

Целвю настоящей книги является рассмотрение эффективнв1х методов 
решения некорректных стохастических СЛАУ по приближённвш дан- 
H B IM . Однако, прежде чем подробно осветитв эти вопросы, представ­
ляется разумнвш коротко охарактеризоватв основнвге этапв1 развития 
теории некорректнвгх задач, т.е. теории некорректных задач, включаю­
щей и детерминированнвге операторнвге уравнения. Это, по видимому, 
даст возможности лучше увидетв отличие и связи стохастической тео­
рии от детерминированной теории не корректива задач, частнвш слу­
чаем которой является теория приближённого решения некорректных 
СЛАУ (в её различнвгх постановках).

Хорошо известно, что некорректно поставленнвге задачи любого ви­
да характеризуются тем, что как угодно малвге изменения исходник 
данник могут приводитв к произволвно болишим изменениям решения. 
Класс всех некорректно поставленньк задач необвшайно широк. Это 
- задачи решения операторньк уравнений первого рода, минимизации
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функционалов, суммирования рядов Фурве с приближённо заданнв1- 
ми коэффициентами, дифференцирования неточно заданнв1х функций, 
многие задачи линейной алгебры, как будет далее показано, к которвш 
сводятся различнвге задачи параметрической идентификации динами­
ческих систем и т.п. Последние задачи относятся к так назвтаем вш  
обратнвш задачам, которвге, в свою очередв тесно связанв1 с интерпре­
тацией даннв1х физических экспериментов.

Рассмотрим общее операторное уравнение

Au = f ,  u e U ,  f  Е F, (4.1)

где А  : D a Д U — > F  - оператор с непустой областвю определения D a , 
действующий в общем случае из метрического пространства U в метри­
ческое пространство F.  Задание пространств U и F  является необходи- 
мвш элементом математической постановки задачи (4.1), в тесной свя­
зи с которBiM находится важное определение её корректности. Условия 
корректности постановки математической задачи бвши сформулирова- 
нв1 ещё в 1902 г. Ж . Адамаром. В соответствии с этим определением 
(см. также [62] - [55]) задача (4.1) называется корректной или коррект­
но поставленной, если выполнены два условия: а) уравнение (4.1) раз­
решимо для любого и £ U единственнвш образом; б) решение уравне­
ния (4.1) устойчиво относителвно возмущения правой части уравнения, 
т.е. оператор А-1 (определённый на всём U) является непрерывным. 
Если хотя бы одно из этих условий не выполнено, задача назвшается 
некорректной или некорректно поставленной. Оказвшается, что класс 
некорректно поставленнвгх задач необвшайно широк. В частности, при 
решении задач параметрической идентификации динамических систем 
(как дискретнвгх, так и непрервтнвгх) мы приходим к необходимости 
решатв обратные задачи, которые, как правило, являются некорректно 
поставленнвши.

Д ля получения устойчивых решений некорректных задач в настоя­
щее время получили широкое применение различнвге методв1 регуляри­
зации.

С информационной точки зрения некорректности решения означа­
ет, что той информации, которая содержится в приближённых данных, 
недостаточно для получения устойчивв1х решений. Поэтому различ- 
H B ie  методв1 получения корректива решений операторных уравнений 
А и  =  /  сводятся к наложению тех или инвгх ограничений на допусти­
мое решение.
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Из сказанного можно сделать следующий основной вывод: возмож­
ность определения приближённых решений некорректно поставленных 
задач, устойчивых к малым изменениям исходных данных, основыва­
ется на использовании дополнительной априорной информации относи­
тельно решения.

Рассмотрим основные этапы развития методов регуляризации для 
решения некорректных задач. Методы регуляризации можно разбить 
на два типа. В случае использования регуляризаторов первого типа 
сначала ищется решение уравнения (4.1), а затем полученное решение 
подвергается сглаживанию. При таком подходе число метода регуляри­
зации зависит от различных используемых методов сглаживания. Про­
стейшим примером такого типа регуляризации, по-видимому, является 
использование различных спектральных окон (Бартлетта, Тьюки, Пар- 
зена и др.) в задачах оценивания спектральных плотностей случайных 
процессов и временных рядов [16]. Эти методы интенсивно используют­
ся ещё с начала 50-х годов.

Вероятно, методы регуляризации этого типа можно отнести к пер­
вому этапу развития методов регуляризации для решения некор- рект- 
ных задач. Д ля этих методов (например, таких как устойчивые методы 
оценивания спектральных плотностей) характерно в некоторой степени 
неосознанное применение теории регуляризации.

Следующий этап - этап сознательного формирования регуляризую- 
тттих алгоритмов связан с именами видных советских математиков А.Н. 
Тихонова, Т.П. Марчука, М.М. Лаврентьева, В.К. Иванова, В.А. Моро­
зова, а также созданной ими математической школой, во многом опре­
делившей пути развития теории некорректных задач, ставшей одним из 
самых плодотворных направлений современной вычислительной мате­
матики. Д ля этого этапа характерно применение регуляризаторов вто­
рого типа, когда исходное уравнение (4.1) преобразуется таким образом, 
что решение нового уравнения и будет представлять собой регуляризо- 
ванное решение исходного. Теоретические предпосылки развития при­
ближённых методов этого типа для решения некорректных задач были 
заложены в фундаментальной работе А.Н.Тихонова [64].

А.Н. Тихонову принадлежит обобщение классического (по Адамару) 
понятия корректности, в основе которого лежит фундаментальная идея 
сужения области определения исходного оператора [64]. Эта задача (4.1) 
называется корректной по Тихонову (условно корректной) [54].

А.Н. Тихоновым была сформулирована топологическая теорема об 
устойчивости обратного оператора [64], играющая в теории методов ре­
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шения некорректных задач важную роль. Впоследствии эта теорема бы­
ла обобщена на метрические и топологические пространства в случае -  
замкнутого оператора А  В.К. Ивановым [42, 41], а на случай необрати­
мого оператора -  О.А. Лисковцом [49]. Локальный вариант этой теоре­
мы рассмотрен также в [55]. Однако теорема А.Н. Тихонова об устойчи­
вости обратного оператора, показывая принципиальную возможность 
устойчивого решения (4.1), ещё не определяет метода решения. Труд­
ность заключается в том, что уравнение (4.1) может на практике ока­
заться неразрешимым при любой заданной приближённо правой ча­
сти / .  Следующий этап связан с разработкой методов регуляризации 
на основе различных видов дополнительной априорной информации о 
точной системе (4.1). Возможны различные типы дополнительной ин­
формации. В первой категории случаев дополнительная информация, 
носящая количественный характер, позволяет сузить класс возможных 
решений, например, до компактного множества и задача становится 
устойчивой к малым изменениям исходных данных. Во второй кате­
гории случаев для нахождения приближённых решений используется 
лишь качественная информация о решении, например, информация о 
характере его гладкости. М.М. Лаврентьев показал, что при определён­
ных условиях на оператор А  можно заменить задачу (4.1) на близкую, 
но уже разрешимую при любых /  Е F.  Однако в этом методе для на­
хождения устойчивого приближённого решения использовалась допол­
нительная информация обоих типов, т.е. необходимо знание как точно­
сти задания элемента /  (оценки уклонения Р / ( / ,  / )  < 8 ), так и функции 
корректности: pv(u ,v ) <  сз ( т) ,  где pp(Au, Av) <  т. На практике второе 
условие является довольно ограничительным. При аналогичных усло­
виях задача рассматривалась также Джоном.

Избавиться от этого недостатка даёт возможность метод В.К. Ива­
нова, который, используя некоторые идеи математического программи­
рования, продвинулся дальше. В работах [43] он избавился, при при­
ближённом решении (4.1), от задания функции корректности со{т). Не 
требуется также и знания 8, характеризующего точность задания пра­
вой части (4.1). Однако метод В.К. Иванова требует задания компакт­
ного множества М ,  т.е. множества корректности задачи (4.1), в котором 
содержится искомое множество решений уравнения (4.1).

Приближённые решения, названные В.К. Ивановым квазирешения­
ми, определяются как элементы и Е М,  на которых

pF( A u J )  = min pF(A u , f ) .
v € M
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Метод квазирешений В. К. Иванова позволяет решатв многие практи­
чески важнвге задачи, в том числе и некорректнвге СЛАУ. Однако в тех 
случаях, когда отсутствует априорная информация о компактном мно­
жестве М ,  этот метод неприменим. Преодолетв эти сервёзнвге недостат­
ки позволил метод регуляризации А.Н. Тихонова [65, 66], который спо­
собствовал существенному продвижению теории некорректных задач. 
Метод регуляризации Тихонова основан на радикалвной идее о стаби­
лизации минимума уклонения значений Аи  от заданной правой части /  
при помощи некоторого вспомогателвного неотрицателвного (сглажи­
вающего или стабилизирующего) функционала П(и).

В соответствии с методом Тихонова приближённое решение находит­
ся из решения задачи минимизации по и Е Uo С Da  параметрического 
функционала Тихонова:

R a [u, /]  =  p2F(Au, / )  +  а Э 2(и), а  > 0.

Решение этой задачи йа, при определённом B B i 6 o p e  параметра регуля­
ризации а = а(8), принимается за приближённое к искомому решению 
и.

Главное достоинство метода регуляризации А.Н. Тихонова состоит 
в том, что он оказался необременительным на практике, так как не тре­
бует фактического задания компакта М,  в котором содержится искомое 
решение уравнения (4.1).

Основная трудности применения метода регуляризации заключается 
в формулировке алгоритмических принципов выбора параметра регу­
ляризации а. Наиболее эффективным способом выбора параметра регу­
ляризации является принцип невязки, предложенный и обоснованный в 
[47]. Целесообразности применения этого принципа отмечаласв также в 
работе [47]. Принцип невязки является перенесением широко используе- 
мого на практике критерия точности приближённв1х решений на некор- 
ректнвге задачи. Обзор современного состояния этого вопроса, а также 
достаточно полная библиография по этому вопросу содержатся в ра­
ботах [54, 55, 63]. В заключении этого параграфа стоит отметитв ещё 
один тип методов регуляризации, связанный с тем, что многие практи­
ческие задачи наилучшего приближения, идентификации, анализа дан- 
H B ix  и другие оптимизационнвге задачи относятся к так назвшаемвш 
критериалвнБш задачам [62]. В связи с этим в последнее время также 
интенсивно развивалисв методв1 регуляризации неустойчивв1х критери- 
алвнвгх задач [62].
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4.2. Обзор методов решения приближённых 
систем

Задачи нахождения устойчивых приближённых решений вырожденных 
и плохо обусловленнвк СЛАУ являются частным случаем задач реше­
ния некорректнвтх операторнв1х уравнений. Однако перввге задачи име­
ют достаточно особенностей, чтобв1 заслуживатв отделвного рассмотре­
ния.

Вначале обратимся к классической постановке задачи о решении 
приближённой СЛАУ, данной А.Н. Тихоновым [67]-[70].

Рассмотрим СЛАУ

Аи = / ,  u e R m, /  G Е га, A  е Rraxm, (4.2)

заданную с помощью расширенной матрицы (А ,/) ,  где Rraxm -  про­
странство вещественных п  х m  -  матриц.

Если вместо точной системы (А, / )  задана приближённая система 
(А, / ) ,  то при любой точности задания Л и / ,  как правило, она неразре­
шима. В [69, 70] показано, что индивидуальная приближённая система 
(А, / )  даже при как угодно большой точности содержит недостаточ­
ную информацию для получения устойчивого приближённого решения 
исходной задачи. Постановка задачи о решении приближённой СЛАУ 
зависит от доступной информации. Чаще всего на практике информа­
ция даётся в виде индивидуальной приближённой системы А и  =  / ,  
т.е. расширенной приближённой матрицы (А ,/) . Однако этой инфор­
мации, как отмечалось в [69, 70], недостаточно. Поэтому для нахожде­
ния устойчивых решений приближённые системы должны задаваться 
с помощью индивидуальной системы (А ,/)  и класса систем (А ,/) , эк­
вивалентных по точности. Если U =  {A}, F  =  { /}  - классы матриц 
и правых частей, эквивалентных (А, / )  по точности, то приближённая 
система У =  {(А, /)}  задаётся, как совокупность систем (А, /) :

Au = f ,  А  ей ,  f  е F,  (А, / )  g  У. (4.3)

Если классы U и F  задаются при помощи квадратичных норм с 
точностью /м и 8, т.е.

й = й ,  = { А :  ЦА- АЦ < p } , F  = Fs = { f :  Ц / - / Ц  <  4}, 

где || * || - евклидова норма вектора, а
п  п

И12 = У У 4 .
г= 1  j=  1
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сферическая матричная норма, то в этом случае приближённая систе­
ма задаётся, как приближённая индивидуальная система (А, / )  и класс 

=  {(А, /)}  систем, эквивалентных ей по точности:

Au = f ,  А е %  = { А : \ \ А - А \ \ < » } ,  /  е  Fs = { /  ; | | / - / | |  <  6}. (4.4)

При этом разрешимость системы (А, / )  априори не предполагается.
В соответствии с определением А.Н. Тихонова, если элемент и £ Кт  

является решением уравнения Аи  =  / ,  где (А, и) Е Е, то и называется 
допустимым решением Е, а приближённая система Е - совместной.

Нормальным решением приближённой системы Е называется [69, 70] 
элемент tts, минимизирующий функционал сложности П(и) =  Цм — Мо|| 
на множестве допустимых решений t/jp

\\Un\\ = V z  = inf INI, на и £ [7S,

где U% =  {и} - совокупность всех допустимых решений Е.
В [69, 70] показано, что задача определения нормального решения 

системы по приближённым данным сводится к задаче: найти такое гф, 
что

ЦйцЦ =  inf |Н | на Ufj,s =  {и : | | /  — Аи|| — р\\и\\ = 4}. (4.5)

На основании принципа взаимности [71] в [69, 70] также формулируют­
ся другие эквивалентные (4.3) задачи, и рассматриваются вытекающие 
из этих результатов устойчивые методы их решения. Соответствующие 
численные алгоритмы также излагаются подробно в [54].

Эффективный алгоритм, основанный на методе последовательных 
приближений, решения задачи (4.3) недавно предложен в работе [57]. 
Этот алгоритм, так же как и алгоритмы предложенные в [54, 11], осно­
ван на сингулярном разложении матрицы А = Р 1 КР 2 , но в отличие от 
них не требует вычисления производных р/а вспомогательной функции,

р(а) = \\Аиа - / | | ,  (4.6)

что является основным неудобством методов, рассмотренных в [54, 11].
Изложенная постановка задачи А.Н. Тихонова о решении прибли­

жённой СЛАУ с детерминированными возмущениями будет во второй 
главе в определённой мере обобщена на класс приближённых стохасти­
ческих СЛАУ. Значительно менее разработанными оказались методы 
решения некорректных СЛАУ со случайными возмущениями, в осо­
бенности, когда возмущения содержатся как в правой части, так и в
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матрице системы. Вначале будут рассмотрены более простые задачи со 
случайными возмущениями лишь в правой части СЛАУ.

Вероятно первым подходом, который стал использоваться для ре­
шения приближённых стохастических СЛАУ такого вида, является ме­
тод гребневой регрессии (ридж - регрессии). Он возник для решения 
плохо обусловленных и вырожденных задач линейного регрессионно­
го анализа, которые, как известно, сводятся к задачам решения СЛАУ 
с приближённо заданной правой частью. В соответствии с этим мето­
дом регуляризованные оценки решений ua определяются из уравнения 
Эйлера

(■a E m +  А тA)ua =  Лт / ,  a > 0, (4-7)

где a - параметр регуляризации, Т  - знак транспонирования.
Формально оценки решений, полученные из уравнения (4.4), совпа­

дают с оценками решений, полученными методом регуляризации 
А.Н. Тихонова, однако этот результат появился независимо в работе 
Хёрла и Кеннарда [82] и в дальнейшем был назван гребневой регрес­
сией (ридж -  регрессией). Однако ещё раз следует подчеркнуть, что в 
работах А.Н. Тихонова рассматривался лишь случай детерминирован­
ных возмущений, а метод гребневой регрессии был специально разра­
ботан для случая стохастических возмущений. Это отличие двух рас­
смотренных подходов является принципиальным, так как для случая 
стохастических возмущений нельзя уже формально использовать прин­
цип невязки, обоснованный для детерминированных возмущений, хотя 
это иногда пытаются делать, основываясь на некоторых эвристических 
соображениях.

Регуляризованные оценки ua со статистической точки зрения уже 
относятся к классу смещённых оценок в отличие от оценок метода наи­
меньших квадратов (МНК). При определённом выборе параметра, регу­
ляризации (см., например, [14, 7]) а  среднеквадратичные ошибки регу- 
ляризованных оценок меньше соответствующих ошибок МНК-оценок, 
т.е.

МЦгщ — и* ||2 <  МЦм — щ  ||2, (4.8)

где и* -  нормальное решение точной (совместной) СЛАУ (Л ,/ ) ,  а и -  
МНК-решение приближённой СЛАУ (Л ,/ ) ,  т.е.

(4.9)

Однако для выполнения последнего условия необходима априорная 
информация о дисперсии случайных возмущений в правой части, а так­
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же необходима определённая информация о неизвестном векторе нор- 
малвного решения

и* =  А + f

точной СЛАУ (Л, / ) .  В связи с этим мнения разнвтх авторов о полезно­
сти регуляризованнвтх оценок (4.4) при решении приближённых СЛАУ 
весвма противоречивы. Они варвируются от восторженно положитель- 
h b i x  до резко критических [70]. Главная причина положения кроется в 
том, что оптимальный выбор параметра регуляризации соответствует 
величине [54, 7] оц =  <7 2/||w* ||2 и, таким образом, его практическое опре­
деление весьма затруднено в силу зависимости оц от величины ||t(*||2. 
С позиций теории регуляризации намного более оправданным является 
предположение, что априори известна лишь дисперсия <т2, которая яв­
ляется вероятностным аналогом величины, характеризующей погреш­
ности задания правой части приближённой СЛАУ (Л, / ) .

Формально метод гребневой регрессии можно рассматривать как 
метод вычисления устойчивых решений совместной системы (Л, / )  по 
приближённым данным (Л, / ) ,  когда вектор возмущений правой части 
А /  =  /  — /  удовлетворяет условиям

М (Д /)  =  0, D (A / )  =  а 2Е п. (4.10)

На аналогию метода гребневой регрессии с идеями регуляризации ука­
зывалось неоднократно (см., например, [40]). Используя терминологию 
А.Н. Тихонова, приведённую в начале этого параграфа, можно сказать, 
что приближённая система в этом случае задаётся как индивидуальная 
система (Л, / ) ,  дисперсия а 2 и условия (4.5), характеризующие опреде­
лённую статистическую регулярность возмущений А /.

Однако до настоящего времени не известно [70] метода выбора па­
раметра регуляризации а  на основе лишь величины а 2, который бы 
гарантировал улучшение статистических свойств (на конечной выбор­
ке) регуляризованных оценок решений по сравнению с оценками МНК 
при решении вырожденных или плохо обусловленных СЛАУ. Достаточ­
но полная библиография по вопросам гребневой регрессии содержится в 
работах [14, 7], а примеры применения методов гребневой регрессии для 
решения обратных задач математической физики содержатся в [73, 39].

Другим подходом, применяемым для решения плохо обусловленных 
СЛАУ с приближённой (случайной) правой частью, является подход ос­
нованный на идее сокращения длины вектора МНК-оценок [14, 7]. Этот 
метод был предложен Стейном и Джеймсом (см., например, [7, с. 131])
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и получил название сжатых оценок Стейна-Джеймса. На практике в 
болвшинстве задач этот метод даёт незначителвное улучшение свойств 
оценок перед обвганвши МНК-оценками. Можно также показатв, что 
метод сжатвтх оценок Стейна -  Джеймса является частным случаем 
регуляризованнвгх оценок (ридж-оценок) [7, с. 131].

Многие некорректные задачи (стохастические и детерминирован- 
ные) линейной алгебрв1 формулируются следующим образом: решитв 
СЛАУ (совместную) Аи  =  /  с матрицей ранга rank Л <  min(n, га) на 
основе априорной информации А щ  =  / ,  и ^ С и о <  1, где С  - задан­
ная симметричная положителвно определённая матрица, а и 0 - априори 
неизвестный фиксированный вектор. В этом случае вектор щ ,  вообще 
говоря, точно восстановитв невозможно. Однако можно указатв вектор 
и, аппроксимирующий щ  в минимаксном смвюле [13]:

u = [ E m -  (GCG)+C G\A+f , (4.11)

где G = Е т — А +А.
Интересный подход содержится в работе [52], представляющий собой 

попв1тку применения аппарата регрессионного анализа к методу регу­
ляризации решения плохо обусловленных или вырожденных СЛАУ с 
неточно заданной случайной правой частвю и интегралвнв1х уравне­
ний первого рода и, наоборот, метода регуляризации в регрессионном 
анализе с последующей оценкой дисперсии решения и проверкой нуль- 
гипотезв1 по критериям Ствюдента и Фишера -  Снедекора. Сущности 
этого подхода состоит в том, что дополнителвная априорная информа­
ция здесв ввютупает в виде вспомогателвного эксперимента или, иначе 
говоря, вспомогателвной СЛАУ, которая в отличие от исходной СЛАУ 
уже не является некорректной. Однако такая информация далеко не 
всегда доступна экспериментатору на практике. Но главный недоста­
ток этого подхода состоит в том, что погрешности предполагаются лишь 
в правой части и что они имеют гауссовский закон распределения. По­
следнее, как известно, является очень сильным ограничением при прак­
тическом использовании этого подхода, так как реальные законы рас­
пределения возмущений всегда отличаются от нормального. В случае 
если законы распределения возмущений далеки от нормального, при­
менение стандартных методов, основанных на нормальном законе рас­
пределения, может привести к существенному искажению полученных 
результатов. Однако малый объём информации в большинстве случаев 
не позволяет достаточно надёжно установить вид закона распределения 
возмущений. Поэтому возникает проблема разработки таких методов
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решения некорректных стохастических СЛАУ, которые были бы менее 
чувствительны к виду закона её распределения и, в частности, не так 
сильно реагировали бы на отдельные большие случайные отклонения. 
Д ля решения такого класса задач созданы специальные методы, у исто­
ков которых стояли американский статистик Д. Тьюкки и тттвейттарский 
математик П. Хьюбер. Их усилиями, а также работами их последова­
телей, в настоящее время создано целое направление в математической 
статистике, занимающееся построением и изучением устойчивых проце­
дур -  теория робастного оценивания [85] -  [75]. В работах Я .З. Цыпкина 
и Б.Т. Поляка эти методы были развиты для решения задач регресси­
онного анализа в задачах параметрической идентификации систем [58]
-  [76].

Недавно в работе [2] был предложен робастный метод решения 
некорректных стохастических СЛАУ с неточно заданной правой частью 
и некорректных задач типа интегральных уравнений первого рода. Рас­
смотрим этот метод применительно к решению только некорректных 
стохастических СЛАУ. В соответствии с этим методом предполагает­
ся, что вместо точной правой части задана её случайная реализация -  
вектор / ,  компоненты которого представимы в виде

f% = f%+ <?£%, г = 1 , 2 , . . . , г п > г > п/2,  (4.12)

где £i - случайные величины с нулевым математическим ожиданием и
дисперсией, не превышающей 1, о - величина, характеризующая стати­
стическую погрешность реализаций компонент вектора приближённой 
правой части с номерами г =  1, 2 , . . .  , г. Остальные реализации компо­
нент вектора могут иметь сколь угодно большую дисперсию.

В этом случае в [2] предлагается вычислять оценки решений некор­
ректных стохастических СЛАУ на основе метода робастной регуляри­
зации. В соответствии с этим методом оценки решений определяются 
из условия минимума сглаживающего функционала вида

п  /  тп \
ТМ  = I '̂ 2 ,0‘ЦЩ ~  fi  ) +  a(B u ,u ) ,  (4.13)

г= 1  \  * = 1  /

где а  >  0 -  параметр регуляризации, В  -  симметричная положительно 
определенная матрица, А  = {ад}, р& ~ функция Хьюбера [67]: ps(s) = 
= s2/2к  при |s | <; ps(s) — к / 2 при |s| >  к] к -  параметр согласованный
с а: 0 <  к <  са , с -  константа. В [65] параметр к в функции Хьюбера
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рекомендуется выбирать равным среднеквадратической ошибке незасо- 
ренной части измерений, т.е. =  и. Д ля численной минимизации функ­
ционала (4.6) в [2] предложен специальный эффективный алгоритм.

Существенным недостатком предложенного в [2] метода робастной 
регуляризации является то, что для оценок решений не изучены ника­
кие статистические свойства, а имеются только результаты численного 
моделирования этого метода на ЭВМ, показывающие его эффектив­
ность на некоторых модельных задачах. В случае дискриптивной регу­
ляризации a  =  0 этот метод соответствует обычному методу робастного 
оценивания, используемому в задачах регрессионного анализа [77].

Далее будут рассмотрены методы решения более сложных некор­
ректных систем с приближенно заданными как правыми частями, так 
и матрицей.

Значительный вклад в решение этих проблем несомненно принад­
лежит E.JI. Ж уковскому [53], [33] -  [38]. В этих работах развивается 
метод статистической регуляризации вырожденных и плохо обуслов­
ленных СЛАУ на основе последовательной байесовской процедуры. Д ля 
удобства варьирования по матрице А,  а также для задания плотности 
априорной меры на ней, в [33] -  [36] используя свойства кронекеровского 
произведения для матриц, система (4.2) представляется в виде

Au = ( u A E n) A ^  = f ,  (4.14)

где С  0  D - кронекеровское произведение матриц С  и D. Д ля матрицы

А  =  || « 1 : . . .  :ат ||, состоящей из m  столбцов щ (размер каждого п  х 
1), вводится столбец =  col(ai , . . .  , am, который получается, если 
каждый последующий столбец расположить ниже предыдущих, Е п -  
единичная матрица порядка п.

Такая запись уравнения (4.2) позволяет рассматривать его как 
функцию от двух независимых равноправных переменных и и А,  свя­
занных мультипликативной зависимостью, и считать решением не толь­
ко и, но и Л, что важно для задач с приближенно известной матрицей 
А.

Д ля применения байесовского подхода [54] необходимо сделать сле­
дующие предположения относительно неизвестных величин и и А.

1. Имеется случайная реализация /  правой части уравнения (4.2), 
которая обладает условным средним

М ( / Д « )  =  / (4.15)
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и условной плотностью распределения

p ( f \ A , u ) = С'¥>ехр{-^(Ф / ( /  -  Аи))},  (4.16)

где С^ -  нормирующий множитель; <р(/) -  функция, выполняю­
щая роль метрики, например нормы; Ф/ -  весовая невырожденная 
матрица, обратная к дисперсионной, Ф/ G f 'Rnxn.

2. Задана случайная матрица А,  реализующая истинную матрицу А  
и статистически не зависящая от / .

Условное среднее этой матрицы равно

М ( А \А ,и )  = А,  (4.17)

а её условная плотность распределения

р ( А м \А,и) = Сфехр{-ф (Ф А(Лм  -  Э (г,))}. (4.18)

3. Относительно решения и известно, что оно реализуется в виде щ  
с условным средним

M(m0|t1, и) = и (4.19)

и условной плотностью

р(и0\А,и) = Cqe x p { - q { $ u{u -  и0))}, (4.20)

статистически не зависящей от /  и А  и известной из дополнитель­
ных вспомогательных исследований.

Тогда использование правила Байеса [54] для апостериорного оценива­
ния величин и и А  в уравнении (4.2), когда вектор /  и матрица А  име­
ют большие по амплитуде, но с известными законами распределения 
погрешности, позволяет определять статистические регуляризованные 
решения, как показано в [34, 35] из условия минимума устойчивого ин­
терпретирующего функционала

Т(и, А) =  <р(Ф/(/ -  Аи))  +  фФ и(и -  и0)) +  ф(Фа (А -  А 0)) (4.21)

или, что эквивалентно, из решения системы уравнений Эйлера

0 =  диТ  = Эт Ф/ 5/~<р(Ф/ ( /  -  Аи))  +  Фидид(Фи(и -  щ)),
0 =  дАТ = { и ® Ф 1)д1~1р { Ф М - А и ) )  + ФидАф { А - А 0)),



44 Глава 4. Некорректные стохастические задачи

где duf ( 0  - субдифференциал функции f { u ) по и в точке В этих 
уравнениях функции ip,q,tjj выполняют ролв метрики, например нор- 
мв1, которая и будет определятв конкретный метод решения. Часто в 
задачах обработки, интерпретации и оценивания исполвзуется: МНК, 
метод минималвной гёлвдеровой нормы, метод наименвших модулей и 
метод минимакса [54]. Наиболвшее практическое применение получил 
МНК, который соответствует евклидовой норме и случаю гауссовских 
помех в параметрах f , u  и А.  Д ля МНК функционал Т(и, А) имеет вид

Т(и, А) = (Ф/ ( /  -  Аи),  /  -  Аи)  +  (Фи(и -  щ ) , и  -  щ )

+  (Фа (АМ -  А ^  -  А ^ ) ,

а соответствующие ему уравнения Эйлера принимают вид

А 7 Ф f A u  — А 1 Ф f  f  + Фи(и — щ )  =  О, 

(ФиАиит) ^ - ( Ф 11ит) ^  + ФА( А ^ - А ^ )) =  О ,

где
D ( / M ) = * 7 \  D(u) = $ y ,  D(.4<*> = фу.

В случае, когда А  - детерминированная матрица, общее байесовское 
решение имеет вид [72]

и  =  ф Д \ Ф р А Ф \ 1 Д ф - Ч ' 1

+ 4*У2[Гт -  (Фу2Лф-1/2)+(Фу2Лф-1/2)]ф-1/2гад.
где (-)+ -  псевдообратная матрица Мура -  Пенроуза.

Байесовский подход также исполвзуется для решения определённого 
класса операторных уравнений со случайнвши ошибками в даннв1х [74]. 
Однако байесовский подход обладает рядом существеннв1х недостатков.

Наиболее слабое место этого подхода - необходимости задания апри­
орного вероятностного распределения искомого решения. В болв- 
шинстве известнвгх автору работ, исполвзующих формулу Байеса, апри­
орное вероятностное распределение постулируется в виде гауссовского 
распределения с заданиям  эллипсоидом распределения [33, 34]. Однако 
такое постулирование априорного распределения, как известно, заслу­
живает сервёзной критики.

Д ля численной реализации рассмотренных методов при конечных 
объёмах эксперименталъной въОорки можно эффективно исполъзоватъ 
алгоритмъ! Воеводина, основаннъге на сингулярных разложениях (см.,
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например, [54]) или рекуррентные алгоритмы Ж уковского -  Липцера. 
Алгоритмы Ж уковского -  Липцера основанв1 на исполвзовании уравне­
ний оптималвной филвтрации [83] и представляют рекуррентнвге про- 
цедурв1 нахождения псевдорешений, требующие псевдообращения мат­
рицы А.

Численным методам регуляризации А.Н. Тихонова с применением 
сингулярного разложения посвящена недавно ввпнедшая работа Хенсо­
на [81]. В этой работе регуляризация Тихонова анализируется в общей 
форме с позиций обобщённого S V D  -  разложения.

Решению некорректных стохастических СЛАУ с приближенно за­
даниями как правой частвю, так и матричнвш оператором в последнее 
время посвящен ряд новвгх работ [50] -  [44].

В работах В.И. Мелешко [50, 51] дано несколвко постановок задач 
ввшисления решений стохастических уравнений, отличающихся различ­
и ям  уровнем информативности о случайных возмущениях.

Постановка 1. Предполагается, что реализации _/), г =  1, 2 , . . .  , п, яв­
ляющиеся координатами вектора /  G К™, статистически независимы, а 
их среднее и дисперсия сутв соответственно

M (f i \A )  = a iU ,  D(f i\A) = a 2fi > 0, i =  1 , . . .  ,n,  (4.22)

где сii -  строки матрищ >1 A  G Mraxm.
Вместо ИСТИИИВ1Х значений строк щ матрицы А  заданв1 зашумлён- 

HBie сц случайной матрицы A  G Knxm, которв1е статистически независи- 
мв1 и для которв1х выполняется

М (ф |А ) =  щ, Б (ф |Л ) = cr2aiK, i = 1 , 2 , . . . ,  гг, (4.23)

где <т]б >  0, К  -  симметричная положителвно определенная матрица 
размерности га х га.

Также предполагается, что реализации / ,  А  взаимно независимв1 и 
для их средних выполняются перввю соотношения, указанные в (4.7), 
( 4 .8 ) .

Таким образом / ,  А  со свойствами (4.7),(4.8) определяют стохасти­
ческое алгебраическое уравнение, у которого вероятностнвге характери­
стики зашумлённвгх правой части /  и матрищл А  описвшаются толвко 
перввми двумя моментами.

Постановка 2. Предполагается, что известна более полная, чем в 
предыдущем случае, характеристика помех, точнее, для статистических 
независимвгх, одинаково распределённых ошибок

ег = f t - M ( f t \A), 6г = аг - М ( а г\А)
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указаны соответствующие плотности распределения р\(е),  Рг(^)-

при данной постановке и задают стохастическое алгебраическое урав­
нение.

Постановка 3. Будем считать, что в условиях предыдущей постанов­
ки плотности pi (е), точно не заданы, а известно, что они принадле­
ж ат множествам Р \ , Р2  соответственно. Возникающее в этих условиях 
стохастическое алгебраическое уравнение обладает априорной неопре­
де лённостью вероятностных свойств помех.

Постановка 4. В условиях предыдущей постановки дополнительно 
задано статистически не зависящее от / ,  А  априорное случайное значе­
ние щ  искомого решения и стохастического уравнения. При этом плот­
ность распределения ро(ф) ошибки ф = щ  — и принадлежит классу Ро. 
Стохастическое уравнение здесь доопределено априорной информацией 
о его решении.

В [50, 51] строятся оценки рассматриваемых задач двумя подходами 
в рамках каждой из приведённых постановок.

В рамках постановки 1 эти подходы формулируются следующим об­
разом.

В соответствии с первым подходом вводится обобщённая ошибка

К ак и в [34], в этом случае решается более общая задача одновре­
менной оценки неизвестных и и А. Тогда в качестве МНК -  оценки 
искомого решения стохастического алгебраического уравнения берутся

Реализации f ,  А  и плотности pj, j  =  1,2, аддитивных шумов ei} ф

которая при сделанных в постановке 1 предположениях
имеет нулевое среднее и дисперсионную матрицу

В(А р|П ) = К р = diag { K f , K s},

K f  = diag{<7i,. . .  , a 2n}, K s = { A A ) K ) 

A = dmg{a2a l , . . . , a 2an}.

1 1 , А, определяемые из условия минимума функционала:

f ( u , A )  = (Kp 1A p ,A p )  = (K f 1( f - A u ) J - A u )  + 

T t r A - \ A -  A ) K - \ A -  А ) т, (4.24)

где tr -  след матрицы.
В соответствии со вторым подходом вводится другая обобщенная 

ошибка £ =  /  — Аи,  которая в условиях постановки 1 обладает нулевым
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средним и дисперсионной матрицей:

К  (u) = K f  +  (К и , и ) А .

Оценка МНК й определяется из минимума функции

р(и) = ( K ~ l (u ) ( f  -  A u ) J  -  Аи).  (4.25)

В [51] показано, что оценки й, й стохастических алгебраических 
уравнений, вычисляемые из (4.9), (4.10) соответственно, совпадают и 
тем самим являются эквивалентнвши. Д ля этих оценок выполняются 
свойства состоятелвности и асимптотической нормалвности.

В условиях второй постановки в соответствии с перввш подходом 
оценки решений й, А  определяются из условия максимума функций 
правдоподобия:

гг
рР(и,А) =  Y l 'P i i f i  ~  Oiu)p2(ai -  c ii) .

i=  1

Этот подход в математической статистике известен как конфлюент- 
НБШ анализ [12].

При втором подходе оценки й решений стохастических СЛАУ опре­
деляются как

й =  argsupp(£,w), £ = f - A u ,
иелт

где

р«.м> = ч ”П/р1М f  Д +т "*г ) drdz,

U  ( ^ 2 ; • • • > U rn) •
Таким образом в условиях постановки 2 оценки решений стохасти­

ческих СЛАУ вБшисляются на основе метода максималвного правдопо­
добия (ММП).

В условиях постановки 3 применяется метод помехоустойчивых оце­
нок, предложенный в [78].

В соответствии с перввш подходом для нахождения устойчивых оце­
нок решений применяется ММП к плотности:

гг
Р*(Ар,и, А) = ~  Ъи)р2*(а4 -  а*),

г= 1
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где pi* ( г ) , р2* (т)  -  наиболее неблагоприятные плотности на классах Р\, 
Р2 соответственно.

В соответствии со вторвш подходом помехоустойчивые оценки мак- 
сималвного правдоподобия

u =  argsupр * (/ — Ли, и), 

где р* (£, и) -  самая неблагоприятная плотности распределения на классе

Р = Ы£,и)\£ = е -  (Em(g)uT)5, pi(e) е Р\, р2(5) е Р2}-

В условиях постановки 4 в соответствии с первв1м подходом оценка 
й вв1числяется путём минимизации по и и А функции

Т{и ,А )  =  Inр*(Др, ф, и, А) =  1пр*(Др,и, А) +1про*(м0 -  и),

а во втором подходе й определяется путём минимизации по и функции

Т{и)  =  lnp*(£,tt) =  1пр0*(фг() +  lnpo*(ы0 -  и),

где ро*(ф) - наиболее неблагоприятная плотности распределения на 
классе Ро-

В методах [50, 51] стохастическая регуляризация понимается литтть 
с точки зрения теории оценивания параметров, т.е. под стохастически 
регуляризованными решениями в работах [50, 51] понимаются реше­
ния, которые обладают свойствами состоителвности и асимптотической 
эффективности. Однако эти свойства носят асимптотический характер 
и не дают ответа на вопрос при конечных, особенно малых, объёмах 
эксперименталъной выборки, кроме того, не обсуждаются вопросы чис­
ленной устойчивости алгоритмов, их реализующих.

В [88] для решения СЛАУ по приближённым матрице А = Лу +  ДА 
и вектору правой части /  =  / т  +  Д / ,  где элементы Дац,  Д ф  матрицы 
ДА и вектора Д /  -независимые нормалъно распределённые случайные 
величины и М[Дщ,] =  М [Д /4] =  0, Б [Д а^] =  аф Б [ Д /г] = о), % =
1 ,2 , . . .  ,п, j  = 1, 2 , . . .  , га; предлагается исполъзоватъ TLS -  метод (в 
[46] данный метод называется методом ортогоналъных проекций).

На основании TLS -  метода оценки неизвестных решений определя­
ются из условия
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Используя результаты работы [45], в [46] показано, что нахождение оце­
нок TLS -  метода эквивалентно нахождению оценок согласно ММП. 
TLS -  метод позволяет также определить не только оценку вектора ре­
шения и, но и вычислять оценки матрицы А у  и вектора / у ,  которые 
можно записать в виде [46]

д _  я  I 2  р ( й  X  й )  f  _  7  2  р ( й )

^  f  2 I 2 11 М12 7 ^  f  2 I 211  ̂112 ’crj +  (т£\\и\\2 +  (т£\\и \\

где р{и) =  /  — Им, й -  оценка TLS -  метода.
Однако на конечной выборке оценки TLS -  метода могут оказаться 

неустойчивыми. Д ля регуляризации оценок TLS -  метода на конечной 
выборке в [46] предлагается регуляризованный TLS -  метод, согласно 
которому оценки определяются из решения задачи

“  (4.26)
IMI< к и Uj  +  <72 | |м| |2

Можно сказать, что регуляризованный TLS -  метод является в опре­
делённой мере стохастической формой метода квазирешений В.К. Ива­
нова. Здесь предполагается, что априорная информация о приближен­
ной СЛАУ задаётся в виде ||м|| <  К и , где К и - положительная констан­
та. Однако информация такого вида редко бывает известна на прак­
тике. Экспериментатор чаще располагает информацией о дисперсиях 
сА, <Tj погрешностей возмущений. К ак показано в [46], вектор, дающий 
решение задачи (4.11) с ограничением, является решением уравнения 
Эйлера:

где

А т А щ  +  д щ  = Л т/ ,  (4.27)

7 . , Д ± « _  (4.28)
К и <7/ +  <7а1К1г

г/ > 0 -  множитель Лагранжа.
Если К и априори неизвестно, то для определения параметра регу­

ляризации у в [46] предлагается использовать равенство

\ \ А щ -  f \ \2 -  ^ \ \ щ \ \ 2 = $2- (4.29)

Равенство (4.14) по существу представляет собой уравнение невязки. 
Однако вывод этого уравнения в работе [46] по существу необоснован,
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так как оно получено из формулы вычисления оценки дисперсии по TLS 
-  методу, и точное равенство (1.14) имеет место литтть в асимптотике, 
т.е. при п  —> оо. Кроме того в [45, с. 517] показано, что состоятелвной 
оценкой <т2 является оценка [n(m +  1 )/ {п  — т ) ] _1<т2, где <т2 -  оценка 
TLS -  метода <т2. Поэтому р 2, 82 следует братв согласно равенствам: 
р 2 =  а 2(п — т ) и 82 = а 2 (п — т ) (предполагается, что п > га), а не как 
показано в работе [46] р 2 =  а 2п (т  +  1) и 82 = а 2п (т  + 1 ) .  Из (4.13) 
также следует, что параметр регуляризации у может приниматв как 
положите линию, так и отрицате линию значения, в зависимости от со­
отношения а 2 и а 2, что приводит к нарушению условия устойчивости 
оператора (АТА +  Д-ЕД)-1 и, как следствие, неоднозначности решения, 
определяемого уравнениями (4.12), (4.14). Однако несмотря на это, в 
работе [46] не рассмотренв1 условия существования и единственности 
решения, определяемого формулами (4.12), (4.14), а также не рассмот- 
ренв1 вопросв1 численной реализации предложенного TLS -  метода. В 
[46] отмечается, что из формул (4.12), (4.14), определяющих решение 
согласно регуляризованному TLS -  методу, следует их полное соответ­
ствие формулам, определяющим решение согласно регуляризованному 
методу наименьших квадратов А.Н. Тихонова, рассмотренному в нача­
ле этого параграфа.

Существенными недостатками регуляризованного TLS-метода, 
предложенного в [46], также являются предположения о гауссовости 
возмущений и неизученность статистических свойств оценок, особенно 
на конечной выборке.

Дальнейшее развитие регуляризованного TLS-метода [46] дано в ра­
боте [46]. Функция правдоподобия, предложенная в [44], отличается от 
соответствующей функции в [44], так как включает полную инфор­
мацию, накопленную на этапе обучения системы. Использование этой 
функции правдоподобия приводит к задаче на безусловный экстремум

l ( L u ) =  2 î MMI2 +  п  1п(а /  +  а«1М!2) in f> (4 -30)<7/ +  < д а1 г  u

которая при о 2 cr2||w||2 совпадает [44] с задачей (4.11) на условный
экстремум на компакте [3, 46]. В [44] показано, что оценка регуляризо­
ванного TLS -  метода, определяемая из (4.15), является асимптотически 
оптимальной и асимптотически нормальной.

К недостаткам этого метода также относятся предположение о гаус­
совости возмущений и отсутствие каких-либо оптимальных свойств оце­
нок на конечных выборках.
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В работе [6] также предпринята попытка перенести основные резуль­
таты и алгоритм Тихонова на случай вероятностного задания погреш­
ности в СЛАУ с ошибками в матрице и правой части. Однако там не 
изучаются никакие статистические свойства полученных оценок, что не 
даёт возможности сравнивать их с другими типами оценок.

На основании приведённого в этой главе обзора методов решения 
некорректных стохастических СЛАУ можно сделать следующие основ­
ные выводы .

1. Стохастическая модель возмущений представляет, по существу, 
некоторую дополнительную априорную информацию о прибли­
жённой СЛАУ, использование которой даёт возможность улуч­
шить статистические свойства оценок решений.

2. Нахождение оценок решений приближенных стохастических 
СЛАУ должно быть основано на едином принципе отбора при­
ближённого решения из исходной информации о модели.

3. Практически все методы, приведённые в обзоре, рассматривают 
задачу стохастической регуляризации СЛАУ лишь с точки зре­
ния математической статистики, т.е. стохастическая регуляриза­
ция СЛАУ рассматривается лишь как блок статобработки. При 
этом основное внимание, как это и принято в математической ста­
тистике, уделяется асимптотическим свойствам (состоятельности, 
асимптотической эффективности и нормальности) оценок реше­
ний. В результате такой подход приводит к раздельному примене­
нию методов математической статистики и вычислительных мето­
дов к органически нераздельной на эти составные части проблемы 
решения некорректных стохастических СЛАУ [53].

4. Рассмотренные методы стохастической регуляризации СЛАУ или 
совсем не используют принцип невязки, играющий основополага­
ющую роль при решении некорректных СЛАУ с детерминирован­
ными погрешностями [69, 70], или его применение не обосновано, 
как в работах [40, 46]. Это говорит о необходимости восстановле­
ния основополагающей роли принципа невязки при решении задач 
стохастической регуляризации СЛАУ.

5. Является актуальной проблема разработки методов стохастиче­
ской регуляризации СЛАУ, в которых блок статобработки был 
бы органически связан с вычислительным блоком, т.е. методов, в
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которых бы существовала органически неразрывная связь между 
статистической устойчивостью оценок и численной устойчивостью 
алгоритмов, их реализующих.



Г л я в я  5

Решение некорректных 
стохастических СЛАУ

Рассматривается задача решения некорректных стохастических систем 
с неточно заданной правой частвю и неточно заданной (частично или 
полноствю) матрицей коэффициентов [18] -  [29]. Получешл условия су­
ществования и однозначной разрешимости указанной задачи на осно­
ве статистической формв1 обобщённого принципа невязки. Исследова­
но влияние априорной информации о возмущениях на статистические 
свойства оценок решений. Предложенв1 эффективнвге вычислительные 
алгоритмв1 и различные способв1 BBi6opa уровня невязки в зависимости 
от характера априорной информации.

5.1. Постановка задачи
Рассмотрим СЛАУ

A u = f ,  A e R raxm, и е Ш т, f  e R n. (5.1)

Элементв1 вектора правой части /  и элементв1 (или их частв) матрицв1 

А  известив: с ошибками, т.е. вместо точнвгх / у ,  Л у  данв1 их случайные

реализации /  =  /у  +  А /, А  = (А'Т!Л" +  АЛ), где Л'т  G Rnx("»-*), 
а Лу, АЛ G R nxs -  матрицы. Если s = т,  то все элементв1 матрицв1 

возмущенв1, что соответствует задаче, когда возмущенв1 все элементв1 

матрицв1 системы.
Предполагается, что элементв1 матрицв1 возмущений АЛ и вектора 

возмущений А /  являются случайнвши величинами и удовлетворяют 
следующим двум условиям (п.и. -  почти наверное).

53
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Условие 1. М  (Abi \ T i- \ ) =  0 п.н.
Условие 2 . D  (Abi\ T i - \  =  diag (a21}. . .  , a 2m, a 2) п.н.
Здесв Д bi = ( А а ц , . .. ,A a im, A f i ) T] T i -  п-алгебра, Ti  =  a{Abi,

. . .  , Abi}, индуцированная случайнвши величинами, указаннв1ми в скоб­
ках, г =  1 , 2 , . . . , п ,  и Jo  =  0 ; сгр =  0  для всех j  =  1 , 2 , . . .  , m  — s,
О < crC <  сю, для всех j  = m  — s + 1 , . . .  ,m  и a 2 ^  0.

Замечание 1. Ниже без потери общности предполагается, что <т2 =  
=  a 2j = a 2 > 0 для всех j  = 1 , 2 В противном случае, если 
априори известив: дисперсии а 2г , . . .  , a 2s , а 2 или их отношения, всегда 
можно произвести нормализацию исходной СЛАУ (5.1) к виду

Ан^н — /> (5-2)

где Лн =  A D a, D a =  d i a g j l , . . .  , 1, к ь  . . .  , ks, } G Rmxm. Тогда между 
решениями исходной СЛАУ (5.1) и нормализованной (5.2) существует 
линейная взаимосвязи

u =  D a ^н-
Здесв, в отличие от [46], уже не предполагается независимости и 

нормалвноств элементов последователвности (Abi)i>i векторов возму­
щений. Условие 1 означает, что последователвноств (Д 6 ,̂ 2?-y_i)i>i явля­
ется мартингал-разноствю [79]. К ак известно, это условие менее жёстко, 
чем условие независимости последователвности случайных величин, и 
не требуется выполнения условия одинаковой распределённости элемен­
тов последователвности, что оченв важно при решении многих прак­
тических задач. В детерминистской постановке задачи А.Н.Тихонова 
[70, 70] класс систем, эквивалентных по точности некоторой индиви- 
дуалвной системе, задаётся при помощи квадратичнв1х норм. Такая 
метрика не подходит для задания точности стохастических систем и 
необходимо заменитв её на какую-либо вероятностную метрику. Есте­
ственно исполвзоватв для задания точности приближённой стохастиче­
ской системв1 усреднённую относителвно некоторой вероятностной ме- 
рв1 квадратичную норму (среднеквадратичную норму), т.е. дисперсию 
а 2 погрешностей задания элементов матрицв1 и вектора правой части.

В свою очереди, точная система

А ти = / т  (5.3)

может бв1тв детерминированной или стохастической. Точная детерми­
нированная система (5.3) может 6 bitb, вообще говоря, неразрешимой, 
т.е.

Га =  ||А ти — /т || >  0 .
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Величина да  очевидно является мерой несовместности точной си- 
стемв1 (5.3). Тогда нормалвное псевдорешение и определяется как

и =  arginf |Н | ,
иеи

где U - множество псевдорешений системв1 (5.3).
В случае стохастической системв1 (5.4) будем предполагатв, что

M ( f i \A T) = щи, B ( f i \A T) = o-Q, г = 1 ,2 , . . .  ,п , (5.4)

где fi, г =  1 ,2 , . . .  ,п , - координатв1 вектора / у  Е К™, а щ -  строки 
матрицв1 Ат Е Е гахт.

В этом случае нормалвное псевдорешение стохастической системв1 

(5.3) естественно определитв как

и =  arginf |Н | ,
иеи

где U - множество псевдорешений системв1

А ти =  М ( /т | А т).

Если дополнителвно предположитв, что совокупности случайных ве­
личин {Ат, /т}> и А /  статистически независимв1 между собой, то
приближённую систему с точной стохастической системой, удовлетво­
ряющей условиям (5.4), можно рассматриватв формалвно как прибли­
жённую стохастическую систему с точной детерминированной системой

Ати =  / т ,

где Д  =  М (/т |А т ), a), = D (/* |А т) = o l  +  а), г = 1, 2 , . . . ,  п,

д ’А = || А ти -  /т | | =  0 .

Очевидно, с вв1числителвной точки зрения задача решения прибли­
жённой системв1 с точной стохастической системой является частнвш 
случаем задачи решения приближённой стохастической системв1 с де­
терминированной точной системой при условии да  А 0. Поэтому в далв- 
нейшем будет рассматриватв именно этот тип приближённв1х стохасти­
ческих систем.

Таким образом, исполвзуя терминологию А.Н. Тихонова [70, 70], бу­
дем считатв, что приближённая стохастическая система задаётся при
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ттомоттти индивидуальной системы (А, / )  меры несовместности рд  и дис­
персии <т2, характеризующей точность задания приближённой системы, 
а также условий 1 и 2 , характеризующих определённую статистическую 
регулярность возмущений.

В дальнейшем вначале будет рассматриваться случай когда s = т, 
что соответствует случаю с неточно заданными всеми элементами мат­
рицы системы, а лишь потом случай s < т, т.е. когда матрица систе­
мы частично задана с помехами, а частично -  без помех. Такая ситу­
ация возникает во многих практических задачах, например, в задаче 
идентификации параметров дискретных передаточных функций [30]. 
В последнем случае задача имеет достаточно особенностей, в отличие 
от задачи, когда s = т, чтобы заслуживать отдельного рассмотрения. 
Кроме того, в таком виде задача является более общей, чем задача с 
s = т. Однако в дальнейшем представляется более логичным внача­
ле рассматривать случай приближённых систем с s = т  и лишь затем 
общий случай с s < т.

5.2. Вычисление оценок псевдорешений

В этом параграфе будет предполагаться, что имеется к эксперименталь­
ных (возмущённых) наблюдений каждой строки расширенной матрицы 
_Е>т =  (.А-г, — /г )-  Таким образом, приближённая матрица А  имеет раз­
меры кп х  т, а вектор /  -  размерность, равную кп, где к -  число экс­
периментальных наблюдений элементов исходной системы уравнений.

Рассмотрим задачу вычисления состоятельных оценок нормальных 
псевдорешений и приближённых стохастических систем уравнений (в 
общем случае несовместных, т.е. когда рд > 0 при к —> оо). Следу­
ет отметить, что в задачах регрессионного анализа обычно к =  1 и 
Ра =  0  под состоятельными оценками решений понимаются решения, 
когда п  —> оо. Однако в задачах математической физики (при реше­
нии интегральных уравнений первого рода) обычно имеется несколько 
реализаций правой части и оператора уравнения, и к тому же все ре­
зультаты, соответствующие случаю к —> оо остаются справедливыми и 
при к =  1 и п  —> сю.

Так как в данной работе рассматриваются стохастически возмущён­
ные системы (A, f ), то состоятельность оценок нормальных псевдоре­
шений будет пониматься как сходимость в каком-либо вероятностном 
смысле последовательности оценок к и при к —> сю (или п  —> сю). В
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дальнейшем будет рассматриваться сильная состоятельность, т.е. схо­
димость с вероятностью 1 .

Вначале рассмотрим случай, когда з =  т и / с = 1 , а  также цд  =  0. 
В этом случае для вычисления состоятельных оценок решений будет 
использоваться TLS-метод. В соответствии с TLS-методом, оценки нор­
мальных псевдорешений и будем вычислять из решения экстремальной 
задачи

inf J (u ), (5.5)
it€Rm

где
\ \ A u - f tJ (u )
N l 2 +  i

Рассмотрим условия существования и единственности экстремаль­
ной задачи (5.5) без ограничений.

Л е м м а  5.1. Верно соотношение

inf J(u) = Amin, (5.6)
it€Rm

где Amin -  минимальное собственное значение матрицы В ТВ , т.е. 
Amin Amin(В ТВ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v* (Цс1*!) =  1) -  собственный вектор 
матрицы В тВ ,  соответствующий наименьшему собственному значению 
Amin, И у -  ЧИСЛО, у  G (0, (X)).

Если ьф+1 ф 0, v* = (Д , . . .  , v ^ +l)T G Rm+1, то, используя экстре­
мальные свойства отношения Релея [5], получаем

- (v*)TB TBv* т/ л \
Amin — | | ^ | | 2 — (5-7)

где й = ( Д , . . .  , < ) т А4 + 1  G Кт .
Так как

vTB TB v
inf J(u) > inf — г——— , (5.8)

M€Rm aeR^H-fO} |ф ||2
то из (5.8) при уф+1 ф 0 следует справедливость равенства (5.6).

Рассмотрим случай, когда гД+ 1  =  0. Д ля этого введём вектор и* =  
=  ( v l , . . .  , ьф)т G и рассмотрим функционал

т( *ч =  IIуА и* -  / | | 2 _  (и * )А тА и * у2 -  2у р А и *  +  " ~̂"2 
^ У2 1Н 12 +  f У2 ||и* | | 2 +  f

(и*)тА тАи* -  2у~1р А и *  +  у - 2 1
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Следовательно,

lim J (y u *) = [ ...--------------=  Amin. (5.9)

Тогда из неравенства (5.8) и равенства (5.9) и при гД+ 1  =  0 также
следует справедливость утверждения леммы. □

Т еорем а 5.1. Решение экстремальной задачи (5.5) без ограничений 
имеет единственное решение тогда и только тогда, когда Amin < Amin; 
это решение равно

щ  =  ( i Ti  -  Amin£ ,m)_1A T/  (5.10)

и J (ио) — Amin.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В [8 8 ] показано, что й, удовлетворяющее
(5.5), -  решение уравнения Эйлера

А ТА и  -  у minu = A Tf ,  7 min =  inf J  (и) > 0 .

По лемме 5.1 получаем, что 7 min =  Ат ;п. Так как Ат ;п есть минимальное 
собственное число от сужения матрицы В тВ ,  минимальное собственное 
ЧИСЛО которой есть Amin, на подпространство {vm+\ =  0}, ТО Amin <  Amin. 
Тогда, если Ат ;п <С Ат ;п, ТО

d e t(n Tn  -  Amin-ЕД) >  0

и тем самым существует единственное решение (5.5), определяемое вы­
ражением (5.10). Если Amin =  Amin, то

d e t(n TH -  AminE m) =  0

и решение (5.5) не является единственным. □

С ледствие 5.1. Если  Amin < Amin; mo ||м7 || >  ||tto|| для всех 7 G (Amin; 
Amin), &де

u1 = {ATA - 1 E m) - lA T f .
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Д ля вычисления состоятельных оценок решений в общем случае, т.е. 
когда s < т  и да  Д 0, будет использоваться модификация TLS-метода
(5.5), которую в дальнейшем будем называть MTLS-методом.

В соответствии с MTLS-методом, оценки нормальных псевдореше­
ний и будут вычисляться из решения экстремальной задачи

inf J (u ), (5-11)
it€Rm

где
k~ l \\A^u -  /о | | 2

J (u )
u TD u  +  1

D = diag{0, . . . , 0 , 1 , . . . , ! } ,  / 0 =  ( / T, 0 , . . . ,  0)T ,

К
(  A  \

У O s x ( m — s )  ■ k  I  Д А в .в J
Osx{m-s) -  нулевая матрица размера [s x (га — s)].

Основное существенное отличие экстремальной задачи (5.11), соот­
ветствующей MTLS, от экстремальной задачи (5.5), соответствующей 
TLS, состоит в том, что функция v J D u  не является строго положи­
тельно определённой и, как следствие, решение задачи (5.11) не может 
быть сведено к решению экстремальной задачи соответствующего от­
ношения Ре лея.

Сформулируем условия существования и единственности решения 
экстремальной задачи (5.11) без ограничений.

Л ем м а 5.2. Верно соотношение

А* =  inf J(u)  =

k~l K L A (B l B n)~lD *]i если Amin( 5 ^ )  >  0,
0, если Am;n(.E>„ ф )  0,

где Вц =  (AM, —/о) -  расширенная матрица,

L>* =  diag (0 , . . . , 0 , 1 , . . . ,  1 ).
S +  1
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введём вспомогательную функцию

(Bv,b„0 „ e R m + i
(D*v,v)

Очевидно, что доказательство равенства Л* =  Л, где

А =  k~l inf v(v),
veRm+1\{o}

совершенно аналогично доказательству леммы 5.1.
Таким образом, для доказательства настоящей леммы необходимо 

исследовать Л.
Если Лт то пучок квадратичных форм

~  A(D*v,v)

является регулярным [8 ] и, следовательно, Л - наименьший корень урав­
нения:

det (k~1B j B fi — A DA) =  0. (5-12)

Очевидно, что в этом случае

л .  =  А  =  г 1л т ! х [ ( в ; в , . г 11 > . ] .

Если Amin(-Bj-B^) =  0, то возможны два случая. В первом случае пучок 
матриц

В ^ В ц  — АО*

является регулярным [8 ], т.е.

det (B j B ц  — АО*) ф 0.

Тогда минимальный корень уравнения (5.12) равен нулю, а для соответ­
ствующего ему характеристического вектора и* выполняется свойство 
(О щ *,щ ) >  0 . А поскольку

(Дщ*, Дщ*) =  0 ,

то, следовательно, А =  0.
В случае, когда пучок матриц B j B ^  — АО* является сингулярным

[8 ], т.е.
det (B j B ц  -  АО*) =  0,
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минимальный корень уравнения (5.12) также равен нулю, но

(-D*!1*, v*) =  О

и v(v*) представляет собой неопределённость.
Разобьём матрицу B j B ^  на блоки:

B j B , =  ............

V Z J  : z 2 /

где Z\ есть (s х  s) -  матрица, a Z 2 есть [(га — s +  1) х (га — s +  1)] -

Из сингулярности пучка матриц B j B ^  — \ D * следует, что

det Z 2 =  0.

Введём вектор v' =  (0, . . .  , 0 ,рт ) G Km+1, где р  G ®Р\{0} -  собствен­
ный вектор матрицы Z 2, соответствующий нулевому собственному зна­
чению, т.е. Z 2p  =  0. Тогда

Следовательно, и в этом случае А* =  А. □

С ледствие 5.2. Если s = т , то D* =  Е т+ 1 и

Решение экстремальной задачи (5.11) может быть неединственным, 
и поэтому необходимо рассмотреть вопрос о единственности решения.

Л ем м а 5.3. Решение экстремальной задачи (5.11) имеет единствен­
ное решение тогда и только тогда, когда А* < А*; и это решение равно

матрица.

если d et(В^Вф) =  0 , 
если d e t(B jB ^ )  ф 0,

или
А* =  к Umin {В ^В ф .

щ  — (А ^А ц — k \*D ) lAC)f$

и J(uo) =  А*; где

к ^тахИ-АцАц) D], если ХгтфА^Аф  >  0 
0 , если АиифА^Аф  0
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения функционала J(u)  
непосредственно получаем, что

оЬ~1 „ „ „ „
grad J{u) = uT]Ju +  1 (А^Аф - A ^ f o -  kJ(u)D u).

Отсюда следует, что и , минимизирующее J(u), является решением урав­
нения Эйлера:

A l A ^  -  pminD u = A l fo ,  7 min =  k inf J(u) > 0 . (5.13)

Из леммы 5.3 следует, что 7 т ;п =  fcA*. Из доказательства леммы 5.3 
также следует, что

~ . k~l {A ^x ,A ^x) . k~ l {B ^x ,B ^x)
А* =  mf ----- / п  ч — > f — •ж€Кт \{0 } (X, и х )  ж€Кт +1\{0} (х , и*х)

Рассматривая вариацию по множеству (га +  1) - мерных векторов с ж с 
(m +  1 )-й компонентой, равной нулю, получаем, что А* <  А*. Тогда если 
А* А*, то

det (А^Ац  — k\*D ) > 0

и, следовательно, существует единственное решение уравнения Эйлера 
(5.13) и задачи (5.11). Если А* =  А*, то

det (А^Ац  — k\*D )  =  0

и, следовательно, решение задачи (5.11) не является единственным. □  
Теперь можно сформулировать теорему, позволяющую вычислять 

состоятельные оценки нормальных псевдорешений и системы (5.3).

Т ео р ем а  5.2. Пусть последовательность векторов возмущений  
(АФ)°Д расширенной матрицы  (А , / )  удовлетворяет условиям 1, 2. 
Тогда если a j  = аС = а > 0 ,  j  = rri — s +  1, . . .  , га и априори известна 
величина ц а , то оценки, определяемые выражением

й к = (A jA »  ~  k K D y A ^ f o ,  (5.14)

будут, сильно состоятельными оценками нормальных псевдорешений 
й, т.е. йк —► й п.н. при к —> сю.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 5.3 видно, что Л* является 
минимальным корнем уравнения

det (к~1В ^ В ^  — XD*) =  0.

Из условий 1, 2 последовательности (A h)°^1 на основании усиленного 
закона больших чисел для некоррелированных случайных величин [109, 
с. 146] следует, что

l im [k~lB jB ^ \  = B j  В  f, + ncr2D * =  1Д п.н.,к —>оо
где

В ц  =  (А ц ,  — / о ) ,  / o  =  ( / i L , 0 L . . . , q )

/  Ат \

у  O s y . ( m —s) • Й а В $  J
К

Так как
Л* — Л ТА Т +  p AD и  A ^ f 0 — A Tf T , 

то, следовательно,
=  £>у Вт +  Pa D* 

и наименьший корень характеристического уравнения

d e t  (Гф — АД*) =  0

имеет вид
Amin — ЙА А  ТИТ .

Учитывая, что собственные значения являются непрерывной функцией 
элементов матрицы, получаем

llHl А* — Amin П.Н.к —>оо

Из этого ф акта следует, что

lim [k~l f k{u)) = f ( u ) =  0  п .н.,к—>оо
где

f k(u) = -  k K D ) u  -  i j / o ,

f ( u ) =  (1Д -  XminD )u ~  Д Т /Т.
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Таким образом, для каждого заданного е

lim Р  (s u p  || f k(uk) -  f k(u) || <  е \  = 1.
fc'-> оо lk>k' J

Тогда из единственности решений с минимальной нормой уравнений 
fk(u) =  0  и f (u )  =  0  следует, что йк —► и п.н. при к —> сю, где йк и и -  
решения с минимальной нормой соответственно уравнений fk(u) =  0  и 
/ (« )  =  0 . □

С ледствие 5.3. Если А* <  А*; то оценки, определяемые из решения 
экстремальной задачи (5.11), равны

й к = -  fcA*L>) A ^fo  (5.15)

и являются сильно состоятельными оценками нормальных псевдоре­
шений й.

Доказательство этого результата непосредственно следует из теоре­
мы 5.1 и леммы 5.3.

Несмотря на свойство состоятельности, которое характеризует асим­
птотическое поведение оценок йк, определяемых выражением (5.14), 
влияние параметра А* >  0 приводит к сильному ухудшению обуслов­
ленности матрицы

<т>. — л

так как её число обусловленности равно

Фа — — к \* Е т,

cond Фа
-̂ шах(.у.4„) -  кХ,

-̂ min(Л ТД .) -  к Х . '

и, как следствие, неустойчивости с вычислительной точки зрения оце­
нок при конечных (особенно малых) значениях к. Этот ф акт делает 
актуальной проблему регуляризации состоятельных оценок, определя­
емых из решения экстремальной задачи (5.11), при помощи использо­
вания некоторой дополнительной априорной информации о решении.

5.3 Регуляризация оценок псевдорешений
В начале этого параграфа будут рассмотрены приближённые СЛАУ с 
Ра =  0 , s =  т  и к =  1 .
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Введём дополнительное ограничение ||м|| <  К  в (2.5), означающее 
регуляризацию плохо обусловленной или вырожденной задачи, и рас­
смотрим двойственную задачу: при фиксированном значении функцио­
нала J(u), равном у 2, минимизировать К .  Таким образом, регуляризо- 
ванные оценки решений определяются из решения задачи К  =  inf ||м|| 
на

и  G ф  =  ( и  : | |Аи  — / | | 2 — ц 2(1 +  И 2) =  0}.

Известно [62], что последняя может быть решена методом неопределён­
ных множителей Лагранж а и это решение определяется из уравнения 
Эйлера

(уЕ т +  А Т А ) щ  = А т / ,  (5.16)

где значение у получается из равенства

\ \ А щ -  f \ \2 -  ц 2\\щ\\2 = ц 2. (5.17)

Формулы (2.16) и (2.17) определяют регуляризованные оценки нормаль­
ных псевдорешений и по неточным данным ( Л, / ) ,  где априорная ин­
формация об и задаётся с помощью параметра ц 2. Эти формулы пол­
ностью соответствуют формулам, определяющим решение согласно ре- 
гуляризованному методу наименьших квадратов Тихонова [69, 70].

Рассмотрим вычислительные аспекты совместного решения урав­
нений (5.16), (5.17) в предположении, что ц 2 -  свободный параметр.

Из формулировки двойственной задачи следует, что зависимость 
К  = К  (у), устанавливаемая формулами (5.16), (5.17), должна быть 
взаимно однозначной. Однако оператор

Q  * ( т )  =  ( 7 - Ё ) п  +  A J  А )  1

не является непрерывным для всех 7  G (—оо, оо), что приводит к неод­
нозначности зависимости К  =  К ( ц 2), а также делает невозможным 
применение хорошо разработанных вычислительных схем определения 
параметра регуляризации методом невязки [62]. Таким образом, необхо­
димо получить области изменения параметров у  и ц 2, для которых за­
висимость К  = К ( ц 2), определяемая формулами (5.16), (5.17), взаимно 
однозначна и, следовательно, регуляризованное решение, определяемое 
этими формулами, существует и единственно.

Из лемм 5.1, 5.2 и равенства (5.17) непосредственно следует:

Т ео р ем а  5 .3 . Если ц 2 < Amin; mo система уравнений (5.16) (5.17) не 
имеет решений. Если ц 2 = Ат ;п; то система уравнений (5.16), (5.17)
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имеет, единственное решение тогда и только тогда, когда Amin <  Amin; 
и оно совпадает с решением экстремальной задачи (5.5) без ограниче­
ний, т.е. однозначно определяется формулой (5.15).

Остаётся рассмотреть наиболее интересный случай, т.е. когда 7  Е 
( ^mim О©)-

Д ля этого представим параметр у в виде

У = -Amin +  су с к е ( 0 , оо). (5 .18)

Подставляя у из (5.18) в (5.16), (5.17), получаем

,4т .4ий — (Amin — ci)tiu =  .4Т/ ,  а  > 0. (5.19)

1Й Т ^  -  / I I 2 - P I K I I 2 =  М 2 -
Из уравнения Эйлера (5.19) получаем

иа = [ i Ti  -  (Amin)E m\~1A Tf ,  а  > 0 . (5.20)

Рассмотрим функцию

р(а) = \\Аиа - Д 2 - р 2(\\иа \\2 + 1). (5.21)

Т ео р ем а  5.4. Если  Amin < р 2 < ll/ll2 U \\ATf\\ > 0; то для всех а  Е 
(0 , сю) функция <р(а) непрерывная, строго монотонно возрастающая и 
уравнение <р(а) = 0  имеет единственное решение на интервале (0 , сю).

Замечание 2. Если А Т /  =  0, то й = 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Представим р(а)  в виде

<р(а) = [\\Аиа - f \ \2 -  (Xmin- а)\\иа \\2] + (Xmin- р 2 -  а)\\иа \\2 -  

~  Р2 =  II/II2 -  р 2 + u~l[ATА  -  (Amin -  o )E m]ua -  
— 2  f T А иа +  (Amin — р 2 — O O IM 2.

Подставляя иа из (5.20) в (5.21), получаем

= \\f\\2 ~  р 2 ~  f T А[АТ -  A - ( X min- a ) E m}~lA T f  +
+  (Amin — p 2 — a ) fA [ A TA  — (Amin — ck)] 2 A T f . (5.22)

Из (5.22) следует, что <p(a) непрерывна на интервале (0,сю). Из (5.20) 
и (5.22) также следует, что
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Поскольку
—  [ А 2 А  —  ( A m i n  —  ^ E m j U c

производная функции ip (а) равна

<р'{а) = —2(Amin — ц 2 — a ) f TА[АТА  — (Amin — a )E m]~3 х 

X А  /  — 2(Amin й  ^  О-

Из последнего неравенства и из выражения (5.23) следует, что ip(a) на 
интервале (0 , оо) строго монотонно возрастает и исчерпывает интервал

( ( i  +  I K | | 2) ( W 2) , I I / I I 2 - ^ 2 ) .
Так как по условию теоремы Amm < й 2 <  ll/Ц2) то следовательно, 

уравнение ip(a) =  0  имеет единственное решение на интервале (0 , оо).
□

Рассмотрим регуляризацию оценок решений задачи полных наи­
меньших квадратов, т.е. когда s < т, а также цд  >  0  и k >  1 .

Вместо экстремальной задачи (5.11) в дальнейшем удобнее рассмат­
ривать экстремальную задачу

inf F(u),
ием.т

(5.24)

где

W

F(u) = 

A ,

к || W u  — q\
I M I 2 +  l

у (fcA*) I E m—S . Оsx(m—s) J
^ =  (/o' , 0 , . . .  , 0 )т

Л е м м а  5.4. Экстремальная задача (5.11) эквивалентна экстремаль­
ной задаче (5.24).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как W TW  = А ^А ц  +  k \*D , W Tg = 
= A Tfo = A T f  и |ф | | 2 =  ||/o | | 2 =  ll/ll2, где

D  =  di ag{1, . . . ,  1, 0, . . .  ,0},

то, следовательно, решения задач

det (В ^В ц  — AD*) =  0
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и

det
W TW -  W Tg ^

О (5.25)

_ V - g TW  : gTg J  

эквивалентны. Тогда из леммв1 5.3 следует справедливоств данной лем-
M B I. □

В отличие от задачи (5.11), задача (5.24) точно соответствует TLS и, 
следователвно, для её регуляризации можно исполвзоватв результаты, 
полученные выше.

Так же, как и для случая регуляризации решений TLS, введём до­
полнительное ограничение ||м|| <  К  в (5.24), означающее регуляриза­
цию плохо обусловленной или вырожденной задачи, и рассмотрим двой­
ственную задачу: при фиксированном значении функционала F(u), рав­
ном р 2 , минимизировать К . Таким образом, регуляризованные оценки 
решений определяются из решения задачи

К  =  inf |Ы|

на и G ф  =  (и  : k \\Wu — д\\ — р (1 +  ||м|| ) =  0}.
Последняя задача также может быть решена методом неопределён­

ных множителей Лагранж а и это решение определяется из уравнения 
Эйлера

W Tg, (5.26)kp E m + W ' W j u 7  

где значение у получается из равенства

к - 1 \ ¥ щ  — q р 2\\щ\\2 р (5.27)

Формулы (5.26) и (5.27) определяют регуляризованные TLS-оценки нор­
мальных псевдорешений и по неточным данным , где априорная

информация об и задаётся с помощью параметра р 2.
Рассмотрим вычислительные аспекты совместного решения уравне­

ний (5.26), (5.27) в предположении, что р 2 -  свободный параметр.
В этой задаче оператор

д -ф у )  =  [kp E m + wTw - 1

также не является непрерывным для всех у Е (—оо, оо), что приводит к 
неоднозначности зависимости К  = К ( р 2), а также делает невозможным
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применение хорошо разработанных вычислительных схем определения 
параметра регуляризации методом невязки. Таким образом, для этой 
задачи также необходимо получить области изменения параметров 7  

и ц 2, для которых зависимость К  = К  (у2), определяемая формулами
(5.26), (5.27), взаимно однозначна и, следовательно, регуляризованное 
решение, определяемое этими формулами, существует и единственно.

Из лемм 5.3 и 5.4 следует аналог теоремы 5.2 для задачи, определя­
емой формулами (5.26), (5.27).

Т ео р ем а  5 .5 . Если ц 2 < А*; то система уравнений (5.26), (5.27) не 
имеет решений. Если ц 2 =  А*; то система уравнений (5.26), (5.27) 
имеет единственное решение тогда и только тогда, когда А* <  А*; 
и оно совпадает с решением экстремальных задач (5.11) и (5.24) без 
ограничений, т.е. однозначно определяется формулой (5.15).

Д ля случая, когда 7  Е (—А*, оо), представим, как и ранее, параметр 
7  в виде

7  =  -А* +  а, а  Е (0, оо).

Подставляя это значение в формулы (5.26), (5.27), получаем

W TW u a — (fcA* — а) иа =  W Tg , а > О

или
иа = \W TW  -  {кК  -  а)Е ,  1 а > О,

к l \\Wua -  g\\2 -  y 2\\uaipha\\2 = у 2.

Рассмотрим функцию

<р(а) = k~ l \\Wua -  q\\2 -  ц 2{1 +  ||w„||2).

Т ео р ем а  5.6 . Если  А* <  у 2 < к 1\\f\\2 и ||Ат / | |  >  О, то для всех а  Е 
(О, оо) функция ip (а) непрерывная, строго монотонно возрастающая и 
уравнение <р(а) = 0  имеет единственное решение на интервале (0 , оо).

Замечание 3. Если А Т /  =  0, то й = 0.
Доказательство этой теоремы совершенно аналогично доказатель­

ству теоремы 5.3, так как минимальный корень уравнения (5.25) равен
а , и щтди = цлт/ц.

В заключение этого параграфа следует отдельно рассмотреть слу­
чай, когда s = 0 и, следовательно, А  = A-j. В этом случае критерий
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(5.11), соответствующий TLS, превращается в обычный критерий наи­
меньших квадратов, т.е.

inf S(u),

где
S(u) = \\Au —

Тогда можно считать, что k =  1 и рд  =  0 и, следовательно, уравнения
(5.26), (5.27) принимают вид

А\Ат Щ  +  7 щ  = A \ fт (5.28)

А тщ  -  / р (5.29)

Условия существования и единственности решения системы (5.28) 
(5.29) хорошо известны [62, 63]: дСп < р 2 < | | / | |2, где
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