
УДК 533.6.3

Фролов В. А.

УЧЕТ СЖИМАЕМОСТИ В ДВУМЕРНЫХ ПОТЕНЦИАЛЬНЫХ 

ЗАДАЧАХ ОБТЕКАНИЯ НЕТОНКИХ ТЕЛ

1 Введение. Методы учета сжимаемости в двумерных потоках достаточно хорошо раз­

работаны [1, 2, 3, 4, 5]. Широкое распространение получил метод на основе модели газа 

С. А. Чаплыгина [6]. Недостатком этого метода является необходимость поиска потенциала 

скорости и функции тока, которые должны удовлетворять линейным уравнениям газовой ди­

намики в плоскости годографа скорости. Эти уравнения получили название уравнений Чап­

лыгина. Обычно для решения уравнений Чаплыгина применяется теория функции комплекс­

ного переменного (ТФКП). Решение этих уравнений в случае адиабатического течения связа­

но с большими трудностями, поскольку не всегда удается сформулировать граничные усло­

вия в плоскости годографа скорости. Однако для баротропного газа можно рассмотреть при­

ближенную модель, которая получила название -  модель газа Чаплыгина. Решение задачи 

для модели газа Чаплыгина выполняется методом последовательных приближений. За нуле­

вое приближение принимают функции, удовлетворяющие несжимаемой жидкости. Обзор ме­

тодов, учитывающих сжимаемость потока в двумерных течениях, содержится в работах [2-5], 

но в основном все эти методы были направлены на решение задач обтекания удобообтекае- 

мых тонких тел типа аэродинамических профилей. Предположения о тонкости тела, которые 

делались в большинстве методов, учитывающих сжимаемость потока, не могут быть исполь­

зованы для неудобообтекаемых тел. В 1949 г. проф. Г. Ф. Бураго опубликовал работу [7], в 

которой изложил приближенный метод учета сжимаемости двумерных течений. Он приме­

нил разработанный метод для тонких тел -  аэродинамических профилей, однако, в методе не 

использовались предположения о тонкости тел. Автором данной работы были выполнены на 

компьютере расчеты по методу Бураго для различных задач обтекания двумерных контуров 

[8] и было показано, что приближенный метод оказался достаточно точным. По крайней ме­

ре, этот метод по точности не уступает расчетам, выполненным для аэродинамического про-
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филя JI. И. Седовы м [4] и для эллиптического профиля Г. А. Домбровским [5], а в некоторых 

случаях даж е им еет лучш ее согласование с экспериментальными данными.

Ц елью  работы является анализ применимости приближенного метода Бураго для не­

тонких двумерны х тел. В качестве двумерных тел рассматриваются эллиптические контуры и 

«толсты е» двуугольники.

Достаточно подробное описание метода представлено в работе [8], из которого следу­

ет, что для расчета параметров сжимаемого потока необходимо знать параметры несжимае­

мого течения. Согласно приближенному методу на основании параметров несжимаемого по­

тока такж е можно определить критическое число Маха, при котором где-либо на контуре 

возникнет звуковая скорость течения. Таким образом, предлагаемый подход является универ­

сальным, поскольку не связан с самим расчетом параметров течения. М етод Бураго является 

методом пересчета параметров несжимаемого течения в параметры сжимаемого течения. В 

принципе, данным методом можно воспользоваться при оценке параметров сжимаемого те ­

чения даже по экспериментальным результатам, полученным при малых дозвуковых скоро­

стях обтекания (М т = 0). Чем толщ е тело и чем больше число М аха набегающего потока, тем 

сильнее будет проявляться сжимаемость среды. Поэтому наиболее «тяжелым» случаем для 

оценки точности метода является критический режим при обтекании толстого тела (S  > 1,0), 

когда число М аха набегаю щего потока равно критическому числу М аха ( м „  = М .) .  Следует 

ожидать наибольшую погреш ность метода при обтекании тела с критическим числом М аха 

на бесконечности.

2 Результ ат ы  расчет ов. В таблице 1 приведены значения критического числа Маха, 

рассчитанные для цилиндра различными авторами, а также значения относительного рассо­

гласования в сравнении с расчетными данными, полученными автором. Если исключить из 

сравнения раннюю работу С. K aplan’a [9], в которой показатель адиабаты для воздуха при­

нимался равным значению  к  = 1,408, что отразилось на величине вычисленного критического 

числа Маха, и работу С. Jacob’a [5], то на основании данных таблицы 1 можно утверждать, 

что точность вычисления кри тического числа М аха для течения около кругового цилиндра по 

методу Бураго по сравнению  с другими методами в среднем приблизительно соответствует 

относительному рассогласованию  6,2%. Из таблицы 1 видно, что значение критического чис­

ла М аха для цилиндра, вычисленное по методу Бураго, является наименьш им из представ­

ленных. Однако это не означает, что оно является наиболее неточным по сравнению  с ос­

тальными. В работе М. H olt’a  и В. M esson’a [10] указы вается на то, что «симметричные тече­
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ния (в которы х не возникает скачок) были рассчитаны  только до значения числа М аха невоз­

м ущ енного потока М ф = 0,37 ». Это обстоятельство косвенно подтверждает, что точное зна­

чение критического числа М аха находится ближе к определенному по методу Бураго, чем по 

другим методам. В работах [11, 12] на основании метода интегральных соотношений

А. А. Д ородницы на бы ло получено значение критического числа М аха М . = 0 ,399  (таблица 

1). Значение это рассчитано для третьего приближ ения, в то время как второе приближение 

дает значение М . = 0,401 М ож но предполож ить, что последую щ ие приближения дадут зна­

чения критического числа М аха меньш ие 0,399. О неточности расчета значений М ,  свиде­

тельствует вы сказы вание в [10]: «точное значение критического числа М аха по настоящему 

методу ещ е долж но быть определено. Для этой цели требуется проведение специального рас­

чета, потому что вы числительны е процедуры для докритического и закритического случаев 

нуж даю тся в улучш ении при приближ ении к критическому режиму, ибо ни та, ни другая 

процедуры не м огут бы ть применены  точно при этом режиме».

Таблица 1- Сравнение расчетных значений критического числа Маха при обтекании цилиндра

Значения крити­
ческого числа 

Маха

Метод, 
авторы результатов расчета

Источник Относи"!
отличие,

%
0,37170±0,00001 метод Бураго, расчеты - -

0,415 расчеты С. Jacob’а [5] 10,4
0,409 метод Poggi, расчеты С Кар! ал'а [91 9,1
0,404 расчеты I. Imai a [Я 8,0
0,400 метод Rayleigh’a-Janzen’a, расчеты Т. Simisaki’a . 7Д
0,399 метод интегральных соотношений А А. Дородницына, 

расчеты П. И Пушкина
[11,12] 6,8

0,39853±0,00002 многополосный метод интегральных соотношений 
А А Дородницына, расчеты R Melnik’a и D С. Ives’a

[В ] 6,7

0,3983±0,0002 метод Ray'leigh’a-Janzen’a, расчеты Хоффмана [13! 6,6
0,396 метод аппроксимации адиабаты, аппроксимация Л4 , 

Г А. Домбровский

[5] 6,1

0,390 метод интегральных соотношений А. А. Дородницына, 
расчеты М. Holt'а  и В Messon’a

[13] 4.7

0,390 расчеты 1. Imai’a, Z Hasimoto [5] 4,7
0,390 метод аппроксимации адиабаты, аппроксимация Л2, 

Г А. Домбровский

[5] 4,7

В таблице 2 и на рисунке 1 приведены  результаты  расчетов критических чисел Маха 

для эллипсов по предлагаем ому методу и методу интегральны х соотнош ений А. А. Дородни­

цына, выполненных в [11]. У чет сж имаемости производился на основе использования реше­

ния потенциальной задачи, в которой использовалась ТФ К П  и конф ормное преобразование

Н. Е. Ж уковского внеш ности эллипса на внеш ность круга [1]. С ледует зам етить, что расчеты
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в диапазоне значений 0,4 ^<5 < 0 ,8  (5 -  коэффициент сжатия эллипса) в [ 11] выполнены

только для второго приближения, а каждое последующее приближение приводило к умень­

ш ению  значения критического числа М аха. Этим фактом может объясняться некоторая до­

полнительная погреш ность В целом можно отметить, что относительное рассогласование 

увеличивается при возрастании величины 5  для эллипсов, однако максимальная относитель­

ное отличие не превыш ает 7%  для круга.

Таблица 2 -  Сравнение расчетных значений для критического числа 

М аха при обтекании эллипсов

5 С0рта |

Чушкин
[И ]

Расчет по 
методу 
Бураго

Относительное
отличие,

%
0,05 -0,1025 0,869 0,884 1,77
0,1 -0,2100 0,803 0,807 0,50

0,15 -0,3225 0,752 0,748 0,53
0,20 -0,4400 0,709 0,700 1,27
0,40 -0,9600 0,588 0,566 3,74
0,60 -1,5600 0,506 0,480 5,14
0,80 -2,2400 0,447 0,418 6,49
1,00 -3,0000 0,399 0,372 6,77

Н а рисунке 2 приведены результаты расчета зависимости критического числа М аха от 

угла при верш ине двуугольника (тело образованное двумя сегментами окружности). Решение 

потенциальной задачи обтекания двуугольника было получено на основании ТФКП и кон­

формного отображения внешности двуугольника на внешность круга [14]. Н а рисунке 2 знач­

ками показаны результаты для одиночного цилиндра ~ j (таблица 2) и двух касающихся

друг друга цилиндров (S = я ) .  П оследний результат получен в работе автора [8] и его можно 

рассматривать как предельный случай «толстого» двуугольника.

Н а рисунке 3 показаны результаты расчетов для относительной скорости на цилиндре 

по данном у приближенному методу, методу интегральных соотнош ений [ 10], методу на ос­

нове применения преобразования Л еж андра [15] и методу R ayleigh’a-Janzen 'a  [2], [3]. Данные 

расчета Т. Simisaki заимствованы из работы [10]. Расчеты проводились для числа М аха набе­

гающего потока М х = 0 ,3 7 , которое почти равно критическому числу М аха (таблица 1). Из 

рисунка 3 видно хорош ее согласование расчетны х данных по методу интегральных соотно­

шений и методу применения преобразований Лежандра. Вычисленное максимальное значе­

ние скорости на цилиндре в сж имаемом  потоке по методу Бураго больш е соответствую щ их

291



значений, рассчитанны х другими методами, и приблизительно в 1,25 больше, чем для несжи­

маемой жидкости. Последнее обстоятельство говорит о важности учета сжимаемости при об­

текании цилиндра. Н а рисунке 4 показано изменение максимальной скорости на цилиндре в 

зависимости от числа М аха набегаю щ его потока. Здесь же приведены расчеты Т. Simisaki’a

[10] по методу R ayle igh 'a-Janzen’a, расчеты М. H olt’a и В. Messon’a [10] по методу инте­

гральных соотнош ений А А. Дородницы на и расчеты Г. А. Домбровского [5] по методу ап­

проксимации адиабаты Д остаточно больш ое отличие в расчетных данных, полученных по 

одном ) и тому же методу R ayleigh’a-Janzen 'a, объясняется тем, что Т. Simisaki удалось полу­

чить реш ение с учетом пятого члена разложения, в то время как решение Shih-I Pai’a [3] со-

© ГС,=0,372 величина критического числа Маха для цнливдра 
о  М »=0.296, величина критического числа Маха

для двух цилиндров, касающихся друг друга

Рис 1 -  Зависим ость критического числа 
М аха o r  степени сжатия эллипса

Рис 2 -  Зависимость критического числа 
М аха от угла при вершине двуугольника



О 45 90 135 0, град
—  1 расчет автора
—~ 2 метод интегральных соотношений,

[М Holt & В Messon, 1970] 
о метод применения преобразования Лежандра 

[А Н. Некрасов, 1944]
метод Rayleigh'a-Janzen'a. 

о [Shih-IPai, 1962], ♦ [Т Simieab, 1955]

• метол интегтальных соотношений,
[M H o h & B  Messon. 1970] 

о метод применения преобразования Лежандра 
[А  И. Некрасов. 1944]
метод аппроксимации адиабаты [Г  А  Домбровский, 1964] 

метод RayieiKh'a-Janzen'a
о [SWi-IPac 1962]. 2 [Т  Smuaki. 1955]

Рис.З -  И зменение относительной скоро- Рис 4 -  Зависимость максимальной относи- 
сти на цилиндре тельной скорости на цилиндре от числа М аха

Из рисунка 4 следует, что расхож дение расчетных данных увеличивается с возраста­

нием числа М аха набегаю щего потока. Как и следовало ожидать, наибольшее рассогласова­

ние данны х отмечается при режиме обтекания, соответствующ ему критическому числу М ах а  

3 Заклю чен ие. П редставленные результаты показывают применимость метода Бураго 

для расчетов параметров сжимаемого течения около нетонких тел. Чем толщ е тело, тем 

меньшее значение критического числа М аха реализуется при его обтекании с дозвуковыми 

скоростями. Для нетонких тел учитывать сжимаемость потока необходимо даж е при числах 

М аха М х < 0 ,4 , которые обеспечиваю т режим несжимаемого течения для тонких тел.
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