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Е.Я.Горелова

УПРАВЛЕНИЕ И ОЦЕНИВАНИЕ ДЛЯ ГИРОСКОПИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Широкое распространение, которое получили в технике гироскопичес­
кие системы, привлекает к ним внимание математиков. Существует большое 
количество работ, в которых изучаются методы приближенного решения 
уравнений движения таких систем, исследуется устойчивость стационарных 
режимов, а также обсуждается возможность замены этих уравнений так 
называемыми прецессионными уравнениями.

Работа /1/ посвящена анализу уравнений гироскопических систем, 
находящихся под действием случайных сил. Исследуется возможность заме­
ны уравнений движения соответствующими прецессионными уравнениями. 
Этот подход широко распространен в механике и дает приемлемые резуль­
таты во многих случаях. Однако, существует большое количество приме­
ров, когда замена полных уравнений прецессионными приводит к неточным 
или к качественно неверным результатам. В /1/ показано, что использо­
вание прецессионных уравнений как основы для уравнений ошибки фильтра­
ции может привести к недопустимой погрешности.

Ниже изучается возможность перехода к прецессионным уравнениям 
для гироскопической системы в задаче оптимального управления с квадра­
тичным функционалом качества.

Пусть дана система вида /2/

ex = A(t,e)x + B0(t,s)u , x(0)=x. (1 )
Здесь х - n-мерный вектор состояния, и - г-мерный вектор управ­

ляющих параметров, е - малый положительный параметр, t с [0,Т]. 
Управление требуется выбрать так, чтобы минимизировать функционал
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т
I = 0,5х'(T)PqX(T) + 0,5 ^tx'Q0(t,e)x + u'R(t,s)uJdt, (2)

где F и Q- симметрические неотрицательно определенные операторы, R 
- симметрическая положительно определенная матрица. Все матрицы, в х о ­

д я щ и е в (I) и (2), достаточное число раз непрерывно дифференцируемы по 
t и е при t <- С0,Т], б с (0,е0]. В этом случае закон регулирования 
имеет вид /2/

u = - IT^BqKx ,
где К=К' является решением матричного уравнения Риккати

еК + А 'К + КА - KSK = -Q,
K ( t , e ) = E ~ ' F 0 , S = BqR-'b^.

Пусть теперь задача (1),(2) поставлена таким образом, что включает в 
себя системы с быстрыми и медленными переменными. При этом матрицы 
A, Bq , Fq и  Qq имеют блочную структуру

s k . j eAq sB ' F 1 f 2 Q ; Qp
A= B0- > po= '  Q( T

A3 A4 В V  F3j q 2 ' q 3 _

где А р  Fj, Qj - kxk - матрицы, Bj - k*r - матрица, а остальные блоки 
имеют соответствующие размеры. При этом первые к компонент вектора х 
- медленные переменные, остальные n-k компонент - быстрые. Закон оп­
тимального управления также можно записать в блочном виде /2/

u=-R_I(BjKj+BgKg EBfK2+B^K3 )X, 
а матричное уравнение Риккати - в виде системы

*1— KiAi-AiKi-K2A3"A3K2+KISIKI+
г -Q

eî 2=“KIA2^K2A4_A3K3+KIS2K3+K2S3K3+
+s(K2S2K2+KiSiK2-AiK2 )-Q2 (3)

eK3=-K3A4-A4K3+K3S3K3+e (K3S2K2+
+ K4,S.-KQ+EKASTKr,-K,-!>Ao-AAK0 )-Q n .#3 fo <-) (& L t-j (С/ о
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Прежде чем обсудить процедуру решения системы (3), запишем ее вид 
для уравнений движения регулируемой гироскопической системы /3/

X+lHG0 (t)+Gj(t))X+N(t)X = fi(t)u (4)

Здесьг-п-мерный вектор состояния системы; Gq({)~ кососиммет­
рическая матрица гироскопических сил t*0; Gj(i)- симметрическая мат­
рица сил трения; N(t)~ матрица потенциальных и неконсервативных сил; 
Н - большой параметр, пропорциональный угловой скорости собственного 
вращения гироскопа и значительно превосходящий значения всех осталь­
ных параметров для большинства гироскопических систем.

Полагая е = 1/Я в (2.1), перепишем (4) в виде системы
х=у

еу=-[Gg(t)+еGj(t) Jy-sW(t)x+eB(t)u (5)
Пусть требуется выбрать управление я так, чтобы минимизировать 

функционал
Т

I = 0,5х'(T)Fx(T) + 0,5 J[x'Q(t,s)x + u'R(t,6 )u]dt. (6 )
0

Заметим, что введенные ранее матрицы для задачи (5),(6 ) имеют вид 

Aj=0, А2=Е, A3=-eN(t), A4=-(GQ (t J+eG-j- (t)), Bj=0, Bg=eB,

Fr F-Fr ¥ ° > Qr Q’ W ° -
Тогда закон оптимального управления для гироскопической системы

(5) имеет вид
u=-sR_'I'B8 (K.̂ x+KQy), (7)о

где Kj, К9, Ко определяются из системы уравнений, полученной из (3) 

KI=eK2N+eN'k^+s2K2BR_IB'Kg-Q

еК.-,=-Кт+Ко (Gn+sGT )+eN'Ko+e2KoBR“IB'Ko (8 )</ I (6 U 1 fu о
e^Ko/Gq+eGj )+ (Gq+eGj- ) 'K3+e2K3BR“IB'K3-eK^-eK2.

Решение системы сингулярно возмущенных матричных уравнений Рикка- 
ти является достаточно сложной задачей, которая обсуждалась, напри­
мер, в /2/ и /4/. В связи с этим, так же как и в задаче оптимальной 
фильтрации, возникает вопрос о возможности использования прецессионных 
уравнений для получения некоторого приближения оптимального управле-
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ния. Рассмотрим этот вопрос более подробно. Прецессионные уравнения
для (5) имеют вид

-I
x=-(Gq+sGi) (sNX+eBu). (9)

Функционал (6 )в данном случае остается без изменений. Тогда оптималь­
ное управление для задачи (9),(6 ) определяется равенством /4/

u=sR~* ( (Gq+sGj )_IB) 'Р (t )х, (10)
где P(t)~ решение матричного уравнения Риккати

P+Q-s ( (Gq+eC-j- )_IN)'Р-еР (Gq+sGj )_IN -

- еР(Gq+eGj ((Gq+eGj )_I)'P=0 (11)
Выполним далее сравнение квазиоптимальных стратегий (7) и (10). 

С учетом уравнения (II) нулевое приближение для матрицы P(t) опреде­
ляется из условий

P+Q=0, P(T)=F. (12)
Следовательно, квазиоптимальное управление, определенное равенством
(1 0), имеет вид

U=-sR_IB'GqIP (t)+ 0(s2), (13)
где P(t) удовлетворяет (12), О - символ Ландау. Заметим, далее, что в 
(7) нулевое приближение для матрицы Kg с учетом (8 ) определяется из 
условий

K:=-Q, -Kj+KgGj-pO, Kj (T)=F,
которые эквивалентны (12). Следовательно, если бы разложение для 
матрицы Кд начиналось со степеней е не ниже первой, то управление 
(13), полученное на основе прецессионных уравнений, могло бы слу­
жить аппроксимацией квазиоптимального управления (7). Рассмотрим 
этот вопрос подробнее. Из (8 ) нулевое приближение для Кд определяется 
равенством

KgGg-GoVO (14)
Так же как в задаче оптимального оценивания суть дела состоит в том, 
что уравнение (14) имеет ненулевые решения. Это связано с тем, что 
ядро линейного оператора в левой части (14) состоит не только из нуле­
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вых элементов. Таким образом» использование прецессионных уравнений 
в задаче оптимального управления может привести к недопустимой погреш­
ности.
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0. И.Горелова

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ СВОЙСТВ
УПРУГОГО КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА

Синтез динамических схем упругих КА отвечает переходу от исходных 
физических моделей к соответствующим математическим моделям движения 
/1,2/. Неотъемлемым этапом такого перехода является анализ динами­
ческих свойств упругого КА. Существующие требования к нему указывают 
на необходимость разработки эффективных процедур решения задачи 
математического моделирования динамических свойствупругих КА. Поэтому 
цель настоящей статьи - дать общую постановку этой задачи и указать 
основные варианты ее решения.

1. После приведения к нормальной ферме основной математической 
модели движения упругого КА /3/ получим:

х = Ах + Bv , (1 )
где х - вектор состояния, v - вектор входных воздействий, А - матри­
ца динамики, а В - матрица коэффициентов возбудимости упругого КА.
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