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К О Ц ЕН К Е РЕ ЗО Н А Н С Н Ы Х  Н А П РЯ Ж Е Н И Й  
В ПАКЕТЕ Л О П АТО К  

СО С ВО БО Д Н О Й  П РО ВО Л О Ч Н О Й  СВЯЗЬЮ

П оследн ее  врем я  д л я  борьбы с опасными колебан и ям и  л о п а ­
ток в лопаточн ы х м аш и н ах  авиационны х газотурбин ны х д в и га ­
телей при м ен яется  хорош о известное в паротурбостроении о б ъ ­
единение л о п ато к  в пакеты  проволочными связями .

С ни ж ени е  н ап р яж ен и й  за  счет пакетности на определенных 
реж и м ах  (при ж есткой  связи  проволоки с л о п аткам и )  явл яется  
следствием возм ож н ости  только совместных колебаний  л о п ато к  в 
одной фазе . Э то  эк ви вален тн о  снижению уровня  во зб у ж д аю щ и х  
сил. Э ф ф ект  д ем п ф и р о ван и я  в т акой  схеме отсутствует.

Р я д  выполненных конструкций имеет свободную  посадку  п ро­
волоки. В связи  с этим в ы сказы вал и сь  предполож ен ия  о в о зм о ж ­
ности относительных смещ ений м еж д у  проволокой и ло п аткам и  
и, следовательно, о возм ож н ости  дем п ф и рован и я  колебаний за 
счет трения  в сочленениях [3].

Ц елью  настоящ ей  работы  яв л яется  п р и бл и ж ен н ая  оценка в о з ­
можности д ем п ф и рован и я  колебаний  за  счет трения  в м естах  
контакта проволоки с ло п аткам и  при изгибных к олебан и ях  пос­
ледних.

Р ассм отри м  колебан и я  единичной л опатки  относительно не­
подвижной проволоки, п р и ж ато й  к ней с усилием N  и расп оло­
женной под углом  (3 к плоскости колебаний ее (фиг. 1). П ри  этом 
будем п олагать ,что  наличие  сосредоточенной силы трен и я  не 
вызовет существенного отличия ф орм ы  колебаний от случая , ког­
да п роволока  отсутствует, а нали чи е  сухого трен и я  не и ск а ж а е т  
гармонического за к о н а  колебаний.

На установивш емся резонансе наблю дается следующ ий баланс 
энергий:

=  Д Г 2 +  Д Г 3, (1)
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где ди?2> —  соответственно, работа сил возбуждения,
внутреннего трения и трения лопатки о про 
волоку за один цикл колебаний.

Определяя интенсивность возбуж даю щ их сил как

<7 (1 , 0  =  <7о ( i )  c o s  о)/, (2 )

где I —  — относительная координата;

?о(£) — амплитудное значение интенсивности возбуждаю щ ей  
силы;

си —  частота возбуж дения (резонансная частота),
и полагая, что при резонансе лопатка сохраняет гар­
монические колебания, то есть

У.(1, 0  =  У (1) sin  о>7, (3)
где У (£) — кривая амплитудных прогибов, характеризующая фор­

му колебаний;
найдем работу сил возбуж дения за один цикл:

Ш 1 =  к У  ( 1 ) /  I  q0 ( l ) Y ( l ) d t (4)

(X)Cos cot

Фиг. 1. Схема одиночной лопатки с неподвижной проволокой.

Здесь У (1 )— амплитуда прогиба при | =  1;
У (6) I
У ( 1 )

функция распределения прогибов по длине лопатки.

Д алее, определяя интенсивность сил внутреннего трения
как

.(£, 0  =  2Л 4 - / Д 1 ) д у  ( S .  О
dt (5)

где h — коэффициент внутреннего трения;
F ( | ) — площадь поперечного сечения лопатки;
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у — весовая плотность материала лопатки,

найдем р або ту  сил внутреннего трения  за  один цикл:
1

Д№2 =  3 -  1УЦ \)  u>23 j  F  (1)У* (£) d l ,  (6)
8 о

„ 2гсЛ
где о =  — осредненное значение декремента затухания, зави­

сящ ее от материала, напряженного состояния  
и уровня напряжений в лопатке.

П о л агая ,  что ж есткость  проволоки в нап равлени и , н о р м а л ь ­
ном к ее оси, незначительна , рабо ту  сил трения  о  проволоку  за  
один цикл определим из в ы р аж ен и я

Д Г 3 =  4 У (1 )У (1 пр) 1хтрЖ со5р,

*пр 'где 5Пр =  —f  относительная координата расположения прово­
локи;

N  — нормальная сила, прижимающая проволоку к ло­
патке;

|хтр — коэффициент сухого трения;
Р — угол меж ду осью проволоки и плоскостью коле­

баний.

Составив  б ал ан с  работ , найдем  ам плитуду  прогиба на конце 
лопатки  при устан овивш ем ся  резонансе:

1 _
J f . (« ) r (S )  «

У (1 ) =    ^ -----------------------

- J -  0)23 J F  (6)?* (?) d£ 
о

, 4 Y (5пр) Ртр N  cos (3
1 1 _

izl I q0 (g) Y (6) de
(8)

О п ред еляя  величину изгибаю щ его  момента, действую щ его в 
сечениях лопатки, из

£ И
M(g) =  JL ГУ ( l )(fl2 J F { l , ) Y { l 2) d l „

о о

найдем н ап р яж ен и я  в лопатке:

J ?„(£)? (5) d| - Ei 

0 ®  =  йЩё) т  1   © I dU  J F  ( | 2) У ( l 2) d b ,  (9)

О

где W  (£ )— момент сопротивления з-пибу сечений лопатки в плос­
кости минимальной жесткости;
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©  = 1
4 V (Snp) (J-тр N cos P

tJ  I  q0 (?) У (■) d t
0

-  коэффициент сниж ения напряже­
ний в лопатке за счет сил трения 
о проволоку.

Очевидно, что эф ф ект  д ем п ф и рован и я  колебаний в сочленении 
будет иметь место только при выполнении условия:

или

I I ?о (6) и  (?) Н
О____________

^  («,,р)

P oS„p >  -
1

I J ? 0 ( £ ) F ( £ )  d i

>  —  lxrpN cos p

|xTpN  cos p,

( 10)

(10a)

гДе p o-;„p =  ' -=— амплитудное значение эквивалент-
Y (̂ пр) ной сосредоточенной возбуждающ ей

силы, приведенной к месту дей­
ствия силы трения.

Если ж е условие (10) не выполняется, то напряжения в ло­
патке при данной частоте возбуж дения, соответствующей одной  
из собственных частот свободной лопатки, будут равны нулю, так  
как система принимает новую динамическую характеристику.

В озм ож н ость  смещений, к а к  видно из (10), зависи т  от к о эф ­
фициента  трения  пары  «проволока— лопатка» , норм альной  н а­
грузки, интенсивности возбуж ден и я  и места расп олож ен и я  тру­
щ ейся пары  по высоте лопатки.

0! 0.2 0.3 Oh 0.5 0.6 07 0.8 09 10
Фиг. 2. Сосредоточенная возбуждающая сила, приводящая 

к равным напряжениям в заделке (лопатка постоянного 
сечения, 5 =  const).
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А н али зи руя  условия (10) и ( 1 0 а ) ,  мож но видеть, что вероят­
ность смещений будет тем большей, чем бли ж е  расп о л о ж ен а  про­
волока к у зл ам  колебаний, т а к  к а к  при дан ной  интенсивности 
возбуж дения  экви вал ен тн ая  сосредоточенная в о з б у ж д а ю щ а я  си­
ла, в ы зы в а ю щ а я  равны е ам плитуды  нап ряж ен и й  свободной л о ­
патки в з ад ел к е  (при 6 = c o n s t ) ,  при при ближ ении  к у зл а м  будет 
\вели чи ваться .  Зависи м ость  величины эквивалентной  сосредото­
ченной во зб у ж д аю щ ей  силы от |  д л я  первых двух  форм пред­
ставлена  на фиг. 2, где по оси ординат  о тло ж ен а  величина эк в и ­
валентной сосредоточенной во зб у ж д аю щ ей  силы, отнесенной к 
эквивалентной  силе на конце лопатки  при первой ф орм е к о л е б а ­
н и й .  И з фиг. 2 видно, что при более  высоких ф ор м ах  колебаний 
вероятность смещ ений больше.

П ереходя  к пакету  лопаток, будем считать, что с одной из 
лопаток  пак ета  проволока с в я за н а  ж естко , а через другие пропу­
щена свободно.

К к аж д о й  из л о п ато к  .пакета при лож ена  в о зб у ж д а ю щ ая  сила 
одной и той ж е  амплитуды.

Р, =  Р0 cos [«tf +  (i- 1 ) ^ 4  (n )
где Р г — в озбуж даю щ ая  сила, дей­

ствую щ ая  на i -тую лопатку;
Р 0 — амплитуда возбуж даю щ ей 

силы;
со — круговая  частота возбуж де­

ния;
г  — число лопаток в колесе;
k  — порядок гармоники в о зб у ж ­

дения.

П редполагая, что прилож ение силы 
сухого трения не вли яет  на форму 
колебаний при резонансе, найдем:

ijl = y(E)sin[o)/ + (t— 1) Щ-k j. (12)
Э нергия, вводи м ая  в п  л о п ато к  пакета  на резонансе, будет:

1
A W ^ t i T z Y ^ l l  q0( t ) Y ( l ) d t .  (13)

О '

Энергия, вводи м ая  в п  л о п ато к  пакета  на резонансе, будет: 
определяется  из вы раж ени я :

I
A F 2 =  n - I -  0)2/72 (1)8 J F ( t )Y * ( t )d l .  (14)

Ь О

Р ассеян и е  энергии за  счет сухого трения в местах кон такта  
можно найти из равенства

3* 35

Фиг 3. Схема пакета лопаток 
со свободной проволочной 

связью



ДИ^з —  4ixTp N  [Ух* ($пр) -|- У2* (Sjnp) -|- ... -j- Y  t* (Snp) -f-  ••• 4 -Y „ *  (2пр)]» ( 1 5 )

где У,* (£цр) — амплитуда смещ ений проволоки относительно t -той 
лопатки.

П р е д п о л а га я  равенство  ам плитуд  лопаток, определим  см ещ е­
ние проволоки относительно лопаток, имея в виду, что в стыке 
проволоки с первой лоп аткой  смещ ений не будет:

y 1 —  y l =  Y (сПр) { s in mt — s in |W  - f  (i — 1 ) -^ -  /г]} cos^

или

У\ —  Hi =  —  2 Y  (Snp)cos p sin j (i— 1) YL fcJCos[u)i +  (t — 1) YL  ftj.

Тогда ам п ли туда  смещений будет:

У4* =  2 У (1 )с о 8 р У  (5„p) s i n ( f — \ ) Y Y k .  (16)z

И м ея  в виду (15) и (16), найдем  рассеяние  энергии за  счет 
сухого трения:

П
A\F3 =  8рТрЛ/У (1) У (£Пр) cosp  2  sin ( t — 1) —  k,  (17)

i=1 2
где n  — число лоп аток  в пакете.

С о ставл я я  б ал ан с  энергий, найдем  н ап р яж ен и я  в лоп атках :
1
Uo (5)У(Е)« е 5l

'(г) =  - ь Щ £ ) - Т   9 « № i i  F( V) YQ; t ) d b ,  (18)
S F(6)K*(e)d6

где

0 „  =

8jS>]  s i n  ( /— 1 )—  к —
> 2  T ( ? np) u  N c o s ?

n 1 _
izl J 9o (6 )У( 6)  d\

коэффициент сн и ж ен и я  напряж ений.

Д л я  того, чтобы происходило дем п ф и рован и е  колебаний за 
счет сухого трения, необходима возм ож н ость  смещений. В о зм о ж ­
ность смещений, как  и ранее, м ож н о оценить, сопоставляя  силу 
трения с силой, вы зы ваю щ ей  смещение. Оценим силу, вы зы ваю ­
щ ую  смещ ение л опатки  пакета  относительно проволоки.

П р е д п о л а га я  отсутствие смещений, определим  усилие, возн и ­
каю щ ее  при колебаниях  пакета  в i-той связи  (р асп олагаю щ ей ся  
правее  i-той ло п атки ) .  Д л я  этого каж д у ю  лоп атку  пакета  пред­
ставим  к а к  систему с одной степенью свободы. Тогда м о ж н о  з а ­
писать:
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imy  +  i2hy +  icy +  R t =  Px ,

где m, h, с — соответственно масса, коэффициент внутреннего
трения и жесткость системы с одной степенью сво­
боды, эквивалентной одной лопатке пакета;

Р , — усилие, возникающее в i -той связи;
Р х‘ — внешнее возбуж даю щ ее усилие, действую щ ее на

часть пакета из i лопаток:
Р'}+1 — внешнее возбуждаю щ ее усилие, действую щ ее на

оставшуюся часть пакета из n — i лопаток.

П олагая, что лопатки строго идентичны и имея в виду равен­
ство амплитуд и частот лопаток в пакете, найдем усилие Р (:

Ri =  P i‘ — l-  P in, (20)

где Pin = P i + P ? +l — возбуждаю щ ее усилие, действую щ ее на весь
пакет.

Вы ражение (20) можно представить в следующ ем виде:
ikn

(n — i )my  f  (n — i )2hy -{ - (n~  i)cy — R t =  P ”+1, (19)

sin ——- г . __, ,
Ri  =  — w cos 11wt ^— Г -  ~k

s i n ------z

п кк

—  - Р о - п р  - £ ■  ■■■■ ZkK  COS [u ) i  +  - 5 - _ 1  I t* ] ,  ( 2 1 )

где Р 0епр — амплитуда возбуждаю щ его усилия, действую щ его на 
одну лопатку.

Усилце, вызывающее сдвиг i-той лопатки относительно прово­
локи, будет равно разности усилий, возникающих в i-той и ( i— 
l-ofl) связях:

Д R t =  R t  — P i - i

или

APi =  РоЕпр { cos [ ° ‘* +  2lt- y  Г> ~fe] —  ̂cos [  U)̂  +  } > (22)
п к к  

s in  — -—
где v =  -------- — — пакетный множитель.

n s i n - ^

Окончательно получим:

ДRt  =  ДR oi sin (u>i - f  qj), (23)
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где Д/?„, Рщпр у /  j _j_ v2 _  2v cos n— -it/c ) — ампли туда
V

усилия , вызывающего сдвиг;

Ф =агс tg

2(/ — 1) . п -  1 .
cos —  тс к — v cos  тс/с

. 2 (/ — 1) , . л — 1
s i n    тс/с —  v s i n   тс/с2 2

— фаза силы , вызывающей сдвиг.

Таким образом , д ля  того, чтобы был возм ож ен  сдвиг i-той л о ­
патки относительно проволоки, необходимо в ы д ер ж ать  условие:

&Roi >  !J.TpiVcosp (24)
или

° ’пр 1 +  v2 —  2v cos — -г— 1- я*  )  >  A .  u Tp jV c o s  |3, (24а)

где Р 0-.пр — как и прежде, эквивалентная сосредоточенная в о зб у ж ­
д аю щ ая  сила, приведенная к месту установки проволоки.

При дан ной интенсивности возбуж ден и я  величина усилия, вы ­
зы ваю щ его  сдвиг, д ля  разн ы х  л о п ато к  п акета  будет, как  видно из 
(24 а ) ,  разной. П омимо величины во зб у ж д аю щ ей  силы, она будет 
зависеть  от гарм оники возбуж дения , числа л о п ато к  в диске, а 
т а к ж е  от ном ера лопатки. П оэтому, оценивая  возм ож н ость  сдви­
га, проверку  нуж но производить д ля  к аж д о й  из лоп аток  пакета .

С вязы ван и е  л о п ато к  в пакеты  при невозмож ности  их см ещ е­
ний относительно проволоки п озволяет  сущ ественно снизить резо­
нансные н ап р яж ен и я ,  но д л я  того, чтобы достичь долж ного  
эффекта, необходимо произвести настройку  пак ета  на данную  
гарм онику  возбуж дения . В идеально настроенном пакете  р езон ан с­
ные н ап р яж ен и я  будут равны  нулю, ибо нулю будет р авн а  сум ­
м а р н а я  в о зб у ж д а ю щ а я  сила. Если ж е  в таком  пакете  будут про­
исходить смещ ения лоп аток  относительно проволоки, т о  в них 
будут п роявляться  резонансны е н а п р яж ен и я  определенного уров­
ня. В связи  с этим возм ож н ость  смещений л о п ато к  в настроенном 
пакете — явление неж елательное.

П ри  переходе на другую  гарм онику  возбуж дения  н ап р яж ен и я  
в л о п атк ах  пакета  могут существенно увеличиваться , ибо настрой ­
ка пакета  не будет соответствовать  новой гарм онике  в о зб у ж д е ­
ния. В этом случае возм ож н ость  смещений м ож ет  сы грать  поло­
ж ительную  роль, если уровень н ап ряж ен и й  при смещении будет 
ни ж е уровня нап ряж ен и й  при колебании пакета  к а к  единого 
целого.

Отнош ение н ап р яж ен и я  при наличии трения в сочленениях п ро­
волоки с л о п аткам и  к н ап р яж ен и я м  в л о п атк ах  при колебаниях  
п ак ета  к а к  единого целого м ож ет  быть найдено из равенства  
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|д е  §i — декремент колебаний свободной лопатки с амплитудой, 
равной амплитуде при наличии трения м еж ду  проволокой 
и лопатками;

«2 — декремент колебаний свободной лопатки, соответству­
ющий амплитуде колебаний лопаток пакета .

Если это отношение больш е единицы, то возм ож н ость  см ещ е­
ний н еж ел ател ьн а ;  если ж е  оно меньш е единицы, то наличие  см е ­
щений будет приводить к понижению нап ряж ений .

Д л я  того, чтобы произвести расчетную оценку уровня  резо­
нансных напряж ений , необходимо знать  норм альную  силу и коэф ­
фициент трения. В еличина норм альной силы определяется  вели­
чиной центробеж ной силы участка  проволоки, заклю ченного  меж- 
ду лоп аткам и . О ценка коэфф ициента  трения м ож ет  быть произ- 
гедена экспериментально.

Э ксперим е н т ы, 
проведенные на оди ­
ночной лопатке, по­
казы ваю т, что к о э ф ­
фициент трения мо­
ж ет быть вы бран  в 
п ределах  0,25— 0,35 
(проволока ОВС, л о ­
п атка— В Т -2 ,X I7Н 2).

Н а  фиг. 4 д ан а  
зависимость а м п л и ­
туды н ап ряж ений  е  
корневой части о д и ­
ночной л опатки  от 
величины н о р м а л ь ­
ной силы при посто­
янном уровне в о з ­
буж дения . Эта  з а в и ­
симость построена 
по ф орм уле  (9) 
для  основного тона изгибных колебаний. П ри  построении бы ла 
принята  во внимание переменность декрем ен та  колебаний , учи­
ты в аю щ ая  трение в зад ел к е  и м атер и але  лопатки . Н а  этой фигу­
ре нанесены т а к ж е  эксперим ентальны е точки.

И з  фиг. 4 видно, что расчет, несмотря на сделанн ы е доп ущ е­
ния, д ает  достаточно удовлетворительны е результаты  д л я  оди­
ночной лопатки. В связи с этим приведенные выше соотношения 
для  пакета  лопаток, очевидно, могут быть использованы  при ори­
ентировочной оценке  н ап ряж ен и й  в пакете, поскольку  принципи­
ально этот случай не отличается  от случая  с одиночной л о п ат ­
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Фиг. 4. Изменение напряжений в лопатке в з а ­
висимости от нормального усилия в трущейся 

паре при постоянном уровне возбуждения.



кой. Н о при этом следует  иметь в виду, что отклонения  в р асп о ­
л ож ен и и  отверстий по высоте лопаток, а т а к ж е  некоторый р а з ­
брос собственных частот лоп аток  пакета  будут приводить к от­
клонению  от принятой расчетной схемы.
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