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Вибрационная прочность и надежность авиационных двигателей

В .  Н .  Х И В И Н Ц Е В

К ВОП РО СУ О ЖЕСТКОСТИ РЕ Г У Л Я Р Н Ы Х  С Т Е Р Ж Н Е В Ы Х  
СИСТЕМ ТИПА ПЛОСКИХ ФЕРМ

Д л я  определения  деф орм ац и й  в стерж невы х систем ах пользу ­
ются интегралом  М ора, который для  ферм приобретает  вид:

/ - 2 ^ -  (»
Эта о б щ еп ри н ятая  методика требует  определения  усилий в 

к а ж д о м  стерж не при действии основной и единичной нагрузок. 
Естественно, что д л я  ферм с больш им  количеством стерж ней , да 
к тому ж е  ещ е и статически неопределимых, процесс определения 
д еф орм ац и й  становится  слиш ком трудоемким.

Но если конструкция носит регулярны й х ар актер ,  что о к а з ы в а ­
ется выгодно с точки зрения ж есткости  и веса фермы , то расчет  
д еф орм ац и й  м ож ет быть значительно упрощен. Д л я  таких  ферм 
усилия  в стерж н ях  и их длины могут быть в ы р аж ен ы  простой 
функцией от разм еров  ф ермы  п нумерации стерж ней. В этом с л у ­
чае  интеграл  М о р а  приобретает  конечное в ы р аж ен и е  д ля  сколь 
угодно больш ого количества  стерж ней.

Это обстоятельство  п озволяет  значительно  прощ е определять  
д еф орм ац и и  и в статически неопределимы х ф ермах , а в некоторых 
случаях  получать конечные в ы р аж ен и я  д ля  прогибов при п -ой 
степени статической неопределимости.

Н и ж е  рассм атр и ваю тся  некоторые примеры определения  д е ­
ф орм ац ий  в плоских регулярн ы х ф ерм ах  и дается  ан а л и з  влияния  
геометрических хар ак тер и сти к  на жесткость.

КОНСОЛЬНАЯ ПЛОСКАЯ ФЕРМА С ПАРАЛЛЕЛЬНЫ М И ПОЯСАМИ

Д л я  фермы , и зображ енн ой  на фиг. 1, нуж но определить вер ­
тикальн ое  перемещ ение в у зле  О.

Н а  схеме даны  геометрические разм еры  и нум ераци я  стерж ней 
по поясам  и раскосам .
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Д л я  расчета  принимается:
Е  =  const

Р  =  c o n s t — п лощ адь сечения стержней по поясам; 
F p =  k - F  =  c o n s t — площ адь сечения стерж ней решетки; 

i = l , 2 ,  3 - • ■ у  — целые последовательные числа; 
п  — число секций в ферме.

Фиг. 1.

Все стойки в ф ерме неработаю щ и е, поэтому прогиб в у зле  О 
будет обусловлен только  усилиям и  в поясах и раскосах .

=  /.. -г  /р, (2)
где / п — составляющ ая прогиба от усилий в поясах;

/р — составляющаяштрогиба от усилий в раскосах.
Определим /„ .

f V 4 N i n -N i n - h n
IF  ’ w

Здесь  АД, =  — ‘—/I — усилие в i -ом поясе от основной н агруз­

ки Р;
АД, =  ~  — усилие в i -ом поясе от единичной н а гр у з ­

ки Р =  1.

Д л я  вычисления прогиба з на к  усилия в дан ном  случае  не иг­
раем роли, г. к. д ля  всех стерж ней от основной и единичной н а ­
грузок знаки  усилий либо одинаковы , либо противополож ны . В
первом случае произведение будет всегда полож ительно,
во втором — отрицательно. П оэтом у в д альн ей ш ем  зн а к  усилия 
не приним ается  во внимание.
Ап =  (а ; и  — a , i - 0 — длина i-го стер ж н я  по поясу.

Подставив значения АД,; АД, и /,,, в (3) получим:

/ п  =  [ ' [ '  l i 1 f Д ' ~ Н  ® i  —  l )  a x l j a i  ( ^ i - f - 1  l)l •
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/п = E F h 2

Если Zin =  a2. а lyn — cLy — Ov- ь  то указанны е суммы в квадратных 
скобках  преобразуются к виду:

у— 1
2  a,2(fl;+i — = V  — 2  а,- fli+i (а,-+1 — аД

2  а,- — a,-_i) =  а у2 и выражение д ля  прогиба от усилий в по­
ясах:

р Г у_|
f " ~  E F h2 ^  ”" ( S  2  ^ i+ l  (a i +  l О;) . (4)

Щ ? Д л я  регулярной фермы расстояние между узлами по поясам 
постоянное и примем его равным а. В этом случае очевидно, что 
а,- =  a - i  и

г—1
а 3 (У +  х) —  а3 2  Р'2 +  О 

1
Если^использовать суммы конечных числовых рядов  —

X I J ,  _  я  (n +  1) (2я 1) .  х з  ,■ ” (п +  1)
Zf — ------------ к > 1 — ------б----- ’1 j

то выражение для  / п примет конечный вид: 

но у  =  п  — х и

Л. =  Раз ^  -V) К п - х )  (2/г + х )  +  1]. (5)
Определим / р

h  =  2  (6)
Р-1Здесь ZV/p =  - ~ р — усилие в i-ом раскосе от основной нагрузки Р;

N tр  =  — усилие в Ром раскосе от единичной нагрузки

Р  =  1.
Подставив N ip, N ip в (6), получим:

h  =  шш1 4 -  (7)

Д л я  регулярной фермы длина раскосов постоянная и равна:

/„, =  / --= const;  / =  ] /"a 2 +  h2.
Тогда прогиб от усилий в раско сах  д л я  регулярной  ф ермы  

примет конечное вы раж ение:
н * ц  _  Р Е  (п -  х)

'V E kF h 2 E kF h 2 '
А  о б щ ая  ф орм ула  д ля  определен ия  прогиба в узле  О, н а х о д я ­

щ ем ся на  расстоянии х  секций от у зл а ,  где п р и ло ж ен а  сила  Р ,  
запиш ется:
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f _  p  (« — *) Г„я (n — x)(2n +  x ) + \  , г3 1 /m
Tx -  E F h 2 Г  3 f* X J -  ( }

П олученное в ы р аж ен и е  п р ед ставл яет  собой уравнени е  упругой 
линии.

При х  =  п; f  х =  0;
х  =  0 ; / ж =  /  шах>

,  Р л  Г , 2 я ! | 1  , 1 4
/ max — E F h 2 [а з +  /, J- (10)

А н а л и з  геометрических соотношений

Одной из х а р актер и сти к  ж есткости  стерж невы х систем я в л я е т ­
ся силовой вес —  Gc

Gc =  2  I N t \ - h .
Эго понятие бы ло введено профессором  К ом аровы м  А. А.
С мысл с и л о в о ю  веса состоит в том, что чем меньш е усилия  и 

короче пути, по которым передаю тся  эти усилия  в конструкции, 
тем она выгоднее в весовом и ж есткостном  отношениях. И ны м и 
словами, минимум силового веса определяет  наивыгоднейш ую  
конструкцию.

Д л я  вычисления Gc необходимо принять: х  =  0; у  — п.

G , =  S ^ - 2 a - ^ a + i £ . (  =

Д л я  регулярной фермы угол между стойкой и раскосом — 
а =  const и

= ■Р ( ~ Т  —7— ----У (11)с \  /2 S i n  а -cos а /  v '

Отсюда мож но определить наивыгоднейший угол анаив, при ко ­
тором Gc =  Gc min

dGc   p  cos2 a — sin2 a .    „
d* s in 2 a • cos2 a

cos2a — s i n2a = 0  и анаив =  45°.

К а к  изм ен яется  силовой вес и д еф орм ац и и  при наруш ении р е ­
гулярности  конструкции?

С двинем  узел  i вп раво  на величину А, к а к  пок азан о  на фиг. 2.
В этом случае изменятся  уси л и я  в поясе i и раскосах i и 

( i - f  1). Изменится при этом и длина поясов ( £ + 1 )  и (£— 1) и рас­
косов £ и (£ +  1).

Д л и н ы  остальных стержней и усилия  в них останутся преж н и ­
ми, т. о. изменение Gc и /  будет происходить за счет указанны х 
изменений усилий и длин стержней.
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И зм енени е  силового веса м ож но зап и сать  так:
Pa-i-2a P a ( i — l) ' 2a Pa-(i +  1)-2а

Д Gc =  — h Л
P (ai +  ')  2a . Pa (J — 1) (2a -f  \)

ft

+  ft
Pa (i +  1) (2a — Д) 

ft

ft
Z2

2 p i f
(i + о P 

л

^ / 7  = <?<7

Фаг. 2.

П о с л е  неслож н ы х п реобразований :

AGc =  (12)

Т. о., см ещ ение лю бого  у зл а  относительно его п олож ен ия  в р е ­
гулярн ой  ф ерм е  в лю бую  сторону приводит к  увеличению  силово­
го веса.

И зм ен ен и е  прогиба в этом ж е  случае  — А/.
2РаЧ 2 2Ра 3 (/ — I)2 2Р а3 (г +  I)2 2Р13

+

^  ~ ~  ~ I P E F  

2 Ра (a - i  +  Д)2

IPEF 

Ра‘ (г — I)2
VEF h"EF

Р1Р>

(2а +  Д)

K + D P

h-EF tPkEF

Ра2 (i +  1)

+

1FEF (2a — Д) +

h2kE F  IPkEF  ‘
П о сл е  неслож н ы х  п реобразований :

=  W  [ 2Д2 +  £г(**р +  & + » р  -  2/3) [  ( 13)

О чевидно, что вы р аж ен и е  в круглы х скобках  всегда п о л о ж и ­
тельн о  и, следовательно , м ож но сделать  вывод:

см ещ ение лю бого узла  относительно его полож ен ия  в регулярной  
ф ер м е  в лю бую  сторону приводит к ум еньш ению  жесткости.
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Кроме этого, за счет дополнительного прироста длины раскосов 
(Up +  /(/+1) р >  21) будет наблюдаться прирост веса фермы.

И з  всего вы ш еи злож енн ого  следует  вывод: р е гу л яр н а я  кон ст­
рукция  с углом нак лон а  р аско со в  я наив =  45° будет н а и в ы г о д ­
н е й ш е й .

р
О выборе наивыгоднейшего k  = Г

С увеличением k, или что то ж е  — п л ощ ади  сечения раскосов, 
прогиб ум еньш ается . Но одноврем енно с этим растет  и вес ф е р ­
мы, что д о б а в л я е т  прогиб от собственного веса. О тсю да, если 
прои зведени е  веса ф ермы  — G на прогиб будет м ин им альны м , то 
к  будет наивыгоднейш им.

Вес ф ерм ы , без учета веса  стоек, т. к. стойки не работаю т, з а ­
пишется:

G — «Ру (2а +  k l ).

Здесь  у — удельный вес материала фермы.
Рп2р . . .  / з 2 л2 -г 1 . I3

G  ■ / m a x  =  ■ ( 2 а  +  Ы "> ( ° 3 • Ч Ч  +  Ч '

д  ( G - / m a x )  ( „ ъ  ,  2 / г2 +  1 2 а - 1 3\  _  п
д к  ~  £ Л 2 V 3  к ?  '

Отсюда следует:

^ наив =  Т  \  '

или при а — 45°.

к  наив
2/г2 +  1 

3,47

V  2 п2 +  1
С увеличением  п,  /гНаив ум еньш ается . Это св я зан о  с тем, что 

чем больш е L  при постоянном к, тем б о льш ая  д о ля  энергии при­
ходится  на пояса.

ФЕРМА С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ПОЯСАМИ НА ДВУХ ОПОРАХ 
С ОДНИМ ЗАДЕЛАННЫМ КОНЦОМ

Если ф ер м а  статически неопределим а, то ф орм ула  (1) остает ­
ся в силе и д л я  нее. Б  дан ном  случае  усилия  Ni  и jV; будут опре­
делен ы  от основной и единичной нагрузок  статически  неоп редели­
мой фермы. Л и ш н и е  связи  д л я  реш ения  основной и единичной 
систем будут одни и те же.
Если Хр, Х 2; Х 3;... Х„ —  лишние неизвестные в статически неопре­

делимой _ ферме при действии основной на­
грузки Р;

Уь К2; У8; . . .У в — лишние неизвестные в статически неопре­
делимой ферме при действии единичной на­
грузки  Р  — 1, то

444



М  —  M o  -f- X i • N n  4  X 2N i 2 -\- Х 3М з 4 -  • • • - } -  X nM , n ; 

X i  =  M o  - f  У 2 • N n  +  У 2 X 12 +  У 3 X Y n ■ N i n .

Если значения усилий M  и M  подставить в (1):

f x  —  2  ~E~F~i ( X t o +  X j M i  +  X 2 N i 2 +  X 3 M 3 +  • — f  

+  X n ■ M „ ) ( M о +  У х M ,  +  У 2М 2 +  У 3М з  +  • • •  +  / „ •  N i n \  =

=  2  Ш  +  ^ - М ч  +  X 2-X,-o -M 2 +

+  Х 3 - М о - М з  +  • • • +  X n  • M o -  N i n  +  Y i  ( M o - M i  +  

+  X i  - M i  +  X 2 - M i  • М 2 4 -  X 3 - M i - М з  4 —  - 4 -  M - M i - M n )  +  

4~ Y 2 ( X i O - X i 2 4" X x - N i 2 - N n  +  X 2 - M'2 4~  М г М 2 ' X i 3 +

+  • ■ • X „ - N i 2 - X m )  +  У 3 ( М о - М з  +  X j - М з  - M i  4*

4 -  M s  М з  -M -2 4- X ,  М з  +  • • • 4"  X n  N ,-3 - M n ) 4 -  

4 . y n (jV,-o-Mn +  Xx- JVin • Mi(4-  

+  X 2 - M n - M -2 4  Х 3 - М „ - М з 4 -  • ■ • + x „  - M n ) ] .

Н етрудно видеть, что выражения в круглы х  скобках  представляю т 
систему канонических уравнений д л я  определения X ,  следова­
тельно:

f _  V  N i0' N iO'l i , v  X ? N i0 ‘ N i l ' l l ,
/* — - J  pppT г  X i  ^

, у  V  N i 0 - N t 2 . l ,  v  М о - М з - 44-0 ■
F,F,

-  +  x  v N i° • N t n -1,

EiFi

—  /0 4~  X j J . j p  4 -  x 2 Д 2р +  Х а - M p  +  •

f  x  =  f o  ^ X i  ■ A i p .

+  X n A np»

( 1 4 )

И ли го  аналогии:

— /0 +  2  Y'i ‘ -<p -
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Здесь f 0 —  прогиб д л я  статически определимой системы.
Д л я  фермы, изображенной на фиг. 3, вы раж ение (14) будет 

иметь вид:

f x  =  / o  +  ^ V
(Система однажды статически неопределима).
Каноническое уравнение: А +  ХЬ =  0.

Л  1
Отсюда: X  = А р 

6

Л V  N' ° ' N rh
Р  ^  E . F ,

Ар легко определяется при данном выборе лиш н его  неизвестного 
по формуле (9), д л я  которой следует принять х — п  — т

\ Р'п (Дз т (3,г —1п) +  1
Р  ~  1 X H F  а  з Я

о определяется по формуле (10).

V 1 N i ' l‘ п [ т 2/г +  1 Is ]
=  2d  =  T i W  | а  з + 1 Г у  

Отсюда легко найти X .
V, N i0 ■ N r h

Д =  >  — г  „ -определяется по формуле (9).* jZasA LZ i i* £
Здесь следует принять Р — 1, а вместо х в формулу (9) подставить 
п  — х

А„
' h 2E F

аз X (3п — х) +  1 , /з
]3 1 к

f 0 определяется по формуле (9) при этом если х <  т,  в формуле (9)
д олж н о  быть п  заменено на т, а х  на (,т  — х).

В случае х  т  соответственно п  заменяется на х, а х  на (х — т).
В окончательном виде уравнение упругой линии д л я  фермы,

изображенной на фиг. 3, будет иметь вид:
1. Участок х  <  т.

с   Р - i  |  з х (3 /и— х) +  I I3
Тх We f  з  v ~k

Г т ( З я - я » ) + 1  I 3 1 I х (3 п ~ х ) +  1 /3 1.
m  Г  3 +  Л | Г  3 +  /с 11
п 2/г2 +  1 /з Г

а 3 — з— +  Д Г  I
2. Участок х > т .



В заклю чени е  следует  у к азать ,  что п ри веденн ая  м етодика оп­
ределени я  перемещ ений в регулярн ы х стерж невы х систем ах  легко 
р асп ростран яется  и на другие виды ферм регулярн ы х  кон струк­
ций и нагрузок.

А регулярн ость  конструкции, д а ю щ а я  возм ож н ость  получить 
конечные форм улы  д л я  перемещ ений, силового веса и др., позво­
л я е т  вы б р ать  наивыгоднейш ую  ф ерм у с точки зрени я  веса и ж е ­
сткости.
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