
             

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

В. П. ИВАНОВ, В. А. ФРОЛОВ

КОЛЕБАНИЯ ЛОПАТОЧНОГО ВЕНЦА С ПОЯСОМ СВЯЗИ

Для снижения уровня резонансных напряжений в лопатках 
турбомашин применяют различного рода связи, объединяющие 
лопатки в пакеты или замыкающие их на круг.

Совершенствование расчетных методов для таких систем явля­
ется одной из важных задач, что и находит свое отражение в ли­
тературе [1, 2, 3, 4] и др.

В настоящей работе рассмотрено со­
ставление расчетных уравнений для упру­
гой системы, содержащей кольцевой пояс 1-̂
связи. Н

Рассматриваемая система (рис. 1) со­
стоит из упругого диска 1, обода 2, 
лопаток 3 п пояса связи 4, который 
делит лопатки на внутреннюю а\Ьх и 
внешнюю Я2&2 лопаточные части.

Внутренняя лопаточная часть сты­
куется с ободом диска в точке су, располо­
женной на радиусе и с поясом связи 
в точке Ь1, расположенной на радиусе Дс- 
Внешняя лопаточная часть точкой а2 при­
соединяется к поясу связи в точке Ь\, по 
наружному радиусу лопатки свободны.

Прямоугольная система координат выб­
рана так, что ось х имеет радиальное на­
правление, ось у — окружное, а ось г
направлена по оси ротора. Начало коор­
динат расположено в срединной плоско­
сти диска на оси вращения (в точке 0). 
Кроме того, имеются местные системы ко­
ординат с тем же направлением осей, но 
начала их расположены на границах эле­
ментов, составляющих упругую систему
(рис. 2). Рис. 1.
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Предполагается, что эта упругая система обладает циклической 
симметрией с порядком, равным числу лопаток, т. е. все лопатки, 
расстояние между ними, крепление лопаток к диску и пояса связи 
к ним строго идентичны. Далее полагаем, что диск недеформируем 
в своей плоскости, а лопатки, имея прямую радиальную ось, неде- 
формируемы вдоль нее. Предполагается также, что обод колеса, 
лопатки и пояс связи расположены симметрично относительно сре­
динной плоскости диска, а лопатки представляют собой пря­
мые стержни. При составлении расчетных уравнений не учитыва­
ется действие центробежных сил. Эти предположения являются 
обычными и позволяют изложить существо дола, по прибегая к 
громоздким построениям.

Воспользуемся методом волновых динамически 1111 когтей 
ИЛИ методом ВОЛНОВЫХ динамических 110/1 а I IIIШ и 1« II И II »того
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расчленим данную упругую систему на следующие кольцевые эле­
менты: 1) диск-обод; 2) внутреннюю лопаточную часть; 3) пояс 
связи; 4) внешнюю лопаточную часть.

По динамическим характеристикам каждого из этих элемен­
тов, составленных в местных системах координат, последователь­
но включая в систему каждый из них, найдем динамическую ха­
рактеристику упругой системы. После этого нетрудно определить 
частоты и формы колебаний.

1. Динамические характеристики части 
системы «диск-обод»

Положим, что динамические характеристики этой части системы 
заданы в виде матрицы волновых динамических податливостей 
[4] па радиусе стыка этой части с внутренней лопаточной ча­
стью (точка а]).

Линейная связь между комплексными амплитудами волн 
перемещений и комплексными амплитудами волн усилий в точках 
срединной плоскости на радиусе /?к может быть представлена в 
виде:

гп гпг
/ 1 2

1 } 21
/•771

/ 2 2 х,
где и ¿ —амплитуды линейного и углового перемещения точек, 

расположенных на радиусе в направлении оси г 
и вокруг оси у соответственно;

и Мук — амплитуды усилия и момента, соответствующие пе­
ремещениям и Руй-

Элементы матрицы

(1)

определяются по элементам матриц волновых динамических по­
датливостей диска, учитывающих граничные условия в централь­
ной части, и по элементам матриц динамических податливостей 
обода. И та и другая матрицы при помощи соответствующих мат­
риц переноса [2] приводятся к радиусу /?к .

Имея в виду, что

—  ф г /г

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 
 

 



 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 

образуем из квадратной матрицы второго порядка (1) м.мрн 
цу волновых динамических жесткостей третьего порядка 

которая свяжет между собой комплексные амплитуды волн пе­
ремещений и волн усилий на радиусе Ик, т. е.

<7гА

Ру*
г т

— Ь/г ЛЦ.
РхА 1

где — угловое перемещение вокруг оси х;
т — число воли деформаций;

Здесь матрица-столбец усилий соответствует комплексным ам­
плитудам распределенных нагрузок. В дальнейшем, переходя к 
лопаткам, будем оперировать системами дискретных усилий. По­
этому выражение (2) приведем к виду

7гА

Ру* = ПТ М ук
РхА

5 — число лопаток. Матрица П"1 подготов­

лена к стыковке с лопаточной частью и определяет волновые ди­
намические характеристики системы «диск-обод» на радиусе 
Она устанавливает связь между комплексными амплитудами волн 
перемещений и воли дискретных усилий на радиусе Дк срединной 
поверхности обода. Эта матрица определяется для всех т, допу­
скаемых порядком симметрии.

2. Динамические характеристики внутренней 
лопаточной части

Динамические характеристики любой из лопаток, например ф 
зададим в виде матрицы динамических жесткостей, устанавлива­
ющей связь между усилиями и перемещениями па границах ее 
стыка с ободом (точка а,\) и поясом связи (точка Ь\). В общем 
случае эта матрица имеет двенадцатый порядок. Так как лопатка 
не деформируется вдоль своей осп, а диск не деформируется в сво- 
<ч"| плоскости, порядок фундаментальной матрицы лопатки пони-

 
 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 



жается за счет исключения строк и столбцов, соответствующих пе­
ремещениям «у®1, 7“1, р"1. Тогда усилия в. точках и Ьх будут
связаны с перемещениями соответствующих точек выражением:

~<&
~М%
-МЪ

1
1
1

1

(
■

(А С /, А

1

Й/
Й/

Й/

&
Й/

(4)

В выражении (4) усеченная фундаментальная матрица внут­
ренней лопаточной части

Я » =
С  а

будет составлена из следующих блоков:
Са^  — симметричной матрицы третьего порядка, которая опреде­

ляет усилия в точке ах, вызывающие единичные перемеще­
ния этих точек в сечении ах. Перемещение точки Ьх при 

этом запрещено;
СП1ь, — прямоугольной матрицы, содержащей 3 строки и 5 столб­

цов и определяющей реакции в точке Ьх, вызываемые еди­
ничными перемещениями точки ах.

Матрицы и определяются аналогично по отношению
к точке Ьх. Матрицы СЙ1Й1 С ь1ь1 симметричны, а матрица 
Сь1Я1 взаимнотранспонированная по отношению к матрице СЙ1Й1, 
т. е. С.&1Й1 =  Са^с

Отметим, что фундаментальная матрица динамических жестко­
стей изолированной лопатки совпадает с фундаментальной матри­
цей волновых динамических жесткостей всей лопаточной части, т. е.

д'1’ =  д<, ’ >

где ДМ— волновая динамическая жесткость внутренней лопаточ­
ной части.

3. Динамические характеристики части системы, включающей 
в себя диск, обод и внутреннюю лопаточную часть

Располагая характеристиками отдельных элементов системы, 
определим ее динамические характеристики на радиусе Яс-
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Обозначим матрицы-столбцы комплексных амплитуд усилий и 
перемещений на радиусах /Д и 7?к -

(2г‘
X ;
м “1

Й
С1Ч,' • /у “ 1 = № • =
м Т Й ‘ Й1

Й‘

Тогда выражение (4) можно записать в виде

или

С’а.а!
—

С
— X

а  1

С Ь1а[
¿ЛЧс

Используя условия равновесия и совместности деформаций сре­
динной поверхности обода и лопатки на радиусе их стыка (точ­
ка а), а также учитывая (3), после преобразований получим

= -  [/ + 'П'Т 77” Са,ь, Че' , (6)

1 О О
О 1 О
О 0 1

где /  = — единичная матрица.

Подставив выражение (6) во второе уравнение системы (5), найдем 
= [Сзд -  СМ1 ( / +  ПТ Са л  Г 1 ПТСа,Ь, ] Че'

или
= Н? ч1' (7)

где НТ = с ь,ь, -  Сь,а, (/ + ПТ Са,а, Г/Т СаЛ.

— матрица волновой динамической жесткости системы, включа­
ющей в себя диск, обод и лопаточную часть. Эта матрица, являясь 
самосопряженной, поскольку самосопряженной является матрица 
/7™, имеет пятый порядок и определяет динамические характери­
стики части системы на радиусе стыка ее с поясом связи.

Для случая, когда лопатки на радиусе свободны, положив 
(2"*=0, получим уравнение частот |Я™|—0, которое в сочета­
нии с (7) даст решение задачи для лопаточного венца со свобод­
ными лопатками. Если лопатки заделаны в абсолютно жестком 
диске, то /7^ =  0 и Нт

с = ( \ Ь1.
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4. Динамические характеристики части системы, 
включающей в себя диск, обод, внутреннюю лопаточную 
часть и пояс связи

Волновая динамическая жесткость пояса связи Н™ может быть 
также определена по фундаментальным матрицам. Не задавая 
поясу связи конкретной структуры, положим, что эта матрица//™ 
на радиусе Яс известна и приведена к точке стыка с внутренней 
лопаточной частью (точка Ь\). Являясь самосопряженной, она 
будет иметь пятый порядок. Волновая динамическая жесткость 
системы на радиусе Яс , включая и пояс связи, равна

Н'сп+ п = Н ?+ Н 'п . (8)

Эта матрица устанавливает связь между комплексными амплиту­
дами волн усилий и волн перемещений на радиусе /?с и опреде­
ляется для всех т, допускаемых порядком симметрии системы, т. е.

0с = Н?+ п -<7<, (9)

5. Волновая динамическая жесткость системы, включающей 
диск, обод, внутреннюю лопаточную часть, пояс связи 
и внешнюю лопаточную часть а2 в2

Формулой (9) определяется волновая динамическая жесткость 
предшествующей части системы. Положим, что фундаментальная 
матрица внешней лопаточной части также известна и определяет­
ся выражением

д (2 )  =  д (2 )
С  агйх С а гЬ2

Ь2а 2
1 Сь.ь2

(Ю)

С*ь2 СБЛОКИ С а 2аг 1 С а 2Ь2> составляющие эту матрицу, являют­
ся квадратными матрицами пятого порядка.

Используя условия равновесия и совместности деформаций си­
стемы «диск-обод — внутренняя лопаточная часть — пояс связи» 
на радиусе Ис и внешней лопаточной части на этом же радиусе, 
определим волновую динамическую жесткость всей системы на ее 
наружном радиусе /?н

Й? = Сь.ь, -  Сь,а, [с„,о, + ЙД.,,]- ’ СоА  .
Таким образом, на .внешнем радиусе упругой системы комплекс­
ные амплитуды волн усилий по соответствующим направлениям 
и комплексные амплитуды волн перемещений по тем же направле­
ниям будут связаны между собой зависимостью

(11)
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где

лф
(& • У ’3 -, У Н —-

Мг1 й2

м ьу №

Когда система совершает 
получим уравнение частот

свободные колебания,то, полагая р52 =  О,

Нн I =  0.

Д ля получения полного спектра частот этой системы уравнение 
(12) должно быть разрешено для всех т, допускаемых порядком 
симметрии.

После того, как найдены собственные частоты каждой из них, 
могут быть приведены в соответствие формы колебаний. Для это­
го, определив конкретные значения элементов матрицы волновых 
динамических жесткостей системы, соответствующих данной час­
тоте, имея в виду, что (?в2н=0, из (11) получим систему однород­
ных уравнений, решая которую, можно определить соотношение 
волн различных компонент и их относительный сдвиг в окружном 
направлении.

Из изложенного ясен путь решения задачи, когда система име­
ет несколько поясов связи.

В качестве одного из примеров рассмотрим лопаточный венец, 
в котором лопатки связаны между собой упруго-инерционным по­
ясом 'Связи (рис. 2, а ). Этот пояс связи, представляет собой круговое 
кольцо, состоящее из недеформируемых масс и упругих безынер­
ционных стержней, соединяющих их между собой (рис. 2, б). Б у­
дем полагать, что массы пояса связи присоединяются к лопаткам 
в точках срединной плоскости (точки Ь\) на радиусе 7?с . Центры 
тяжести масс совпадают с точкой Ь}. Массы различных периодов 
сочленены между собой в точках и

Динамические характеристики стержня, соединяющего массы, за ­
дадим фундаментальной матрицей в местных системах координат 
х а , у (1, и х?, у?, с началом в точках с1 и /  соответственно,
то есть

Оай [

и

где Оаа и О ? — симметричные матрицы, определяющие усилия, кото­
рые вызывают единичные перемещения точек и /  
при жестком креплении точек /' и г/соответственно;
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Ddf и Djd — матрицы, определяющие реакции в точках d и f  
при соответственно жестком креплении этих точек 
и при действии усилий в точках /  и cl.

Матрицы Ddf и Dfd взаимнотранспопированные, т. е.

Ddf — Dfd ■
Очевидно, что усилие на /-той массе, действующее со стороны /-го  
и (,/ +  1)-го стержней, будет:

— Q f = Ddd qdj 4- Ddf <?/+i;

Q/ — Dfd Qj-i 4- D f f  ,
(13)

где и — матрицы-столбцы перемещений точек и /  /-го  стерж­
ня;

- - матрицы-столбцы перемещений точек d и /  (/ —1)-го 
и (/4-1)-го стержней.

Приведем усилия, действующие на ¿-ой массе в точках </ и Д к 
точке Ь\-}, а перемещения — к точкам Ь\ соответствующих периодов 
тела. Так как предполагается, что массы недеформируемы, то в 
пределах рассматриваемого элемента можно осуществить перенос 
усилий и перемещений из одной точки в другую, если воспользо­
ваться матрицами переноса для усилий и перемещений [2]:

С) = О’м, С/'"’; 4  = 4

Здесь (7 ^  и —■ матрицы переноса усилий в пределах нсдефор-
мируемого тела из точек г/ и /  соответственно 
в точку Ьх\

1Ь]ь- и /?/■&) — матрицы переноса для перемещений в пределах 
того же тела.

Подставив (14) в (13), получим:
— = Gdb, Ddd Rdb, qbj' 4- Gdb, Ddf Rfi^ qbj'+i ;

Q / <f’ =  G/7>; D ) d  R dl>t D / t  R tb , q'} .

Согласно |2]:

Gdb\ = Gbtd Rdb, — Gb,d ! 

Gfb, = G b j; Rfbt = Gb,f ■

Тогда выражение (15) примет вид:
— Ddd Gb,d qbi 4- Gb.d Dd f  Gbtf <?/+i ;

Q /'" ’ =  G \ f D f d  Gbld qbM  + Gb J  D f f  G t, <1/ ■
11

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 
 
 

 

 
 

 



ПсМимо усилий—(¿М'б и рМ ) в точке Ь х будут действовать так­
же усилия от сил инерции массы. Определив динамическую матрицу 
массы /7М в системе координат л б=, у ь>, найдем

Тогда, если к массе периода не приложены другие усилия,
Q /‘ =  +  Q/1(Z) +  Q/м

или
Q/1 =  [gm  D m  Gbld 4- Gb tf D f f  GT

bif +  Я м] qbj  +
+ Gbld Ddf Gb,f qbj \ \  + Gbq D j d G ^ q s - i  ■ (16)

Используя общие
полагаем, что:

свойства систем с циклической симметрией,

Q /1 =  e L ~Sm } ;
• 2" 7bx b, 1 T-q /  =  q ‘ e s  ;

. 2rt . , , ,bx b,7/4-1= Q e s  ;

. 2 лb, b, i-r-m (j-l)
q /- i  =  q ' e  s  ,

где Q bi и ^ ‘ — амплитудные значения обобщенных усилий и переме 
щен ий.

Подставив эти условия в (16), получим

Q b' — + D bf Нм + (Ddf + Dfd ) cos -$-m, +

+  i ( O S i - D ? i ) s i n ^ - m ] - / ' , (17)

где
D b

dd = Gbid Ddd GT
bid ;

D bf = Gbtf D f  j  Gbif ; 

Dd'f = Gbid D d f G Ïj ; 

D b'd = Gbif DfdGbd ■

Отметим, что матрицы D m  и D bf симметричны, поскольку сим­
метричны D ddV-D fj. Матрицы D df и D b

d взаимно транспонированные, 
так как D d f ^ D ] d . Обозначив

= D m  + D bf + Нм + (Dd'f + Dfd} c o s _ 3r

V bi =  ( D S ) - D /à ) s in - ^ m ,

12

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



выражение (17) запишем в виде
( / '  = ( ^ *  + 1 у ь‘ ) д Ь^

Здесь матрица №ь' симметрична, поскольку симметричны £)$ , 
Л/м . Симметричной является также и сумма взаимно транспонирован­
ных матриц и Структура матрицы У ь‘ такова, что ее
элементы, расположенные на главной диагонали, равны нулю, а эле­
менты, расположенные относительно нее, равны по абсолютной вели­
чине, но противоположны по знаку, так как Оа? = О

Отсюда следует, что в общем случае матрица МЛ61 +  явля­
ется эрмитовой.

Таким образом, =  Н п  д ь ' ,

где Нп =  Т- 1УЬ' —  матрица волновых динамических жестко­

стей упруго-инерционного пояса связи в точках Ь\, расположенных 
на радиусе /?с . Она устанавливает связь между комплексными ам­
плитудами волн усилий и волн перемещений и определяется для 
всех т, допускаемых симметрией. После стыковки с лопаткой она 
будет иметь пятый порядок, так как .перемещение вдоль оси лопат­
ки запрещено.

П одставляя/?11 в уравнение (8), используя (9), (11), (12), на­
ходят частоты и формы колебаний для всей упругой системы.

Рис. з.

В качестве второго примера рассмотрим колебания лопаточно­
го венца с лопатками, оснащенными бандажными полками, меж­
ду которыми обеспечен натяг (рис. 3). Будем полагать, что в мес­
те стыка полок (точке с1) реализуется пространственный шарнир, 
допускающий в точке контакта свободные относительные смеще­
ния полок в радиальном направлении. Это возможно, так как 
линии контакта в большинстве случаев имеют малую длину.
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в сравнении с шагом между лопатками, а реализовать полное при­
легание по всей длине линии контакта практически трудно.

Эта схема не претендует на исчерпывающее описание сложно­
го механизма явлений, которые могут происходить в местах сты­
ка. Уточненное рассмотрение такой задачи приводит к необходи­
мости нелинейной постановки ее, тем более, что принимается во 
внимание действие сил сухого трения. Общую систему координат 
выберем ту же, что на рис. 1.

Будем считать, что динамические характеристики части систе­
мы, расположённой до пояса связи, в точках а заданы в виде мат­
рицы волновых динамических жесткостей. Будем считать также, 
что в эту часть системы включены и полки, но контакта между ни­
ми нет.

1. Кинематика и условия равновесия пояса связи. Положим, 
что центральный угол между лопатками мал и им можно пре­
небречь. В случае необходимости его можно учесть без особых 
затруднений. Полагаем также, что линейные смещения вдоль оси 
лопатки равны нулю. Угловые смещения различных периодов 
пояса связи и считаем независимыми. Линейные смещения 
¿7У/г при полагаем отсутствующими. Как следует из рис. 2,

<7 г (Н -1 ) ~  ЯгЪ. +  ¿2 $хк + р  5Ш  р х  (*+1)

или, принимая углы х̂к малыми, получим
(£4-1) — Цгк. +  ¿2 $хк +  ¿1 Рх (А+1) • ( 1 8 )

2л

На основе свойств системы с циклической симметрией положим:
Ягк = Яге^т к ; ¡Дл =  $х е1 л т к ;

дг р + 1 ) = ; [Д = $х е1™ ,

где а — — центральный угол между осями.
Определим связь между комплексными амплитудами линейных 
и угловых перемещений. Для этого подставим условия (19) в (18) 
и получим:

(19)

(20)

где

Если к Я-тому периоду пояса связи в точке йк приложены момент 

Мх и и сила (¿х ц, то (рис. 46) из условия равновесия следует:

Рьк + Рак 4- Срк — о,
Рьк (0 + ¿2) 4* (^гк'р + МХ1г = 0.

Так как
Рак ~  — Рк (к-1) ,
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Рьь == Рье1 лт ,г; ;
Р ь (.-1) -  Р Ье1алп (/г" п  ; Мхк = М х  е1*т к ,

то, исключив Р ь , получим
(}г = --гМ 'х . (21)

Здесь

Г ~ 7Т+Те-атк '
Сопоставляя г и /, можно видеть, что они являются комплексно­

сопряженными.

Рис. 4.

2. Условия сопряжения лопаточной части с поясом связи. Ди­
намические характеристики части системы на радиусе 7?с до 
включения пояса связи можно определить в виде

(22) 
где

ЯЬг

X ■ пЬ — й
’ й

мь
х й
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(23)

£11 £12 £1з £14

£-21 £22 £23 £24

С 31 £32 £33 £34

£41 £42 £43 £44

Матрицы-столбцы усилий С}ь
с , перемещений и квадратная мат­

рица волновых динамических жесткостей /7"’ имеют, в отличие 
от (8), лишь четвертый порядок, так как предполагается, что пос­
ле стыковки с поясом связи линейное перемещение отсутству­
ет (при т=#0).

Суммарные комплексные амплитуды сил и моментов, действу­
ющих в точках ¿/к , определяются из условий:

, ь (24)

где фх и Мх — комплексные амплитуды волн внешних сил и мо­
ментов, приложенных к лопаточному венцу в точках ¿к-

Используя (21), выражения (24) приведем к виду
+: гМх  = (^г + гМхили
(?: = (£  + гМх  . (25)

В последнем уравнении С}эг представляет собой комплексную 
амплитуду волн внешних эквивалентных (обобщенных) сил.

Имея в виду (20) и (25), вместо (22) можно получить

q: 
му Mz

Qz

Ру

В этом выражении квадратная матрица

(26)

является матрицей волновых динамических жесткостей системы на 
радиусе Rc с учетом пояса связи. Поскольку рассматриваемый по­
яс связи накладывает определенные кинематические ограничения 
на перемещения сечений лопаток, расположенных на радиусе Rc, то матрица (26) имеет более низкий порядок, чем матрица/у"1 . 
Элементы матрицы (я™ )* могут быть выражены через элемен­
ты матрицы (23):

£*1 =  +  /г£ 44 4- ^41 4- / с 14;
£?2 = г12 +  гс42; с*2 =  с22;

la

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 
 

 

 



-23’4 з  =  <43 +  ГС ^ с*3 =  с
^21 =  ^21 /< ^ 2 4 ’ <"32 =  <-32>

С 31 =  С 31 +  / ^ 3 4 !  Сзз ~  с зз-

Матрица (26) — самосопряженная, так как г и / являются 
комплексно-сопряженными.

Если пояс связи расположен на периферийной части системы, 
то О,* =Л1у=Л12= 0 , и уравнение частот будет

| (//?')• 1 = 0.
В дальнейшем, используя (9), (11), (12), находим весь спектр 

частот и соответствующие формы колебаний упругой системы в це­
лом.
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