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Вибрационная прочность и надежность авиационных двигателей
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  БОЛЬ ШИХ П Е Р Е М Е Щ Е Н И Й  
ГИБКОЕО С ТЕР ЖНЯ П Е Р Е МЕ Н Н О Й  ЖЕСТКОСТИ  

ПРИ П Р О Д О Л Ь Н О М  ИЗЕИБЕ

З а д а ч а  об определении больш их перемещений гибкого стерж ня  
постоянной жесткости при продольном изгибе имеет строгое а н а ­
литическое решение (см. например [1]). Оно дает  уравнени е  упру­
гой кривой гибкого стерж ня  в парам етрической  ф орме с элли п ти ­
ческими интегралам и. Н аскольк о  нам известно, другие приемы  
определения  больш их перемещ ений гибкого стер ж н я  и решение 
этой задачи д ля  Е1 =/= const в литературе  не описаны. А налитичес­
кое решение для случая E I  =f= const,  по-видимому, возможно лиш ь 
д ля  единичных частных задач.

М ож н о  заметить , что зад ан и е  упругой линии д л я  гибкого стер ­
ж н я  в произвольном виде, удовлетворяю щ ем  концевым условиям, 
для  определения критической силы Р кр энергетическим или д руги ­
ми методами не достигает  цели. Т а к а я  уп ругая  линия является  
весьма грубым приближ ением  к действительной. У помянутые ме­
тоды справедливы  лиш ь для  определения Эйлеровой критической 
силы.

Н и ж е  рассм атр и вается  граф оан али ти чески й  метод последова­
тельны х приближ ений для  построения упругой линии гибкого 
стерж н я  переменной ж есткости  при продольном изгибе.

П редп олагается ,  что н ап ряж ен и я  в его сечениях не превосхо­
дят  предела пропорциональности.

Р ассм отри м  стерж ень с ш арн ирно-закрепленны м и концами.
З а д а ч у  ограничиваем  д еф орм ац и ям и , при которых угол пово­

рота концевого сечения 0 ^ 9 0 ° .
и"

У равнение упругой линии E I  ^  ^  ^  , ^ 3/2 =  — Ркр У* запишем 

в виде

* Ркр —  сила, большая первой критической Рэ , удерживающая гибкий 
стержень в искривленном состоянии.
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n W l + ( ' / ' ) 2]3/2 _  р
У  —  г  к р  г  кру* (1 )

Прогиб в сечении балки м ож н о определить методом фиктивных 
нагрузок, приняв — Р крф =  9/- 
Тогда

У  —  Р  к р  

где

1
х К bdx  — (х  — Ч.х) j <bdx =  P Kp[Fi,.,x —  F x {x —  у ] , (2)

+  ( y ' V
E l F’h  = 1 bdx\  F x =  I b dx\

?v— координата  цент­
ра тяж ести  гр у ­
зовой площ ади 
Л  (фиг. 1).

При х  =  ~

У m ax =  Р к р Г 1 / ^ 1 / 2  =

- P kpS. ,, (2')

где сг/2 — координата
центра тяж ести  грузовой площ ади F:

S ,h — статический момент площ ади Fi/2 относительно начала 
координат.

Угол поворота в сечении балки, согласно методу фиктивных на­
грузок,

у'  = P KV{ F , , - F X).  (3)

При х  =  О, Fx =  0 и
Ушах -  Р ,<р Flj,. (3 ')

Пусть известна сила Р кр, сж имаю щ ая шарнирно-опертый на 
концах стержень, и распределен ие ./ : /  по длине стерж ня. Требуется 
построить упругую линию.

Задаемся значением у тах  и видом упругой кривой. При этом 
соблюдаем условие, чтобы длина упругой кривой L была равна 
заданной длине стерж ня I.

Строим эпюру у'  по длине стерж ня  с помощью графического

дифференцирования эпюры у , эпюру ф =  ?/ — ^  -  -—  и эпюру F х,

полученную графическим интегрированием эпюры ф (фиг, 2).
М ожем определить значения г/тах , и ряд значений y h первого 

приближ ения  по формулам (2'), (2):

У  m a x  I —  Р  к р У г  ' Л ф ' о  Р  к р * ^ / 2»

У \  =  P k p I ^ / jX  — F x ( x —  У ] .
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П олучен ная  кри вая  У\ приним ается  за  исходную и процесс 
повторяется  до совпадения последую щ его и преды дущ его  зн ач е ­
ния прогибов.

Д о к а за т е л ь ст в о  сходимости после­
довательны х п ри ближ ений  д л я  диффе­
р ен ц и альн ы х  уравнений типа

y" —  f (x,  у,  у ' )  =  О

дан о  П икаром  [3] при условии, чтобы 
х  заклю чалось  м еж д у  пределами лг0 — о 
и где § есть м еньш ая  из двух

величин а и . При этом ф ункции
dy d2y
fix'  fi>P предполагаю тся непрерывными
и вещественными, пока переменные и 
их производные заклю чаю тся между 
пределами фиг 2.

(х0 —  а, х 0 +  а), (Уо —  Ь, у 0 +  Ь), {у0’ —  Ь, у 0’ +  Ь), (у 0" —  Ь, у 0” +  Ь).

М — есть наибольш ее по абсолю тной величине значение  уп ом ян у­
тых функций.

Д л я  уравнени я  (1) у казан н ы е  условия  вы полняю тся
(при х 0 =  - 2  , а =  Ь =  о о ) .

С ходимость при ближ ений  м ож ет  быть обосн ована  т а к ж е  сл еду ­
ю щ ими соображ ениям и .

Ф орм а  упругой кривой, отли чн ая  от соответствую щ ей продоль­
ному изгибу м ож ет  иметь место лиш ь при наличии дополнительны х 
связей. Т ак  к а к  в рассм атр и ваем о й  за д ач е  последние отсутствуют, 
и учиты вая  устойчивость равновесия  гибкого стер ж н я  при п р од оль­
ном изгибе в р езу л ьтате  последовательны х при бли ж ен и й  придем  к 
упругой кривой, соответствующ ей значению  с ж и м аю щ ей  с и л ы Р кр.

В рассмотренном вы ш е приеме необходимость графического  
ди ф ф ерен ц и рован и я  упругой кривой каж до го  при бли ж ен и я  сни­
ж а е т  точность построений.

Чтобы избежать этого, после построения эпюры F x (фиг. 2) 
и определения прогибов у\ , определяем такж е  углы  поворота 
первого приближ ения на основании зависимости (3);

у\  =  РкР (Fijt —  F x).
Полученные кривые у[ и у\ принимаем за исходные, строим 

эпюры (|»i , FxI первого п ри ближ ения  и т. д.
Рассм отри м  некоторые другие условия  закреп лен и я  стерж ня. 

О граничим ся  д вум я  случаями.
П е р в ы й  с л у ч а й .  Д л я  стерж ня, защ ем ленн ого  на одном 

конце и нагруж ен ного  сж и м аю щ ей  силой на свободном конце, фор-
317



Ма упругой кривой и значение Р кр очевидно будут такие  же, как 
д ля  ш арн ирно-опертого  стерж н я  удвоенной длины с симметричным 
относительно средины распределен ием  жесткостей.

Зависи м ость  (3) д ля  этого случая  будет иметь вид:

У ~  Ркр^х-  (4)

У m a x  =  •РкрР;- (4')
Здесь

F, =  J 0dx-, =  (УП.ЯХ-У) [1 + ( у , )а],/1 1
О L1

В т о р о й  с л у ч а й .  Д л я  стерж ня, защ ем ленн ого  с двух  кондов, 
имеем:

У" =  -  ~ т г  У t 1 +  (У'У113/а +  т г  f 1 +  ( y ' W 2 =
=  — Р Крб +  М 0б м , (5)

где
[I +  (</Т13/2Ч»м -  £7 •

Задаваясь  соответствующим видом упругой кривой (на концах 
стерж ня у '  =  0), аналогично предыдущему строим эпюры б, F х и 
получаем у'р1, у рh

X
Затем таким ж е образом построим эпюры фм , Р хм =  J фм d x  и,

о
полагая М 0 =  1, получим у'ы = ( Р „ г /2 — Р мх) и у м1.

Значение  концевого момента первого при бли ж ен и я  опреде­
лится  из

( у '  )
'  p l / к о н ц .

( y j  конц.
гДе (Рр1)ко„ц,- (^мОконц, — соответствующие значения у'р1 и 1/ > к о н :  
цевом сечении балки.

О кончательны е значения угла поворота  и прогиба первого 
при ближ ения  будут:

у[ =  y'p l - M o i y MV (6)

У\ — Ур I — Мт уи\. (7)

Затем за исходные принимаем упругую линию  у\ и эпюру углов
поворота у\  первого приближ ения и повторяем описанные выше
действия.

К а к  показы ваю т  вычисления, процесс при ближ ения  довольно 
быстро сходится — достаточно двух-трех  приближ ений д л я  обес­
печения приемлемой точности, соизмеримой с точностью вы чи­
слений.
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Естественно, в целях со­
к р ащ ен и я  числа при ближ е­
ний, н уж но  задаться  п о д х о д я ­
щим начальным значением 
у  max- Д л я  этого последнее 
м ож ет  быть принято по 
известному графику

=  (см. [1]

E l  C O n st  (Е /)с р е д н .

Возможна такж е  обратная 
постановка задачи: дан м акси­
мальный прогиб у тах гибкого 
стер ж н я  (но не уп ругая  ли ­
ния, т. к. произвольная упру­
гая  л и н и я  не м ож ет  быть 
удовлетворена при продоль­
ном изгибе гибкого стерж ня), 
требуется  найти критическую 
силу Р К р.

В этом случае, например, 
д ля  шарнирно-опертых к о н ­
цов, аналогично фиг. 2, за-~тзз Я  ! а [Фиг. з.

у Г1 4_ ( и ' )г] 3/ 2
даемся упругой кривой у,  строим эпюру у ’, эпюру ^ ------
и эпюру F x.
Находим критическую  силу первого приближ ения

Р к р  I =

д л я  ш арнирно опертых сте­
ржней, в предположении, что

и углы поворота первого приближ ения

У\ =  Ркpi (Л/, -  Рх).
Затем , аналогично «прямой» задаче, получаем упругую  кривую 

первого приближ ения у\ , строим эпюры *|ц , F x\ и находим

Р  —  У m зх  „  ™
■* кр  II р  £ И Т .  Д .

г 7 2 ] S7al
На фиг. 3 приведены полученные в результате  примерного рас­

чета кривые у, у ' ,  <1>, F x ряда  последовательных приближений, а 
т акж е  ф актическая  уп ругая  кривая д ля  гибкого шарнирно-опер­
того стерж ня .
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