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Опубликованные решения задачи о свободных колебаниях 
упруго-гистерезисных систем (1 ]-i-[3] справедливы лишь в диапа­
зоне достаточно малых затуханий. Только для систем с одной 
степенью свободы, имеющих упруго-гистерезисную петлю в форме 
параллелограмма получено точное решение методом припасовыва- 
ния [4]. Результаты, полученные в [4], громоздки, плохо поддаются 
анализу.

В последнее время задача, рассмотренная в [4] точно решена 
методом, основанным на применении теоремы об изменении ки­
нетической энергии [5].

Авторами получены простые соотношения, позволившие прове­
сти качественный анализ процесса затухания колебаний.

В настоящей работе этим же методом решается более общая 
задача о свободных колебаниях упруго-гистерезисных систем с од­
ной степенью свободы, в процессе колебаний которых обобщенная 
сила внутреннего сопротивления является функцией только обоб­
щенного перемещения и наибольшего (наименьшего) отклонения 
системы в начале рассматриваемого размаха и зависимость обоб* 
щенной силы сопротивления от перемещения представлена непре­
рывной или кусочно-непрерывной функцией Q(x, р). Полученные 
результаты справедливы при любой интенсивности затухания.

§ 1. П о с т а н о в к а  з а д а ч и  и м е т о д  р а с ч е т а .  Пусть 
в начальный момент времени t0 =  0; система находится в точке с
координатой р0 и обобщенная скорость системы в этой точке х 0 =  0.

В координатах Q — х  начальное положение системы изображается 
точкой В ( р0, Q0). Обобщенное перемещение х  и обобщенная сила 
внутреннего сопротивления Q отсчитываются от ненагруженного
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положения системы. Кинетическая энергия системы выражается 
равенством

где М — обобщенная масса.
В качестве начального положения системы в координатах Q — х  

может быть выбрана любая точка В(р0, Q0), в которую известными 
загрузочными процессами может быть приведена система (см. про­

цесс OLB фиг. 1). Отметим, что в данное начальное положение 
Я ( Ро, Q0 ) система может быть приведена различными комбинациями 
загрузочных процессов.

Но для исследуемых в практических приложениях систем с 
«внутренним» трением, с «конструкционным демпфированием», с 
демпферами из различных упруго-гистерезисных материалов [6], 
[7], [8] загрузочный процесс при последующем колебательном дви­
жении системы из начального положения B(poQo) не зависит от 
комбинации загрузочных процессов, приведших систему в эту точ­
ку, а полностью определяется координатами начального положе­
ния р0, Q0, -еистемой и направлением первого движения системы из 
этой точки.

Направление первого движения системы из начального положения 
определено законом обобщенного ускорения системы в этой точке

л 0 =  —fif-. Следовательно, загрузочный процесс на первом размахе
системы может быть построен, т. к. известна (получена статичес­
ким исследованием) упруго-гистерезисная петля I системы (см. 
рис. 1), один из загрузочных процессов которой проходит через

(а)

Е

Фиг. 1.
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точку В  (р0, Q0) и на отрезке [р0, p j  совпадает с загрузочным про­
цессом на первом размахе системы и для которой справедливо не­
равенство

I 1' Q« (x ) d x  | <  | j  QH (.x )d x  | . (в)
в  с

Следовательно, на основании теоремы об изменении кинетической 
анергии справедливо неравенство:

Pi >  Р. (с)
где pj — наибольшее (наименьшее) отклонение системы в конце пер­

вого размаха и р — координата вершины D петли I (см. 
рис. 1). Пусть в координатах Q — x  задана также область А, о г ­
раниченная петлей гистерезиса II, охватывающей петлю I. И для 
петли II справедливо неравенство (см. фиг. 1).

| j 'Q p(x )d x  | <  | \Qp(x )d x  | . (d)
D F

Тогда на основании (b ), (с ) ,  (d ) можно утверждать, что все з а ­
грузочные процессы, происходящие при свободных колебаниях 
системы от момента начала движения до момента полной останов­
ки системы, лежат внутри и на границе области А. Отметим, что 
в большинстве практически важных случаев возможно построить 
петлю, у которой один из загрузочных процессов проходит через 
точку В (р 0, Qo) и на отрезке [р0, pi] совпадает с загрузочным про­
цессом на первом размахе системы и для которой справедливы 
неравенства (см. фиг. 2).

С D
| J  QH(x )d x  II <  I j  Q „(x)bx  I ,

в  1 с
F E

I F Qp (x) d x  | <  | f Qp (x) d x  | . (e)
D F

В частном случае точка В(ро, Qo) может быть вершиной этой 
петли. В этом случае все загрузочные процессы, происходящие при 
свободных колебаниях, будут также лежать внутри и на границе 
области А, ограниченной этой петлей.

Пусть в области А теоретически или экспериментально по­
строено такое семейство упруго-гистерезисных петель, что среди 
петель семейства всегда можно выбрать петлю, у которой один из 
загрузочных процессов на отрезке [pd-i, (ы ] будет совпадать с з а ­
грузочным процессом на d -ом размахе. Тогда, зная зависимость 
Qi (■*> Ро) на первом размахе, с помощью теоремы об изменении ки­
нетической энергии можно определить координаты точки наиболь­
шего (наименьшего) отклонения системы на” первом размахе — 
— PbQxi зная^начальное положение системы на втором размахе 
(точку (pj, Qi) и направление движения из этого положения,
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Фиг. 2.

определяемое знаком обобщенного ускорения х х =  — можно опре­

делить Q2 (л:, pj), выбрав в области А упруго-гистерезисную петлю, 
у которой загрузочный процесс из точки (р1? Q,) на отрезке [p j .p J  
будет совпадать с загрузочным процессом второго размаха. Зная 
зависимость Q2 Pi), можно определить координаты положения 
наибольшего (наименьшего) отклонения на втором размахе — р2 Q2. 
Повторяя этот процесс нужное число раз, найдем все загрузочные 
процессы и координаты положений наибольшего (наименьшего)/ 
отклонения на всех рассматриваемых размахах системы.

Загрузочный процесс из точки (pd_i, Qa_i) в точку (pd , Q d )  будем 
называть нагрузочным, если он протекает с увеличением обобщен­
ной силы внутреннего сопротивления и уменьшением величины обоб­
щенного перемещения, или, по крайней мере, такой процесс, у ко­
торого pd < С  pd—ь  Qd >  Q d - 1 . Разгрузочным процессом будем на­
зывать загрузочный процесс, протекающий с уменьшением обоб­
щенного внутреннего сопротивления и увеличением обобщенного 
перемещения или, по крайней мере, такой процесс, у которого
Pd >  Pd-li Qd <С Qd—1-
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11рцсвоим размахам системы, соответствующим нагрузочным 
процессам, нечетные номера d  =  1 , 3 ,  5... , а размахам, соответствую­
щим разгрузочным процессам, — четные номера d  =  2, 4, 6, 8... 
(гм. фиг. 2).

11иже рассмотрим любой d -ый размах системы.
Полученные соотношения будут справедливы для всех размахов 

системы. Основываясь на вышесказанном, координаты начального 
положения pa-1, Qd-1 и загрузочный процесс Qd (лс, pd-\) системы 
на d -ом размахе будем считать известными.

Разбив кривую зависимости Qd (х, ри-\) на k участков ( k = \ ,  
2, 3, ... , г), аппроксимируем ее в пределах каждого участка интер­
поляционным полиномом, причем границы участков будут интер­
поляционными узлами с координатами qk , Qk .

Будем говорить, что k - о щ  участку процесса загрузки системы 
соответствует k -ый этап движения системы на d-ом размахе.

Текущее значение перемещения системы на fe-ом этапе d -ого 
размаха обозначим Xk .

Тогда согласно теореме об изменении кинетической энергии для 
к -ого этапа, d-oro размаха движения системы можно записать:

Наибольшее (наименьшее) отклонение системы на d -ом размахе 
Pd определяется из уравнения

как наименьший по абсолютной величине действительный корень 
уравнения (1.2).

Номер т  последнего этапа d-oro размаха определяется из 
условий

Время движения на d-ом размахе определяется из равенства

( 1 . 3 )

(1.2)



Pd
Г* dxm

+  - J y  • (1.5)
J  -Щ - J  Qd (x m, Pd—i )  dxm

Чт— 1 p‘*~1
d =  1 , 2 , 3 , . . .

В  общем случае, аппроксимируя вышеуказанным способом подинте- 
гральную функцию Qd (х, pd-i)  на отрезке [pd_ i, q4], мы сведем урав­
нение (1. 2) к алгебраическому или трансцендентному уравнению 
относительно pd . Это уравнение известными способами может быть 
решено, а квадратура (1,5) вычислена.

Подставив в выражение функции Qd (xm, pd- i) ,  найденное из (1.2) 
значение_р^, получим вторую координату начального положения 
системы Qd, на d  + ; 1-ом размахе.

Ниже рассматривается практически важная задача о свободных 
колебаниях системы с о/шой степенью свободы, упруго-гистерезис- 
ная петля которой ограничена полигоном, составленным из п от­
резков.

Полученные здесь результаты остаются справедливыми и для 
общего случая, если в качестве аппроксимирующей функции Qd (x, 
Pd_i)„ выбирается вышеуказанная ломаная.

Как и выше, рассмотрим flf-ый размах колебания системы. Коор­
динаты начального положения p^-i; Qd-1  и загрузочный процесс 
Qd (х, pd- i )  системы будем считать известными и следовательно 
заданными координаты qkd Qkd, вершин и тангенс угла наклона 
Ckd k-oro  отрезка полигона на d -ом размахе. Тогда уравнение 
/г-ого отрезка полигона на d-ou  размахе запишется в виде

Qd (-^к ) = (X k  qkd) Ckd Т : Qkd, (1-6)
k =  1, 2, 3, ... , m 

d  =  1 ,2 ,3 ,  ...
Запишем теорему об изменении кинетической энергии в форме:

Xkd{t) =  ф/id (Xk ) . (1 .7 )
k =  1 ,2 , 3 , ... , т 
d =  1 , 2 , 3 , . . . ,  

где tykd (Xk) определяются реккурентным соотношением

) =  ша—1 ,d Фа—1,1 d(qk- j, d) + '

2 Xk
+~М S Qd (xK)d x k . (1 .8 )

4k-\,d
k =  1 ,2 ,3 ,  ... , m\ d =  1 ,2 ,  3 ...

fy o d ip d - l )  =  0 ;  (02kd =  ,
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и тлиив (1.6) и (1.8) и проинтегрировав, получим

i>kd {Xk ) =  —hfr'-d фй-Г, 1, d ) '+
bkd

+  ~n— (xk ~“ Як-l,  d )b kd
I „ Xk + ^ - 1 ,  d | ^

Щkd I Qkd 2 I Q.kd

k =  1 ,2 ,3 ,  ... , nr, d =  1 ,2 ,3 ,  . . .  . (1 .9 )
n = k  -1

1, d (<7*-l, d ) =  Qk j d 2  {Qnd — <7/1- 1 , d ) [ ^ n d  —— ’ ’ d Qnd).

(Система может достигнуть положения qd, если фы(<? )̂ >  0, причем

Хк =  0  там, где фм ( х * ) =  0 . Учитывая вышесказанное об опреде­
лении направления последующего движения в положениях, где

Хк =  0, приходим к  следующим выводам: система пройдет поло­
жение qd лишь при условии

0 < ( q ldp d = i - 2 § ^ ) ( q u - p d - i )  ( 1.10)
d  =  1 ,2 , 3, ...

Если О >  {qu  — pd-i — 2 - ^ - j  (qld — pd—i); то на 1-ом этапе d-oro

размаха скорость обращается в 0  не только в точке х 1 =  р^_ь  но 
и в  точке

qd =  2B ld — pd- U где Вы = qu  — (1 .11)о . uld
Отметим здесь два возможных случая:

1. Когда система не рассеивает энергию на 1-ом этапе d-oro 
разм аха*.

2. Когда система рассеивает энергию на 1-ом этапе d-oro р аз­
маха.

В первом случае система будет совершать незатухающие коле­
бания, постоянно сохраняя первый этап движения (— l)d pd-i<T 
^  (— l)d х х ^  (— 1У qd. Эти колебания происходят не около нена- 
груженного положения системы, а около положения

С  =  В и , (1.12)

причем амплитуда колебаний определяется равенством

aid =  I pd—1 — Вы | . (1 .13)
________________  X

* Такой вид зависимости Qd (xk ) имеет демпфирующие и амортизирую­
щие устройства, выполненные в виде многослойных пакетов с сухим трением на
контактных поверхностях с постоянной либо переменной равномерной сдавлива­
ющей нагрузкой между слоями пакета и нагруженные циклической сосредоточен­
ной силой.
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Во втором случае система от положения q*d начнет новый 
Д + 1-ы й  размах с нового первого этапа (см. фиг. 2) и будет совер­
шать затухающие колебания либо до полной остановки, если на 
всех дальнейших этапах движения она рассеивает энергию, либо 
до какого-то этапа, на котором нет рассеивания и на котором при 
дальнейшем движении система будет постоянно оставаться, со­
вершая незатухающие колебания с амплитудой (1.13) около по­
ложения (1. 12).

Рассматриваемый метод не позволяет точно определить мо­
менты полной остановки системы. При рассмотрении движения на 
фазовой плоскости при бесконечном уменьшении амплитуды коле­
баний изображающая точка будет стремиться к некоторому устой­
чивому фокусу, который^изображает положение полной остановки 
системы.

В практических случаях можно рассматривать конечное чис­
ло размахов, обеспечивающее выполнение условия a s < ц ,  где 
a s — амплитуда перемещения в конце последнего s-oro размаха 
иг) — заданная положительная величина.

В случае выполнения неравенства (1.10) система пройдет 
положение qld и вступит в следующий этап движения. В  зависи­
мости от начальных условий рассматриваемого d-ok> размаха ско­
рость может обратиться в 0 на любом дальнейшем т -ом этапе.
Наибольшее (наименьшее) отклонение системы в конце г/-ого размаха 
pd найдется как наименьший по абсолютной величине корень кзад- 
ратного уравнения фш<г (х,„) =  0

0(1 =  В md и : 1 / 'bind (quid) Н До—  (1  • 1 ‘1 )
^тй

d =  1 , 2 , 3 ,  ... ,
причем

( —  l ) d q , u - 1, d < ( —  l ) d pd <  ( —  l ) d Qmd

и номер m определяется из условий

фт—1, d ( q m - i ,  d ) ^  0  и 'd,r,d (q md) ^  0, 0- 15)

Q
Фrnd{Qmd) — p  ф т - l . d  { d m - l , d )  +  (quid q m - 1, d) (qmd

nid

n = m  t \
r, V „,d  )  _  2  ln n n  rl n , d ~  4 n - \ ,  d n

qm — \,d г  / — Г  T i \4nd qn — 1, d I C.nd Д V -d ILmd ’ z

d =  1, 2, 3, ...

Далее из (.1.7) получаем соотношения, определяющие поведение 
системы во времени.
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11ромежуток времени, за который система переместится из положе­
ния qk~\,d в положение х к , на /г-ом этапе движения системы опреде­
лится из равенства

лк у
,  ,   ̂ С fix fr
t — t * - l ,  d —

°kd
\  _______
4 -1 ,d ^  '■kd(-Xk)

=  ^ T T  1  - 7 -------<Uh (1 .16)
ч-\ , У  4 d  xi +bkdxk +ikd

к =  1, 2, 3 , . . .  , m 

d =  1 , 2 , 3 ,  ... .

15 исследуемом случае a kd =  — 1. Докажем, что =
=  4 аы  ekd — bld < 0  для k -ого  этапа движения системы.

Из (1.9) найдем

Д/М =  — 4

n=k — 1
2 V

(Qk — Ъ, d Bkd)2 "+■' ~F> jad (tfnd Qn — \, d ) X
u kd n= l̂

(  (lnd Qn — \t d
X I v>nd ~2 Înd

. k  =  1, 2, 3, ... , tn 
d =  1, 2,  3, ...

Пусть в какой-то точке на /г-ом этапе скорость =  v, тогда пере­
мещение системы в этой точке будет равно

ll=k — 1
=  Bk,d ±  l / "  . — R„ Д* о., - J — VXk —  B k ,d  i  у  ( Q k-] ,d  B /f ,  d )2 ' " h l (Qn,d Qn — l ,d  )  ^

n= 1

X [cnd 4nd ^  h d  -  Qnd ) -  2e
2coL

/г =  1, 2, 3, ... , m 

d  =  1 , 2 , 3 ,  ...

причем х к -  действительная величина, a ■0 „ >  0. Поэтому
2l”*d

— -  4Ad > 0  и следовательно Д м < 0 .
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Тогда, выполнил интегрирование в (1.16) в пределах от Цк-\, d до qkd, 
найдем время движения системы на /г-ом этапе:

/ , 1*kd- tk-1, d = 7 —  arc COS хMkd ■

I ( 4 * - iл Н м  (?*<*)-f L .kd ' kd / л  л п \
x ------------------------------------------------- Q i - ------------------------------  (1.17)

( Qkd ) +  /-2  ̂ *
kd
hd

k  =  1, 2, 3, ... m 
d  =  1 , 2 , 3 , . . .

Из (1.16) легко определяется закон движения системы на fe-ом этапе 

х к =  Bkd.+ I /  (qkd) +  ^  -sin |шм (< — tk- i ,  d ) — y-kd] (1.18)
c kd

, Bkd~Qk-l,d , ^ 4 ^ 4tg V’kd — --- —   - - у *k — l, d ̂  ^  tkd
- 1, d (qk-l,d)

k — 1, 2, 3 ... m 
d  =  1 , 2 ,  3, ...

Время движения системы на d-ом размахе определяется из равен­
ства

п=т
v  1Т d =  л   arc cos X
ra=l "nd

l / " ~ r  "  ^ " - i .d ( ?” - i ,  a) (^ я) -  К (g/td ?л‘ и )
X i -  ^  - 5     (1.19)

4w (*„*) + 4 r -
c .d

d =  1,2, 3 .........

Декремент колебания, оценивающий затухания, определяется равен­
ством

§d = (1.20)
. Pd

и может быть вычислен с помощью (1.14).
Д алее процесс колебания будет аналогичным рассмотренному 

выше, только роль начального наибольшего (наименьшего) откло­
нения d + 1 -ого размаха будет выполнять величина рd .

В заключение отметим, что формулы (1.14), (1.17), (1.18),
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(1.19) полностью определяют поведение системы во времени при 
нобой интенсивности затухания.

§ 2 .  В ы ч и с л е н и е  н а и б о л ь ш е г о  ( н а и м е н ь ш е г о )  
о т к л о н е н и я  и в р е м е н и  д в и ж е н и я  с и с т е м ы  на d -ом 
р а з м а х е  с з а д а н н о й  т о ч н о с т ь ю .

Выясним, как выбрать т ] ( е а ) > 0  такое, чтобы из неравенства

max | Qd (х , pd- i )  — Qu(x, Pd-1) I <  (̂s</ ) (2.1)
следовали неравенства

I I pd I — I Pd I I <  a j  ; \Td — T d I < s d . (2.2)

Здесь pd , T d — точное значение параметров, pd , Td — значение этих 
же параметров, получающихся при замене кривой Qd (л:, pd_i) поли­
гоном Q u (x , pd-i),  составленным из п-хорд к кривой и ed — задан­
ное положительное число. Построив вписанный и описанный поли­
гоны Q*d (х, pd_i), Q*d(x ,p d- i )  (см. фиг. 3), найдем величины р*, p*d 
и время движения на d-ом размахе Г* и T fd такие, что

( - i ) d p 2 X - i ) rfP i > ( - i ) V
(— l )d T*d >  (— l )d Td <  ( — \)d T td. (2.3)

Тогда можно показать, что для выполнения первого неравенства
(2.2) достаточно выполнения неравенства

т)(е<, ) <  *й - Qmml  ; | Qmin I = m in  | Qd (x, p^-i) I ; 
Pd-i— Pd

( - l ) d P*d > ( - l ) d x > ( - l  y P,d. . (2.4)
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Из ( I .Б) индио, что время движения системы на первом и по­
следнем этапе d -ого размаха определяется несобственными интегра­
лами. Этот факт и сложность формулы (1.5) приводят к сложной 
формуле оценки величины rt (sd ) для T d :

?i(sd) =
4 ^ ~ Ж (еа' -Si d —tmd) miri j  Q(x.?d-i)dx  

P d - l
K—m — l 

2

(2.5)

где

min

/6 = 2

Sid =  I t* — t*l

Q (x, pd-\)dx

' %г—l)

d—1

<7/6-1, d ) ( ? « d  +  9 f t _ i ( d ’ 

d  =  1, 2,  3, ...

I «  d̂ S/nd =  I m̂ _ y  -  — l <C Ed !

— наименьшее из значений функций

.г/Т X -

§ Q’ (х, Pd_i) d x И 5 Q*d(x, pd-i) dx на участке
pd-1 pd-i

(— l) r f > ( — l) dx > ( — l) rf<7id.
Меньшее из значений yj (sd ), сосчитанных из (2.4) и (2.5) обеспе­
чит выполнение обоих условий (2.2).

От размаха к размаху ошибка в вычислении наибольшего (наи­
меньшего) отклонения системы и времени будет накапливаться. 
Поэтому, чтобы для d-oro размаха выполнялись условия (2.2), ошиб­
ка на первом размахе должна быть равна
Если разгрузочные процессы Qd (х, р*_: ) и Qd [х, (р*_( +, sd)] (см. 
рис. 4) таковы, что выполняются неравенства

Pd

pd <  pd <  p*d; Td >  T d >  T,

P*d

(2.6)

^  Sd I T d — T *  I Sd , 
то, вписав полигон Q*d (x, p*_x) в кривую разгрузочного процесса 
Qd (•*> Pd_j) и описав полигоном Q*d [х, (p*_t +: sd )] кривую раз­
грузочного процесса Qd [х, (p*_j -b s d )], так чтобы выполнялось 
для них неравенство (2.1), а величина ~q{sd ) определялась равен­
ствами (2.4), (2.5), получим, что

I I Pd I -  I Ы  I | <  sd ; I П - Tfd | <  sd (2.7)
и следовательно будут справедливы неравенства

' I I Pd I -  I Pd I | <  sd ; I T d— Td | <  sd , (2.8)
В этом случае удается избежать накопления ошибки от размаха 

к размаху. И следовательно на первом размахе величину можно 
выбрать равной sd .
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Фиг. 4.

Этот ж е результат можно получить и для нагрузочных процес­
сов, удовлетворяют,их неравенствам (2.6), описав полигоном 
Q*d (х, р ^ )  кривую нагрузочного процесса Qd {х, р* .,) и вписав 
полигон Q*d ]х,  (р*_г ч- l )] в кривую нагрузочного процесса 
Q d [ x ,  (р^_1 + ! Еа )1 вышеуказанным образом.

На рис. 5 показан простой графический способ построения поли­
гона Qid(x, pd- j )  к кривой Qd (х, pd-1), удовлетворяющего равенству 
(2.1).'

§ 3. П р и м е р .  Чтобы проиллюстрировать простоту получения 
частного результата из общего решения задачи, изложенного в § 1, 
рассмотрим свободные колебания осциллятора с упруго-гистере- 
зисной петлей в форме четырехугольника (см. фиг. 6 ) .  Положив в 
(1.14) т =  2, найдем наибольшее (наименьшее) отклонение в конце 
d-oro размаха в виде:

Pd =  q i d - ~  +  (— l ) rf X
° 2  d

V l / /  _ Q2d\2 . п . т Г  С и  Ра-1 Qld 1 /о 1\X у  [ q s d . - q u - ^ - )  + 2 ( ^  -  pd_,) [  ---------_ J  (3.1)

d  =  1,2,  3, 4, ...
(1.10) дает условие перехода через положение q\d - Время



Фиг В.

Hjfo.Q?) - н (j» 0?ь) 

X f a A h X f a n . e , *  I

Gfet-Qtl)

в'РпА0 i °

•« 4B 0»

c(bM „)

On)

? ( Q.) j - )  (д,2ъ0.2s) 

f  ((Ji Q j - F  (Чм.йгз)
J

Фиг. 6
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движения на каждом этапе определяется из (1.17). На первом 
этапе d -ого размаха время движения будет равно

=  • arccos   — -------ъ — —  d  =  1 ,2 ,3 , -4 . . .  (3.2)
c ,dp i , —  , * -

Qd
и на 2-ом этапе

-  ? 2 d + ? l d

hd — U d=  --------  a r c c o s — ^—:------------------- • (3.3)
" ’2 d  Qd „  , .

-7 ;— — 62d 1 Pd 
° 2 d

d =  1, 2, 3, 4, ...

Из (1.18) найдем закон движения осциллятора на первом этапе 
d-oro размаха в вцде;

X] =  q\d  +  (pd—1 — <7ld +1 —?-— ) COSCDjd t (3.4)
Ия d /- I d  Id

d — 1 , 2 ,  3,  4,  ...

и на втором этапе в виде

X., =  <̂ 2d -------7 ----- + ,  ( Pd —  Q2d “Н “ 7 —  J-Sin [(t02d (7  — 7 id ) ' -^d] (3.5)
°2d \ 2d j

V2d
<?2d ~~ 4id +

sin 02d = ------------------------------ d =  1, 2, 3, 4 , . . .
P d - ? 2d 4- M

Qd

Положив в формулах (3.1) ч - ( 3 .5 ) d =
s =  1, 3, 5, 7 . . .  

s +  1 = 2 ,  4, 6,

C i s =  C ls+1 ;  C 2 S —  Q s + i l  —  <?2s+i —  p s - ь  <7is — Ps—i 2Д;
^ i s + i  =  ps 1+.2Д, 
где Д см. [5]
и выразив обобщенные силы Qid, СЬя, Q s - i, и через перемещения

C?2s — — Q2S + I =  - f i  Qos =  Д (Qs C l s )  Ps —1 c 2s;

Qis =  Q sp s-i — Д (С и  + ;C 2.s);

Qls + 1 =  Ps f-2s “И  Д ( Q s  + ( Q s ) ,  ГД 6  C is  И C^s 0

получим решение для осциллятора с упруго-гнстерезисной петлей 
в форме параллелограмма, результаты которого полностью совпа­
дают с [5].
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