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И.С.Ахмедьянов

ОБ ИНТЕГРИРОВАНИИ ОСНОВНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
НЕОСЕСИММЕТРИЧНОГО ИЗГИБА СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Как и звестно  [ I ] ,  зад ач а  о р асч ете  сферической оболочки при 
произвольном нагружении своди тся  к интегрированию дифференциаль­
ного уравнения

( 1 )

в котором у п -  искомая функция, у  г  угол между осью оболоч­
ки и внешней нормалью к срединной поверхности , 9 “  п арам етр , 
определяемый из соотношения

0 (\) * о  « о с А , (2 )

ГДе 2 Й2 ,
). = 1 2 ( < - . И р - - Ь  > 

причем Р -  радиус срединной поверхности оболочки, Ь ~ толщина 
оболочки , -  коэффициент П уассона.

Штрих озн ачает  производную по аргументу ц) .
В с т а т ь е  [ 2 ] приведен способ интегрирования уравнения ( I ) ,  

основанный на использовании решения для случая  п =0 с последую­
щим применением рекуррентных соотношений. Там же кратко  рассмот­
рены различные решения это го  уравнен ия , предложенные другими авто­
рами. ■ •

Для оболочки , замкнутой в вершине, сп о со б , предложенный в [ 2 ] ,  
может быть реали зован  без каких-либо затруднен ий . В случае  о^ень 
тонкой оболочки в виде сф ерического пояса применение метода может
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встретить трудности, связанные с неудовлетворительной сходимостью 
гипергеометрических рядов. В настоящей статье излагается решение 
уравнения ( I ) ,  свободное от этого недостатка.

I .  Первое частное решение и <л уравнения ( I ) ,  регулярное при 
ф =0, можно взять в форме, предложенной В.Г.Рекачом [ 3 ] . Оно по­
лучается следующим образом. Положим, что

 =  ~ 2 ‘

Тогда для получается уравнение

которое подстановкой
• 2 Ф

X = &М1 “

приводится к следующему гипергеометрическому уравнению 
Х ( 1 - х ) 4 ^ г  + (п*1- * \>(9*1)2п = 0

О Х  и X

с параметрами ( 4 ]

о(= - 0 ,  ]3 = 0* 1, $  = п + 1.

Согласно (2) _______

Уравнению (3) удовлетворяет гипергеометрическнй ряд [ 4 ] 

г г Г ( Ч М , п И , » - х  к ! ( п . П | [  I  , 

в котором

(г )к = ъ(х* О ..; ( г * к -О , ( г ) е = 1.

(4)

Следовательно, решение будет иметь вид [ 3]

Т р п И ' У )•
2. Выражение (4) можно представить следующим образом:

Г ( - О ,У  1 , и ^ , х )  = (X )* 10>1п ( X ) . (6)

(7)

Здесь
“ к к

(Х )  = "2 ^ к п  х  , Ц п ( Х )  =  -  ]^кп Х  > 
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причем
_ к ( к -п ч

к п ~ К ( К + П) °'К ~1,И
♦ — 4____ .

К ( К * П ) J к-1, п

Р хп К (К + И) Л *■<'" - 1 ___С
к ( к + п ) **<>п

о^т • 1 ,
Зо Функции 1р ( X) и 

непосредственно по -формулам 
ч’’"(х)=1 ^ " г х ) ’ 

где, очевидно,

> а Гк“ -” -< >■ __ 1__
’  к л  1 К ( К * П )  ? КИ,П К ( К * П )

X
К ( К *  П )

Л . - * 0 -
С01 п (х ) целесообразно вычислять не

(7 ) ,  а записав их в следующем виде:
со

(8)“ и ‘х >=£ 2

и Гк(к -1)-1
I К ( к * и ) С К'1,п

4 . На основании (5) и (6)
И = 0 .ь он
запишем

п У ~
т  = 6 <"’

к-<,п 2

^ < п ,

®1И = У < п ^ П 2 ’ 2 '

6 а Исходя из < 4 ), можно установить зависимость

■ г " )

Она позволяет получить следующее выражение
( и > < ): 

СП » / )

ДЛЯ производной

(9)

Отсюда;

~ г ( п с ^ ) .

от О до ср обе части уравнения
, получки

Интегрируя
предварительно умножав его на мпц>

( I ) при
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отсюда выводим для п =0:
, с„ = -г„-Л 0,г .

5. Второе частное решение у 2п уравнения ( I ) ,  регулярное при 
, будем искать в виде произведения

( 1 0 )

Тогда для ш п получится уравнение

Заменой , и 2 V
Ь = / - X = 4 - 5СЛ ~2 - с0$ у

оно переходит в гипергеометрическое
Ь ( 1 - 1 ) ^  + ( п * 1 - 2 1 ) ^  + Ьд*1)г1Гп -0,

совпадающее с точностью до обозначений с (3).
Следовательно,

1дгп = Р (-\), \)* Л г Н , Ь )
и, в соответствии с (10),

^ 2„ = И ) Л^ ” -у
или

= с^ п т р  ^ ^ ^ ■ , >п + '| »с о з г т ^

Записав
Р(-0,0н,п* Ь) = Г(-0,9*1.л*<Лх) =

= 1р2л (х) н- 1сояп С=О,

где

Н>2 П (* ) = Ч п ( х , г 6 М 1 ) з С ^  « ' х )  д а

представим решение и, гп в форме

<к >.
Здесь
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Для производной легко получить формулу

Угп = П ( У î,n-1

аналогичную (9 ) .
Отсюда, согласно (1 2 ),

б ; П - Л ( ®2,п-<

Z  2л =  П ( Г 2,П-1

При и = 0 , как и ранее, будем иметь

6 . Значения функций ф2п и а ) г п  в соответствии с ÇII) можно 
вычислять по формулам (8 ) , изменив в них аргумент х на аргумент 
t  = 4- х  .

7 . Вронскиан системы решений у 1п , у г п  ( п t  4 ) уравнения 
( I )  будет иметь вид

^ 1 »  > У in  ) ~ У н  У 2п ~ У  1п У  гп =

_ n f n  i, и H х 2 п ( - О п ч Г ( - ^ ^ 1 , п И , 1 )
“  У  т  У  2 ,п -1  ~ У  гп У  1,п-1 ~

Так как [ 3 )
г . ) ' . . Г ( п Ч )  Г (п )Г ( -  > ^ и - п + ', - ^ =

Г ( п ^ ^ ) Г ( п . 9 )

где Г (1) -  гамма-функция, то
W [u и ] =  . 2 < n f ) i _ _ _ _

Это соотношение справедливо и для п =0:
и/ [ u и h ------- ----------------—  - -  ---А *

3<0>?2<?J Г (4*1))ГН ) ы л у
Здесь

А = у  c o s iïa c h iïê f 8 = -  jjr S L n JT ash jîê  ,
Из (13) легко получить следующие формулы контроля 

ти вычисления рядов 1р1м , 0)<п , ф2л , С02и ( n i

■ИИ

= АЛ+ <А> ( B )

(14)

правильнос- 
) :

   
 

 

 

 

 

 

 



Здесь, как следует из ( 1 3 ) ,  для п =1
л А + Л В л = _ - 3 АА ' = ’ 6 ’’ Ы

Для п 2

А„ =

6 .  _ 2 Ш ! г П - £  [ ( п 1 -п  - О 6 „ ., и  А„., ] .  
(п 1-п - О  • Л

8. Вычисления значений 1£2п и С0ги  по приведенным выше фор­
мулам показали, что в случае очень тонких оболочек ( у -  ? 400 )
расчеты по ним следует проводить, начиная с какого-то значения 
п 0 , для которого степенные ряды сходятся сравнительно хорозо. 

Для значения п < Пв лучше использовать следующие рекуррентные 
зависимости ( П 0 ) :

(п2 +Зп + -I )ф 2 ,п>2
'  (п + 1 ) ( и* 2) Т ’

+ (П2 *.ЗЛ + 1 )М г ,П*г_ ~ ^^2,П*2 ¿ Л 2 —  ,
+ ’(п * О (П * 2 ) о 2

вытекающие из соотношения [ 4 ]:

П(И+<)Н-2£)ШЛ * (п г *п - -/-¿Я) ¿шП4<

-п(пН )(1-О 'игл н  = 0.

9. В заключение заметим, что функции 6  1П й являются 
затухающими по мере приближения к полюсу у  =0, а функции (32л 
и Ъгп  -  затухающими по мере удаления от полюса. Благодаря этому 
обстоятельству при расчете сферических поясов исключается возмож­
ность появления малых разностей «близких '^исел.
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