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1. Постановка вопроса

Для оценки накопления повреждений в настоящее время упо­
требляется априорная мера повреждения D, определяемая в зависи­
мости от принятой гипотезы накопления повреждений. Об этой 
мере известно, что D — 0 в самом начале работы (испытаний) конст­
рукции и D =  1 в момент ее разрушения. Во все другие моменты 
времени 0 < Д ) < 1 .  Опытная проверка функции повреждения прак­
тически невозможна из-за отсутствия конкретного содержания ме­
ры D. Естественно, возникает стремление конкретизировать эту ме­
ру, придать ей реальное содержание. В литературе упоминаются 
попытки принять в качестве меры повреждения величину устало­
стной трещины [4]. Мера эта не привилась из-за трудности оценки 
размера усталостной трещины в процессе накопления повреждений. 
Эта трудность, однако, может быть преодолена, если установить 
связь между размерами усталостной трещины и изменением надле­
жащим образом выбранного параметра системы «вибратор-обра­
зец».

В качестве такого параметра следует принять жесткость повреж­
денного образца, изменение которой в процессе испытаний можно 
оценить. Здесь жесткость поврежденного образца спр понимается в 
интегральном смысле, как приведенная жесткость, т. е. как ж ест­
кость балки постоянного сечения, перемещения которой в точке при­
ложения силы Р  равны перемещениям поврежденной балки в той 
же точке.

В настоящей работе в качестве меры повреждения принимается 
величина А, характеризующая относительный размер усталостной 
трещины:

А =  \ - ~  = 1  - h ,

где 2 h — высота неповрежденной части сечения образца,
2Н — полная высота сечения.

Дальнейшее изложение ведется применительно к испытаниям

80



консольного образца на усталость при изгибе, однако оно не теряет 
общности и при других видах усталостных испытаний.

Испытания образцов на усталость при случайной и гармониче­
ской нагрузке проведены на электродинамическом вибраторе, ко­
торый имеет неподвижный постоянный электромагнит и подвиж­
ную катушку, соединенную с корпусом при помощи упругой рессо­
ры. Образец, имеющий до повреждения жесткость с и рессора с 
жесткостью с р связаны подвижной 
катушкой так, что прогибы их по 
линии действия силы Р  одинаковы 
(фиг. 1).

Так как с р ) ) с ,  то вследствие 
развития усталостной трещины об­
разца прогибы изменяются мало.
Уменьшение жесткости образца при 
наличии повреждения обусловлива­
ет уменьшение отношения напряже­
ния ст в некотором неповрежденном 
сечении его к напряжению <тр в рес­
соре, замеренному в тот же момент 
времени. Это происходит из-за 
уменьшения силы, действующей на образец в результате перерас­
пределения силы Р  между образцом и рессороц. Поэтому целесо­
образно падение жесткости поврежденного образца'связать с изме­
нением напряжений в неповрежденном сечении' образца, которые 
могут быть замерены в процессе эксперимента.

Настоящая работа посвящена решению этой задачи при дейст­
вии на образец динамической нагрузки случайного'характера. У ка­
занную связь удобно установить без решения уравнений, описыва­
ющих поведение, системы «вибратор-образец», с помощью методов, 
применяемых в теории автоматического регулирования.

С развитием трещины в процессе усталостных испытаний изме­
няется реакция системы .на входной сигнал, которая, как известно, 
может быть оценена передаточной функцией или амплитудно-фа­
зовой характеристикой системы.

Ниже будет показано, что передаточная функция системы, «виб­
ратор-образец» зависит от жесткости спр испытываемого образца
в момент времени t и что относительное изменение жесткости — 
определяется относительным изменением замеряемых в образце и 
рессоре напряжений — — (индекс «О» соответствует началь­

ному моменту времени).
Относительное изменение жесткости, с другой стороны, может 

быть связано с относительным размером трещины (1—/г).
В  конечном счете, замеряя напряжения в неповрежденном сече­

нии образца и в рессоре, мы контролируем развитие усталостной 
трещины и накопление повреждений.

Ф и г . 1.
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На основе изложенных соображений» "Ьчевиднб, представится 
возможным: 1) произвести опытную проверку различных теорий на­
копления повреждений в процессе развития трещины и 2) оценить 
влияние характеристик Стационарного случайного процесса (мате­
матическое ожидание, дисперсия, спектральная плотность) на вто­
рой стадии накопления повреждений.

Можно указать также на возможность оценки повреждения кон­
струкции на основе использования образцов-индикаторов («свиде­
телей» усталостного повреждения), установленных в окрестности 
наиболее нагруженных сечений различных элеметнов конструкции. 
Исследуя развитие трещины на образце-индикаторе, мы можем 
установить его повреждение, по которому можно оценить повреж­
дение конструкции.

%
2. Передаточные функции звеньев системы «вибратор-образец»

Рассмотрим передаточную функцию G (s)  системы «вибратор- 
образец», приняв за входной сигнал величину электрического тока i 
в обмотке подвижной катушки вибратора, а за выходной сигнал — 
напряжение о в некотором неповрежденном сечении образца. По­
лагаем, что все звенья системы линейны, т. е. описываются линей­
ными дифференциальными (или алгебраическими) уравнениями. 
Учитывая, что передаточная функция последовательно соединенных 
звеньев равна произведению передаточных функций этих звеньев, 
напишем:

G ( s ) = Jj ^ -  =  G1(s)-G2(s)G s (s).Gi (s). (1)

- f j i )    передаточная функция от входного тока к си­
ле Р  на выходе из вибратора;

I. (А) ,I j p y  передаточная функция от силы Р  на выходе из
вибратора к силе Р ,, действующей на образец! 

Х\р х) ~~ передаточная функция от силы Р г, к прогибу 
у  образца:

-ц^у  — передаточная функция от прогиба у к напряже­
нию о;

L — оператор преобразования Лапласа:
ОО

L (x ) =  f x e~ stdt.
о 1 ' " -1 " 1 ■ "•

Рассмотрим последовательно передаточные функции звеньев си­
стемы. ' |:

1) G i ( s ) =  - -- - -  есть передаточная... функция . вибратора, ко-

Здесь

G,(s) =

Go (s) =  — 

G3 (s) =  

G4(s) =
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торая в первом приближении может рассматриваться независящей 
от времени и нагрузки. Для рассматриваемой задачи, как это видно 
будет дальше, нет необходимости в определении этой функции.

2) Так как зависимость между прогибом у и силой Р\ будет 
линейной, то, учитывая равенство прогибов образца и рессоры, по­
лучим распределение силы Р между ними пропорционально их из- 
гибным жесткостям. Тогда вместо передаточной функции

Go{s ) — -£jpy  имеем передаточный коэффициент '

К  =  А -  =  —  • (2)Р Спр -}- Ср
Здесь спр — приведенная жесткость образца (определение этого 
понятия дано вы ш е).

Изменение отношения -у- во времени невелико и происходит, по
мере изменения жесткости образца, весьма медленно по сравнению 
с изменением значений случайной или гармонической нагрузки. На 
этом основании можем на некотором отрезке времени рассматри- 

Р1вать отношение -р- постоянным.

3 ) n G3(s) =  есть передаточная функция образца. Она мо­
жет быть получена из дифференциального уравнения колебания 
образца, которое составим с учетом внутреннего трения, пользуясь 
законом Фохта [2]

а =  £ * • + * „  А . - ,  _ ' ч (3)

где к о — коэффициент вязкости материала.
При этом жесткость поврежденного образца считаем равной при­

веденной жесткости спр.
Так как

Е =  ~  S '  2 =  — xz (см ‘ Фиг’ 2>’
то

Отсюда

а =  — E *z  — k0 А -  2 .

М =  -  I  ozdF =  с пр*  +  К  -cf -  А .  (4)

Напишем уравнение проекций на ось г-
д'1 М д-у т- 3dx2 dt2 ’

где т, F'— погонная масса образца и площадь сечения, соответ­
ствующая спр.

д̂ у
Подставив (4) в последнее выражение и учтя, что *  =  -§~г, полу­
чим уравнение свободных колебаний.
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Зх *  Эх3

Вследствие развития трещины жесткость с„р изменяется с те­
чением времени и уравнение свободных колебаний содержит пере­
менные коэффициенты. Однако указанное изменение происходит

несоизмеримо медленнее, чем изме­
нение других параметров системы 
(скоростей, ускорений, величины 
внешней нагрузки).

Это дает основание считать при­
веденную жесткость постоянной на 
отрезке времени, значительно пре­
вышающем период колебания, т. е. 
«заморозить» коэффициенты при пе­
ременной у.

дм
dx dx

Фиг. 2.

Тогда уравнение свободных колебаний запишется в виде:

пр дх*
д ъу

dx^dt +  т д 2у
dt2 =  0. (5)

Так как передаточная функция не зависит от закона изменения воз­
мущающей нагрузки, то приложим к балке возмущение вида 
Pi^Posinw t.

Дифференциальное уравнение вынужденных колебаний при 
этом будет иметь вид [2]:

д ъу  , ,  д 2у  _  q .(x )Спр cHv , koCnp 
т д х 1 ’ *' E m  dx^dt + dt2 т

где

q (x )  =  2  hr X r (x)
r = l

И
X r ( l )

(6)

(7)

(8)
f X ? ( x )d x

Здесь Xr (x) — функции формы колебаний 
Sr (t) — функции времени.

В соответствии с (7) решение уравнения (6) ищем в виде ряда:

у =  ^ X r ( x ) S r (t).
Г—1 (9)

Подставим (7) и (9) в уравнение (6) и требуя, чтобы оно удовле­
творялось для любого значения г, получим:

Спр
т X 1/  (x )S r ( t ) +  * g p ? v (* ) s r (<):+ X r (х) Sr (t) =

X r (x)sin  w/.

Здесь цифрой IV обозначена четвертая производная по х, а точка­
ми — производные по t.
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Разделим переменные:

5 , ( 0 + а м о

(Ю)

(П)
где

р г есть собственная частота гармонических колебаний r -го тона. 
Умножив обе части уравнения ( 1 1 ) на Х г (х ) и используя (8 ) ,  по­
лучим

Передаточную функцию рассматриваемого звена йайдем для 
r-го тона колебаний.
Произведем преобразование Лапласа обеих частей равенства (12). 
Учитывая, что преобразование постоянной есть сама постоянная и 
что преобразование дифференциального уравнения совпадает с сим­
волической записью его (при естественных начальных условиях), 
придем к выражению

Выражение (14) есть передаточная функция колебательного звена.
4) G4(s) — передаточную функцию от прогиба к напряжению — 

будем искать, также как предыдущую,- для г-го тона колебаний. 
Полагаем, что изгибающий момент для поврежденного образца 
совпадает с изгибающим моментом балки с приведенной жесткостью

2 ka ' , 2У г +  рг у Г +  Рг У Г — Рл Хг(1) Х г (х)
т  1 „

I x r (х )  dx

(12)

о

02(7 2 s 2 +  T2s +  1 )L  (уr )  = L ( P i )  X , ( l ) X r (x )
( 1 3 )

0
откуда

( 1 4 )

Здесь
X r ( i ) X  r (x )

i
m  j A 2 {x )  d x  

0



спр. Тогда напряжение в неповрежденном сечении можно записать 
в виде:

- % с „ Е Н ,

г д е 2 #  — высота неповрежденного сечения образца; спр =  —— •

Учитывая выражение (9 ) ,  получим:
00

а = Г пр£ Я 2  X'r (x )S r {t). (15)
Л = I

Д ля консольной балки, воспользовавшись функциями А. Н. Крыло­
ва, Хг (* )  запишем в виде:

d
Х г (х) =  -о- [ch Ьг х  — cos br х  — Вг (sh br х  — sin Ьг л:)], (16)

где [1]:
chbrl 4 -  cos brl

Br shbrl +  sin br I

d  — постоянная, определяемая из граничных условий.
Вторая производная:

X ’ (х) =  Ь2 [Хг (я) +  d (cos br x  — В г sin л)] =  b2 [Хг ( * )  -f- cr ). (17) 

Здесь
cr — d (cos br x ^ - B r s in br x).

Воспользовавшись (15) и (17), запишем напряжение a r , обуслов­
ленное прогибом уг :

a r  =  с „ р  EH b2r [Хг (X) + Cr ] Sr:(t)  = cnpEHblyr [ l :+

Отсюда получаем вместо передаточной функции передаточный 
коэффициент для r -го тона колебаний:

h r  =  - j t -  =  cnpf( r ,x ) ,  (18)
Где

/<'•*>- ( I ' + i f t g )  ЕНЬ"

3. Мера повреждения

Выше мы условились оценивать повреждение изменением реак­
ции системы на входной сигнал. Напомним, что за входной сигнал 
принята величина электрического тока i, а за выходной —  напряже­
ние о в неповрежденном сечении образца. Удобно в качестве оценки 
повреждения рассматривать отношение передаточных функций сис­
темы в момент времени i и в начальный момент времени.
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Чтобы перейти к передаточной функции системы, рассмотрим ее 
структурную схему (фиг. 3 ) .  л ., , ,
Группу звеньев с передаточными функциями Gzr (s) и передаточ­
ными коэффициентами К4Г объединим в одно звено с передаточной 
функцией G3(s )k 4. Для рассматриваемых низкочастотных колеба­
ний отношение квадратов частот вынужденных и собственных ко-

Фиг. 3.

лебаний ^  =  Т\ со2 по сравнению с единицей мало (порядка 0,01).
РГ

Учитывая это обстоятельство, на основании (14),  (18) и помня, что

Рг =  спр — , можем написать. 

Тогда

G3r( s ) K = ^ -
(T?S+ 1 ) Ĉ

G3 (s)fe4 =  ^ - ~ Г- ' Х)ИГ' Х)Г
£  (T 2s +  1) сЪг

(19)

(20)

Запишем отношение передаточных функций в момент времени t и в 
начальный момент времени:

Ю (я)]| =  [О, (s)]^  h t  [G3 (s) ,o n
[G (s)]o  [G i(s )]o  ' h o  [G3 ( s ) k i ] 0 - W

Из соображений, изложенных выше (см. стр. 83) следует, что

_  ] /99)
[G i(s )]„  ' . М

Так как в момент времени / = 0  (повреждение отсутствует) с„Р =  с, 
то на основании выражения (2)

kit
kio

1 -i- —
C n p  .  С _  —  Cp

C n p  - f -  C p С -) -  Cp n P
1 +

C n p
(23)
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Для сложного звена с передаточной функцией С з(« )к 4, пользуясь 
выражением (20) и помня, что с есть первоначальная жесткость 
образца, получим

[б’з (s ) ki\a

В итоге, используя (21), (22), (23), (24), имеем
с

tGs(s)foh 1 ,пл\
ТпГПлТлГ ~  1 (^4)

W O')] I _  „ СР
[G ( * ) ] » . - А , р  спр '

Ср

С другой стороны

[ G  (Ч] < _  [ L  (.Свых) / L  (^вх)Ь
[ G (s ) ]o  [ L  ( x Bu x ) / L  (хвх)\о  '

Через л:вйх и х вх обозначены соответственно сигналы на .выходе и 
на входе системы.
Рассматривая это отношение в моменты времени, для которых 
( * вхХ =  ( * вх)л, получим:

[О (')]< и(-Тцых)Ь • /осч
[G (s)]o (М*вых)]о • {  )

Сопоставляя (25) и (26),  замечаем, что отношение изображений 
выходных сигналов не зависит от частоты и поэтому может быть 
представлено как отношение амплитуд выходных сигналов

(Явых)? Of
(-Евых)о во

Тогда
с

+  Ср о,
с„ п  3 — =  —  ( 2 7 )

С п р  ао  • 4  '
1 + \ р

При этом нужно иметь в виду, что напряжения at и ао различаются 
лишь вследствие повреждения образца.
Очевидно, что на основании (27) можно отношение напряжений в 
рессоре в моменты времени / = 0  и t (при одинаковых входных сиг­
налах) записать в виде

с 1 ■ 1 4- —
сро   * р  . ^р    ср ( 2 8 )
0ро Гпр Ср c - f -c p  Спр

1 ~Г ”Т Ср

Тогда, учтя (27) и (28), придем к заключению, что

( а / о р ) ,  —  _  / п р / 0 0 ,



где I, I„p — соответственно момент инерции и приведенный момент 
инерции сечения образца.

Отношение (-^-)о берется в начальный момент времени, отношение 

[ ~ - ) t — в момент времени t.
При этом очевидно, что входной сигнал может быть произвольным, 
так как указанные отношения, в силу линейной зависимости между 
напряжением и силой, от входного сигнала не зависят. Таким об­
разом, определяя по результатам замеров напряжения о и о р в не­
поврежденном сечении образца и рессоре в разные моменты време­
ни, на основании выражения (29) находим /пр. Зная количествен­
ную связь между величиной усталостной трещины и приведенной
жесткостью образца,* находим отношение Далее определяем

меру повреждения А — 1— h, характеризующую относительный раз­
мер трещины.
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