
И. С. АХМЕДЬЯНОВ

РАСЧЕТ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ, 
НАГРУЖЕННОЙ ЧЕРЕЗ ЭКСЦЕНТРИЧНО 
РАСПОЛОЖЕННУЮ
ЖЕСТКУЮ ШАЙБУ

ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

— радиус срединной поверхности сферической оболочки; о — толщина оболочки; 
ф, <р — криволинейные (географические) координаты точки срединной поверхности 
оболочки; х, у, г  —  подвижная правая прямоугольная декартова система осей ко
ординат с началом на срединной поверхности оболочки; и, V, да— проекции век
тора перемещения точки срединной поверхности оболочки на оси х, у и г; ■&], 
Д2 — углы поворота нормали к срединной поверхности оболочки вокруг осей у и л, 
Е , р — модуль упругости и коэффициент Пуассона материала оболочки; ДЧ, N2', 
Б — нормальные и сдвигающее усилия; ф ( , Q2 — перерезывающие усилия; ЛБ, 
М 2 } Н  — изгибающие и крутящий моменты;

3
В  =  1 2 (1 - ? ' )  : ^2 =  12ти2 (1—р2 ) — р2 ,

/? . 1 . 1 
т  ~  о ’ х _  12/н2 ’ “  24/я2 (1 — р2) •

Принятая система осей координат, а также положительные на
правления усилий, моментов и перемещений показаны на рис. 1 и 2.

Приведем основные формулы расчета сферической оболочки при 
симметричном нагружении.

1. Если сферическая оболочка находится под действием крае
вой нагрузки, симметричной относительно плоскости ср = 0, то внут
ренние усилия и моменты можно определить по следующим форму
лам [ 1 ]:

= у  ТУщ соэ Ж  =  у Ы2п соэ пу, 5  =  У /¿ф;
л=0 л=0 л =  1

<31 =  у  <31П сОБ/го; ф 2 =  У ф 2л э т  /гф ;
л=0 л=1

^ 1  =  у М щ  соз/гф; /И2 =  у  УИ2Л соз/гф; I I  = у  //„эш/гф.
л=0 л=0 п==1

(П
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Рис. 1

.Здесь (штрих означает производную по аргументу ф)

i» =  7 ^  2  (С in Sín -V Dinhin) +  's jn 2¿' (£л ^л +  D n ул );
z= i

Д̂ 2П =  7 ^  &in +  Din р /л )----Sjn 2 ф" (С„ ^л Н~ Dn \}т}\
1=1

Sn — J^(^Zn ^in +  Din s in 2 ф (Сn — Dn Ул);
4=1
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(2)

<3̂  —

<31« =  +  О  ,-« < „);
/= 1

2

(С 1п 1п +  Е)[п ~1п)>
2^7 £8

в1П ф __
1=1

Е§2
6 Б1П2 И «  Х « +  В п [̂ п У,

причем
а 1« (Ф) — ё\п  +  2/?1 я ;

71« (Ф) =  (1 +  2 р 1л ;

-  5 1П ( р к-

Я1«(Ф) = 2 (%г^ ф

ЕЪ2

6 51П2 ф
(Д« В п[Кп),

п2 \

А « (Ф) =  с 1« — ^ т 1«;

С 1п — уД1« 7“ 1 В 1П ;

Формулы для а 2 Л , ... , 72« > С._ _ , . . . .
изменением индекса 1 на индекс 2.

Функции а1 п , т 1 л , а2„ , х2п находятся из соотношений

°1« +  =  у 1 я , а2я +  ¿х2П =  у2я >

где  у 1 й , у2Я — линейно независимые частные реш ения дифференци
ального уравнения [1]

71« (Ф) — т 1« ~Ь > А « ; 

■01« =  '¿В\п — ^Дрг .

’2п и О-2п получаю тся

П2

«2
51П2 ф "1П

из (3) и

)

<  +  % с ‘ёФ  +  (1 +  »■ -  - ¿ ф - )  ’ » =  О-

2. П ерем ещ ения й, V, ю  точки срединной поверхности оболочки
и углы поворота нормали определяю тся формулами
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^1 =  У  cos tl<F, =  У  ^ s in n c p , 
л=0 л=1

It которых
"¡'. 2-r(1 +  Р) +  D ,„ t¡„) +  C„F„ -  D„G„ + C ^  + D^G‘a ;

/= 1

- 2- ^ ^ S . ( C i „ o , n +  D l „-.l „ ) - C „ F „ ~ D a G„ + C‘F ^ D 'G '  ; 
Z=1

~  =  2^ P i n  "I” Din C nX n 'T DnYл — Cn X n + D n Y n ; (6)

=  У  И / я  a ¿n +  ß i n  'm ) + C n ^ n ~  D n ^ n +  С* Г* 4- D* A* ; 
z=i

&2„ =
2

■ , - У  (-А/л a  in~Y в  In ^in) — Сп*П — D n ~-n— Cn Фл+ Dn 2 Я ,

для rt >  2, причем
ЛДФ) =  v„ (2СЛ — À«) sin ф;

/^ (ф ) =  Х„ этф ;

Х п (ф) =  ^ ;

Х (ф ) =  P?;

Гл (ф) v„ Г,: ;

О  л (ф) =  V„ (2 y¡„ — 4л) Sin ф;

Gn(^) = 'Хг SÍn ф;

Yn (ф) =  v„ Yn ;

/ «  (Ф) =  Q î  ;

А« (Ф) =  *л  Ал ;

П (Ф )  =  ^ т ф :  Д „(ф ) =  т ^ п ф ;

Фл (ф) =  V« Фл* ; 2л (ф) =  V« Q* ; 

ф* (Ф) =  — М  sin '] ; 2* (Ф) =  (7]л — 4л)sin ф;

(7)

Сл (Ф) =
п

sin2 Ф

М Ф )  =  c tg "МФ) = ‘8”у :
Р" (Ф) =  (я +  cos <|>) tg" A ; Ф "(Ф ) =  ( / г - С 0 8 ф ) с 1 § л - | -  ;

V = 1 + .
>l 2n(n2 — 1)

Для n = 1 и n — 0,

4  =  2T (1 + ( л) +  D ¡ 1 <.1) +  (C 1 +  D1) F 1+ (C 1 - O 1) 0 1 +
¿=1

+  CÎ +  D Î - ( C : - D Î ) c o s ô ;
3!

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 



2  ( C i i ° ¡ i  +  D i i  T í i )  - ( C i  +  <c > -  D >> M
r  ¿=1

— (Ci 4* Di) eos ф 4- Ci — Di ;

—  =  2^ (С /i /?ti 4- D ii Qii) 4- (Ci 4- Di) X x 4- (C\ — D\) Y j —

— (Ci — ¿)!)sinó;

'^11= 2 ( ^ ¿1 a <i^" T ii) +  (Ci +  D J ^i +  (^ i — Di) Á j4-Ci 4- Di ; (8)

^ 2i  =  — ¿ ф 2  +  ^ Zi Т /1  ̂~  ~  (̂ *1 —■ A )  ~

— (C1 4- DÍ)cos(p;

=  27(1 4- ^ ) 2 ( C 'o < o +  ^ o < o) +  2C0F 0 4- 2С озтф ;

~  27 ’V (C zq p¡o 4- DiOq ¡q) 4- 2C0Az
0— 2Co eosф;

1=1

=  2 ( ^ ' ° a zo +  &*> X 'io) ’ 
Í=1

—  =  O, 4h0 =  0. 
P 'ü

л ,(ф ) =  -  v ( !  +H)sin<|>; >■,(+) =  ~ i Ql ;
o ¿

Г ИФ) = Д1 (ф) =  - - | - ( 1  +  Р');
2 sin ф 8

Ф ><Ф) =  — p - 2 1 (ф) =  - у ( 1 +|X)COS<1>;

^о(Ф) =  (1 +  Iх ) Q Í; %„(<!>) =  (1 +  |x)Q !,

причем

QÍ(cp) =  sincplntg-^-----ctgcp; Q? (ф) =  — соэф ln tg —------1. (IGF
¿ 2
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3. В предыдущих формулах для- усилий, моментов и перемеще
ний через , В 1 п , Д2« » ^2« > Сп , Dn , С* и О* обозначены посто
янные интегрирования, из которых Со , Сх и Dx находятся из уравне
ний равновесия. Остальные определяются из граничных условий.

11остоянные А п , В п и Сп , D n , С*п , Л  (п 2) связаны между 
• обой следующими зависимостями [1]:

А„ = - L  (с„ + 4 -  С’Л , В„ =  4 - 1 D„ -  4 -  D', I 
4zn \ / 4т \ ип /

Для /2 = 1  и п — 0;
/ 1 =  В 1 =  4 - (С ,  +  О 1); Л  =  В„ =  0.

4 т
Кроме того,

Со =  Do , Со =  Оо •
4. Равнодействующая всех внутренних усилий S и Qi, рас

пределенных вдоль некоторой параллели ip, имеет составляющие
, В т, и /Д  (рис. 3), равные

/Д  =  (C i- О Д ;  Fr, =  0; F c =  -  4г/ДЕоС0 . (H )

Далее, усилия ЛД С, (21 и моменты ЛД, Н, действующие вдоль 
рассматриваемой параллели, дают момент относительно оси т], 
равный

АД =  г .^Е Ъ  [(1 +  х)(С 1+  ОД -  ( С ! -  20,)созф]. (12)

Моменты относительно осей £ и Д очевидно, будут равны нулю.
Если к верхнему краю оболочки гр =  гр0 приложены краевые уси

лия и моменты, приводящиеся к силам Р о и Р и моменту АД, дей
ствующим в плоскости <Р1 =  0 (рис. 4), то из (11) и (12) легко по
лучаем

’ 5311
Рис. 3.
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5. Рассмотрим оболочку в виде сферического сегмента, ограни
ченного параллелью ф =  ф1 (рис. 5). Пусть на нормали к срединной 
поверхности оболочки, определяемой углами <р = 0 и ф =  оо, распо
лагается центр круглой жесткой шайбы, к которой приложены ра
диальная сила Ро, касательная сила Р и момент Л'1о, действую
щие в плоскости ср —0 (размер шайбы определяется углом а 0) .

Для исследования напряженного и деформированного состояния 
оболочки введем новую систему • географических координат а, (3 
с полюсом в точке ср =  О, ф =  ы0 (точка В, рис. 6). При этом связь 
между координатами а, р, ф и ср одной и той же точки С средин
ной поверхности оболочки получим, воспользовавшись формулами 
сферической тригонометрии [2] :

cos х =  cos œ0 cos ф + sin o)0 sin ф eos ф;

eos ф =  eos (00 COSa —- sin œo sina COSp.
34

 

 
 
 

 



Для угла 0, под которым пересекаются меридианы р =  const и 
i| =  nst, будем иметь

cos («0 =  cos a cos ф 4- sin а sin ф cos 0.

Кроме того, для сферического треугольника АВС имеет место 
следующая теорема синусов:

sin <Х sintp _sin<»0 
sin<p sin ß sin0

Введем следующие обозначения для усилий, моментов и пере
мещении в системе а, ß (рис. 7):

N a, N p , 5а р — нормальные и сдвигающее усилия; Qx , Q<¡ — 
перерезывающие усилия; Ma , ТИр , Haß— изгибающие и крутящий 
моменты: U, V, W — проекции вектора перемещения точки средин
ной поверхности оболочки на касательные к линиям ß =  const, 
а  =  const и на нормаль к срединной поверхности; Хг— углы 
поворота нормали к срединной поверхности оболочки вокруг ка
сательных к линиям a  =  const и ß =  const.

6 Усилия N a, N ß, Saß , Qa , Qß И моменты ЛД , Mß , Haß в 
системе (а, ß) связаны с усилиями N T , N 2 , 5, Q15 Q2 и момента
ми М г , M¿, Н следующими зависимостями [3]:

ДД =  jV j cos2 0 4- N 2 sin2 6 4- 25 sin 6 cos 0; 
Nß =  A \ sin2 О 4- N 2 cos2 0 — 25 sin 0 cos 0;

Saß = — (M  — N 2) sin 0 cos 0 4- 5 (cos2 0 — sin2 0);
• 35
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Рис. 7.

Qa =  Qj cos О +  Q2 sin 9;
Qß =  — Qi sin 0 +  Q2 cos 6;

ЛД =  ЛД cos- 9 4- M 2 sin2 0 4- 2/7 sin 9 cos 0; 
44ß =  ЛД sin2 0 4- M 2 cos2 0 —- 2/7 sin 0 cos 6;

Haß = — (-Mi — M 2)sin  0 cos 9' +  H  (cos2 9 — sin2 9).
7. Рассмотрим связь между перемещениями в системах 

(?, Ф), Из рис. 8 находим:
U = и cos 0 +  v  sin 0;

(a, ß)

и = U  cos 0 — V  sin 0;
или

Далее, исходя из определения нормаль 
ного перемещения, получаем:

Наконец, для углов поворота нормали
срединной поверхности оболочки 
иметь следующие выражения (рис

7.х = cos 9 4- sin 9;

или

Z2 =  --Э '1 sin 9 4- cos 9 (18)

¿bj =  Zj cos 6 — Z2 sin 0;
=  'Z1 sin 9 4- Z2 cos 9. (19)

 

 

 
 
 

 



К. Выражения для усилий, .момен- 
IIHI н перемещений в рассматриваемой 
■ •Полочке представим в следующем 
нпде:

/V« =  № . +  № .; X  =  X  +  Nß-,

Saß = Saß + Saß ;
<>., - Qa + Qa-, Qß = Qß + Qi ■ (20)

■W« =  X °  +  X ;  Mß = M°ß + M i;

Haß = H iß + Hiß ;
U  = U° + и*-, И =  17« +  V»;

W = U7° +  W*; (21)

7-1 =  У-, +  2]; 7, =  7-2 +  7-2 -

Здесь величины №а , ,7-2 вычисляются в системе (а, р) с по
носом в точке В(<? =  0, ф =  <о0), а 7У1, ... , 7.2 — в системе (ф, <?). 

11оследние определяются краевым эффектом, связанным с краем 
Ф Фр

В развернутом виде будем иметь:

№.{№», о ” , X ,  Х )  =  2 Х 6 ( Х „ ,  X « ,  (22)
*=о

оо

Qß(Saß, /У aß) =  2  Qßfc (Saß/г, A/aßfe) Sin
Ä=1

Oü

z ? )=  N u . i w l  -zycos^ß;
й=0

(23)

V»(7-S) =  ü X C /w ls in / i? .
Ä =  1

Формулы для вычисления Nau, ... , y°2ii получаются из (2), (6) и 
(8), если в них перейти от аргумента ф к аргументу а, изменить п 
на k и, кроме того, положить =  0 (соответственно, А 1к =

ß l k  =  0 ) - ,  ,  * * А А

Усилия N a, N ß , Saß, Qa, Qß И МОМеНТЫ Ma, Mß, Haß находят- 
< я ио формулам (14), в которых величины J V \ , ... , Н  следует за
менить на yVÎ, ... , /7*, определяемые рядами.

N\(n I, QÎ, X ,  Х )  =  2 Х „ ( М „ ,  QÎ„, X » ,  X»)cosn<?; (24) 
n=0
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S*(Q*, H *) = ^Sn(Q *n , Hn)sinn<f.
n=l

Наконец, для перемещений U*, V*, W *, 7-* и X* имеем по (15), 
(17) и (18)

¿7* =  и* cos9 +  ü*sinO; К* = —Ja* s in 9 +  и* cos О, U 7*=w *; (25)
X* =  $-* cos О 4- -ft* sin 0; X* =  — sin 9 -p 4>*cos 0,

где

и * (w* ,^ i)  =  2  ¿  , &*л) cos a?;
z;==l

ц*(Ф*) =  У. ^¿(^ysin ja?« (26)
л=1 ‘

Величины /Vi,/, ... , H „ , u„, ... , 9-*n находятся из формул (2), 
(6) и (8) при

С2л =  Д>л = а0; Cn = Dn = 0; Cn =  D* = 0.
9. В приведенные выше соотношения для усилий, моментов и пе

ремещений входят постоянные Сщ , Dy i ( n ^ 0 ) ,  C 2k, D<¿k, C k, 
С * (Л > 0 ), D /г, D *(/e>  1), причем три из них (Со , С\ и Dj) опреде
ляются из уравнений равновесия (13)

2С0 = С\ +  D¡ =
M Q + P R  с о ф 0 . 

“  r . W S ( l  +  X) ’
p

r.REb
Ci — — —

Остальные постоянные, как ранее было отмечено, находятся из
граничных условий.

10. Запишем граничные условия для края а — а э .

Рис. 10.
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I;ik как ио нашему предположению шайба является абсолютно 
i • • 1кой, то можно записать, что при а =  а 0 (рис. 10)

/ '( а 0 , р) cos а0 4 - IF (а0 , р) sin а0 =  d  cos р; V  (а0, Р) =  — sin Р;

IF (а0 , [3)cos а0 — ¿7 (а0 , р) sin а0 =  d Q — 7?7sin а0 cos р; (27)

А (а 0 , Р) =  7cosp.
Здесь í/o, d и % — перемещения шайбы (нормальное и тангенци- 

i H.iioe) и угол ее поворота.
В дальнейшем будем считать края оболочки а =  а° и ф =ф1 на- 

< юлько удаленными друг от друга, что можно пренебречь взаим
ным влиянием краевых эффектов. Тогда условия (27) можно запи
сать в виде следующей системы равенств:

¿7o(a0)cos а0 +  IFo(ao)sin а0 =  0;
IF§ (а0) cos а0 — ¿/J(a 0) sinoco =  7 ?о(«о) =  О; (28)

[7i(a0)cos а0 +  lF i(a 0)sin а0 =  d\ \ A ( z ^  =  — d\ (29)

IFi (а0) COS а0 — U°} (а0) Sin а0 =  — /?'/ sin а0 ; 7.?i (а0) =  7.
|.1я /г =  0, k = 1 и

¿7°(a0)cos а0 +  lF*(cc0)sin а0 =  0; Н °(а 0) =  0;

Wk (а0) cos а0 -  U i (а0) sin а0 =  0; 7?, (а0) =  0. (30)
|,ля /г Д  2.

11. Для записи граничных условий по нижнему краю оболочки 
¡< ф, необходимо располагать выражениями для перемещений в си
стеме (ф, ср). Подставляя в (16), (17) и (19) зависимости (21), полу
чим:

и (ф, ©) =  и* +  ¿7° cos 0 — Vo sin 0;
v  (ф, ср) =  v* +  ¿7o sin 0 +  F° cos 0; 

w  (ф, ср) =  <w* +  VF°;

(ф, ср) =  D* +  7° cos 0 — 7.2 sin О
или

и, (ф, ср) =  и* 4- X  cos k$ cos 0 — F° sin ftp sin 9);
й=0

гДф, ср) =  V* +  2 (7 /2  eos ¿p sin 9 4- F? sin Á^cos O); (31)
A'=0

•w (ф, ср) =  w* +  У  C0S

/г=0

^'i (Ф> ?) =  +  X  (7-is eos k$ eos 0 — sin k$ sin 0).
Jt=O

Напомним, что и*, v*, w* и D* определяются формулами (26).
39
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Рис. 11.

При фиксированном значении ф выражения, стоящие под 
суммирования в (31), представляют собой функции угла ф, 
можно представить в следующем виде:

0 0

—  (И? соэ £ р соэ 0 — Уь э1п Ар эш 0) =  V  А (п } (ф) соз /ц>; 
Р п=0
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4  И  cos ед =  у  СА#) (Ф) cos/1'í ;

Л = 1

*/р cos k?j cos О — 7.2k sin ЛЗ sin О =  У, (ф) cos пъ. 
/ ¡ = 0

Тогда для перемещений zz, t>, да и -0 ,̂ будем иметь
 оо Г  оо “

« (ф, ? ) =  2  «: (Ф) +  Я 2  4 .  ’ ('И COS п
л=0 L А=0 .
со' Г  . оо

X) (32)
Л = 0

00

ю*п (Ф) +  #  2  (ф) COS я<р;
А*=0 _

оо

1г—0л=0

Э-ти выражения позволяют записать заданные в перемещениях 
|ранпчные условия для края •ф=ф1.

Так, в случае жесткого защемления этого края будем иметь 
«(Ф1, ?) =  0; г» (фп  ?) =  0; { з 3 х

•да (фр ?) =  0; Од (фр <р) =  0

Уравнения (34) содержат бесконечное количество неизвестных 
С \ ,  £>2к, С,<, £>к ( к > 2 ) ,  С*, £)* ( к > 0 )  и С 1п, ¿)] п ( /г> 0 ). Выразив 
из уравнений (30) значения С к , ¿) !(, С* и через С-к и ¿)..к и под
ставив результат в (34), можно получить бесконечную систему урав
нений относительно С2 к , £>2« и С 1П, Ерп .

12. Приведем результаты численного расчета полусферической 
оболочки, нагруженной через жесткую шайбу касательной силой Р.

Исходные данные: Р = 150 см, 6 — 0,3 см, а0 =  6 ’, о 0 =  20э , 
р. =  0,3, Е  =  7-105дап/Т.«2 Р  = 10000 «.

* Составление программы и сами расчеты па машине «Урал-2» были вы
полнены инж. И. А. Будячевскнм.
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Г.кчеты проводились для случая жесткого защемления опор- 
!!■-й параллели ф = ф 1 — — , причем граничные условия (33) удов- 
н гпорялись в отдельных ее точках. Результаты расчетов представ- 
I' цы па фиг. 11 и 12.

/1,ля сравнения на рис. 13 показано распределение при на- 
|ружеиии оболочки касательной силой Р =  10 000 н через шайбу, 

н положенную в вершине оболочки (со0 =  0). Сопоставление ре- 
|\ и.татов приводит к выводу, что смещение шайбы от вершины 
•Нюлочки значительно влияет на распределение напряжений.

»тот вывод подтверждается и рис. 14, где представлены графи- 
кн распределения снх.у вдоль параллели а =  а° =  6° для различных 
\ I ЛОВ (О»-
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