
И. С. АХМЕДЬЯНОВ, В. В. ГОРБАТЕНКО

РАСЧЕТ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ
С ПОДКРЕПЛЕНИЕМ ВОКРУГ ЖЕСТКОЙ ШАЙБЫ

Будем рассматривать напряженное состояние сферической обо- 
ючки с жесткой круглой шайбой и подкреплением (рис. 1). Под­
крепление, изготовленное из того же материала, что и основная 
оболочка, представляет собой кольцо в виде пояса сферической 
оболочки толщиной до, охватывающее шайбу (д0 >д, д — толщина 
основной оболочки). Предполагается, что радиусы срединных по­
верхностей оболочки и подкрепления одинаковы. Система нагруже­
на силой и моментом, приложенными к шайбе и действующими в 
некоторой меридиональной плоскости.

Для решения задачи используем основные соотношения, приве­
ченные в [ 1 ].

§ 1. Расчет оболочки на действие радиальной силы Р о

1. Исследуемая оболочка показана на рис. 1 (Ро #= О, Р =  О,
М — 0). Закрепление оболочки по нижнему краю принимаем
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произвольным (ио обеспечивающим осёсимметричность напряжен 
ного и деформированного состояния).

Для усилий, моментов и перемещений, возникающих в основной 
оболочке, сохраним обозначения, принятые в [1]. Что касается под­
крепления, то для него будем применять несколько измененные 
обозначения, приведенные ниже.

При нагружении радиальной силой Р() напряженное состояние 
рассматриваемой системы будет осесимметричным (п = 0). В соот­
ветствии с этим можно, воспользовавшись формулами (1), (2) и 
(3) из [1], получить следующие соотношения, определяющие нор! 
мальные напряжения в основной оболочке вблизи подкрепления 
(для сокращения записей всюду у букв опускаем второй индекс 0):

cri.v =  ~  =  — k(C2gz + D2 h2) 4— — у  ;
Ьа° sin2 4

cr2 .v  =  —  — —  k (C2a2 +  ^гРг)-----г у д -  > (П
оз0 sin2 4 1

= — £>km (Д2у2 + ¿ W í

C2 V =  =  6¿/7?(A>C2 +  V¡2).■ 52 0 () \  z z • _ izz

Здесь

С2, ¿>2 — постоянные интегрирования.
Выражения для функций Ь2, ... £2 и т]2 получаются из формул 

(3) статьи [1], если в них изменить первый индекс 1 на индекс 2 и 
принять п —0 (второй индекс О затем опускается).

При малых относительных размерах шайбы и подкрепления 
часть основной оболочки, прилегающая к подкреплению, является 
пологой. Поэтому в качестве приближенных зависимостей для 
функций 020 и т20 можно принять функции Томсона [2, 3, 4]:

с20 =  ker х ,  т20 =  — kei х,
где

Тогда
•’ 2о =  —  ker х\ т. 0 =  — —  kei х.dx dx

2. Напряженное состояние подкрепления, которое принимаем за 
пояс сферической оболочки радиуса Р и толщины б0, будет опре­
деляться формулами [1]:

a Hv =  —-  =  — k0 (Cigi + d¡hi} 4— — -  ;
Soa° sin2 4
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(2>

а 2Лг =  — k0 (c ¡а.1 + d ß i ) ----- ——  ;
Soa° s in 2 <p

а ш =  =  — б ^ о  + b ¡bi);

Выражения, стоящие в скобках, записаны по следующему пра­
вилу сокращенного письма, которым будем пользоваться и в даль­
нейшем:

CLi'^i +  b ¡ ^ i  =  4- ¿4’1 4" ß2
v2 Н-

Кроме того, в формулах (2) использованы обозначения

То = V

I i/, (/’ = 1 ,2 )  — произвольные постоянные (аналогичные С,- и Di
I hi основной оболочки).

öz =  2у0 (!^г — ^odi); bi = 2‘[0 (^di +  Хос ( );

л о =  12/По(1 — ¡4) — рЛ
Значения функций gy, /ц, g2 и г|2 для расчета подкрепления 

южио вычислить но соответствующим формулам из [1], приняв 
и 0, X=Zo и

сг10 =  6 е гх ; т10 =  — b e ix ;
а20 =  ker х; т20 =  — kei х,

| Д<‘
*  =  У М -

11ри этом будет
Зю =  K'-o 4 ~ b e r x ' Tio =  ~  V '^ o - ^ b e ix ;

dx dx

320 =  V Äo —  ker x; ¿ 0 =  —K>*o ~  kei 
dx . dx

3. Для определения постоянных Cs, Д2, C, di, с.> и </, имеем сле- 
'ц ющие условия:

1)М Ф о) =  О; 2) Э,(ф0) =  0;
3) и,(ф1 - О )  =  « ,(ф ,+  0); 4) •Э-1 (ф1 - О ) = » , ( ф ,  +  О); (3)
5) /И, (ф, -  0) =  М , (ф, +  0); 6) ЛГ, (ф, -  0) =  М  (ф, +  0).

Здесь щ. — радиальное перемещение точки срединной поверхно- 
i hi оболочки, определяемое равенством:

tlr — UCOSfy 4- wsinep.
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Если принять, что нижний край оболочки достаточно удален oí 
края гр = ф ь  то условия (3) дадут следующую систему уравнений fl 
б неизвестными:

4- rf/ z <)0 = v ; sin2 ф0
ko(c¡J ¡ -|- diki)Q = 0;

(e  ¿У t 4- d ¿z¿)¡ — k(C2y2 4- D2z2)í = — (1 — v) ; (4

¿o(¿ij¡ + d¡k¡)i k (C2j 2 4- = 0;
^q{c¡Ii 4~ din ií)j —k'^{(J2l2 4- — 0;
kQ(cigi 4- d th ^  — ky (C2g2 4- D2A2)i =  O-

Здесь
j i  = pg¿ 4- Mi¿; kt = \ihi — \g t ;

It = ¡4/ 4- X3Z; nit — [j&i — Xyz ; (5)

У i = (1 4 - \¿)gi 4- 2/?¿; Zi = (1 4 - [x)/z¿ 4- 2y¿ .
В левых частях уравнений (4) индексы O n l y  скобок означаю]

что коэффициенты при неизвестных вычисляются для утла ф0 и со­
ответственно фь

Заметим, что формулы (5) записаны для основной оболочки
Изменив в них параметр X на Хо, получим соответствующие форму!
лы для подкрепления.
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4. На рис. 2 и 3 приведены результаты численного расчета сфе­
рической оболочки с шайбой и подкреплением при

т =  —  = 250; т 0 =  —  =  166,67; v =  — ;s % 3
ф0 =1°57'11"; ф != З с54'22".

Для сравнения на следующем рис. 4 приведено распределение 
напряжений в той же оболочке с шайбой, но без подкрепления.

§ 2. Расчет оболочки, нагруженной касательной силой Р

I. При нагружении оболочки касательной силой Р (см. рис. 1„ 
/’, — :Q, Р^=0, Л1 =  0) все усилия, моменты и перемещения (как в 
основной оболочке, так и в подкреплении) могут быть представлены 
п следующем виде [1]: 

N  i = /Vn  (ф) cos ф; ДГ2 =  ;У21(Ф)со5 ф; S =  Sj (ф) sin <?;
Qi =  Q11 (Ф) COS ср; Q2 =  Q2^)sin<p;

Alj =  Л4п (ф)со8ср; ТИ2 =  Л121 (ф) cos <?; Н = Н х (ф) sin ф; (6)
и = и х (ф) cos ср; V = т»! (-p)sin ф; w — Wj (ф)8т<?;

&! =  &п(ф)СО8<р; =  &21(ф)8тср.
Отнеся амплитудные значения нормальных и касательных на­

пряжений в основной оболочке вблизи подкрепления к величине 
г1 ,.f..cos 5 получим на основании формул (1), (2) и (13) из [1]
( щи краткости записи опускаем второй индекс):
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— A^u
°LV, 1 = —

6 <5°

ai.M, i — ^.2M)' — — (-^272 "I- B^2)

°2Af, i = —~ + B2rl2) 4--------------------- ;
b2a° < 2m (1 + x) sin3 4

cos 4= 4г? = 6fa" <1 - <Л''- + > • ,.
62а° 2т (1 + х)sin3 <р

Для подкрепления аналогично можно получить

~ A^i i , / , , , ч V / 1 cos 4 \— — (с ¡g i + d ¿hi)----- —— I —-------------- — I
sin3 4 U + у-o cos 4O7

I 1 COS 4 \ 
\ 1 + x0 cos 40,'

/ 1 COS 4 \
\ COS 4o 1 + *0  '

C1.V, 1

V

s i n3 tp

^S1

i = 2' — ^о(с/7« + d$i) +
6oa

= — k0(Cib¡ + dr¿i) + -
5o°

6Af„
75-—= — 6^0W0(ttZyZ + ¿1ZOZ)-
°б c°

6jW9 
To 7 = 6Á’oWq(¿zzCz + b+ —------------- ,

OqO0 2tm (1 4-у.о) sin3 4

°l.u, 1 =

C'SAl, 1 =

6^!

2ni (1 + x0)sin34

COS Ó= 6¿0w0(l — ¡x)(¿zzZz 4-
2m (l+x0) sin3 4

В формулах (7) и (8) ¿ = 7 ¿0 = 7o *o  = •

Значения функций gx, hx, ..., Z2 и p2 Для подкрепления находя! 
ся по формулам (3) из [1] при п=1 и X = Z0, причем ввиду его пс 
логости в качестве приближенных выражений для оц, тн, cr2i и т 
принимаются функции Томсона первого порядка [4]:

ап = Ьегх х, 'n—'—belxx, 
cr21 = kerxx, т21 = — keix х.

Здесь
A' = km

1

5

1

1
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И<> шращаясь от параметра Хо к параметру Л, получаем все не-
ночиднмые зависимости и для основной оболочки.

У Для определения произвольных постоянных имеем следую-
111111' условия:

11 (Фо- 9) = А СОБ ср; 2) V (ф0, ср) = — А Бт ср;
И ".(Фо-?) = — эт ф0 соб ср; 4) (ф0, ср) = Хсоэср;

'•» /б (Ф1 —о> ?) = «г(Ф1 + о> <?); 6) МФ1 — о, ?) = а(Ф1+0-'?);
' > (Ф1 - 0, ср) = (фх + 0, ср); 8) (фх — 0, ср) = йД^ + О, ср);
•и ЛДф^О, ср)=ЛГ1(ф14-0, ср); 10) М(Ф1-О, ср)=Л^1(ф1+О,ср). (10)

Здесь А и И — горизонтальное смещение и угол поворота шайбы
под действием силы А —вертикальное перемещение точки ере-
Шиной поверхности оболочки, равное

11^ = — + ЧЯ) СО5 ф.

В условия (10) помимо постоянных С2, £>2, с!\, с2 и ¿/2, опре--
/|с 1ЯЮЩИХ напряжения в основной оболочке и подкреплении, вой­
ну г еще четыре других постоянных, а именно СД О[*,  С{*  и (Ц*,  ко--
ц|рые характеризуют перемещения оболочки как твердого тела.
|И-

Путем простых преобразований выражений (10) с учетом (6).
можно получить следующие 6 уравнений, содержащих только С2,_
/В, б’ь ¿/1, с2 и с12:

I > Ни (Фо) + 'А (Фо) = 0; 2) и^\ (ф0) 4- (Фо) п То — 0;
1| //г1 (фх — 0) + г»! (фх — О) = «Г1 (ф1 4- 0) 4- г»! (ф1 4- 0);
II и^\ (ф1 — 0) + \\ (Ф1

Д Мц(ф10) == Л111(ф14-0); 6) ЛАц(ф1

или в развернутом виде
¿0 (С 1\'1 + = V (1 —

(И).
0) э1пф1 = и^\ (ф1 + 0) -Н7ДД1 (Ф1 4- ОАшфр

О) = ЛМФ1 + О)-

= V —(1--------- —)
ЗШ3ф0\ 1+х0/

+ <Л/Д, = -«------ ’ДУ. ;
СОЗ ф0 31П3 ф0

с + С1 ¡21)1 — к (С2у2~\- О222)1 —

Г—---------- ------- (1-7)^±Л ;
51пз 41 и + х 1 + х0 С05 4о 4

-к(Сгег + О2/2)! = -А-АА
2 соз 4о яш2 41

/'обДг + к'>3 (С2^2-\-О2т 2\ =------------ !—-

/г0(сгуг-
1 + ,и

V2

(12>

(13),

(14Д

51 П3 ф1

9

>

1 (16).
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Рис. 5.



Рис. 7.



 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
 

 
 

 

 
 

 

ko(c¡gi + dihi)x — kv (C2g2 + D2h2\ — í— ----h ———. (U
sin3 Ф1 \1 + x i + z0'

Здесь e¿ = p¡ ctgty — p'¿ ; /z^tfzCtgcp —
3. На рисунках 4 и 5 показано распределение напряжений дл

рассмотренных ранее оболочек с подкреплением и без него при ни
гружении касательной силой Р.

§ 3. Расчет оболочки, нагруженной моментом М

1. Если оболочка, показанная на рис. 1, нагружена только мо
ментом М, приложенным к жесткой шайбе, то ее напряженное!
деформированное состояние может быть описано теми же выражс
ниями (6), что и в предыдущем случае нагружения, причем форму
лы для вычисления напряжений, отнесенных к величине

r.R2 Ъ

получатся из (7) и (8), если в скобках правых частей опустить сла
гаемые, содержащие cosi|?0.

Произвольные постоянные определятся из условий (11). В раз
вернутой форме эти условия образуют систему 6-ти уравнений от
носительно С2, D2, di, с2 и d2, из которых первое и третье буду!
иметь вид

ko(c¡y¡ + diZ^o = — —
1 + х0 sin

¿У í -Р d¡zi \ — k (C2y2 +7)2г2)1 = ——ysm3

Второе и четвертое уравнения получатся из (13) и (15), если ю|
правые части приравнять нулю. Остальные два совпадут с (16) и
(17).

2. Расчеты, проведенные для рассмотренных ранее оболочек ш
случай нагружения моментом, привели к результатам, представ)
ленным на рис. 6 и 7.

±. •

л--------------

1 + х 1 + х0/
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