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Волновой оболочечный конечный элемент построим путем 
численного решения комплекса задач Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений, описывающих динамику конической 
оболочки переменной толщины. Для вывода такой системы уравнений 
воспользуемся гипотезами Тимошенко. Вывод выполним в локальной 
системе координат oxcpz . Ее начало расположено в срединной по
верхности оболочки, ось z направлена по образующей, ось х являет
ся внешней нормалью, ф изменяется в направлении оси у. Система 
координат, перемещения, а также усилия, действующие на элемент 
оболочки, изображены на рис. 1.

В соответствии с гипотезами Тимошенко в принятой системе 
координат линейные и угловые деформации определяются зависимо
стями:

0 8W 0 dV U W . 0 3W дУ V .ez = — ; = — -  + —cosy + — siny; у = _  + _ --------sin у;
dz гд<р г г гд(р gz г

о д и  „ dU V cosy- а . ;  (1)
Gz гд<р г

Здесь £ ° , £ °  -линейные деформации срединной поверхности; 

U,V,W -линейные смещения срединной поверхности;

У°г<р > Yzx » Y°i<p -  угловые деформации в срединной поверхности 
в плоскостях ozy, ozx и оху; 

а , , а , -  угловые смещения относительно осей у и z.
Линейные смещения в произвольной точке сечения с координа

той х могут быть найдены с помощью соотношений:
Vx̂ V -azx; W^W+OyX; U*=U (2)

где Ux ,VX ,WX -  линейные смещения в точке сечения с координатой х.
Формулы Коши и выражения (2) позволяют определить дефор

мации в произвольной точке оболочки:
дау . „о у да, \

<  = к  + - ~ х> К  = £у

да у да. _ sin у

dz у у г гд<р
/

гдф dz

(3)

+ — a J p y ^ y ;  ; у ^ = у ” (4)
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Здесь £*,£*,y xZ9,уха ,у*9 -  линейные и угловые деформации в точке
сечения оболочки с координатой х.

Определим напряжения в оболочке. Поскольку она находится в 
плоском напряженном состоянии, справедливо:

I II L L*м 
Е

rz v = —(.ГГ'.л ^ ;
Е

2(1 + //)
■ip 2(1 + //)

у т —/ Z i p ' *  ЕС

2(1 + //)
уи ;

где -нормальные и касательные напряжения;
Е -модуль упругости материала; 
ц -  коэффициент Пуассона.

Подставляя в эти формулы выражения для деформаций (1), (3) 
и (4), получаем:

х(Т =г
cW <W cosy siny
—  +//—  +/j------U+ju---- W

\ - ju \dz хдсР г г ,

Ex
Л

х Е
(7 = ------

У . 2
1-//

ЗУ cosy siny dW
—  +----- U+— -  W+/f—

\rdcp r r dz

l - p
\  у
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да . йпу smy 
— ^ - + { 1  a - f i — -
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у 1-//
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smy az у 
 а  \-/л-----

г У хдср dz

\

У

хг = • ъ<р

х<р

Е ' aw 5V Лsin г
V

Ех ( да йау vaz smy

2(1+//) чГ дер d z
V

г )
л-

2(1+//)
4 (X

хдср d z  г z 
V у

2(1 + //)

5U cos у
V-flf zx 2(l + //)

(  аи 
 1- а

\ d z
Проинтегрировав напряжения по толщине оболочки, находим внутрен-

(5)

ние силы N7, Ny, Nyz. Nzy, 34Х(р и моменты Н7. Ну, Н^, 1Ф.,р

Г д а у  siny 
 + / /  а -/и — -Н = D 

У дг хдср
/

Н =D  z

Я/у . даии7 smy у
—  ----------а - и — —

г ухдср dz
(6)
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dW dV sin r  
 + ------------ V
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к Eh
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(8) 

(9)

(10)

( 11)

( 12)
г dtp r

Здесь D=Eh3/12(l-p.2) -  цилиндрическая жесткость;
h -толщина оболочки.

Выражения (11), (10), (8), (5) и (7) позволяют получить первые пять 
дифференциальных уравнений, описывающих колебания оболочки:

У A .h r  1 “  1
^ , s i n r r _ a r + 2(l± M  . 
dz г гаер Ehr

dW

dz
да

=  - / / -
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dz r dtp d ( i - / / )A  Z(p

(13)
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Для получения замкнутой системы уравнений рассмотрим ус
ловия равновесия элемента оболочки. Он изображен на рис.1. На этом 
же рисунке показаны действующие на элемент динамические усилия и
статические силы N™,N™ . При выводе уравнений принимается, что в
процессе колебаний статические силы остаются постоянными как по 
величине, так и по направлению [1].

Проецируя силы и моменты на оси координат, после неслож
ных преобразований получаем еще пять дифференциальных уравнений:

dz

2 2 2  ̂
m k Eh cos у
- ---------------------+  E h --------- -

г 2(1 +  р )

/
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Представим в соответствии с [2] усилю и перемещения в виде:
U=qM е™* eipt; V=qyjI е“ ф eipt; W=qM eipt; a z=B^ eipt;
a y=Py3I е’Шф e , p t ;  eim* e,pt; Nyz=Qy,  eipt: (15>
Nz=Qai em’ e,pt; Ну=Мул eipt; e^* eipt,

где q ^  qyn, aiZ!V -  комплексные амплиту'ды волн линейных и
угловых смещений; QM, QyjI, Q ,̂, Мулз МЩ! -  комплексные амхшитуды 
воле сил и моментов; р -  круговая частота колебаний: m -  число 
волн деформаций по окружности оболочки; i -  мнимая единица.

Подставляя соотношения (15) в выражения (13) и (14), получа
ем замкнутую систем)' дифференциальных уравнений, описывающих 
колебания конической оболочки в рамках гипотез Тимошенко. В мат
ричной форме она имеет вид: 

d

dz

— |Q}=
dz

Ы =  А и  {Q} 12

А
21 (Q)+

22

Ы;

{q}-

(i6)

Здесь (q}={qx, qy, q ^  (3y, (3Z}T -  вектор комплексных амплитуд волн 
перемещений:{Qn}={Qxr, Qzr, Myr, Qyr, Mzr}T -  вектор комплексных 
амплитуд волн усилий;
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Матрица жесткостей волнового конечного элемента устанавли

вает связь:
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(к)
1

л(к)
Н(к) „ (к )

Н

11
(к)
21

Н

Н
12
(к)
22

(к ) '
Qbl

(к)
q2 Ь2

( П )

Здесь Iq ? H  -векторы комплексных амплитуд волн реакцийЧ
соответственно на внутренней и внешней границах k-го элемента;

-векторы комплексных амплитуд волн перемеще

ний соответственно внутренней и внешней границ k-го элемента;

$
■ векторы комплексных амплитуд волн приведен

ной соответственно к внутренней и наружной границам внешней 
нагрузки действующей на k-ый элемент;

[Н®]=
н (к) „ (к )

н
11
(к)
21

Н

н
12
(к)
22

-  матрица комплексных жесткостей к-го 

элемента.
При выполнении дискретизации системы любая из матриц вол

новых жесткостей преобразуется в сумму:

(18)
Гн (к)
Н 11

н (к)~
12 [d ®11 D ® '12 -Р2

1

12

н (к) н (к) D ®
F .,(к ) м ®

. 21 22 _ 21 2 2 . . 21 22 .

где [Dw]даг =

8 
=О

1 ...
-

n <k)l
12 и [М®] = г< м (к) ’ 12

в Гк) В® м?> М(к> м „21 22 21 22 .

-  комплексные

матрицы соответственно статических жесткостей и обобщенных масс 
k-го элемента; р -  круговая частота колебаний.

Рассмотрим метод определения матриц [Н®], [D®] и [М®]. Запи
шем общее решение системы (16)

!(k) . = {Р^к' } + ... + C f  {Р^к) } + } (19)
 ̂(к)

где С ®  С ®  -неизвестные постоянные; и -  порядок системы

(16); ЩМ  L(k) ... {р£к)} - линеино - независимые частные реше-
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ния однородной системы дифференциальных уравнений , соответст-
>(к) 1вующей системе (16); < Pq ' J- -  частное решение системы (16). 

Преобразуем равенство (19) к следующему виду;

P f \ pf  j c f , c £ - c j  f  +{РоСк)}. (20)
(к) г

q л
IQ  ®

Будем искать частные решения |  таким образом, чтобы на на

чальном радиусе интегрирования г = Г) было справедливо:

Г р ® » ®  Роо'
[*1 2 п

1 0 О
0 1 о
0 0 1

О О О
Тогда из (20) следует, что для внутренней границы элемента вы
полняется

r k г __ <4
(к)

,(к)
(21)

Запишем общее решение (20) для периферийной границы к-го эле- 
мента(г=т2)- Учтя равенство (21), имеем:

f (Ю
2
(к)

° 2  .

J
II ,00 п(к>

1
р р 
2 п

Обозначим:

(к) (к) (к)
Д ’ 2 п

= [Т®] =
г - г

г = г

т (к)
11

г ®
21

Тогда равенство (22) примет вид
(к)

Ч2
(к)
z

,(к) „(к)
11

Дк)
12

Дк)
21 22

(к)
*1
ч(к)

+

(к)
12

Г® 22  .

(к)

(22)

1
(к)

(к)
1
(к)

(23)

80



При вычислении матрицы [Т®] происходит быстрое затухание краевых 

эффектов, вследствие чего частные решения | р ^ |  | р ® |

>(к) становятся линейно-зависимыми. Это приводит к появлению

малых разностей при оперировании с блоками т ®
1J

матрицы [Т®].

Для преодоления данной проблемы необходимо при интегрировании 
системы (16) выполнять предложенную С.К. Годуновым ортогонализа- 
цию [3]. После ее применения матрица [Т®] в равенстве (23) записыва
ется следующим образом:

где со
(к)

]•

[Т®] =

(к)
Q

Q

Лк) (к) ( * ) (к)
" н  -12

(к) (к) (к )Л к )
Z21 ?  z2 2 n 4

■ верхние треугольные матрицы;

(24)

[ z,(f} ],[ z® ] , [ ] , [ ? 2 2  квадратные матрицы, полученные после 

ортогонализации матриц ! Т  ®
L >1 .

Для построения матрицы волновых .динамических жесткостей 
представим равенство (23) в виде:
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1------------!
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Исключая аз правой части этих уравнений вектор -j

искомое соотношение (17), где

(к)
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(к)
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L ® 1 о ® 1
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/
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=  -  Q ,(кЛ  1 Г.,(к) 
'12

(к),(к) 
гы

0 (*>~Ь2
— J  v  )

Коэффициенты матрицы [Н(к)] являются функциями от частоты коле
баний р. Проведем дискретизацию элемента, сосредоточив его массу на 
внешней и внутренней границах. Для этого вычислим матрицу [Н®] для 
частот р=р0=0 и p=pi В соответствии с (18) имеем

D ® D ® 111 12 __

D ® D<k)21 22 ,

(к)
нпЧ>
Н ® (р ) 21 К0

r.,(k)
M11

i

s

1
f Г (k) 

Di i D « ]
12

.... 2
^

8 V I ®  
22.

0
P1 V 1

a

2 2 .

Н2 2 %

Н®<Р,)

H * (P i)

Н ® (Р,)

н « ( р , )

При расчленении конструкции на достаточно большое число 
элементов матрица обобщенных масс для любого из них практически не 
зависит от величины частоты p i, если последняя выбрана из представ
ляющего практический интерес диапазона. Последнее связано с тем, что 
в этом случае pi значительно меньше низшей собственной частоты эле
мента и ее изменение фактически не отражается на его форме колеба
ний.

Для подтверждения корректности разработанного конечного эле
мента были проведены исследования колебаний трех оболочек. Послед
ние имели одинаковые геомегрические размеры за исключением тол
щин, которые соответственно составляли 5 мм, 40 мм и 80 мм. 
Результаты расчетов с использованием модели Тимошенко (программа 
“Динамика”) представлены в табл. 1. - табл.З. В этих же таблицах приве
дены собственные часто™ оболочек, рассчитанные с помощью конеч
но-элементного комплекса ANSYS. При выполнении расчетов ком
плексом ANSYS использовались два типа конечных элементов: 
оболочечный (shell) и объемный (solid).
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Таблица 1 - Собственные частоты колебаний конической 
оболочки С ТОЛЩИНОЙ h =  80 м м

Программа Модель Число волн деформаций m
2 3 4 5

ДИНАМИКА Тимошенко 388 1054 1908 2902
ANSYS Shell 384 1047 1900 2905
ANSYS Solid 385 1041 1896 2900

Таблица 2 - Собственные частоты колебаний конической оболочки 
с толщиной h= 40 мм

Программа Модель Число волн деформаций ш
2 3 4 5

ДИНАМИКА Тимошенко 202 558 1046 1647
ANSYS Shell 200 558 1046 1646
ANSYS Solid 202 562 1058 1674

Таблица 3 - Собственные частоты колебаний конической оболочки 
с толщиной h= 5 мм

Программа Модель Число волн деформаций m
2 3 4 5

ДИНАМИКА Тимошенко 26,2 72,2 138,0 222,1
ДИНАМИКА Кирхг.-Лява 26,8 73,1 138,5 222,8 1

ANSYS Solid 26,0 72,0 137,3 221,0

Из сравнения приведенных данных видно, что рассчитанные 
обеими программами собственные частоты хорошо согласуются. Для 
оболочки с толщиной h=5 мм (h/r =0,0125) расчеты выполнялись также 
с применением модели Кирхгофа-Лява.
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