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Вопроси механики жидкостей и газов

А.  Д .  Бо й к о в

И Д Е Н Т И Ф И К А Ц И Я  Л И Н Е Й Н Ы Х  М НОГОМ ЕРН ЫХ  
ОБЪ ЕКТОВ АВТОМАТИЧЕСКОГО УП РА ВЛ ЕН И Я  

О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы М  МЕТОДОМ МОМЕНТОВ

Д и н а м и к а  многих объектов  у п ра вл ени я  нефтехимической,  ме ­
таллургической и других отраслей промышленности х а р а к т е р и з у ­
ется зависимостью м е ж д у  несколькими входами и выходами о б ъ ­
екта .  Экс пер им ент ально е  определение динамических хара кте ри ст ик  
таких многомерных объектов  автоматического  упр авления  ж е л а ­
тельно производить  по р еализ аци ям ,  соизмеримым с д ли те л ь н о ­
стью переходных процессов.

Опрэдел енис  тек у щ и х  динамических ха ракте рис тик  м н о го м е р ­
ных объектов  по коротким ре а л и за ц и ям  необходимо д ля  построения 
аналитических  (вычислительных) сам о н а с тр а и в а ю щ и х с я  систем а в ­
томатического  у п рав лен и я  [I].

В рабо тах  [2], [3] В. В. Солодовниковым,  А. Н. Дмитриев ым,  
Н. Д .  Егуповым р а з р а б о т а н  ортогональный метод моментов а н а ­
л и за  и синтеза  систем автоматического  управления .  В настоящей 
р абот е  этот  метод применен для  идентификации линейных м ног о­
мерны х объектов  автоматического  упр авления  по действующим на 
об ъек т  прои зво льным  си гн а л а м  на коротком интервале  времени, 
соиз мерим ом с длите льно стью переходных процессов.

1. Р Е Ш Е Н И Е  СИСТЕМ Ы  И Н Т ЕГРА Л ЬН Ы Х  УРА ВН ЕН И Й  
ТИПА ВО Л ЬТ ЕРРА  J РОДА В С ВЕРТ К А Х

З а д а ч а  идент ификации многомерных объектов  автома тич еско ­
го уп равлени я  сводится к решению системы интегральных уравис  
ний типа  Во льт ерра  I рода  в свертк ах  вида:

г t

2  § ki (~)УгА* -  А (1х хр <0 . <11
q- 1 О

(Р  -  1 , 2 .............. г),



где K Q ( t ) — иск омы е импульсные пере ходные  функции:
y vq (t)  и х р ( t ) — 'соответственно, реализ ац и и входных и выход­

ных сигналов  об ъек та  управлени я ,  з ад ан н ы е  н а  коротком интер ва ­
л е  времени [О, Т] соиз мерим ом с длительностью переходных пр о­
цессов.

Ин декс  q озн ачает  номер входа многомерного  объе кта ,  индекс 
р  номер ре а л и з а ц и и  эксперимента .

П р едп о л ага ет ся ,  что в ур авнен ия х ( I )  свободная  сос та в л я ю щ а я  
выходного сигн ала  исключена  [4]. Тогда  система (1) м о ж е т  быть 
решен а  методами теории пре об разо вани й Л а п л а с а  [5], [11].

Сог ласно т еорем е свертывания  систему инте гральны х у р а в н е ­
ний (1) можн о пре дставить  в комплексной об ласти  в следую ще м 
виде:

Г
2  k 4 ( s ) y „ ( s )  =  x p (s), (2)
ч 1

(р = 1,2, ... , г),
где k q (s), y Pq(s) и х р (s) преобразования Лапласа от  с о о твет ству ю ­
щих временных функций:

ОО
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О

оо

Хр (s) =  |' х р (£) ■ e ~ sl ■ d t . (5)
о

Р е ш а я  по п р ави лу  К р а м е р а  [6] систему (2) ,  получим искомые 
импульсные пе реходные функции в комплексной области:

^ < S) = W '  (6)
г д е  D(s) —  определитель  системы (2);

D q {s) — определитель ,  по луча ющ ийс я  из определителя  D  (s) путем 
замены в нем (7-го столбца  столбцом,  составленным из 
функций x p (s) правой части системы (2).

Д л я  на хо ж де ни я  решения системы (1) во временной области  необ­
ходимо решить  интегральное  уравне ние  Л а п л а с а :

оо

k „ ( s ) =  f kq ( t ) . e - * - d t .  (7)
о

Ре шени е  ура вне ни я  (7) с вяза но  с двойным переходом функций 
y Pq { t )  и х р ( i ) ,  за д ан н ы х  графически,  из временной области  путем 
пре обра зо ва ни й Л а п л а с а  в область  комплексного  переменного  и 
на оборот  н ахож де ни е  искомых импульсных переходных функций 

k q (<) во временной области  по известным п р еоб ра зо ван ия м  Л а л л а -



са в комплексной области.  Известно очень много приемов и мето­
дов  решения уравнения  (7) ,  отличаю щи хся  различной степенью 
сложности,  имеющих ограничения  и точность решения [7], [8],
[13]. Известны т а к ж е  и трудности,  воз ни ка ю щие  при этом, н а п р и ­
мер,  входные и выходные сигналы д о л ж н ы  быть представлены в 
аналитической форме,  теорема Хевисайда  требу ет  знания корней 
характеристического  уравнения  и имеет ограничения  на существо­
вание  особых точек и т. д.

Н а и б о л е е  целесообра зно  д ля  решения уравнения  (7) при мене­
ние ра зр а бо т а н н о го  В. В. Сол одовниковым,  А. Н. Д м ит р и е в ы м ,  
Н. Д .  Егуповым ортогонального метода моментов  [2]. Иско мые и м ­
пульсные функции K q ( t )  будем искать  в виде ра зл о ж ен и я  по сис­
теме  орт огональных функций Л я г с р р а ,  преимущество  которой по 
сравнению с други ми ортогональными системами пок азано  в р а б о ­
те [2,]:

00
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где Li ( t )  — функции Ля герра  с весом

3 ( 0  =  (9)

где g  — масштабн ый коэффициент  веса.
Ко эф фици енты | с Д  (ортогональные,  спектральные  х а р а к т е р и ­

стики ), связаны  с моментами импульсной переходной х а р а к т е р и ­
стики [is17 ( 0  следующими соотношениями [2]:
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где — моменты импульсной переходной функции, равные [12}

ф (/> «  I  t e kq ( t ) - e  .2 ■ d t  (11)

( 0  =  0, 1 , 2 , . . . )



Д а л е е  ра ссмотри м метод вычисления моментов импульсных пе­
реходных функций по момент ам  входных и выходных сиг­
налов.

С одной стороны зависи мость  м е ж д у  мо мента ми функции и 
производными п р еоб ра зо ван и я  по Л а п л а с у  этой функции в ы р а ж а ­
ется сл ед ую щи ми  ф о р м у л а м и  [2]:

( - 1 ) °  =

( -  I F  =
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J®
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- УPQ (s) 

X p (s)
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(12)

(13)

(14)

Если из о б р а ж е н и е  функции n o  Л а п л а с у  имеет  вид (6),  то 0 -я  
производными пр ео б р азо в ан и я  по Л а п л а с у  этой функции в ы р а ж а -  
Н ь ю то н а - Л е й б н и ц а  [9] и имеет  сл еду ю щую  ре кур рентн ую  формулу:

D ^ \ s ) - k a (.s)D«wl(.s)
fef)(s) =  
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s  ( 0  —  e ) !  e !

Пр ои зв од ны е  определителей D ( s )  и D q (s)  з авис ят  от и з о б р а ­
ж ен ий по Л а п л а с у  и их про изводны х входных и выходных сигналов 
и легко  могут  быть  найдены после  р а скр ы ти я  определителей.

о«в>(*) =  Л [ у и (8). у > ) .  у<0Л 5)) (16)
' p q  '

(p \q  =  1, 2,  ■ • ■ , г)

Д ' 0Ч 5> -  ^2 [УМ Ю, -  . У Д О ,  *„(•<). * „ ( s). -  . ^ 0)(s)l С? )  
(/»; q = 1, 2, ... , г)

Произ вод ные  от из о б р аж ен и й  по Л а п л а с у  согласно (12);  (13) 
з ам ени м  в (16) ,  (17) соответствующими моментами входных и в ы ­
ходных сигналов

D(9, («) |  _ j L  =  Л  H jW ",  -  , (18)
“  2

^ 0) (s) | s _i_ =  ^  ^ ; ч (0; -■ , i ^ ' ° ]  (19)

С другой стороны моменты входных и выходных сигналов  мо­
гут быть вычислены по известным .реализациям входных y p4( t ) и 
выходных х (t)  сиг на лов  по ф орм ула м:

№ < т =  I  *в Ум (20)о

p X p d )  =  j  t * x p ( t ) - e  "2 d t .  
о



Т аки м образом,  моменты искомых импульсных функций р а с ­
считыв аю тся  по ф о р м у ла х  (14) ,  (15),  (18) ,  (19) по моментам вход­
ных и выходных сигналов.

О П Р ЕД Е Л ЕН И Е  Д И Н А М И Ч ЕС КИ Х  ХА РА КТ ЕРИ С Т И К
Л И Н ЕЙ Н Ы Х  М Н О ГО М ЕРН Ы Х  О БЪ ЕКТО В  АВТОМ АТИЧЕСКО ГО

У П РА ВЛ ЕН И Я

Мно гомерные объекты автоматического  управления  в общем 
виде имеют несколько входов  и  несколько выходов.  З а д а ч а  опреде­
ления  динами ческих хара кте ри ст ик  объекта  с многими входами и 
многими выходами сводится к за д ач е  определения динамических 
х аракт ери стик  об ъекта  с многими входам и и одним выходом [10],

Д л я  линейного  объекта  управ ления  с г 'входами и одним выхо­
дом,  используя  принцип суперпозиции,  мо жн о записать:

£  ( * - - ) *  = x ( t )  (22)
<7-1 0

Входные у„ ( t) и выходные х(1)  сигналы объекта  (системы)  
сни маю тся  эксперим ент ально  на коротком интервале  времени [О, Т], 
соизмеримом с  дли тельностью переходных процессов в объекте.  
Д л я  н а х о ж де н и я  г искомых импульсных переходных функций Kq( i)  
необходимо иметь г  интегральных уравнен ий  (22).  Эти ура внения  
могут быть получены путем экспе риментального  снятия  входных и 
выход ных  сигналов  г  р а з  на од ин ак овых и н те рвалах  времени [О, Т]. 
В резул ьтате  будет получена  система интегральны х уравнений типа 
Вольтерра  I рода  в свертка х:

£  J М О  Уи < * - - ) • *  = X p ( t ) ,  (28)
q = ]  О

(р =  1 , 2 ,  ... , г).

Основой для  определен ия  динам ических  хар акт ерис тик  много­
мерного объекта  автоматического  упр авления  являетс я  ортогон аль­
ный метод моментов .решения системы ин те гральны х уравнений 
В ольт ера  1 род а  в свертках ,  рассмотренн ый выше.

Н а  основании рассмотренного  выше  метода рассчитываются  
следую щие дина мич еские  характеристики:  моменты импульсных
пе реходных функций ортогональные спек тральные  х а р а к т е ­

ристики {Cgt}, импульсные переходные функции K 9 ( t ) .
Д а л е е  рассмотри м методы расчета  ко э ффи циент ов  пе ре дато ч ­

ных функций многомерных объектов  управления .
. Со гл асн о  урав нен ию  (22) выходной си гна л  об ъе кт а  упр авления  

я в ляе тся  суммой с оста вл яю щ их  выходных сигналов  х  ( t ) от д е й ­
ствия  к а ж д о г о  входного  сиг нала  у  Q(l) д ля  к а ж до й  реализ аци и

X ( t )  =  2  Xq (0-
9 = 1



где
t

х ч (0 =  .1 (t) у„ (t — x)dr,  (25)
о

З н а я  моменты входного  сиг на ла  и импульсной переходной 
функции,  рассчитывают ся  моменты со ста вл яю щ и х  выходного сиг­
н а л а  по ф о р м у ле  [2]:

№ *>  =  К {{) ■ ^  ■+ ву  14 /Л  • (26)
и _г»С

Переда точ н ую  функцию по к а ж д о м у  из входов и выходов  м н о ­
гомерного объект а  будем искать  в виде дробно- рац ионально й 
функции

С о

(s) =  \ k , ( t ) e ~ ' 4 i  =  (27)

где
U

(s) =  y.bgt  s' (28)
<-0

M Q (s) =  2  a qi s'  . (29)
i- 0

Коэффициенты ( a ?/j связаны с моментами следующими
соотношениями [2]:

a 'L =  ( - 1)”" • —qQ п а , ПЧ

< ч  -  ( - 1 У  ■ - а -  * * ,п -  2  е ' "  (30)

а«. =  S  с# (31)1 = 1

где  С =

Аналогично овязаны { bq/ ) и { l*fq<'t>\ . Та ким  образом  ко­
эффициенты передаточных функций согласно (30) опре де ляю тся  по 
моментам входных сигналов ,  найденным по ф о р м у л а м  (20) и м о ­
ментам сос тавля ющ их  выходных сигналов ,  «найденных по ф о р м у ­
л а м  (26).

Н а  пра ктике  определение дина мич еских  ха ракт ерис ти к  объекта  
управл ени я  не пр едста вляет  собой полностью пр об лемы «черного 
ящика».  Практический интерес п р ед ста вляет  определение к о э ф ф и ­



циентов дробно- ра ц ио на льн ых  передаточных функций вида (27) с 
за р а н е е  известным порядком числителя т  и зн ам ен ат еля  п  для 
к а ж д о г о  к ан ала .  В этом с л у ч а е  д л я  определения коэффициентов 
передаточных функций целесообра зно  применить  априорный метод 
моментов  [2]:

Д л я  многомерного объекта  упр авления  вычисляя д л я  ка ж до й 
сос тав ляющ ей  выходного сигн ала  одной и топ ж е  реализ аци и м о­
менты выходного сигнала

[J-0V n -  =  J M O ^ ' 7  - d t  (32)

и моменты входного сигнала
c~ c j "I о

r r  =  Щ <'• =  \ у „  -dt  (33)c=ct ч  о

и используя  зависимость  ме ж д у  моментами и производными пе ре ­
даточной функции (12) — (14),  можем составить г систем неодно­
родных алгеб раических  уравнений.

"я т ч
а„С,-  ^  -  0.  <34)

V  (-0  (J--0

[/■ = 1 , 2 , . . . ,  (nq + m q 4- 2)1 

(q =  1, 2, ... , г).

Д л я  решения ка ж д о й  из систем алгебраических уравнений 
(34),  выбирая

] >  п я +  т я +  2 (35)

для  одних и тех ж е  записей входных и выходного сигналов,  м о ж ­
но исп ользовать  метод наименьших квадратов ,  что приводит к
ум еньшению влияния различного  рода  ошибок (ошибки измерения,  
шумы,  ошибки интег рирования-и  т д.) на точность решен ия [2].

З А К Л Ю Ч Е Н И Е

В ра бот е  рассмотрен вопрос решения системы интегральных 
уравнений типа Вольтерра  I рода  в свертках  орт огональным мето­
дом моментов  и на основе этого пр ед ложе ны  методы определения 
динами ческих х а ра кт ерис тик  (идентификация)  многомерных о б ъ ­
ектов автоматического  управления:  моментов импульсных перех од­
ных функций;  ортогональных спектр альны х характеристик;  им пу ль­
сных переходных функций;  коэффициентов  передаточных функций 
(об ъек т  рассмат рив ается  ка к  «черный ящ и к » ) ;  коэ фф ициентов  пе­
редаточных функций апри орн ым методом моментов (известен по­
ря док  числителя и з н ам ен ател я  передаточных функций) .
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