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Вопросы механики жидкостей и гаэоп
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РАЗ МЕР А

Н еобхо димость  теоретического расчета высокоэффективных 
в тепловом отношении теплообменных устройств,  в том числе, н а ­
пример,  ка мер  сгорания двигателей,  сдел ал а  актуальной за д ач у  об 
определении теплоотдачи твердых и жидких нагретых частиц очень 
малого  диам етр а .  Предш ествую щ ее  с ж и га н ию  распыление  топлива  
в относительно большо м объеме приводит к значительному и з ­
мельчению топливных частиц, в процессе  сгорания  п е р е м е щ а ю ­
щихся  во взвешенном состоянии в газовой среде.

Малый д и ам етр  частиц д а ж е  при значительных относи­
тельных скоростях их д ви ж ени я  д ел ает  возм ож ны м сравнительно 
простое математич еск ое  модел ир овани е  этого, самого до  себе 
сложного  физического  процесса.  Будем рассм ат ри вать  отдельную,  
нагретую до  постоянной темпе ратуры частицу шаровой фо рмы 
с достаточно малым средне-статистическим диаметром 2R, о б т е ­
ка емую га зо вым потоком,  -имеющим средн юю  достоянную т е м п е р а ­
ТУРУ Очевидно,  числа Ре йнольдса ,  соответствующие р а с с м а т ­
риваемому течению, будут  малыми,  меньшими 1.

Д л я  частиц, об тек аемых  потоком при очень м ал ы х  числах Р е й ­
нольдса,  обычно при -определении коэффициента  теплоотдачи а 
пользуются  известной теоретической схе-мой Нуюсельта [)], в соот­
ветствии с которой теплообмен происходит  исключительно те пл о­
проводностью через газовую сферу -неограниченно большого р а ­
диуса .  И спо льзов ани е  этой -схемы д а ж е  при числа-х Ре йн оль дса  
значительно меньших 1 неизбежно  приводит  к существенной по­
грешности.  С у щ ест вую щи е  эк спе рим ент альны е решения указа нной 
з адач и  [2, 3] весьма немногочисленны и при числах  Рейноль дса  
меньших I не могут счита ться  в достаточной степени достоверными 
из-за бо льшой сложности точной постановки эксперимента  и неиз­
бе ж ны х ошибок,  во зн икаю щих в процессе снятия  -результатом.



П р е д л а г а е м о е  пр и ближ енн ое  теоретическое  решение  пос тавлен ­
ной з а д ач и  основано на использовпи-ии интегрального  соотношения 
типа  Т. К а р м а н а .  В этом соотношении толщ ин а пограничного 
слоя б за м ен яется  искомой величиной толщ ин ы гак н азываем ой  
об ласти  вл иян ия  (обозначим ее т а к ж е  б),  в которой решение  ис­
ходном системы д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  уравнений сравни мо по точ­
ности с решением той ж е  системы в реальной неограниченной о б ­
ласти.

Коли, следуя Стоксу [4J, пренебречь в ура вне ни ях д в иж ени я  в я з ­
кой ж и дк ос ти  инерционными членами по сравнению с вязкими,  что 
будет  сп рав едли во  при числах  Р е йн оль дс а  R e <  1; кроме того, 
в уравнении теплового б а л а н с а  пренебречь  изменением теплопро ­
водности в тангенци ально м нап равлен и и по сравнени ю с конвек­
тивным теплообменом в том ж е  нап равлении,  то систему д и ф ф е ­
ре нц иа льн ы х уравнений,  оп и сыв аю щи х  за д ач у  в сферических коо р­
д и н а т а х  с учетом осевой симметрии в без ра зм ерн ой  форме можно 
за пи сат ь  в виде:
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В соотношениях (1) — (!т) исп ользованы сл еду ю щи е  о б о з н а ч е ­

ния: 1 = ~jf< где г — сфериче ск ая  координата ;  0  — сфер ическая  ко ­
ордината ,  о п р е д е л яю щ а я  угол, отсчитываемый против часовой 
стрелки от радиуса ,  проходящего  через хвостовую критическую
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рости потока  в исследуемой точке,  отнесенные к величине V х  
скорости невозмущенного  набегающего потока;

р
Р  =  — ъ б е з ра з мер н ое  давлен ие  в данной точке ,

'iW
равное  давлению,  отнесенному к у д в о ­
енн ому  ск о р о с т н о м у  напору набегаю­
щ е г о  потока;

т —  т
ft =  ,-т р  б е з р аз м е р н а я  т емп ер ату р а ,  г д е  7 — т е м ­

пе р а т у р а  в данной точк е  потока;
и 2 п

Re  =  — -------— безраз мерны й критерий Рейн оль дса ,  где
v — коэффи циент  кинем ати чес ко й вязкости 

газа;

Gr =   ------------ ' у » ------------- — б езр азмерн ый  критерии ] ра сгоф а,  где
g  — ускорение  з е м н о г о  тяг отения ,
[3 — коэффиц иент  об ъе мн ого  расширения газа;

v -2R
Ре =  — —  — б ез ра з мерн ы й критерий Пе кл е ,  в к о т о ­

ром а  — коэффициент  т е м п е р а т у р о п р о ­
водности газа .

В у р авне ни ях (1) и (2) верхние  знаки перед последними чле­
нами правой части соответствуют случаю совпадения напр авлени й 
свободной и вынужденной конвекции,  а нижние знаки — взаимной 
противоположности у к аза н ны х нап равлений.

Р еш ен и е  системы (1) — (4) д а ж е  в п р е д е л а  леи ном уп р о щ ен ­
ном виде приводит  к весьма значительным матема тиче ским труд­
ностям и з- за  наличия  членов,  опр еделяю щи х  свободное  конвектив­
ное движ ени е  (в у ра вне ни ях  (1) и (2).  В пр ед лага емой работе  мы 
ограничимся  случаем довольно значительны х скоростей v при 
сравните льно небольших пе реп ад ах  температур  А71 =  T W — T X , 
когда отношение  коэ фф ициентов  в ура вне ни ях  (1) и (2).

Gr_ _  g а . А Т  
4 R e  v v '

пре дс тавляет  собой пре н еб ре жи мо  м алую  величину,  иначе  говоря,  
ограничимся  случаем,  когда

Gr «  4 Re. (6)

При этом система уравнений (1) — (5) рас пад ает ся  на дв е  с а м о ­
стоятельные:
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Решение  системы (7) при граничных условиях (8) было  выпо л­
нено Стоксом [4]. При этом д ля  поля скоростей были получены 
следующие соотношения:
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2 t? cos <
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г /(- ,-,v /  - 3 1 1 1 \
(?. _)) =  — ( 1 — 4  - |г ) sin Н.

(11)

Таким  образом,  решение  поставленной з а д ач и  сводится и ре ш е ­
нию системы (9) при граничных условиях (10).  Систему (9) в р е ­
зу льтате  очевидных пре образов ани й можно принести к виду:
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Отметим,  что иск ом ая  функция б  ( | ,  О),  исходя из самой ф и з и ­
ческой природы явления ,  с геометрической точки зрения д ля  любо 
го фиксированного  0  д о л ж н а  пре дс тав лять  собой гладк ую  кривую,  
монотонно у б ы в аю щ у ю  от б  — 1 (при £ =  I) до б  =  О (при £ -*оо).  
Интенсивность  этого процесса будет  увеличиваться  с возрастанием 
числа Ре. Од на ко  при любых, д а ж е  достаточно малых числах Ре  
д о л ж н а  существовать  т а к а я  конечной толщ ины область  (мы н а з о ­
вем ее областью вл и ян и я) ,  в пр ед ел ах  которой темп ература  потока 
будет уб ы ват ь  от величины, равном температуре  на  поверхности 
обтекаемой частицы, до значения ,  практически не отличающегося  
от те мп ерату ры  на бегаю ще го  потока.  Обозначим толщ ину области 
влияния  через б.

Сов ерш енн о очевидно,
Г, =  г  ( в .  Ре).

Учитывая  это, целесообразно заменить  переменную £ новой пере­

менной 1 1  =  где у  — г — R — расстояние  от поверхности частицы
до ра ссм ат рив аем ой точки потока .  Переменные g и р св яза ны  межг 
ду собой следующи м очевидным соотношением

? =  I +  Р-Т], (14)
где:

ь
9 =  - f t  ■

С учетом (14) граничные условия  (10) мо жн о  переписать в в и ­
де:

SV =  1, при vj =  0; |
<1 П А ()г!1 А , , I (15)Я =  0; —  =  0; -dlj  =  0  при ij =  1, I v

а уравнения  (12) и (13) записат ь  в форме

(1 +  p-'i)2 v'n - f -  +  0 ( 1 +  pTi)w0 - ^ -  =  +  P*i)2 y y ]  ; ( 1б )

y y  1(1 +  !j7i)2 y ,,l +  jJ6" L° 0  +  f-'б) y0 ] +  p (1 +  pvj) vH c tg 0  =  0.  (17)

З д е с ь  для удобс тв  о б о з н а ч е н о

v' -  V.1» 4»
У м н о ж а я  обе части (17) на б, затем с к л а д ы в ая  почленно с (16).  

у м н о ж а я  обе части полученной суммы на ctj] и интегрируя  п пр еде ­
л а х  изменения г], получим интегральное  соотношение

1 I
+  ^ r i J +  р ■ c tg  0  ^  (1 +  от,) vQ 1) dr j =

о * n

( 18)



В х о д ящ у ю  под з н а к  инте гр ала  величину v'(j можн о запи сат ь  по  
(11) с учетом (14) в виде:

°в ( 7 1 >  ® )  =  _  f  1  А~ •I л. "  ~ 4 ~  П  4 -  0 7 Р  S * n  И *4 1 +  уг, 4 (1 +  рД3 .
Грани чные условия  (15) д аю т  во зм ож н ос ть  пре дставить  ис к о ­

мую функцию й в виде  полин ома третьей степени относительно 
переменной ц , *

•s> =  Лп +  Л] 7] -Т АпЧ]~ +  Аяг * ,
где  Ай, А , .  А 2, А 3 —  коэффициенты,  о п р е д е л я е м ы е  по  (15).

Выч исл яя  эти  ко эффициен ты ,  получим
*  =  1 — 3-/J +  3 Т|2 — т , \  (20)

С учетом (19) и (20)
1

р  ^  ( 1  +  p v j )  vQ - Й  drt =  —  > .  ( о )  s i  и  в ,  
о

и интегральное  с о о т н о ш е н и е  (18) при во ди тс я  к с л е д у ю щ е м у  д и ф ­
ференциальному уравнению о т н ос ит ельн о функции р ( 0 ,  Ре):

+  2 d g e p i . (;,) - - - R i r s -, ( 2 1 )

где
Ч г ) _  Р2 , ? _  i -  9 1 _ S  +

(о) — " П Г  ‘г  ~Т(Г ~ Т ~  8 Г  4 ?- т

+  4 - 4 ^ 1п(р + 1)- (22)
У равн ение  (21) —  нелинейное  обыкновенное  д и ф фере н ц и альн ое  
уравнение,  сравнит ельно  легко  д о п у с к а ю щ е е  л и ш ь  численное  интег­
рирование .  Однако,  если учесть,  что в ра с с м ат р и в а е м о м  д и а п а ­

зоне  и зм ен ен ия  чисел Р е йн оль дс а  р =  т р  дости гает  значительной
величины, ур авнен ие  (21) мо жн о  лин еари зов ать ,  до пу ска я  при этом
погрешность,  не пр евосход ящ ую  погрешности принятого метода
и неограниченно у б ы в аю щ у ю  с уме ньшением числа  Re.  Д е й с т в и ­
тельно,  примем

г ,1г (Р) 1 d 9  (?) .
•' г/й ~  3 rffi ’

р./. (р )  =  - р  г  (р ) ,
г д е  ,Г. 3 -.

г (Г') -  - J 0  л- -за“ .

Т о г д а  уравнение (21) м о ж н о  за пи сат ь  в виде:

£ + 3 « < , е . (23)

В ре зул ьтате  интегрирования  полученного линейного уравнения  
(23) приходим  с учетом значения  величины ср(р) к алгебраиче-  
o k o m v  ур авнен ию

sin  20



З д е с ь  С — постоянная  интегрирования ,  о п р е д е л яе м а я  из у с л о ­
вия минимальности величины р (минимальности то лщ ин ы области 
влияния) у передней по отношени ю к н а б е г аю щ е м у  потоку  кри­
тической то чк и частицы, т. е . ,  иначе говоря ,  из условия:

eh
-£ г =  о, при в

Л е г к о  определить ,  что  зап исанному ус лов ию  б у д е т  с о о т в е т с т в о ­
вать С =  г,  а уравнение  (24) мо жн о переписать ,  следо вательно,

в виде sin 29
з , 15 90 т- — Н +  2

•' +  - W  Г  -  Р Т -----------------------s i n 8 Н =  0. (25)

У р а в н е н и е (25) в рассматр ива емом диапа зон е  чисел Р е ( Р е ^  1) 
имеет  один дей стви тел ьн ый корень,  который с до пус тимой п о ­
г р е ш н о с ть ю  мо жн о за п и с ат ь  н с л е д у ю щ е м  приближенном виде:

где

/  ( < Л

, ~РР
з ~

(26)

/ ( в )  =  4,481

у  т.- в  +  s in  2 t*

sin  Н

П ри б л и ж е н н ы е  значения  функции /  (0) в зависимости от  величи­
ны 0  и с о о т в е т с т в у ю щ и е  значения  величины р, хара кт ери зу ю щей 
области  влияния  д ля  ряда  чисел  Ре, приведены в таблице 1.

Т а бл и це /  1
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0,016т:
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3 ,8 9 3 ,9 4 4 ,16 4 ,57 5 ,19 6,41 9 ,0 0 17,05 141

Р е-  0 ,1 8 ,10 8 ,1 9 8 ,6 8 9,56 10,90 13,57 19,14 3 6 ,5 322

Рее =  0 ,3 5,51 5 ,5 8 5 ,9 0 6,51 7,45 9 ,2 8 13,14 25 ,3 2,11

/V =  0 , 5 4 ,6 0 4 ,67 4 ,9 3 5 ,45 6 ,2 5 7,78 11,04 2 1 ,2 178

Рч _ - 0 , 7 4 ,08 4,13 4 ,3 8 4,84 5 ,55 6 ,9 3 9 ,83 18,8 159

Рее =  0 ,9 3 ,72 3 ,7 8 4 ,00 4 ,42 5 ,08 6 ,3 4 9 ,0 3 17,4 146



При определении ко эф фициен та  теплоотдачи нагретой частицы 
■используется соотношение ,  пр едлож енн ое  впервые Л.  И, К у д р я ­
шевым [5]:

7Vn =  2 +  2 ( 4 * ) .  (27)

З д е с ь  N u  — о ср едн енн ое  по п овер хн ост и о б т е к а е м о й  частицы з н а ­

чение критерия Нуссельта ;  осредненное  по той ж е  по ве рх ­

ности зна чени е  величины - i - .  О п р е д е л я я  по (26) локальное  зн ач е-  
1ние величины — :

1 _  16 V
1 6 / ( в )  — 5 \ г ~ Р ё ' 

находим ее  ос ре дненн ое  зна ч ен ие  как величину

Г 1 sin н rfrt
о г

где

- у )  =  Ч -  —  =  8 - . Ц Р е У у Р е ,  (28)

\  sin О </в 
и

у I е

П о д ст а в л я я  зн ач ени е  J в ф о р м у л у  (27), на ходим

X u  =  2 +  16 J (Ре)- У  Р е .  (30)

Уч итывая ,  что значение  инте гр ала  J (Ре)  в рас с м ат р и в а е м о м  
диа па зон е  чисел Ре  меняется  мало (при изменении чисел Ре от О 
до  1 значение  J (Ре)  меняется от величины 0,0225 до  0,0240 соответ­
ственно),  за м ени м  этот интеграл  его средним п ри бл иж енн ы м  з н а ­
чением, ра вны м 0,0233. Тогда соотношение  (30) можн о перепи­
сать  в виде:

М /  =  2 +  0,375  У  Р е .  (31)
3 -

Очевидно,  величина  0 , 375у Ре  и учитывает  то влияние,  которое 
в р а ссм ат р и ваем о м  случае  ок а з ы в а е т  в ы ну ж де нн ое  конвективное  
д в и ж е н и е  на теплоотд ачу  нагретой частицы.  Из  форм улы (31) сле ­
дует,  что пр ен ебр еж ен ие  этим влиянием (ис польз ованием к л а с с и ­
ческой схемы Ну ссель та)  в д и а п а з о н е  изменений чисел Ре  от 0 
до 1 приводит  к  погрешностям, дост иг аю щ и м 18— 19% при числах  
Ре  близких к  1.



При использовании воздуха  в качестве  обтек ающ ей среды
(Рг =  0,722),  с учетом того, что Ре  =  Рг ■ Re, форм улу  (31) можно
за писать  в виде:

N u  =  2 + ' 0 , 3 3 7  У  R e .  (32)

Зн ач ения  величины N u  в зависимости от чисел Р ейн оль дса
(0 Re  <" I ) представ лены ниже.

Пе Л'и
0 , 0 2,000
0 ,1 2 ,1 5 6
0 , 2 2 ,1 9 7
0 , 3 2 ,2 2 6
0 .4 2,248
0 ,5 2 ,269
0 ,6 2 ,2 8 4
0 ,7 2 ,299
0 ,8 2.313
0 , 9 2 ,325
1,0 2,337

Форму ла  (32) при R e — 1 д а е т  ре з у л ь т ат ,  близко  совпад ающ ий со 
значением Л'и, вычисленным по ф о р м у ле  Л.  И.  К у д р я ш е в а  [5], 
справедливо й для  R e^>  1.

Полученные расчетные фо рм улы  (31) и (32) спр ав ед ли вы в 
предположении о стационарности расс матр ив аемог о  теплового  
процесса.  Однако,  как  п о к а з а ли  Л. И. К у д р яш е в  и Б. Н, Астрелнп 
[6], в р а сс м ат р и ваем о м  случае  весьма  существенное  влияние ,  осо­
бенно в начальный момент  времени,  о к аз ы ва ет  тепловая  нестацио- 
парность.  П ри  этом д л я  критерия  Нуосельта  N u-  в момент  времени 
т. о т счи ты ва ем ого  от  т =  0, с о о т в е т с т в у ю щ е го  на ча лу  процесса ,  
получено с л е д у ю щ е е  выражени е:

Nu-. =  _ L = r ,  (33)
|/ тс F о

где  F 0 =  л^ г  — критерий Фурье.

Д л я  определения  уточненного пр ом еж ут к а  времени (или з н а ч е ­
ния числа Ф ур ье ) ,  в течение которого  наступает  стацион арны й п р о ­
цесс теплоотдачи,  в вы р а ж е н и е  (33) подставим вместо Nil-  з н а ч е ­
ние N u,  полученное по ф ор муле  (31) и соответствующее ус тан о в и в ­
шемуся  процессу.  Тогда  из (33)

F 0 =  ----------------- !-------- т-------. (34)

П (2 -}- 0 ,375  Р е ^ у -



О п р е д е л яя  ср е дн е е  по времени значение числа  Н у с с е ль та  N iu  
в пр ед ел ах  изменения  Fa от 0 д о  по л у ч е н н о го  по (34), находим

П о д ст ав л я я  сюда зна чени е  F n по (34), о ко н ча тельн о п о л у ч а ем

В р або те  рассмотре но пр иближ енн ое  теоретическое  решение  
за д ач и  о теп лоотдач е  нагретой частицы весьма малого  диам етра ,  
обтек аемой га зо вым потоком,  ;в о б ла сти  чисел Рей н оль дс а  м ень ­
ших 1, с  учетом вынуж денно й конвекции.  В основу решения поло­
же но  интегр ально е  соотношение  типа  Т. К а р м а н а  с исп ользо ван ием  
понятия  толщин ы области влиянии.  Полученные расчетные з а в и ­
симости -в граничной области  и х  спр авед лив ости 1 д аю т  р е ­
зульта ты,  близко  с о в п а д а ю щ и е  с полученными ранее  р е з у л ь т а ­
та ми  д л я  больших чисел Рейн оль дса .

Н а  основе пол ученных в ы р а ж е н и й  для  ко эф фициен та  тепл о­
отдачи в ус ловия х  тепловой стационарности приводя тся  расчетные 
соотношения,  уточн яющие  ранее полученные в ы р а ж е н и я  для  осред- 
■нанного ко эф фициен та  теплоотда чи в нестацио на рны х условиях,  
приводится  ана лит ич еска я  за вис и мо сть  этого ко э ф ф и ц и е н т а  от 
кр и те ри я  Пекле.
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