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Вопросы механики жидкостей и газоа
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Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е  ОСЕ С И ММЕ Т Р И Ч Н О Й
Л А М И Н А Р Н О Й  СТРУИ Н Е С ЖИ МА Е МО Й  ЖИ Д К О С Т И  

В Д О Л Ь  ПЛОСКОЙ СТЕНКИ

З а д а ч а  о распространен ии вдоль  стенки плоской л а м и н а р н о й  
струн, быощей из бесконечно тонкой щели,  бы ла  рассмотрена  в 
р абот е  [1]. При решении этой з адач и  был применен метод и н т е г ­
ра л ьн ы х  соотношений .

В на стоящей статье этот метод расп ро стра ня етс я  на  осесиммет
ричные струйные течения 
вдоль  стенки.

З а д а ч а  о течении 
вдоль  стенки осесиммет-  

----------------  ричной струи в несколь­
ко иной постановке,  
иным методом и только  с 
гидродинамической т о ч ­
ки зрения,  р а с с м а т р и в а ­
лась  М. С. Ц у к к ером  [2].

П редп ол ож им ,  ч т о  
струя вязкой н е с ж и м а е ­
мой жидко сти  вытекает  
из ради альн ог о  д и ф ф у з о ­
ра млн точечного источ­

ника  0 и рас тек ается  вдоль плоской неограниченной стенки (фиг. 1).
Д л я  осесимметричных течений наиболее  удобной системой ко о р ­

ди н а т  является  цилиндрич еск ая  система коор дина т  а, г. З а  ось z  
примем ось симметрии,  а г нап рав и м вдоль  стенки. Источник 0, в 
окрестности которого происходит  осесимметричное растек ани е  
струи по стенке, примем за  на ч а ло  координат.

При устан овивш емся  движ ени и система ди ф фер ен ц и ал ьн ы х  
уравнений,  о п р е д е л яю щ а я  гид родинам ическ ую и тепловую з ад ач и  
о распр остране нии  вдоль  стенки л а м и н а р н о й  струп, бы ощей из 
ради альн ог о  д иф фузо ра ,  имеет  вид:



I ic v - к и н е м а т и ч е с к а я  вязко сть ;
а — коэ ффи циент  темпе рату роп ро во дн ости;
Т  — из бы точ на я  темп ерату ра .

Граничные условия  з а п и ш у т с я  в виде
\ ' г =  О, V- — О, Т  =  7Д, при z =  0; \
V,- — 0, при z =  о, Г  -- 0, при г =  от.| "

В такой постановке гид ро ди нам ическ ая  з а д ач а  имеет  т р и в и а л ь ­
н о е  нулевое  решение.  Поэт ому необходимо з а д ат ь  дополнительное  
условие,  которому подчинялось  бы решение  задачи.  Известно,  что 
такое  условие  имеет  вид

/:' =  (71 -’ / \ r V r d z \ i h  =  cons t .  (3)
о \  о /

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  уравнен ия  системы (1) при граничных 
условиях (2) п при выполнении условия  (3) удается  проинтегриро­
вать только лишь в простейших случаях  почти изотермических те­
чений, но и в этих случая х  решение  з а д ач и  приводит  к громоздким 
вычислениям.

Ока зы ва ет ся ,  что решение  поставленных з а д ач  значительно 
упрощается ,  если ко всей области  пристеночного струйного течения 
применить известный метод интегральных соотношений К арм ана .  
В теории пограничного  слоя эти соотношения были установлены 
при изучении обтекани я  тел неограниченным потоком.  Поэтому они



не могут оыть  авт оматиче ски  распро странен ы на пристеночный 
слой струйных течений.

Если к эл ем ент арно м у ко льц евому объему пристеночного слоя  
струи (фиг. 2) применить  теорему  об изменении количества  дв и ­
же н ия  и п ри ня ть  во внимание ,  что на внешней грани це  струи (при 
переходе к не по движ ной  жидко сти )  скорость прибл иженн о р авна  
нулю,  поскольку  мы р а с с м ат р и в а е м  устан ови вшееся  движение,  

ОР п  '
=  0, то придем к интегральном у соотношениюпри котором 

вида
Or

[ r V j d z  =  - v
й: 2 - 0

<•*)

А налогично уравнение  баланса  тепла  примет  вид:
Л.

</
dr

\  r T V , d z  — —  —
д(гГ)

d z
(5)

Очевидно,  что соотношения (4) и (5) мо жн о получить непосред­
ственно интегрированием первого  н третьего  уравнений сис­
темы ( I ) ,  если их с по мощью ура вне ни я  нераз рывно сти п р е д в а р и ­
тельно п р ео б р азо в ать  к виду

fir О.. и:

±  (г П у) +  A  ( rTV, )  =
г) >■ П 7

(6)

дг дг

П ри  л а м и н а р н о м  струйном течении вдоль  стенки н аб л ю д ает ся  
п л авн ое  рас пр еделени е  скоростей и температур .  Поэт ому решение  
к а к  гидродинамической,  т а к  и тепловой з а д а ч  м о ж е т  быть сведено 
к апп рок сим аци и при помощ и полиномов скоростного  п т е м п е р а ­
турного  полей.

Профили с ко ро сти в сечен иях  стр уй но го  пристено чного  слоя  
з а д а д и м  в виде  \r{ =  -A-i .

' i' -- (7)
Выбор ко э ффи циент ов  полинома / ’(/,) подчиним граничным 

Л’с лов и ям:
/ ’ ^  0, при у, — 0 и при v, -= 1;) 
с  1 d F  о  1
F = l > <?7 ’ Р и Y |=  ~ f  ’ |

Вв едем  обозначе ния
А , =  /''(О ); 

Л\ =  Г
О

А? = |
0

(8)

(9)



Т огда  средняя  радиальная  ско рост ь  б уде т  раина

К  =  Ai .

11о так как через  полный р а с х о д  ж и д к о с ти

Vr =
о

( 11)2nrL'i
то максимальная  по сечению скорость  б у де т  о п р е д е л ят ь с я  фор 
мулой

G
Утя

2- A ip<i
Т о г да  иск омые  профили скорости при мут  вид

G/'(-,)Vr =

Принимая  во внимание , что  
'3(1-1 г)

2 r.r.Uy,

д:
G A a

г- 0 2 и Л  | ро-

уравнепие импуль сов  (4) з а п и ш е т с я  в виде

—  =  - 2 г а - ! ^
d r  I гп /  А •/А

В о сп о л ьз о в ав ш и сь  условие м  (3), найдем
G' f i ,г о =

где

* . =  Г Я 'К ) ( (bi d-(..

(12)

(13)

(14)

(15)

(16) 

(17)

Т о г д а  диффе ренциальное  уравнение (15) д ля  определения м а с ­
с о вог о  расх о да  ж и дк ос ти  примет вид

dr  \ О
(2тгЛ,)V r a {qE-

A i E  I

О тсю д а,  после  интегрирования ,  найдем:

4» А аЕ г '
О =  2 л А ,  р J

(18)

(19)

Тогда  толщ ин а струйного пристеночного слоя, м а к с и м а л ь н ая  
скорость,  сумм арн ы й импульс ,  ка сате льное  н а п р яж е н и е  трения  
на  стенке, местный ко э фф иц иен т  сопротивления  и произведение 
массового  ра схода  на импульс  соотиетственно будут опр еделяться  
ф орм ула м и:



v  4А -Л • ( 21 )V ...ах -  ,  |  з v A o r . , r :  ' '  ;

4 ‘Л  А  л Г  -'
К  =  2г.42 о 1 /  - ; (22)

\  4*40 У

3 4 *  '' /  ЗЛзА"1

Т“  "  4 '  Г" | /  4 ,4  „ 1 1 ^  ' (2 3 >

( , _  4г4„;лг
и л  1 '

GK — 4гг-fj'-Л! / ’2 —  =  cons t .  (25)
£з

Ср ед нее  значение  коэ фф иц ие нт а  сопротивл ени я  б у де т  равно:

=  - у  С, .  (26)

Ф ор м у л а  (25) п о к а з ы в а ет ,  что  про из ведение  м а с с о в о го  р а с х о ­
да  на импульс  о к а з ы в а е т с я  величиной пос тоянной.  Это  значит ,  
что величина пропорциональная  п ро и зв еде ни ю  GK,  в с е г да  м о ­
ж е т  быть найдена через  начальный импульс ,  а, следо вате льно,  
в ы р а ж е н а  ч ер ез  п л о щ а д ь  сопла  и ско рос ть  1/„ истечения  га зо в .

Тепе рь  перейд ем  к рассмотрени ю теп л о в о й  з а д ач и .  Профили 
т е м п е р а т у р  в сечен иях  т е п л о в о г о  при сте но ч но го  слоя  за д ад им

полиномом I 7и =“  —  •
v f Т

Т  Т и, } (г,т). (27)

Выбор коэфф ициен тов  полинома f ( v )  подчиним граничным 
условиям

/ =  1, при г,, =  0;

I =  0. f i-  -  О, °ЛХ =  0.  при 7(| =  1 . |  (28)
д:п J

С н а ч а л а  найде м толщ ину теплового  пристеночного слоя.  Д л я  
этого  воспо льзуемся  ур авнен ие м (5) б ал а н са  тепла ,  которое,  
после подстановки пр оф ил ен  скорости и темп ературы,  примет  вид

где

<1 (In Т  )  =  —  Г   1 л1г. (29)
4 j 'Д 3 /7(Л) v

Л =  ; (30)
О

В  =  -  Л- П 0 )  ■: . (31)
А и



H(A)  = ~ ^ F ( ‘i ) f ( r lr)dy iT. (32)
о'

П рои зв од я  интегрирование  ур авне ни я  (29) с учетом того, что 
стенка  имеет  вполне  определенную темпе ратуру

T w = T w, при г — 1. (33)

по луч им  уравнение  д ля  определен ия  А,  а, следо вате льно,  и Вт, 
в виде:

Ля Н{Д) =  Д31и-4ж=.— . . (34)
I In f l ' l  ■' / —н )

I 1 \ Т » !  .
Если ограничиться  рассмотрением час тно го  случа я ,  к о г д а  

T w =  Tw =  cons t ,  то получим

Д'! Н(А)  =  —  , (35)

О т с ю д а  видим,  что  Вт =  В, а следовате льно,  и т|г — ■/,, при числах 
Прандтля

а =  _ А _  . (36)
//(1)

С ек у н дн о е  к о ли че ство  тепла,  перено сим ое  ч ерез  единицу 
п л о щ а д и  стенки,  б у д е т  равно •

(/к1 =  - С _ 7 у ' ( ° ) .  (37)

Тогда  коэффиц иент  теплоотдачи,  критерий теплового подобия 
Нуссельта ,  отнесенный к расстоянию г от источника,  средние  з н а ­
чения коэффици ент а  теплоотдачи и критерия  Нуссельта  и пр ои з­
ведение  числа  Нуссель та  на коэффи циент  сопротивления соответ­
ственно будут  определят ься  ф о р м у ла м и

-  -  -  / '  (0); (38)

(39)
А

(40)

Nil, =  —  ACi,; (41)

=  -  * Л^ ; 0) =  cons t .  (42)
* л ,1



Отс юда  видим,  что при струйном течении вдоль  стенки, в о т ­
личие  от обычной теории пограничного слоя,  произведение  (42)
м о ж е т  быть исполь зо ван о д л я  определения  критерия  Нуссель та  по 
известному ко эф фициен ту  сопротивления.

Нели в качестве  апп ро кс им ир ую щ ег о полинома скоростного  по ­
ля  взять полином второй степени

/-(,.) =  4т,(1 -уф  (43)

а д ля  т е м п е р а ту р н о го  п о л я —полином тре ть ей степени

/Кг)  =  (1 — V ) \  (44)
то основные хара кте рис тики течения и тепло обм ена  будут оп р ед е ­
л ять ся  ф о р м у л а м и  т абл иц ы  1.

Таблица I

Р а д и ал ьн ая  струя П лоская струп

См ах 0 ,7 5  I — 0 ,4 3 4  \ j  — - 
г их

(45)

а

[

£>i/Г 2 , 404о 1 T J U (46)

к 6 , 876o I - L -
1 v r 1

4 / /Та 
0,832,0-1 -L­

) V.C
(47)

<> 1 '7F' 
3 ,6 0  \ »

4 / мУ̂ .у
8 ,32  л /  _  

1 Е
(48)

4 ~ т
0 ,8 2 2 р |  _  

|  v r11

4 “ гга 
(1, 208,о"| Д . (49)

С/
4 37" 

6 , 5 6 ,  -
* .,а 

0 ,3 6  1 2L- 
’ | £ *

(50)

О К 2’/-Е (51)

А'«/-.л-
0 ,8 2 5  ' ' /  1 Г  

Д  I v<V
0 ,3 2  4 / Е 7  

Ж “ 1 А
(52)

CfMUr.x 5, 112 
д

1,035
д

(53)

В этой та б л и ц е  д ля  сравне ния  приведены ф орм улы  из ра бо ты [1] 
д л я  случ ая  плоской струн,  в ы тек аю щ ей из бесконечно тонкой щели 
и р аспр ос траня ю щ ейс я  вдоль  одной из сторон плоской стенки.

Соп оставление  форм ул  (45) — (53) с решениями М. С. Ц у кк ера  
[2], II И. А ка тно ва  [3], Л.  А. Вулиса  и А. Т. Т ро ф им енко [4] показы-



вает,  что структуры соответствующих расчетных формул од и н а ­
ковы. Р а з н и ц а  в числовых коэффиц иентах  сравнительно м а л а  и в 
полной мере  опр ав дыва етс я  простотой методики решения по ст ав ­
ленных задач .

В за клю чение  замети м,  что во внутренней области (от стенки 
до точки макс им ума  скорости)  гр а ф и к  распределения  скоростей,  
з а д ан н ы х  полиномом второй степени (фиг. 3) ,  будет  расположен 
(штр их-пунктирная  линия)  ме ж д у  г ра фи ка м и  распределения  ско-

Мт

<0

06-

0.6

Оч-

оя

о / о го

1 / г

V

1 р /

/

/
77 |

/  17 |

/
/

5.0
Vm

т

Фиг.  3

ростей,  нриведевными в книге Л.  Г. Л ой ц ян еко го  [В], д л я  струи у 
стенки и для  профил я Б л азп у са .  Это, видимо,  к является  одной из 
причин, вы зв авш ей  уменьшение числовых коэффициентов  в ф о р м у ­
л а х  основных х ар акт ер и сти к  течения по сравнен ию с д анными
Н.  II. Акатнова  и М С. Ц у к к е р а  [2], [3].



в ы в о д ы

1. Р а з р а б о т а н а  методи ка  применения интегральны х соотнош е­
ний к п р и бл и ж е н н о м у  решению гид родинамической н тепловой з а ­
дач  при распро странении  вдоль  стенки осесимметричных л а м и н а р ­
ных струй, бьющих из р а д и а л ь н о г о  д иф фузо ра .

О к а з а л о с ь ,  что д ля  получения  решения гид родинамической з а ­
дачи,  отличного от тр ив иа льно го  нулевого  решения,  необходимо к 
ур авне нию импульсов  д о ба ви ть  условие «сохранения»,  впервые 
пр едложе нн ое  Н. И. А кат нов ым [3], зам ен ив  в нем верхний б ес к о ­
нечный предел интеграл а  на толщ ин у  области  пристеночного тече­
ния.

2. Ре ш ен ие  гидродинамическ ой и тепловой з адач ,  изложенное  
в статье , пок азы вает ,  что методика ,  п р е д л о ж е н н ая  в работ е  [1], м о ­
ж е т  быть об общ ен а  и д л я  более слож ны х случаев.

.7 И Т Е Р А  Т У Р А

1. Н. В. К л и е н т о в .  Т р \д ы  K vii6uшевского Авиационного института, вып. 
15. кн. 2, 1963.

2. М. С. Ц  у к и с  р. ПММ, т. 18. нын. 6, 1954.
3. Н. И. А к а т  н о в. Труды Ленинградского  Политехнического института. 

Энергомашиностроение. .V» 5, 1953.
4. Л. А. В у л и  с, А.  Т. Т р о ф и м  е п  ко.  Ж у р н а л  технической физики, т. 26, 

вып. 12, 1956.
5. Л .  Г. Л  о й ц я и с к и й. Л ам и нар н ы й  пограничный слой. Фнзматиэ, 1962.


