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Вопросы механики жидкостей и газов

А. К. ЧИНУ РИН

ТУ Р Б У Л Е Т Н ЫЙ  П О Г Р А Н И Ч Н ЫЙ  СЛОЙ НА ВХОДНОМ  
УЧАСТКЕ Р А Д И А Л Ь Н О Г О  Д И Ф Ф У З О Р А

Р а д и а л ь н ы й  диф фуз ор  пр едста вляет  собой к ан ал ,  об ра зо ван ны й 
в общем случае  дву мя  соосными поверхностями вра щен ия  (фиг. 1). 
Д и ф ф у з о р ы  этого типа  являю тся  эле ментами компрессорных м а ­
шин, вихре вых холодильников ,  ап п ар ато в  на воздушной подушке 
(А В П ).

Течение  в таких к а н а л а х  х ар ак тер и зу ется  зн ачительны м п р о ­
до ль н ы м градиентом давлен ий,  сильно вл и я ю щ и м  на профиль  ско­

ростей и, следовательно,  на сопротивление  к а н а ла .  Б большинстве  
случаев  при исследовании пограничного  слоя  в условиях внутрен­
ней з а д а ч и  исп ользуют н ап еред  за д ан н ы й  пр оф ил ь скоростей — 
степенной или  логариф мический,  которые,  к а к  известно,  хорошо 
согласуются  с экспериментом только д ля  плоской пластинки.



Н частности,  степенной закон распределения  скоростей был псполь- 
юван в И] применительно к безлопаточному диффузору  компрес­

сора,  что неточно о т р а ж а е т  фактиче ск ую картин у течения,  так как 
при наличии продольного  градиента  давлений профили скоростей 
нельзя  считать подобными в к а ж д о м  последующем сечении. Кроме 
г ого, такой подход не д а е т  воз можности определить  точку отрыва 
пограничного слоя,  которую приходится  находить  искусственным 
путем, к а к  это сд ел ан о  в [4].

Целесоо бразн ее  не з а д а в а т ь  профиль  скоростей заранее ,  а н а ­
водить его из условий конкретной задачи,  используя  д и ф ф е р е н ­
циальные уравнения д ви ж ени я  и граничные условия,  как в [I. 2, 
■ 5].

Рассмотрим погран ичн ы й  слой  при  р а д и а л ьн о м  течении вязкой  
несж имаемой жидкости в диффузоре, образованном  д в у м я  диска-  
пи и л и  конусам и  с м а лы м  угл о м  раствори В° (см. фиг. f).

С д е ла е м  следующие допущения:  течение обла д а е т  центральной 
симметрией относительно осп г, а т а к ж е  симметрично относительно 
оси г в плоскости ч ертежа ;  профиль  скоростей на входе при г ~ г 0 
(фиг. I) равномерен;  пограничный слой турбулентен с самого 
нач ала ;  я др о  течения подчиняется  за к о н а м  потенциального д в и ­
жения,  и скорость по его сечению постоянна;  статическое  давление  
постоянно в к а ж д о м  сечении потока и равно дав лен ию  в потен­
циальном ядре;  нее компоненты тензора  на п ряж ени й п р ен еб реж и­
мо малы по сра внению с \ гг.

,  , -  /; — -
<1 — II —  Z* Z — — —  .о

Ура внения  Рей н оль дс а  в нашем случае  (в цилиндрической сис­
теме координат)  имеют вид:

д'<- , ди 1 dp . 1 ch
w — — I- u ~ r    f- 4  ■ —i7: or  p ip■ p dz

д и dw и A
—  + —----r —  =  U
dr dz r

(П

(2)

i де ш н  и — радиальная  и о с е в а я  ос редне нны е с о ста вл яю щ и е  
ско рост и в пограничном слое;  

р —  с тат и ч е с к о е  давление;
Р — м ассовая  плотность;  
т — к асател ьн о е  напр яже ние .

Граничные условия  задачи:
и =  w  =- 0  на ст ейке  при г =  h  (3)
и  — U  на вн еш не й границе слоя  при г — г%.

П Р О Ф И Л Ь  с к о р о с т е й  и з а к о н  с о п р о т и в л е н и я

Д л я  получения  пр оф ил я  скоростей р а з л о ж и м  кас ательное  напря  
кение в р я д  Тейлор а  вблизи стенки:



где — на п р яж е н и е  на стен ке .

Ко эф фициенты ря да  найдем пос ледовательным д и ф ф е р е н ц и р о ­
ванием уравнен ия  (1) с помощью (2) п граничных условии (3). 
О гр а н и ч и в а я с ь  первыми т р е м я  членами ра зл о ж ен и я ,  получим:

7 =  м,+ ~ ( h  —  z) =  То (1 +  Jz), (5)
а г

где г =  -— г; — ф о р м п а р а м ет р .
ft dr т0

Применим гип отезу  П ран дтл я  о пути смешения:

t o
oz j

I -  к  (/? — z), (7)

где  к  =  £( / . )— фун кц ия ,  з а в и с я щ а я  о т  п р од ольн ого  градиента  д а ­
влений; для  пл оской  пластинки к =  0 ,4 =  cons t  (1). 

П о дст ави в  (5) в (6) с у ч е т о м  (7), получим с л е д у ю щ е е  д и ф ф е ­
ренциальное  уравнение:

. 1 , где  ~z = ' ^ \  v , =  | /  Д,
dz /. ft 1

I/ — , 1
    II *  1 “1“  ---
/ Г

Инт егрир уя  е г о  no z с исп оль зо ван ие м  граничных условий  (3) 
для определения  пос тоянной интегрирования,  получим ф о р м у лу  
для профиля с к о р о с т е й  в т у р б у л е н т н о м  погра ничном слое:

2 „  T T S -  I г т т . ) + , „ 0 ^ 1 1 р Ц 1 .
(К 1 ; 1 )(Г 1 ; А—и -

(8 )

где .V =  — - .
Г ,

Д л я  получения з а к о н а  сопротивления необходимо пр и равня ть  
скорости в турбулентном  пограничном слое и в л а м и н а р н о м  по д ­
слое на внешней границе последнего,  где профили скоростей д о л ж ­
ны сращи ваться .

Найдем вн ач але  скорость в л а м и н а р н о м  подслое,  для  чего ис­
пользуем известное  соотношение  К а р м а н а  д ля  толщины этого 
подслоя:

8 х = « — , ( 9 )

где  7 =  7. ( — j — функция,  ко тор ая  д о л ж н а  быть оп реде лен а  о п ы т ­

ным путем;  для  пло ской пластинки 

г-. =  1 ] ,5 =  cons t .



(Ю)

кинематический коэ ффициент  вязкости;  
н за ко н в я з к о г о  трения  для  подслоя:

о н
O Z

П о д ст а в л я я  (10) в (5), получим:

^  =  — ( ! + ' - ) ■
O Z  V

11роинтегрировав это  уравнение аналогично (8), получим профиль 
ско ростей в ламинарн ом подслое:

(12)
г д е  и,, — ско рость  в ламинарном подслое.

Из  (9) и (10) следует :
— П ■ -  Г-,, h.4 а

Л о Й

II, наконец,  сравнивая  (8) и (12), получ им зако н сопротивления

.V =  k-y, + ^  • ~  + 2 ( у  1 +  > - -  | ( +  * £ )  +

( у  1 ■ * * -v\ V]. гдт-1)
+  1м •  Jk =  {--------  ---------- (13)

( у 1 я т?7 v 0 '1 ^  0
Н а й д ем  п р о ф и л ь  скорост ей  и за к о н  с о п р о т и в л е н и я  в т о чке  

от рыва п о гр а н и ч н о го  с л о я .
З д е с ь  на п ряж ен ие  т0 о б р ащ а е т ся  в 0, а >. — в бес ко нечность .

Т о г да  вы ражение  (5) б удет  иметь  вид:

-  =  ~ ( h  — 2 ), при - 0 =  0 и / . - > * .  (14)
ilr

П од ста вив  (14) в (6) с у ч ет о м  (7), получим диф ференциальное  
уравнение,  ко то р о е  проинтегрируем из условий на внешней г р а ­
нице слоя  и  =  U  при z  =  г?. П ос ле  элементарных  пре образов ани й 
по лучим профиль ско рост ей в точк е  отрыва:

Д л я  по луче ния  з а к о н а  сопротивл ени я  поступим так  же ,  к ак  в 
пре д ыд ущ ем  случа е .  Приравнивая  (11) и (14) для ламинарного  
подслоя и проинтегрировав  пол уч енн ое  уравнение,  бу де м  иметь 
профиль ско ростей в ламинарном подслое:



на стенке
.v<5 , <* 2

Мл  О- d p  "  л A  /W > \—  =  пл =  -------. —    при « =  0. (16)
и  П - U  d z  2

П ри равн ив ая  (15) и (16) на внешней границе лам ин ар н ого  подслоя,  
п о л у ч и м  за к о н  с о пр отив лени я  в т о ч к е  отрыва:

!  —  ■ —  ■ —    1 / ’А  • 4 1  ■ ( 1 _  | ■ (17)
' i f  dr 2 А-отр и  У у . dr 1 1 1 2л)

П о л а г ая ,  что z„ в точк е  отрыва  мало,  и пре н ебрегая  величинами
—п

I -  d p

по луч им  в м есто  (17):

• —  И I 
■j - С  d r  2  1

1 / J L  • £ £ = , .  (18)
г  р d r/( 'отр I I  f  р d r

В ы р а ж е н и е  (18) является  условием отрыва  пограничного слоя. 
При этом к  =  0,267 [51. Под ст ави в  (18) в (15),  найдем профиль 
скоростей в точке отрыва  в форме:

- § - = Tl =  y ‘ ^  <19>

Прив еденн ые  выше фо рм улы  д л я  рад и альн ог о  д и ф ф у з о р а  сов ­
п а д а ю т  с полученными в [5] для  плоского д и ф ф у з о р а  с п о л о ж и ­
т ельн ы м  градиентом давлений.

О пр ед ели м  параметры турбулентного погран ичн ого  слоя.  Д л я  
этого  получим вна ча ле  ин те гральны е условия  К а р м а н а ,  ка к  в [I], 
путем эл ем ент арн ых пре образ ован ий  системы (1) — (2) и интег ри­
ров ани я  по г (1) с пом ощью (2) и граничных условий (3):

до**
д г

7 -  ( 2  +  Н ) ±
I Г

-2-  (20)
р U 1 ’

г д е  5* =  и )  dz =  3-^2- — т олщ ин а  вытеснения;  (21)

8** =  <5- С( 1 — и) и ■ dz =  3 | —  — — тол щ ин а потери импульса;  (22)
о '  х '* -

Н = ± - ■о** -
А\ и А 2 — функции ф о р м п а р а м е т р а  найденные с п ом ощ ью  (8) 
и со о тв ет ств ен н о  равны:

А  (>•) -  - j -  • *’Д  + (23)

^ ) - а',^ ; + Г г + 3-?Ь п!п<1+г)- 1"2'- <24>
г де  t =  ] /  1 +  X.

Пр и  7 =  0,  A i •» 1; Л2 =  2.



Отношения ус ловны х толщ ин б у д у т  иметь  вид:

Я  =  —  =
й**

1 <25>

Н *  =  i l  -  A ;  1 - А ;  Я  =  ^  =
S § а? а:2

1

i _ _ 2 •__
Tli х

В т очк е  отрыва (где X о б р ащ а е т ся  в б ес к оне чность ) ,  если и с ­
пользовать  (19) для  (21) и (22), получим:

и :тр = -L; я : ; = п-; яотр -  2. (2б>
«3 о

И с по льз уя  соо тно ше н ия  (256), и с к лю чи м  8 из з а к о н а  соп р о т и в ­
ления:

где

(27)И си /1**

С /-5** Л • UR *  = -------- ; х  = ------

и в ы ра ж ен и е  (13) примет вид:

х  -  —  —  [ А , -  - а1 +  2 у  \  + ' J L . _ L _ ( a _ * ' )  +  
2  7 ? * *  V х )  У  1 ^  к  I I * *  \  1 х )  ^

V ^ - т ^ У - Ч ) — 1
+  In —  -4^  -  у  -  =  ф СО. (28)

V i + 4 - j b  + ■
I де

Л (0  =  к - у, +  2 ) 1 + ' Х.+ in
V Г + Т - 1
l-'l . . Л . 1

Необхо димо  отметить,  что все полученные фо рм улы  с пр авед ­
ливы при всех положит ельны х .и небольших отрицательных г р а ­
диентах,  а при Х<С— I те ря ю т  смысл.  Уравнение  (28) сл у ж и т  д л я  
определения  па рам ет ров  (25) и коэффициента  С/ в виде  семейств 
кривых,  что понадобится  в д ал ьн ейш ем  при интегрировании (20).

Cf=  2 -^у  =  ),); (а)

Я * =  ^  =  Я *(/?**Л ); (б)X

M i  _ d « £ L  =  # * • ( / ? • * , х); (в) (29)х-  х -

Я = ^  = З Т = Я (П ) | (Г)
1 Л1 ' ж



И з  соот но шен ий  (29) мо жн о иск лючить  пар аметр  /. с помощью:
к'1

77' 1 '  v
Я =    — ----------- = / ( Д * * ,  '■)■ (30){Я /?е„ Л**

где

U  =  — , U' =  — , Я е0 =  - ­
я ;  rf7  v

после  чег о  по луч им  нео бходи мые для вычисления функции,  у ж е  
от  п ар ам етр о в  Я** и Я. Тепе рь  приступим к интегрированию 
уравнения  (20), к о т о р о е  сначала приведем к б е з р а з м е р н о м у  виду:

ЛП** 
и- ~  +  /?** =  R e n-U-A,  (01)

где

, 7  =  — , .4 =  —  -  — С, , Д -  1 +  / 7  ~  •
V 1\ X' 2 ■ I „

Д л я  д а л ь н е й ш е г о  вычисления  представим Л ^  Л„ 4- АЛ и В =  
=  В» + '  АД, где  Л„ и Д„ оп ре д е л яю тс я  из ус л о в и я  л =  0. т.  е. при 
н у л е в о м  про дольном градиенте ,  а АЛ и АД — ка к  некотор ые  п о ­
правки; дале е ,  у м н о ж и в  (31) на U B\  мо жн о привести  последнее  
уравнение  (31) к виду:

д /ТТЛ. п л * \  Аа11е-Г в.

д~
1 _ .  J _  ( л  А  +  ЛД • Я ■ /г* ‘ —  ) (32)

А, Не  1

где

П ро ин тег рир ова в  последнее  в ы ра ж ен и е  по г, получим:

=  X  U .f o o f  U,U1 [1 я, Де) ] ^ 7  +  Г ? ’ ■/?«*[ , (33)
я  ■ ( j I

F ( R * * , P ,  Re) =  — ( ДЛ +  Д Д - Я - Я * * — —  V
A V  Не  ./

Это ин тегральное  уравнение ре ш а е т с я  мето дом п о с л е д о в ат е л ь ­
ных приближений,  так  как при внутренней з а д а ч е  имеется  з н а ­
чительное  влияние пог рани чного  слоя  на ядро  течения ,  п в н а ч а ­
ле нам не и зве сте н  за к о н  из менен ия  ско ро сти в последнем.  П о э ­
т о м у  мы д о л ж н ы  з а д ат ься  ка ким-либ о при ближенным за ко н ом 
U = и  (г ). П о л а г ая  Д =  0 и по принятой за ви си мости и  =  и I/  ), 
опре де ляе м по уравнению (33) R\ (первое  приближение),  после  
че го  опр ед еляе м поправки АЛ, АД и Я. Затем,  в зя в  для в т о р о ­
го  приближ ени я F (R**,  Я, Re) =  F (R \  , Я, Re), после г р афи ческ о го  
ин тег рирования  (33) находим Ro . Д а л е е  п р о д о л ж а е м  этот  п р о ­
це с с  до  совпа ден ия  д вух  последних просчетов .

Ка к  у ж е  говорилось  выш е,  в к а ч е с тв е  Л0 и Д,> примем з н а ч е ­
ния функций Л и Д при н улевом  продольном градиенте  и при



средних значениях /?**. Вид функций A = A ( R * * , P ) h B = B ( R ' - , P )  
м ож ет  быть  уст ан овл ен из (28). Т ак  как все  в ход ящ ие  в эти вы­
ра жения  величины являю тся  фу нкц ия ми X и х,  то лри заданном 
значении парамет ра  X число R**  =  R**(x);  и эти величины б уд ут  
фун кц ия ми  R **  и X. Н ео бх о д и м ы е  для  р асче та  зависимости п ре д ­
ставлены в (29).

Ввиду того ,  что распределение  ско ро сти в ядре течения не 
м о ж е т  быть  вычислено из р асче та  потенциального  течения,  то 
примем з а к о н  и =  и ( г )  из с л еду ю щ и х соображ ений.  Запишем  
уравнение п о сто ян ства  ра схода  для н а ш е г о  случа я  (см. фиг. 1)
в виде:

I г -h - f ■ •
2“ о-/!,, =  2r.r U-ill — о) -(- f a - dz =  2 - j  - i '-h-  I 1

I ^  \  » 1
где левая  ч а с т ь -  расход через входное сечение ди ффу зо ра ,  а пр а­
вая  расход через цилиндрическое сечение на расстоянии,
или

где

/Л  г ) =  ^  1 (34)
г » . ( 1 -  о*)

и ( г  ) =  — , h =  — , Ъ* =  -  •
.  и„ К    л

П о л а г ая  для пе рво го  приближения о* =  0, получ им закон и з ­
менения ско ро сти в ядре  течени я  в за ви си мост и от г:

U 17)  =  J-r . (35)
г ■ h

В с луча е  д и ф фу зо р а ,  об р аз о в ан н о г о  д в у м я  дисками;

б / , ( г ) = ~ .  (35а)
Г

Прин ятие  фо рм улы  (35 а) для  слабо  р а с ш и ря ю щ ег ося  кан ал а  имеет  
практический смысл:  в данном  случае  в оз м ож н о сужение  ядра ,  
что может  д а ж е  привести к увелич ени ю,  скорости в нем, п, прене­
брег ая  изменением h в (35 а ) ,  мы тем самым сократим число при ­
ближен ий  при решении (33),  так  ка к  будем б ли ж е  к действ итель­
ности, чем приняв  закон (35).  Ита к ,  приняв  (35 а ) ,  с пом ощью (33)
опред еляем 6Д  первого  приближе ния ,  после 'юго находим новый
зак он изменения  скорости вдоль  радиуса  и  «■ U2(r) и определяем <V; 
второго приближения.  Этот процесс пр о д о л ж а е м  до совпадения  двух 
последних просчетов.

Д л я  вычисления  полного коэффициента  потерь воспользуемся  
тем же приемом,  что л в [61. то есть через па р а м е т р ы  по грани ч­

ного слоя. Только при этом надо учесть,  что —1 до лж н о  оыть’ f (1
достаточно велико,  чтобы не было уч астка  стабили зир ованного  те­
чения, которое здесь не ра ссматр ива ет ся ,  и при условии без отрыв­
ного пограничного  слоя.
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