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Вопросы механики жидкостей и газов

J1. И.  К У Д Р Я Ш Е В ,  А .  А  Г У С А К О В

В Л И Я Н И Е  С В О Б О Д Н О Й  К О Н В Е К Ц И И  НА ПОЛЕ  
СКОРОСТЕЙ И Д А В Л Е Н И Й  ПРИ ОБТЕКАНИИ СФЕРЫ  

ПОТОКОМ ПРИ МАЛЫХ ЧИСЛАХ Р Е Й Н О Л Ь Д С А

С математической точки зрения ф о рм ули ро вка  поставленной 
зад ач и сводится  в случае  скоростной и температурной ст ац и о н а р ­
ности к следую щей  системе д и ф ферен ц иа льн ы х уравнений,  опре­
деляю щей поле скоростей,  давлений и температур.

З д е с ь  v, Р, Т  — соответственно скорость ,  давление  и т е м п е ­
ра ту ра  в любой т очк е  поля;  

о — плот нос ть  о б те к аю щ ей  среды;
-j, а — кинематический  ко э фф ициен т  вя зкости и к о э ф ­

фициент  темп ер ату роп ров одн ос ти  об тек ающ ей 
среды,  отнесенные к средней температуре

где Т ш — темп ера ту ра  на поверх но сти  о б те к ае м ого  тела; 
Т  я — те мп ера тура  не воз му щенн ой об те к аю щ ей  

среды;
F — по д ъ ем н ая  сила.

В качестве  грани чных условий з ад аю тся  скорость и тем­
п е ра тура  Т  на бе гаю ще го  потока,  а т а к ж е  пост оявца я  т е м п е р а ­
тура  Гаи на поверхности обтекаемого  тела.  Скорость  у поверхности 
принима ет ся  равной нулю. Вследствие  весьма м а л ы х  чисел Р е й ­
нольдса  (будем считать обтекание  можн о считать безот ­
рывным,

Пре дп олож ени е  о малости чисел Рейн оль дса  дает возможность
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значительно упростить  пос тавленную за дач у  за счет отбр асыва ни я  
ма л ы х  инерционных членов в ура внении (1).  Сп рав ед лив ос ть  т а ­
кого упр ощ ени я  при числах  Р ей н оль дса ,  меньших единицы,  была  
д о к а з а н а  Стоксом [I].

Систему уравнении (1) — (3) с принятым упрощением це лесо ­
о б р а з н о  ра сс м ат р и в а т ь  <в б ез р аз м е р н о й  сферической системе к оор­
ди на т  0 ,  записанной с учетом осевой симметрии:
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Н а ч а л о  сферической системы пр ед пол агаем  со впа даю щ им  
с центром обтекаемой сферы.  В записанной системе ( 4 ) — (7) вве ­
дены следу ю щи е б ез раз мерн ы е  величины:

; =* —ц~\ г — ра зм ерная  сферическая  радиальная  к о о р д и ­
ната;

R  радиус  обте к ае мой  сферы;
(-3 — угол ,  о тс чи ты ваемый  в радианах  от радиуса ,  

с о в п а д а ю щ е г о  по  направлению со скор остью 
н а б е г а ю щ е г о  пот ока  п р о х о д я щ е г о  через  
хв ост овую  кр и ти че ск ую  точку;  0 < ' € » < '  я.

V: =  -Т-; Ф сферичес кие  с о с т а в л я ю щ и е  скор ости  в любой

т о ч к е  поля:

р' = — 4 б е з р а з м е р н о е  давление  в любой точк е  поля;
р , «

Т  - Т
й =  - — —  без р аз ме р н а я  темп ера ту ра  в любой точк е

“■ сс
поля;
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критерии Рейнольдса ,  И р ан д тл я  и Гр асгофа соответ ст венн о 
(ft — коэ ффициент  объемной деформации о б те к аю щ ей  среды;



g — ускорение  силы тяжести);
=  со.чВ; f g  =  ^.ftsinW— сферичес кие  составл яю щ ие  подъемной

силы (здесь  и в дал ьн ейш ем  при нали­
чии двойных знаков  верхние знаки с о ­
о т в е т с т в у ю т  сл у ч аю  совпадения  на п ра в ­
лений скорости у м и свободной конвекции, 
нижние знаки — сл уча ю  их вза имн ой 
противоположности) .

Отметим,  что в прав ой части уравнения  теплового б ал а н са  (7) 
мы пренебрегаем членом,  оп ред ел яю щи м теплопроводность  в т а н ­
генциальном направлении,  по сравнению с конвективным потоком 
и этом направлении.

Граничные условия д ля  скорости могут быть записаны в виде: 
при с =  ] Vi — 0; =  0;

при 4 —-> ос г/; — > cos 0;  ив —• — sin 0 .  (8)

Граничные условия  для  температуры:
при с =  1 -<V =  1;

при « —» э с ; Я  С); — —■* 0. (9).

Точное решение  системы (4) — (7) д а ж е  в представленной у п р о ­
щенной ф о р м е  о к азы вается  весьма с лож н ы м  из-:за наличия  в п р а ­
вых частях  (4) и (5) величин, за ви ся щ и х  от температуры.  Однако 
сравнительно просто мо жн о получить при ближе нно е  поле ско рос­
тей и давлений,  введя  в рассмотрение  вместо истинной функции I*, 
удовле тво ряющ ей системе (4) — (7) ,при граничных ус ловия х (8) 
и (9),  п р и бл иж енн ую  функцию >>, качественно соответствующую

физической сущности ра ссмат ри ваемого  процесса (Яу> 0 ; - ^  <Г 0;

- jc r l>0;  п д иа па зо не  К ч ^ о с ) ,  уд ов летв оряющ ую  «гидродинами­
ческой» системе (4) — (6) при граничных условиях ( 8 ) , уд о в ле тв о ­
р яющ ую поставленным условиям  для  те мп ера ту ры  (9) п, кро ме  то ­
го дополнительным  двум условиям, от ож дест вл яю щ им  поведение 
истинной и пр бл ижен ной  функций у поверхности обтекаемого  тела и 
на достаточно большо м удалении от него. Р асс м от ри м  эти д о по лни ­
тельные условия.

При 4 -> оо в соотв етс твии с (9) -чг- -^0. П олагая  в уравне­

нии (7) ; =  о с и  =  0, по луч аем

6 V
•0. (10)

П о л а г а я ,  далее ,  в соот ветст вии  с (8) в уравнении (7) 4 — К  
=  и'а =  0,  пол уч аем :

Г - ^ -  +  4 - 4 - 1  =  0 -  ( 1 1 )L s & J;. 1



В к а ч еств е  функции,  у д о в ле т в о р я ю щ е й  перечисленным у с л о в и ­
ям,  принимаем

' 9 ' = 2 f 4  (12)

г д е  k  и ак — неоп ред еленн ые  постоянные величины.
В этом с луч ае

F \  =  + V  "ft
t c  

I- A b
* cos 0;

(13)
v  aft

sin 0 .^ fl = «от С л7 ь .1
При учете (13) уравн ени я  (4) ,  (5) ,  (6) м о ж н о  р а с с м ат р и в а т ь  

к а к  сам остоя тельную  гид родинам ическ ую  систему, независимую 
от (7).

Реш ен ие  системы (4) — (6) при учете (13) ищется  в форме:  
v г =<f ,  (с)-cos Й;

— Та(ё) ■ sin в ;

р ' =  А (с)-COS в .
В  этом случае  система (4) — (6) приводя тс я  к системе обыкн овен ­
ных диф фе р е н ц и а л ь н ы х  уравнений,  которые,  в свою очередь,  м о ж ­
но привести к виду:

/ £ З . Л v I а £ 2 „ 1 И  (_■ о : „ П  __ я » 1 —  ' _____ 1 G r  V  к п к . л с \V' Т) г о,  г , Ь В,Т1 Or, — _l_ < е*—1 ’ 1 '
к ь

4 2 — ti 4— 2~ ? i ^ (16)

х — _ ? _ ( _ * !  "HI I ! O..I )  L  Or  V  "к  P J \
Ле \ 2 ’ 1 +  ^  м  + - n  j -  2 77? —J eft-1 •k ^

Грани чные условия,  соответствующие (8) ,  при мут  вид:
при - =  1 9 , =  0; 9 2 =  0;

h . , (18)
при с, > оо 9 ,—>1; 9 2 * 1 ■

О б щ е е  решение  соответствующего (15) однородного  уравнен ия
за пи шетс я  в виде:

7i оди. — —р -  +  ' j p - +  с3 +  с4ё". (19)

Ч астн ое  решение  неоднородного уравнен ия  (15) ищется в виде:
 ~ т ~  1 G r  ' \ '  <1к  / П Г У \

т) части г ~ 2  д е ^ . cfc_4 ■ 
к ki

Тогда  д л я  определения  величин k  получаем алгеб раич еское  у р а в ­
нение:

/г-i— Ю Р  +  3 1 Р - 2 9  k =  0, 
корнями к о т о р о г о  б у д у т

£, =  0; k  =  1,754; k 3 =  4.802; k ,  =  3,445.



Таким образом,  общее  решение  неоднородного  уравнения  (15) 
напишется в виде:

7 i =  ' €3" +  -£— Н с з т  С  -Ь

-  . 1 Gr
~ 'г 1 (,Г i n  t2  I ,, SO,255 I i _ ! i 3—  4 -  n ‘l—  I ( 2 1 )

2 П Т сД  1 2’ |2.802 +  .445 J ‘ '

О п р ед ел яя  постоянные величины с помощью условий (18) и учи­
тывая  одновременно (12),  (9),  (16),  (10) ,  (11),  получим:

с, =  Ц 0 ,179 -Н с, =  а, =  а 3 =  0;

с2 =  ±  0,679 -  - J -  а,  =  -  0,856; (22)

=  1; а 4 =  1,856.

П р ед л о ж е н н у ю  ф орму лу  (12) в этом случае  можно записать 
в виде:

_  С 8 5 6  0 ,856
~  ^ 3.455 —  -4 ,802  » l ^ O )5 ъ

а вы р аж ен и я ,  опр еделяю щи е  поле скоростей и давлен ий по (14),  
(21),  (16) и (17) — в виде:

( . 3 1 , 1 1 4
w* =   ̂ 1 ~ 2  - у  +  - 2-  - гг  j cos 0

Gr / 0 ,6 7 0  0 ,1 7 9  0 .9 2 8  , 0 .4 2 8  \  а  / 0 . .
- Т & М Р  - ~ -  "ГГ77'. +  -Гтню | c ° s e ;  (24)

• / .  3 1  1 1 х , п
( 1 - т т -  T -r ) Si n e

Gr /0 ,3 3 9 5  , 0 ,0895  0 .2575  0 ,17154  . ,0 гч
- ж  (—  ,+ - у -  -  - р я -  - д а  j  Sin 0 ;  (25)

,  3 cos В Gr i  1 ,358 , 2 ,085  0 ,2 3 7 5 )  , ,  , о г ч

p  =  - 7 7 Г Т -  - й Г а ( - —  + - p * 5  (26)

Отметим,  что в том случае ,  ког да  темп ер ату р а  поверхности
об текае мого  тела  не  отличается  от т емп ера ту ры  невозмущенного  
н аб егаю щ его  потока ( G r  =  0),  полученные формулы (24) ,  (25),
(26) о б р ащ а ю т с я  в известные формулы Стокса  [)]:

у ,  =  ( i  —  - J - 4 - . +  -J— L - ) c o s B ;

V* =  -  (  1 -  4 - Т  “  ~ 4 - г )  S i‘l В ;  <2 7 )
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