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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ЗАДАЧЕ ПРОСТРАНСТВЕННОГО
ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ОКОЛО НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ

Раосматривается асимптотическое решение системы нелинейных 
дифференциальных уравнений, описывающих движение твердого тела 
около неподвижной точки под воздействием моментов, медленно из­
меняющихся во времени. Известно, что численное интегрирование 
такой системы затруднительно из-за наличия высокочастотного ком­
понента (колебание угла нутации 9 ) ,  В работе с помощью ме­
тода усреднения [ 1-2 ] исходная система уравнений приводится к 
новой системе приближенных дифференциальных уравнений, которые 
не содержат высокочастотного компонента. Этот метод позволяет по­
лучить решение для всего диапазона углов нутации (0 < 8 <Ti)
Для рассматриваемой задачи в работах Кузмака Г .Е . [3-4] были 
получены асимптотические формулы, применение которых ограничено 
углами нутации, не превышающими одного радиана.

Рассмотрим пространственное движение твердого тела около не­
подвижной точки под воздействием момента силы притяжения Р я 
малого демпфирующего момента £Мо . При этом будем предполагать, 
4tq моменты слабо изменяются во времени а что эллипсоид инерции 
твердого тела относительно неподвижной точки 0 есть эллипсоид 
вращения, а центр тяжести тела лежит на оси динамической симмет­
рии на расстоянии £ от центра инерции. Пусть ось 0£ - не­
подвижная ось,направленная к притягивающему центру. Подвижную 
систему 0х( Х г X j выберем так, чтобы ось Ох, была направлена 
по оси динамической симметрии, ось 0 х г была бы перпендику­
лярна оси Ох, и лежала в плоскости, проходящей через оси 
Ох, и 0$ , а ось 0х3 дополняла бы данную систему до



правой прямоугольной. В этом случав угол между осями 0£ и 0Х< 
есть угол нутации S , а моменты инерции относительно осей 
Ох* и 0х3 равны одной и той же величине 3* . Малый- демпфн-яд I. Wg jy, W|

рующий момент задан в проекциях £п, , £Пг w2 , £П3 0)s на оси
подвижной системы 0х,х2х 3 , где - проекции вектора
угловой скорости тела на те же оси, М?\Нг г, М} 3 - вращательные 
производные. Вводя обозначения G -^и^смв/^-игм/пВ,Х = 311й1/ , 
где - момент инерции относительно оси Ох, , a G, г
с точностью до множителя проекции кинетического момента на оси 0$ 
0х1 , П » и учитывая также , что £03 = c/S/с/1 , уравнения дви­

жения твердого тела можно записать С 3 J в виде
d28 , (б-гсм в ) ( г - & с м В )  M f r ) .  dB

М(*) = -^[Т)4<Л0 , , j t i  ’ - ( I )

ra, (« . i § S ,

Здесь £ - малый параметр, t  = + COtwt - "медленное"
время, g(T) = P(?}'£/C/3 - жесткость системы. Система ( I )  представ­
ляет собой нелинейную колебательную систему с медленно меняющи­
мися параметрами.

При £=0 эта система сводится к одному уравнению невозму- 
щенного движения (случай Лагранжа):

dj8  ̂ ( G - i t M e ) ( r - G u » e )  + 9 ^ , е , о .  (2)
d t *  ;НЯ} 0 2 v ^

Поскольку уравнение (2) не содержит явным образом времени, 
то без ограничения общности зэ̂  начальные условия могут быть 
приняты следующие: 9 (Ьв)-8й , (-j£-)t = 0 . Тогда общий интеграл 
этого уравнения запишется в виде

0 =. х ) с п г (-у- у + К, к ) *  х ]  ■ (з )

Здесь х-ооьв0 , у = U)(t + t 0) ,  К (К) - полный эллиптический
интеграл I  рода, сП(Ц,К) - эллиптический косинус, X - модуль



эллиптических функций, f i .  j/ y f - частота колебательного процес­
са ,

г S*+xz- 2 8 ix  м Д
^ ^ 1 (|Ц - х г) ; 2К

W
2f  ' г т  2$ U - x z) U g  ( 1- z 1)

Интеграл невозмущенного движения (У) и его частные производ­
ные являются периодическими функциями беременной' у> периода 2jr ,

Решение системы ( I )  будем искать в виде (3 ), рассматривая 
величины X в у  как функции "медленного" времена Г . Исполь­
зуя метод вариации произвольных постоянных, заменим первое урав­
нение системы ( I )  двумя уравнениями относительно X  в у  и
осредним их по периоду "быстрой" переменной и (ем, Г 2 ] )

гзг

гтг

4 Ь - - Ш + ш 1 ( т ! ш в х В )) + & 6 Ь  С5)

где Д ( I* Т) = ( 6Х вуу - ву в Ху ) U) - (0Х 8 у  ,

^ ( x , y , z ) - ( В г В у у - В у В г у ) ш -  и)х 8 гу >

£г (.z,y,t) - (9Т 6 Ху - 9Х В^у) со - сох By В т - (0r $х By.

Здесь нижний индекс означает частную производную по указан­
ной переменной.

Подынтегральная функция' во втором уравнении системй (5) 
есть нечетная функция аргумента у  , поэтому интеграл от этой 
функции, взятый по периоду 2 л  , равен нулю. Вычислим интеграл, 
входящий в первое уравнение системы (5 ), применяя при этом 
известные формулы для интегралов от эллиптических функций [5 ]  . 
Вместе с двумя последними уравнениями системы ( I )  полная осред- 
ненная система уравнений запишется в виде:

ж - у* - - г М



(6)

~ * £ { п ) г ( 1 у £  + [гт\1(1)-тг ( 1 ) ] г и > ь 9 } )

3 = у - [2  к 2и * п 1+пг) К ( х ) * 2 Е ( х ) - ( ^ х ) ( ^ х гп1) П ( н , ^ 1')~ 

- ( U x ) ( U  к гпг )П (к,-^)]

^ - - ^ {2кг(п1-пг) К м - [ ^ Ч * 2 к г( ^ п 1) ]Г\ (к>1 1) +

+[тгг + ^ 2 к г( 1* п г) П ( к , ^ ) ] ^  

n2-/v кгп,«+ п ,)- к гп2 (1* п,)] К(Ю + 

+ (п1-пг)Е(к)-п1(^п,)П ('к>̂ -)^ пг (^ п 2) П ( к ^ ) }
д 4 K (M < 2) ( i - I ) J 5  

_  ~ ~ Y W x r )  '

П1 = у я ’ Лг=:" 7 7^ '

/ т " / , $ г +/ Л  * Л ' * г  , ' P v - W v ' W r ' W f
Здесь Е(Ю , П(к ,п )  - полные эллиптические интегралы П и 1 

рода. Жесткость системы и ее производная $t (t )  определяют­
ся законом задания силового поля. Производные ф. , ф„ , фг , 
ig  » /и » Д  можно получить путем дифференцирования выра­

жений (4) для / i f ;
(0 _ L  Г в х - с  _  f g - C J ) 2 ]
? = W  4 l U - d )  Ьо3( ]-хг) г \>I  4ф 4у3(1-хг) ‘

I  г г - G x  ( § - c x ) ( G - i
2(pLCj(1-х*) ^ г Ц - х г)'

Ш * f с ~гх  I (6-<?хХг-Сх)1
-Г г ' 2 ф ^ 1 а - х г) г J ,

f  г ф + ^~С----  ,



г ,л '  «
Js  * + 2 ^ 7 ?^ ) 3

f  -10 + ^Jt ' Tt  2у(1-хг) '
Здеоь o-G*+ft*, c = 2(?t:
Правая часть первого уравнения есть достаточно гладкая функ­

ция аргумента 2 , зависящая от четырех полных эллиптических
интегралов К(К) , £ (К) , П (к, ;Т П (К, 7̂ )  .

Итак, осредненная система уравнений (6) с точностью до вели­
чин 0(£) определяет исходную систему ( I )  и в отличие от нее не 
содержит высокочастотного компонента. Поэтому численное интегриро­
вание осредненной системы требует значительно меньших затрат ма­
шинного времени.

В качестве примера использования осредненной системы рассмот­
рим неуправляемое движение твердого тела относительно центра масс 
в атмосфере. Как показано в [3 ]  , движение тела относительно цент­
ра масс описывается системой уравнений ( I ) ,  в которой угол нута­
ции 0 следует заменить на пространственный угол атаки <л , а 
жесткость системы определять как  ̂(т)= ГП} ( t )g (tj-L ■ S / , 
где q(T) -скоростной напор, f 171* (t ') - производная коэффициен­
та восстанавливающей момента по углу атаки d  , L , S  - харак­
терный размер и характерная площадь тела.. Проводилось численное 
интегрирование системы уравнений ( I )  и осредненной системы (6).  
Были просчитаны три варианта со следующими начальными условиями:

1. Н„ = 95 км , Ос = - 0,27 сек 'У , г„  = - 0,20 сек
2. И* = 35 км , Од = - 0,54 сек"* , 1в = - 0,40 сек *
3. Не = 75 км , So = - 0,54 сен‘ * , Ъ0 = -0,40 сен

где Н0 - начальная высота полета. В начальный момент da~ I5G‘ 
(cU /d t)t =Q .

Таблица
вариант
чальных

Н<3—
ус-

тX 2 3
■̂ ЛОЕйЙ Числен­ Асимп­ числен­ Асимп­ числен­ АСИМИ-

но;- ин­ тотика ное ин­ тотика ное ан- Т0ТИК8
И кП тегриро­

вание*
тегриро­
вание

интегри-
рование

60 33,9 33,9 42,5 42,2 80,3 80,2
35 22,3 22,4 27,9 27,6 52,0 51,8
10 39,4 39,3 49,3 50,0 93,7 94,5



В таблице приведены значения максимального угла атаки в гра­
дусах на высотах 60, 35, 10 км для различных вариантов начальных
условий,

В рассматриваемом примере при хорошем совпадении с точным 
численным решением системы ( I )  на интегрирование осредненной сис­
темы требуется в 10 - 20 раз меньше машинного времени.
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