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ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ИЗГИБА СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ (МЕТОД ПАРАБОЛ)

В статье рассматривается численный метод нахождения частног 
решения разрешающей системы неоднородных уравнений изгиба сфери-i 
ческой оболочки при действии поверхностной нагрузки, симметрична 
относительно некоторой меридиональной плоскости.

I. Если поверхностная нагрузка, приложенная к сферической 
оболочке, симметрична относительно плоскости меридиана tp = 0 и 
представлена в форме рядов (3) /I/, го задача исследования напря 
женно-деформированного состояния оболочки может быть сведена и 
интегрированию следующей неоднородной'системы уравнений (здесь и 
в дальнейшем использованы обозначения, принятые в /I/):

L ̂ С £■ (̂ п,) + + ) 36. уп ~ ~ Ф  э ^

Ь«, ( з +  =-\>
Здесь
т(.1-иг) , ц \ 2 т(.1-рг) п

Е + ^  ^ Ш ’

m  = Э=12т\  ( )' = ̂ Г  С

^ |г = dip1 + ^  ^
Для отыскания частного решения системы (I) преобразуем ее к 

двум интегральным уравнениям:
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-fca
л(ф) = Вя„, ’

И((+)) = эе суо)- зе'о^Сф0) ^ и г у 0 ^ г  ;
*9 Т

L - интегральный оператор:

L ( ^ * I  5 w f ^ V J V<J9.
V Vo

ф  - начальное значение угла ф  ( ф о ^ 0).
Полагая в (2)

Ф = ф. = 9 о + U  ,
•де t - шаг интегрирования ( Ь = 1,2,... ), будем иметь следующие 
1ва соотношения, эквивалентные (2), при ф  = ф^ :

u . ^ y l - a + j J t y i - a - j o Z i  + Ai + U i - V i  ,

(3 )
Z, = X* - * V ( U j j )  y L * - \> U ,

’Де

У- = У(ф,), У^-УЛф;),..., V(iPi).
ТГ IT* /V л;*

Применяя далее к интегралам V L , У  i и X L , % ^ формулу
гриближеиного интегрирования /2/ по методу Симпсона, устанавливаем
1то при 1 ^ 3 :

s i - s i h * h ,  у ' - *
1

(4)

* ^  , Г 7* ^  и + Г* 
*1 = э z i,+ G i , % l  = э S f  1 1 ' (5)

Здесь

= ̂ i-г + "g- ” <Ч-а + g~ ( ̂ i, * ^ L-а ) » (6)

G i *  г ;.г ). (7)

k i -« чu L 2 9 L 1, - 2. 2  ̂ i, с г ’ (8)
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В формулах (6) и (8)

s p )(y * ° <' )♦

* s h  ы * * ”***•••'

a-i-, )♦

* f e - >для нечетного 1 ( 1  = 5,7,9,...) и

+  +  о ^ 2 + - -  +  с^ г . - ч )  +

» S ^ ( f  * ° W 3 * • ■ ■ * ^  (ji-2 S;.,>

R‘ *(s P I * s a t. 4>*

* ^ T ( f * 0**0».......д ь—i * *3t b t-2 S(,-y
для четного 1 ( 1  = 6,8,10,...);

^ ^ 0 Se + S ^ S<- ^ S a ,

°^к~ s k + ̂ к м  S k + i 4 ^к*2^к*2> ^к = :5̂ Л ' >

a  « 5 |г + * ^  ,

а - -^- + А * 1 *±1 . .
К S k S К-Н Зк+г

Для 1. = 3 и 0 = 4:
/ 1—  — -+ -

Г)33 = ^ ( У7 + б 7 ) + ! ^ ° + i  с ! ^  + /,^ s e ),
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^  f < i r * - f c > * £ e* - ■ № * £ > ■  

R'-a- ( k * ~ k ) r s ; ^ f ' a')" k <' b * /l% )’
, *  пЧг /2а «о \ у * _ nLXt (Л -  <- Л°.л
^  = ~зсГ (_s7 "  "sT ’ 2 ~ 9 U  в Л
Формулы для Т-с и Т и получаются из формул для R;. и R* 

заменой в последних букв RL , R ь , °( ,о(к , а. , а к и ^ к 
соответственно на , Т * , ft , ft к > & > £ к и Z. к с учетом 
равенств:

ft- 5 z c sD - 8 2,S, - 2г s 2 , 2 0 = а ^ ( ф 0 ),

+ + 2  К + 2. ^  К + 2. ’

P С *• ° Q 1 ~ ̂ ^
g= 5 s: + S “s 7 "  S г 1

   + —   <-*Sk Sk-m Ь k+ 2.
„ * п Ч г / 2g _ i® -4 5-* = л!!! (JL + la-)
% < = 7 T ^ " s 7  s* г 9 ^S, sS-
Внося (4) и (5) в (3), получаем систему линейных уравнений для 

>пределения yL и Ъ\ по предшествующим значениям IJ 
У< , * 1  .•••> У 1ч  . 2 1 4  ( 1 * 3>:

у (, + <̂»2 2 0 = P i > $21 $ 1  + ^ 2 2  Z L = &. с •) (Ю)

рL = F*-(1+ft) F;-(1-JJ) GL + Ai+ U i - V L , 

Ql = G* - (1 -}*) F;, - UL] + &l ,

8 -5 85 9
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S2 2 ^ +T  « У - ! ?V) .
Из (10) находим:

A = $11 3 22  ~ $12 $ 21 ■
2. Аналогичным образом можно составить систему уравнений для! 

вычисления значений u f , г1 и ■■ ’

а« а ,2 а 13 а 1ч
а 21 Q 22 (̂ 23 ^ 2 4

О31 а 32 С1зз а 3ч

а ̂  ®чг ачг Очч

Y ' P< '

 ̂-f Q-t
Pe

2 2 Q 2
Здесь будет:

Pl зе,  ̂ s2) ^ +P s* ̂  V° s°

- S ( 1 ' P ) ( t " i ) z ° s »  +  A l  +  U l _ V , ;

Q 1 = B 1 + Ljg (l+f> )("s7 ~ gj) yoSo ~ Ui ] ~

ta r <0
36   ̂ s ,

- ч  c-f;' i t  x < * r - - ^ ) s . s . -

- —  ( J - f t X j r  * - J^ )  2 0 s 0 * Aa + u z - V 2 ; 

Q t - B 1 ^ r ^ ( ^ ) ( 4 7 ^ ) v . s . -  U a ]-

—  ( —  9 4 S,
_L
Sa ) ( ^

rr
) г0 S,

а 1< =  ̂+ g (Л  Sz + $', Sj
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а 12 ~ A - i9 и —  эS a ; ’

a n  = 36
Г J  0
( ' * 2 s7 Х 1 +Г

П г
з 2

а 1Ч ~ 36
0 - > О ( Ь •2 -— ) Sf ; >

а 2< = п 2-
9 (<♦/0(4f - -— ) St' ?

а 2 2 ~
, t 2 
*+ Т )U 'Г' s 2 ; ’

ссгг =
п 2
36

(^JU)(f->• 2 -—  ) S i J?

& 2Ч = t 2
36 » г 1 т >0 - у -  ? ; > .

^31 = £ < . 1-- *-г )S 2 )г

«32 = Т (,‘•ju)( 8 + 4
.Si
£г ),

^33 =
, ts

- « - f , ) 0 +У  - <? 2 ' 7
2

а зч = 9 1 - J O U - - — ) Sf ; ?

а ч  = П г
9 d+J*)(S ♦ ^ Sz

—  ) S? ?
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'*•»-<• т ( (--§7Х ( - - Н - | г ) -
м. II качестве примера приведем некоторые результаты расчета 

<фпрической оболочки, восприниманцей изгибающую нагрузку ( /г = I,
= conAt ):

Я х = % coiycoiip, у г = <1 М П  у U>i If.
Отсюда

Я у г - Я >  <п >
Нагрузке (II) соответствует следующее точное решение уравнений 

Ч Л о л
£ <И = 1Г £,0 ’ ^  = £- 36 <и >

где

S ^ m O - p -  - Д ^ Ъ *йгу, —  й п у .  (12)

Л л
В таблице I приведены некоторые значения с и зе^, для сфери­

ческой оболочки с параметрами Л = 300,. ju = 0,3 и itv = 90,784,
= 98901,2 , вычисленные по (12). .Здесь же представлено и 

приближенное решение, найденное по рассматриваемому выше способу 
при (ро = 30° и шаге интегрирования t =0,5°.

Таблица I
--
!'•

У
Точное решение Приближенное решение

Л Л Л Л

£ £ а в ^

О 
(

осо 31,7724 208,801 31,7724 208,801
31и 32,7279 215,081 32,7279 215,081
32° 33,6736 221,296 33,6736 221,303
33O 34,6089 227,443 34,6089 227,450
34е 35,5337 233,521 35,5337 233,529
35J 36,4477 239,527 36,4477 239,540плО30 37,3506 245,461 37,3506 245,471
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ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
ЦИЛИНДРА В ПРОЦЕССЕ ЕГО ОСАДКИ

Для построения математической модели процесса формообразования 
цеталей в качестве базового рассматривается вариационное уравнение 
1'пмильтона-Остроградского, которое для конечного равновесного со- 
итояния тела записано в виде /I/:

J[T:?JU + &(V-K)-$U]dVc=J V < ? U d Q T . (I)
vv
Здесь T - тензор напряжения Коши; Т/у - вектор напряжения 

18 поверхности 5? тела с единичной яормалыо /У ; у , К - 
ректоры ускорения и массовой силы; S U - вариация вектора переме­
тш и  U ; ?  - векторный оператор Гамильтона; объем
I поверхность тела в четырехмерном пространстве (включая время X ); 
Л - плотность тела. Точками, стоящими между буквами, обозначено 
исалярное произведение тензорных функций; над буквами - скорость, 
[ронисные буквы относятся к функциям, описывающим конечное coctqh- 
ие тела."

Для решения задач вариационное уравнение (I) преобразуется к 
метрике некоторого, в общем случае неравновесного, промежуточного 
состояния. Преобразование производится в предположении, что функ­
ции, характеризующие конечное состояние, выражаются через сумму 
соответствующих функций промежуточного состояния (ниже эти функции 
записываются строчными буквами, соответствующими вышеприведенным 
обозначениям) и их приращений, сопровождаемых знаком А . Кроме 
того, при преобразовании используется условие сохранения массы


