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ИЗОПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНГУЛЯРНЫЙ КОНЕЧНЫЙ ЭЛЕМЕНТ 
ДНЯ РАСЧЕТА ПОДКРЕПЛЕННЫХ ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ ПРИ 

НЕОСЕСИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

В работе / I /  описана методика расчета оболочек вращения при 
неосесймметричном нагружений, заключащаяся в разложении всех ком­
понентов напряженно-деформированного состояния в тригонометричес­
кий ряд по окружной координате с последующим примененной метода 
конечных элементов к каждому из членов ряда. Там же описан простей­
ший изопараметрический конечный элемент оболочки вращения в фо1а*е 
усеченного конуса с двумя узловыми окружностями, имещий восемь 
степеней свободы и соответствущий произвольному члену тригономет­
рического ряда.

В настоящей работе предлагается аналогичный конечный элемент 
оболочки вращения с десятью и двенадцатью степенями свободы в 
местной и общей системах координат соответственно.

Рассмотрим конечный элемент оболочки вращения с двумя узловы­
ми окружностями, имещий вид усеченного конуса (р и с.1 ). Через х -  ,

Ъ;  обозначим координаты узловых окружностей.
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Координаты произвольной точки на образущей оболочки ip = co ft - jt  
могут быть выражены через значения координат узловых окружностей 
с помощью линейных соотношений

где J  (-{ч-  ̂ _ функция формы /2 ,3 / .
Здесь  ̂ -  безразмерная координата, изменяющаяся от - I  до I 

и связанная с расстоянием S равенством , где t  -  дли­
на образующей элемента.

В предлагаемом элементе перемещения точек срединной поверхнос­
ти U , W » V и угол поворота нормали относительно параллели 
и меридиана и г?*г. запишем в виде

= ^  co^niP
J   ̂ ( 2 )

V = \j 2 2(1
Здесь 1р -  угол долготы, отсчитываемый от нулевого меридиана. 

Следуя работам / 1 ,4 / ,  амплитудные значения перемещений и углов 
поворота можно аппроксимировать в пределах элемента так же, как и 
координаты -  линейными зависимостями:
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(3)

2(1К >

где -  ампдлтуднне значения узло­
вых перемещений. В отличие от работы / I /  в предполагаемом элементе 
вводятся дополнительные независимые степени свободы .

Деформации слоя рассматриваемой оболочки на расстоянии Z от 
срединной поверхности связаны с деформациями срединной поверхности 
согласно / 5 /  соотношениями

где
= е г - 4 - l V
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i d'J'z , tOid Л . у  ._ dih ,  ̂ ЭтЛ cx>iQ Л  (б ) 
Д г - a F  г  Эф гЗф

Помимо £^ , 6  2. и ^12 ® оболочке возникают деформации конеч­
ного сдвига, которые будем обозначать £ .j3 и ^ 2 3 . Их можно запи­
сать:

с _ 9 W 3  . с — 1_ ^ I/ + 1?* (б)

Выразим матрицу деформаций оболочки [ £ ]  = [£ *  £* 1̂2 ^ 13^23  ̂
через амплитудные значения перемещений узловых окружностей, для 
чего подставим (2) в (5) и (6 ) ,  Тогда

где
[ £ ] - Z . [ P J C V k 5 .

t V K ] - [ u „ „  w „ .  v „ ,

a типовая матрица [ ]^к^ равна 

Здесь

C B £ k J =

fp K J = [ T ] [ B , 4 .

-  *  n

С6 . ]  = -ь z
Д  £K . , 0

2 / 
T V k 0 0 0 0

co iS
г

^ 9  0
Ъ 'к

Л Фк 0

- t V k 0 0 0

0 f  Vk Фк 0 0

0 - Ь ф , 0 _ ^ 6 (^
Фк

(7)

(8)
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Черта сверху в обозначениях С V,̂  ] указывает на то, что узло­
вые перемещения взяты в местной системе координат.

Для вычисления четырех блоков [ K s ^ ] ( S , i = L , j .  ) матрицы 
жесткости конечного элемента оболочки в местной системе координат 
воспользуемся формулой

[ K g J . J  [ p s f E K j C P i l d t ,

где матрица [36 J , устанавливающая связь между напряжениями 
дефориациями для ортотропной оболочки, имеет вид:

(9)

и

[ з е А  О 

О [ G J

EzHzi  Ег

[ G J  =
^15 0

0 Sas.

(10)

1-у1гУ21

О О
Здесь для учета нерашомерности ншряжений и 633 

толщине оболочки принято = -|- G ^25 “  f"   ̂•
После интегрирования по координатам z и ip выражение (9) 

принимает вид:

При вычислении подматриц [ К^^Зи [Кд^]для исключения ложной 
деформации поперечного сдвига используется одноточечное интегриро­
вание по Гауссу,
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Подкрепляющие оболочку шпангоуты будем рассматривать как тон­
кое круговое кольцо. Поперечное сечение кольца считается недефор- 
мируемым, пренебрегается 
также эффектом надавли­
вания волокон друг на 
друга. Окружность радиу­
са , проходящую через 
центр тяжести поперечного 
сечения шпангоута, будем 
считать узловой, а сам
шпангоут будем рассматри­
вать как конечный элемент, 
амплитудные значения пе- 
1)емешений которого (рис.2 ) образуют матрицу

= V i f  V if‘'хип ^sKn ''sKB “̂ акп
Перемещения произвольной точки поперечного сечения шпангоута 

записываются следущим образом (рис.З ):

Окружная дес|)орйация произвольного волокна шпангоута может 
быть записана так:

г х ’г , (14)

Т

J . (12)

где

г . с1ф Зф ’
л

в этом случае матрица жесткости шпангоута принимает вид:

[к .]  =

' 0 0 0 0 0 0

0 F 0 лР 0 0

0 0 0

0 лГ 0 л"р 0

0 0 лЛуг 0 Л^Зг - п^

0 0 -п Зу

(16)

Здесь Ej, -  модуль упругости материала шпангоута;
-  соответственно осевые и полярный моменты инерции попереч-

4 -4  7 0 8



ного сечения шпангоута относительно центральных осей (рис.З ).
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Для составления общей матрицы жесткости конструкций перейдем 
к общей системе координат. Связь между узловыми перемещениями в 
местной и общей системах координат осуществляется с помощью матри­
цы преобразования С Я к J •

где [ 3 определяется по формуле (12) ;

(17)

млп 0к СО6 0 К 0 0 0 0
COi 0 к ^  0 к 0 0 0 0

0 0 I 0 0 0
0 0 0 - 1 0 0
0 0 0 0 -МП 9^ COS0 ,

(18)

В том месте, где элементы оболочки соединяются со шпангоутом, 
вводится один общий узел, совпадающий с центром тяжести сечения 
шпангоута.

Типовой блок матрицы жесткости конечного элемента оболочки 
при переходе к общей системе координат преобразуется /2 , 3 /  по фор­
муле

(19)

При этом в силу структуры матрицы матрица в ряде
случаев получается сингулярной, т .е .  на главной диагонали появляет­
ся ноль.

Методика расчета реализована в виде специализированной про­
граммы на алгоритмическом языке ФОРТРАН. Для оценки эффективности
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предложенных конечных элементов рассмотрен ряд задач, имеющих ана­
литическое решение.

Возьмем кольцевую пластину, жестко защемленную по наружному 
контуру и нагруженную по внутреннему контуру поперечной погонной 
нагрузкой по закону собф (ри с.4 ). При вычислениях приняты сле- 
,дующие значения параметров: R ^ / R o = 2 ,  R„ = 150 мм, k  = 2 глм,

Е = 2 -10  ̂ 1Ша.

Для исследования сходимости задача решалась с аппроксимацией 
)1ластй}1Кй Б виде набора 5, 10, ‘20 и 40 конечных элементов. Резуль­
таты расчетов срзвнивались с аналитическим решением по технической 
теории изгиба пластин, представленным на р и с.5. Характер сходимос­
ти расчета к аналдатическому по мере увеличения количества конечных 
элементов в зонах наибольших значений напряжений и прогиба приве­
ден в таблице.

Таблица

Количество Погрешность в определении
1' UJ1CJ nJnJxA
элементов W г-

5 1,98 % 1,76 % 1,32 %
10 1,1 % 0,63 % 0,562 %
20 0,6 % 0,38 % 0,37 %
40 0,2  % 0,32 % 0,268 %



Приведенные результаты подтверждают достаточно высокую эффек­
тивность предложенного конечного элемента и разработанной програм­
мы расчета для ЭВМ.
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Пусть контактирующие тела а  и 8 (ркс.1 ) находятся в равно­
весии под действием узловых сил и .

Здесь и далее величина с индексом а ( 8 )  принадлежит телу а (8). 
Нижний индекс I в скобках означает то, что данная величина отв|- 
чает I -му уровню внешней нагрузки. Узловые перемещения и 
должны удовлетворять уравнениям равновесия / I / :

а - а Л ) ,  ( I )

где -  матрица жесткости тела Ь (-t = ct. ё ) .
Пусть далее внешние нагрузки получили приращение. Новые значе-


