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К ЧИСЛЕННОМУ РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ТРЕХСЛОЙНЫХ ОБОЛОЧЕК СЛОЖНОЙ ФОРМЫ, ПОЛОГИХ 

ОТНОСИТЕЛЬНО ПОВЕРХНОСТИ ОТСЧЕТА

I. Рассматривается задача расчета трехслойных оболочек 
ной формы с легким ортотропным заполнителем. Данный класс о< 
является расчетной схемой трехслойных обтекателей и фонарей совр
менных летательных аппаратов. При расчете таких оболочек встает
задача параметризации срединных поверхностей трехслойного пакета 
и определение их метрик.

В статье для решения этой задачи используется подход,предло 
женный в работе [I]. В соответствии с этим подходом срединная по 
верхность заполнителя 3  отображается на некоторую поверхность 
простой геометрии , отнесенную к линиям кривизны £50
и называемую поверхностью отсчета,с помощью векторного уравнения

(I)
где X - радиус-вектор точки М  £ 5 , отображающейся в точку

£ б”0 , Н - расстояние между И  и М о , измеренное по
нормали /75е к (£0 • При этом, если О' полога относительно^ 
выполняются условия [I]:
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Тогда для единичных векторов координатных линийуВ; £ б , 
инцихся прообразом координатных линий Ы £ (5 , ДЛЯ 
|Ц'шого вектора 1Т1 к и их производных по с точностью 
и. имеют место следующие зависимости:
' - ( 3 )

* * А 2 \,2 ¿г ’ ^1,2~ ^г,1 ,

шн  = Д,(к„ё,-к(2ё2 ), Г г  , (4>
А А 0

А -  А; 8 '  -  параметры Ляме на 0 1 ,I * ь

ривизны и кручение координатных линий в  Q .
Рассмотрим трехслойную оболочку с тонкими слоями постоянной 

шиит, геометрические параметры которой удовлетворяют условиям:
Ab ( '/+ ^ h K X l L ) x A L где SK ( ^ ~ 8 Z = 1 ) .-  введен-

1 символ; Иц «И* Ь>- ” расстояние от Q до , измеренное
ип и [»явлению 171 к g  ; К = I ,  2) -  срединные поверх-
ти внешних слоев, 2/1 , 2 p w ( К = I, 2) -  толщины заполни- 

ни, верхнего ( К = I) и нижнего ( К = 2) слоев.
По теории трехслойных оболочек Григолюка-Чулкова [ 2 ] векто- 

пгромощений в заполнителе и во внешних слоях при слабом и 
i' iiiiom изгибах можно представить в виде:

V ■"г ’Е  (U- т Ш ГЛ ? - h < 2 ^ h  (5)

(в)
и ~II ; , Lr -  тангенциальные перемещения точек Q и ©

итнптственно; Ш -  прогиб, общий для всех слоев; tyb -  ком- 
вопти вектора поворотов нормали ГЛ к 0  ; -  компонен-
 вектора поворотов нормали fh к SL по гипотезе Кирхгофа-К н
|»п.

Используя условия сопряжения внешних слоев с заполнителем
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по перемещениям V )  ■
I  + “/ выразим функции Щ , 1р. через

Щ = 4 Е ( и * ,
* к»1

с точностью
их и ш :

(7)

При слабом изгиЗ'е трехслойной ободочки с легким заполните,
компоненты деформации слоев, соответствующие векторам перемеще
(5) и (6), могут быть представлены:

г£ц ,е 1ре>1+

где принято

< - а;(ш*(-(а,ар'*«*ди , ¡ф -л ;  
е*=А>*г (А( Аг )"Аи и ^ к „ш , 
® к г А < иг,( -  (А, А2) А)12 и, + к (2 ш, 

О)“ = А7ш,( -и5 Км -^г^г , £ 3 - <-э
Уравнения равновесия, соответствующие компонентам деформа^

ции (8), можно получить из вариационного уравнения Лагранжа 
2  $ Ам к  ЯIV , где §Д Х -  элементарная работа заданных усили:
йь Моментов, действующих на внешние слои ( К = I ,  2) и заполни­
тель ( К = 3 ), -  вариация потенциальной энергии деформации
т л з о ш и т л  V  П 1ГА П Т) ГХ о  о п т п  т г и т л т л  тгст «

    

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 



Для оболочек с нормальной проекцией контурных линий Г £ б  

(50 , совпадающей с координатными линиями с/; = 0,
но записать:

2 . 2

+
о
,е*

с

■Л £■ + 1Т1 “ векторы поверхностных ег контурных усилий и
иМАгов, ̂ приведенных к срединным поверхностям внешних слоев, 
» Р^П"1 - векторы контурных поперечных усилий, приведенных к
«дииным поверхностям заполнителя.

После обычных преобразований с точностью I + 6 (<П )<К ^ =  I 
«но прийти к уравнению метода Бубнова, отнесенному к осям 5  , 
которого следует система пяти дифференциальных уравнений рав- 
масия:

+ ^12^),2 + !̂2 ^<.2 "*̂ 22 2̂,1 *А<А2 (К1< ~

К12!й2) = 0, О ,  К = 1 ,  2 ,  

^[А 2 (М*Ч**сА’ )]?1 + [А Д ^*  ь £ * с / ф ] л 2  -  

А1 Аг ( к Л ; г 2 к « Т ^ К 2 2 Т87 - Х я
в ) } « 0  (12)

>ощим порядком, равным двенадцати. Здесь приближенно принято
Г(* ]'/■ , и введены обозначения для перерезываю-
к усилий во внешних слоях: 
'> ( А 1 АгУ7(М “Л ) и ^ М « Л Д 2

+ М*г Аи - м 'л г<]2 ,к = < ,2 .( 1 3 )

> и

Различные комбинации статических и геометрических граничных 
ионий на контурных линиях Г е б  , являющихся прообразом кон- 

урных линий е(̂  = 0, , при этом могут быть составле-

,, ' КЛ <  + ¿̂2̂ 12 г Рй + Кй Ц| + К1г^2 при 8 и* / О,

        
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 



при °

Д 2 ] <1<

2. На основе полученных соотношений разработана численнаяметодика решения задачи термоупругости для незамкнутых оболоче!сложной формы, срединная поверхность заполнителя которых полог«относительно произвольной поверхности нулевой гауссовой кривизн(цилиндрической или конической). Предполагается, что трехслойнгоболочка находится под воздействием поверхностных нормальных тангенциальных нагрузок и объемного неравномерного температурнсполя. Предусматривается учет изменения упругих и физических характеристик материала от температуры. Материалы внешних слоев оболочки считаются изотропными, материал заполтателя - ортотрогным. Не накладывается ограничений на законы изменения модулейупругости и коэффициента линейного теплового расширения в зави- симости от температуры, коэффициент Пуассона считается величинепостоянной.
Решение рассматриваемого класса задач основывается на ирпсзовании вариационного варианта интегрально-разностного метода Учитывая, что в данном случае = 0, получаем = 0, где К* - кривизна координатных линий = Обозначая А 2 гЦ* =. И к , и 2 = V* ( К = I, 2), о(1 г X  , о(2 = 0 и полагая контур 

оболочки свободным от внешнего загружения, запишем уравнения ра

Мя
£Т т« • 1«К г И 'А , ( . кТг}12Ь-Х , ) А ] У / } • О,

упрощенные на основе допущения И. %Д. тв • .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 



Н соответствии с методом [ 3] разобьем область , являющую- нроекцией области на поверхность отсчета , п  прямыми | травлении & . Заменяя в (15) производные по & конечно-разио- ПИ.1И выражениями, а интегралы в том же направлении -  формулами ценного интегрирования, после некоторых преобразований получим гему 5 х  )ъ обыкновенных дифференциальных уравнений равновесия расчетных линиях
И?» О

к = 1 ,  2
-Г(М> Ах - а! =0, (16)

штические граничные условия на контурных линиях, соответствую - 
1 ОС с  СЕ ц , 3? ц :

Т > 0 , Т,г'* = 0, (М(', + И’ ) т =0, £?) = 0,

в обозначено
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> ^1,1 "  весовые коэффициенты формул численного дифферен­
цирования, с г̂  -  коэффициенты численного интегрирования.

Для получения уравнений равновесия в перемещениях необходим
подставить в полученную систему (16) выражения усилий и моментов
через перемещения:

Т « 'В 1<[ ь Я к “ *А'*(и,’‘г -Ан У'‘)*2ки 1и]/2 /

Мн = -1|'<[№ „Ц'1А' ^ А‘<Ч г ! ' А' гЛ>гщ,>г ,-А-<1(Г,< Н ^ '’) згтЬ

М;г =-])“(Ь9)[А’'ш („ - А 'Ч Л - г ! , (18)

Т,э= 2ЬВ,3[(гб- г/г)/гЬ«-с ш,, ], Т2Э=2Ье25[(У<- |/ г)/2А’А'сиг,г ],
Здесь 

е ?
лочку

В* , I) -  жесткости при растяжении (сжатии) и изгибе; 
, Ж? -  интегральные характеристики действующего на обо- 
температурного поля Т=Т(х,0Д ) ;

ВК - 2 £ Х / [ 3 ( ) - ) ’ ) ] ,  

Ж »*а1й, | | |/ т Т М ’ 

внешних слоев (К = I ,  2 ) , 9 -  Ч
-  коэффициенты ли-

Вк -2Е % к / « - ^ > ,
.« _Д_ г*« „
1 т " гь ^И т Тс1(,,

-К
где Е -  модули упругости
веденный коэффициент Пуассона [ 2 ] ,  
нейного расширения материалов слоев.

В дальнейшем будем рассматривать следующие граничные
на контурных линиях:
1. и Л  Ш* »0
2. о ,
3. V **= V*г  = 0 , адг

г  = 0

при х= Х н , 
при X к X £ , 
при 8*&и> 9 к ,

г  = 1 ,П  (19)
Ъ = (20)
1  = 1 ,п .(21 )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 

 
 



Д/1Я отыскания решения сформулированной краевой задачи в 
рме (16)-(21) используем метод конечных сумм с применением ин- 
грируклцих матриц [4 ] . Для этого проинтегрируем уравнения систе- 
в пределах от X до X# (первые четыре уравнения -  один раз, 

тос -  два раза). Тогда с учетом статических граничных условий
(20) будем иметь

к предполагается, что все усилия и моменты выражены через пере- 
ицония. Здесь С* > С I  ( Ъ = 2, /г -  I )  -  постоянные интег 
1р|>нания. Принимая вовнимание граничные условия (19), запишем

X хгг игральные соотношения _

Хя Хц______
'Ц/ — 1 uj Q X К = 2, *2L= 2 ,H  — I ,  ( 24 )

И >11
помощью которых полученную систему разностных уравнений (22), 

принимая во внимание граничные условия (21), можно привести 
истеме интегрально-алгебраических уравнений относительно

V(
x ),< • 6 г К = I ,  2, X = 2, П,- I ) .  Для замыкания ’

гой системы к ней необходимо добавить интегральные равенства

''«н Хи
к дующие из (24) в силу геометрических граничных условий из
п). Заменяя в полученных уравнениях интегральные операторы

3,(...)=Г(...^х, 3s G ..)=Jj.„)dx

iu чно-суммарными с помощью формул [4 ] , приходим к системе
i "гбраических уравнений порядка (5 х m + 2 )x (J1 - 2) квазипяти-
| uni’опальной структуры, решение которой отыскивается методом
t ггричной прогонки [ б ] .
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аъ,г • аг,ъ - весовые коэффициенты формул численного дифферент 
цирования, — коэффициенты численного интегрирования.

Для получения уравнений равновесия в перемещениях необходим« ррирующих матриц [4]. Для этого проинтегрируем уравнения систе-
подставить в полученную систему (16) выражения усилий и моментов 
через перемещения:

Пг® [у,Ла (у,'<г'А„и'<)+(кИ»9кгг)-иг-(1*̂)е “]> 

тгг=в ^и,“+А ^,“тА„и'<)»(к2гЛк(рш-(^;>)£*  ]л 

Т*г ' б“! н •?][ V,“ т А’'( и,"г - А н Vх)»2к)г и/]/2Л 

М« = -1)“[ш,((^АЛА‘<Ш,2г-АгА,2ш,гЛ,)и1рн^})Ет*],  

Мг2=-2К[^,гАА''иг22-А’гА,2Ш,гтА,(иг))Н/+рзех]> 

М(г =-2 (<Л)ГА ш)(2-А гА,( ш,г ]> (да

Т)3=2Ь513[(и’-г1гЖ»сч2, Тгэ=2ЬС23[(у*-у г)/2АМ‘г«г,2].
Здесь Б В’ - жесткости при растяжении (сжатии) и 

С т » ^7 ~ интегральные характеристики действзпощего 
лочку температурного поля Т » 7 (X , 0 Д ) ;

ВЯ=2Е*Ь К/(«Л!), БК-2£“Н’/[3(-
.Л / Л „ к
^т = ТГ 3 Гк,* т’Ч 5’ ^‘гйх’Д/тТ' 

где Е - модули упругости внешних слоев (К = 
веденный коэффициент Пуассона [2], 
нейного расширения материалов слоев. Т 

В дальнейшем будем рассматривать следующие 
на контурных линиях:
1. V Ъ=0, Шг* 1X^*8  О при х= Хн ,

2. ^<,=0, при ХгХк ,

3. прибор*,

изгибе; 
на обо-

9 при

граничные условия
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