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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ СТАТИКИ ТОНКИХ ОБОЛОЧЕК СЛОЖНОЙ 
ФОРМЫ, ПОЛОГИХ ОТНОСИТЕЛЬНО ПОВЕРХНОСТИ ОТСЧЕТА

Под оболочкой сложной формы будем понимать такую оболочку, 
срединную поверхность которой не представляется возможным описать 
аналитическим уравнением. Поэтому при исследовании напряженно- 
деформированного состояния этих оболочек в первую очередь возни­
кает задача параметризации их срединной поверхности, включающая:
а) выбор гауссовых координат и семейства координатных линий;
б) определение метрики и кривизн координатных линий срединной 
поверхности оболочки.

В работах [I , 2] предложен подход к исследованию напряжен­
но-деформированного состояния класса оболочек сложной фермы, поло­
гих относительно поверхности отсчета, согласно которому отмеченная 
выше задача решается отображением срединной поверхности б  на 
поверхность отсчета So , причем последняя может быть отнесена 
как к линиям кривизны Q0 [I], так и к произвольным криволинейным 
ортогональным координатам и о(2 [2J.

В данной работе на основе этого подхода рассмотрены вопросы 
численного решения задач статики оболочек сложной формы, пологих 
относительно поверхности отсчета.

Как отмечено в [2], исследование напряженно-деформированного 
состояния оболочек численными методами анализа удобно проводить на 
основе соотношений теории тонких оболочек типа Тимошенко, базирую­
щейся на гипотезе прямой линии. Компоненты деформации оболочки по 
этой теории равны [ 3 ]:
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S'uk = ̂ L k + 2 ®  Ik 6 Lj~^1ь i ^зз = О* (I)
где согласно [ 2 ]

= ®Ik + ^ = 6>i, -t- Ц» ̂ , 236i,x = lb?i(K + ̂ K[.i

e A 1 u z A i z ( A 1A }) + K 1#W ,  sn  = A 1 u 2 i - 

-  U ,  A „  ( A ,  A 2) " V  K , 2 W , W ,  -  A ' /  K r K a U f- к <г и г , U

V y , f + V g A y ; 2 ( A YA 2)  , 5?y2*Ay ^

Здесь Kj,j и A t - кривизны 
и кручение координатных линий Ji^Eб . 
являющихся образом координатных линий 
О^сббр • а также параметры Ляме на 
б  , определяемые по формулам рабо­
ты [2]:

А -л°0. м , УгАу,г у р
Ai- А Л ,  а  "~х~ т ~ п  2 19i A t А)Аг

к + ^Aj,2 _ i n  
, г " A< AJ  A, (3)

где

B ^ N K i i ,  s , = J V l A ,  и

i i ' K / b -
Рассмотрим класс оболочек, проекция контурной линии которых 

на поверхности отсчета б 0 состоит из -кусков Г1 , Г2 , Г} и 
(рис. I). Предполагается, что линии Г, и Г2 , Г̂  совпадают с 

координатными линиями о( ̂ а С О П ^Ь  •  Ъд и of,, = ф 0 ? 1р п соот­
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ветственно, а линия Г3 задана уравнением RsR(c(г) . В этом 
случае вместо гауссовых координат о( 1 и о(г удобнее ввести но­
вые независимые переменные $ , 0 по формулам

o(^*CL*6^f ^2 ■ в. (4)
Для определения коэффициентов CL и $ составим уравнения: 

при С(<=20 прис^аR(c(j)sR(0) k=Rm . где Rm *maxR(o(,)’

Ф о « * « < Ф п *Отсюда

a = R(8)-Rm y - • 
m R m  - R m  - г9

В случае, когда контур оболочки свободен от внешних усилий, 
дифференциальные уравнения равновесия, приведенные в работе [2], 
учетом соотношений (4) можно представить в следующей форме:

Г С  {т Т« А-Т« 1К  -А-F [Ам Т„-Аи Тв.
*0 вО

». А ’А *( К " Т« * K K T!S* Su-Л ? JS = 0 ,

J J { ^ 12®U!,f*A(1!Î U!,2'A|FTli®uJ,,''[Al!T„-A ти -
е„
A,A!(K1!T„.K„T!!.X1)]«ut}Jd{de = 0,

f f { t T'iSw>.*A.T2 . 4 - A . FT2SJw’,*A,A1<K„T„.
1# 00

# * K „ T 2 * + 2 K r t T f | - X 4 ) $ W  } U t d e  = 0,

A,He Jvtl- A,FM„ [ A j, M2J -
1 0

-Au M,!.A,A2(T„-ri,)]J¥,)JdAde.0>

J J {7*M,2Sy2)* A,M22Sy22-A,FM22iy2 ,* [Aa Ml(-
» A

- A 2,( V  A, A, C V  И,)] Sv2} 6d ids. D, (5)
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где T l,j. . M Lij. - физические компоненты тензоров внутренних уси­
лий и моментов, связанные с деформациями через соотношения упру­
гости

т * . в [ с м > е г ; > у е „ . £ « А
а,,)]; (6)

& = E t / ( H 2), D = Bt2/2, 6c-KcGi - жесткости на растяжение, изгиб 
и сдвиг; Е  , G , У -  модуль упругости, сдвига и коэффициент 
Пуассона, 5 ^  - символ Кронекера, К с - коэффициент сдвига[3],
F - коэффициент, определяемый по формуле F=[R(0)-?e] (i'2̂ )dR/d9- 

Поставим задачу определения напряженно-деформированного со­
стояния консольно закрепленных оболочек, являющихся расчетной 
схемой различного рода лопастных аппаратов (лопасти гребных вин­
тов, лопатки турбин), у которых кромки оболочки Гг , fj , ц  
являются свободными, а кромка ^  - защемленной.

Для данной краевой задачи необходимо удовлетворить следующим 
граничным условиям:

силовым на кромках о(г«0в,0п: Т22»Т,г= Т|5* Ц  = М  f.« 0 , <?> 
геометрическим на кромке U • = W  = = О (8)
Для отыскания решения уравнений (5) при граничных условиях 

(7) и (8) применим метод прямых, для чего разделим оболочку П  
количеством линий (f< = 4,(t) в направлении 0 и введем дополни­
тельно две внеконтурнне прямые К«0 . П .* 1 •

Заменим в (7) производные по 0 центральными конечно-разност­
ными выражениями, а интегралы в том же направлении - формулами 
численного интегрирования. Интегрируя затем полученные выражения 
по-частям и учитывая произвольность возможных перемещений SU • ,

, приходим к системе 5 х П, обыкновенных дифферен­
циальных уравнений равновесия

+ К К Т К * ¥ ^  а К’ 1 т  н"< J а(к*1 i K* i т кн I
А< '" о ( к ' и  к-1,к ” о(к А 1 1 и  к*1 ,к

d  f & r * \ d^ т : ) - Д ( л , Ч т й ) - л ; т й а м - А Ь г ; . А Х л ! А Х т ; .
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а Г с  ̂ , - ^ А Г т , т а ^ . . о ,  о . . й  

*  f ' i V . - X D - S f A V T . V  i„y  * f  А Г С 4  .  о,

гЛ О  - к <А - F« M « ) - а ;  « ;  j . , , -  п*п *  а ;  и ; г .

- А > ; ( т ; - и ; ) - ^ А Г м , 7 ^ . , 1В- ^ А Г м ; гч . . , , = о ,

з т Ф « ) -  ?? саЭ Д - аХ  aM - A ,t t n i  • и ;  -

т < У ^ С *7",Т С , ,  ■ о ‘9>
и естественным граничным условиям при | = R m

f KT , ; - A “ F , T , ; . 0 ,  ^ T i - A j F . T j j - O ,  Ц ^ - А ^ Т ^ О ,  

f A “ FKM“ - 0,  f l l i - A ' F X . O ,  K-U, CO)
К .

где a K K, 0^K - весовые коэффициенты формул численного дифферен­
цирования и интегрирования.

На крайних прямых К* 1,п (0= 0О ,8„) необходимо удовлетворить 
силовым граничным условиям (7), которые после замены производных 
по 8 центральными разностными операторами примут вид

А [  ■ | и! / А ^ А > Г к» и^ ( ^ Щ , (*дт ^ А > 1 * к > ‘)-0,

 I f f  a i  =  ° >  * . ^ 0
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\\ ■ k  +Щ ^  ^ (a\&L ^ *Щ 1  A#,2 ) - о ,
u \  1 v , l H - v r *  Fl  ,. ) у  , , 1  о ( I D

A i I j ,  **' A ‘f A 2 *2 1 А 2 2h Aj[ w A } A *  * Л  >
где h - шаг расчетных прямых по 6 .

Выразим из соотношений (II) функции, относящиеся к внекон- 
турннм прямым «= О, П + 1 , и подставим их в уравнения равновесия 
(9) и граничные условия (10). При этом последние, например, для 
К = i Василиях запишутся в виде

A - ( h i  АИ) к 11)( к(1)Т (1)+ Х (1}) ~  ^  А (г>Т Ш  d  -  О
1 Т Ч  '« ' 1 4  1 « !1i Х 1 ' 0 ( ^ 1  ' 12 2,1 -

д , 1 ) т ( 0 - А м ) А <яГ м < 0 Т (1) + Х <ЛП - ^  А ( г , т ‘ г) d  = О А и  111 А1 Л2 (*1г т 1& + л г ) А, * 2г 012.1 и >

^ 0 - А Т А , > г т г - х Г ) - ^ А ® т ; » 2 м .О,

± ( g sf A X ’J.., • 0.

д<1> м (1) .(1)Л1)М <1) о(, . (2) м (2) j А
А 1,г^н "А< Аг ГЦ +■ ^  А1 гг®г,<* > 1̂2)

т Г - м « “ т « - о  при * = R"" (13)
Уравнения равновесия для К*2,  ft-1 после подстановки (II) в 

(9) будут иметь вид, подобный (9) и отличающийся от последних 
только отсутствием членов

" М - < * т £ - т Й - о
Для отыскания решения преобразовашой таким образом системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений применим устойчивый чис­
ленный метод конечных сумм с использованием интегрирующих матриц 
[4], для чего на отрезке Rm выберем ГП расчетных точек.
Для использования этого метода в силу условий (8) запишем очевид­
ные интегральные соотношения

I



Zq 20 7 Zo
Интегрируя уравнения равновесия (9), (12), удовлетворяя при 

этом граничным условиям (10) и (13), используя затем соотношения 
упругости и выражения (14), после некоторых преобразований прихо­
дим к системе'разностных интегральных уравнений типа Вольтерра 
относительно d u ^ / d t , dw°°/d$ . dlfJ1 /d^< du^’/d^ ’
ц* и , где к* У, п ; L = 2 , M  ; s= (, п •

Заменяя в этой системе интегралы конечными суммами с помощью 
интегрирующих матриц [ 4], приходим к системе алгебраических урав­
нений

c,v d ^ * e ,x s - f,,

B . v c . v w  Е Л - F . .
W  в , С Л * В>х.. * ЕЛ . - -$ (Г з^Гг, 

Е,м Х л м ‘Д _ (X n= - Fn., ,

где , В; . С I “ некоторые квадратные матрицы порядка 
5хт ( т  - число расчетных сечений по длине оболочки); р̂, - 
векторы порядка 5 хГП правых частей системы; X; - векторы не­
известных порядка 5 х т

€ ) .  { « t
. v ^ . -  V . f ) .  , V & . . .  H . « -  <*»

Здесь верхний штрих обозначает производную по переменной £ . 
Можно показать, что матрица системы уравнений (15) является невы-
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рожденной. Решение этой системы можно получить методом матричной 
прогонки [5].

Изложенный метод расчета реализован на ЭВМ и применен к 
исследованию напряженно-деформированного состояния ряда реальных 
конструкций. В частности, были проведены расчеты элементов лопаст­
ных аппаратов, являвдихся оболочками сложной формы, в большинстве 
случаев пологими относительно прямого геликоида. Исследования по­
казали, что напряженно-деформированное состояние такого класса 
оболочек является в основном изгибным, т.е. мембранные напряжения 
оказываются на порядок ниже изгибных.

5-76 23
Рис. 2
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В качестве иллюстрации на рис. 2 приведены эпюры распреде­
ления по хорде напряжений 6*. = 6^(2 =t/2) > б ц  = Sij, (2 = - t/2)
( 1 = 1,2; j. = 1,3) на засасывающей и нагнетагацей поверхностях 
реальной лопасти гребного винта. Как и следовало ожидать, наи­
большими по модулю оказались компоненты Q м , а поперечные 
касательные напряжения в  ̂  на порядок ниже по сравнению с ос­
новными компонентами и существенно не влияют на напряженно-дефор­
мированное состояние рассматриваемого класса оболочек.
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