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РАСЧЕТ КРУГОВОГО КОЛЬЦА С ПРОИЗВОЛЬНЫМ РАСПОЛОЖЕНИЕМ 
ГЛАВНЫХ ОСЕЙ ИНЕРЦИИ СЕЧЕНИЯ ПРИ СИММЕТРИЧНОМ НАГРУЖЕНИИ

Обозначения

X - радиус осевой линии кольца, проходящей через центры 
тяжести поперечных сечений; ф - угловая координата точки осевой 
линии; X , ^ , i  -  подвижная правая прямоугольная система осей 
координат (начало координат на осевой линии кольца, ось X на­
правлена перпендикулярно плоскости осевой линии, ось ^ - по ка­
сательной к осевой линии в сторону возрастания угла ф , ось 2 - 
по радиусу от центра кольца); U , V  , W - проекции полного пе­
ремещения точки осевой линии на оси X , ^ , 2 ; S - угол по­
ворота поперечного сечения кольца вокруг оси ^ ; рх  , Ру , ,
ГЛх, ПЯ у, ГЛ j- проекции распределенных сил и моментов на оси X  , 
у , 1 ;  /V , Q j . C j -  нормальная и перерезывающие силы в сече­
нии кольца; M z t  М j, Л у -  изгибающие и крутящий моменты в се­
чении кольца; £ > Э х  > Э%, Э площадь и моменты инерции се­
чения кольца; Е - модуль упругости материала кольца; С - жест­
кость сечения кольца на кручение;

B=EF, В, - ЕЭХ , Вг.ЕЗг , В „ . Е Э „ ,  

К=В,/С, И-6х/1гВ, 

Ах-гУвх, А.-г’/б,, В^ В д / Г ,  1,.В1/г>,
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Штрих означает производную по углу ф .
I. В [I ] были получены следующие дифференциальные уравнения 

изгиба кругового стержня с произвольным расположением главных 
осей инерции поперечного сечения:

u vl *  2 u lv т. и"  = со А *  ( ъ р х  + т у  * т ' ъ )" - 

-  к А г ( г р х + т у  + т ' г )+  к А г ( m j  + т р -

о Л  2v iv- v "  = - 0)Az [ x ( p ^ p j ) -  ( т ,  т m x ) ]  -

"  ̂Ax ^ (P1̂ - p i + o< со A E ( грх f m ^ m ' j ) 1,
10"+ v j ( v " * v ) 1- } А х г  (р'л -  р г )_ ( i )

Располагая решением этих уравнений, можно, используя формулы

t 0 = - [ t u '*u ) * tк * C u " ] * Aj +

x-RM-('tpI -m j*m 'i V - î r [(v-url)“ *(KH)(v-wV]>(2)

Д 1.- - |^ (и " . г 0 )» - |^ С т г -№ ’)',

J i j . - f j C i e - u ) ' ,  »>
N . - ~ ( v ‘ *  w ) ,  141

определить угол поворота, моменты и нормальную силу для любого
сучения кольца.
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Для перерезывающих сил Qx и Qj из уравнений равновесия 
элемента кольца следуют соотношения:

Q *  - 1  (5)

Q Л х + т л, (6)

Q j^ /v '+гр^. (7)

2. Рассмотрим замкнутое кольцо, нагруженное пространственной 
системой сосредоточенных и распределенных сил и моментов.

Осевая линия кольца точками приложения сосредоточенных нагру­
зок разбивается на отдельные участки. Для каждого из них можно за­
писать следующее общее решение уравнений (I):

U = U ° * U p> V = V ° + V F >  W : W e + U r p , (8)

Здесь Up , Vp , W p  - частное решение системы (I), опреде­
ляемое распределенной нагрузкой; Ц°, V е , И?0- общее решение со­
ответствующих однородных уравнений:

u c*A,*uiif + A 2 t04if * А 3 if tos if* A^ifwn(f + A5 tf + A6 o)

у 0- dinip + В  ̂ 631pcoilf* B t tfiinip*&5 ip+ 6g,

w e= Ct*uiif + C2co*if + 63 if airnf - if coaf) - gp do)

A l . В i > Ci , Cj - произвольные постоянные, из которых 
А с , В; находятся из условий сопряжения участков кольца между 

собой, а С 1 , С^ - из сравнения значений поперечных сил Q  2 , 
вычисленных по двум независимым уравнениям равновесия (6) и (7).

3. Пусть нагрузка, приложенная к кольцу, симметрична относи­
тельно сечения If г 0 . В этом случае распределенные усилия pz ,
Ру . Pi и моменты 171 х , ГЛи, 171 j можно представить в виде триго­

нометрических рядов °

Р х С р „ т , C f V , n y ) « > s m p ,



i

Внося значения (II) в (I) и интегрируя полученные уравнения, 
будем иметь (с учетом высказанного ранее замечания относительно 
постоянных С 1 и С г ):

6 - 8 % £ э , „ .  (12)
П*0 г п*0

Здесь и \  V е определяются по (9).
Перемещения VJ и 0 выражаются формулами:

™  + (&г - $ В к)*<лу + В } (ряп If-

-Bi/ipeoap - б5 - 2о(\)а (Д5л ж р  - А* о о а р ) ,

г0 = (А< + 2&кА})мл1р + (Аг- 2&KAi,)u>iif + A}tpwiy> + 

*Aiiip*inip-2jbciK(Bi coi(p + Bil 4 i n i p ) * j b & s ,  ( » )
t р _ и э а -dji) j

"c (Kt
Для n =  О имеем:

^  po = _ “j f  А  г t p xo if ,  ^ p o - ~Ц~ Р ю  i

zQ0pz кАггрхд * Аг (tpxo + mye), <I4>
Для П  = I:

u piz ~ j- Ai[°(u X/>1 + (к* и )  У pi ] у г coiif,

Wpi* \l Ax (zgl Fi + jbCLKnn̂) WHf +
♦■f A* X p1 [(co-tf)f ̂ t ^ ( w ^ ) i p * c 0 & ( p  + i£ ec6 f ] *
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+ у ^ А , У р1 [w(2ipwiif ♦ ip* ooiif )-£ е м у ] ,

8р1= а к А г [о<ф2р1 + ( M ) m ^ ]  <u>4ip -

- j  Jb A x Xpi [ и у г е м у  + Рак (и-)) е м у  ] +

+ у  к А г Ур1( 2 с с м у - 2 у Ы л у - у 1 е м у ) .  ( к )2к
Для П. 7/ 2:

V s А г (о<пгрхп * j 3 „ ^  m in )емпу *

+jbuf{xm 2n [груП- т р 1п + (пг-1)тхп ]смпу,

V pn - Ах (J„ г р р  -  К  г Р ы л т х „ ) И л п у  ♦

+ о<0)A a n t  J  ( г р а д  + л у + л т , , , ) * ^ ,

^рл - Ах (-Л„ гр^п Ч  г р 2л - т х„") со* л <р -

- о( w A j n lt J (грх„ * гпцп ♦ л т гп) со*тр,

®рп= А г (jbn грхп +Ап т у п + $пт 1п)их>пу * 

+jbCo/\x ni* [гр^ - лг р гй * (пг- ■/) т хп ] емпу. т

В этих формулах

ХргЩгРн'), V * / V ny m io 2р Г ^ - т Х1,
q - Л :  з _ Z o  * _ _ 2 j jL )  г  - — i —гск+о (кчю*М) < к+.1 )' v  ’

| = « а ( к - ы ) ,  H * t h ,  е « - ^ [ ( . Л ( 2 < о - } ) ] ,
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c(n = i l ( K + u n 1-), fln= n li zn (K*u),  J n = n ^ n ,

£п = п Ч !п (а)-кпг), t;n = njb„, i^ = t zn ( c o * ^ ) ; 

Л п* п г гп (и + ] п г ), р м= - ^ - Г п , ^ - - п гг 2п ( ш ^ ) } 

$ п - " У п ,  У л ( п 2- а

Полученные результаты совместно с (3)-(7) и (II) позволяют 
записать следующие выражения для усилий и моментов в произвольном 
сечении кольца:

<^Х - ̂ Х О  * Tj dlxpn ) ^  = ̂ О ■*■ £  ^РП )п*о “ п=о " ;

- V ,  о г = а 10' 2 о грт. « 7>

Здесь

J l z o z - 2 h 0i D z ( b i M y  + &k - M 4 ) ) + i I ) x U-<t/b)bs *  

+ 2 у ь а г Б г (A3 atmp-A#co*ip)f 

2 ^ г С г ( A  j  coiif + A v * t n y > ) -  y , D z А 5 +

+ 2оСагдх (6jWif - Ьрюыр),

M i0= 28iDI(Ai*intp - coop)- 2^aiJJx(SseoiiftBk̂ i/nf),

N 0 = 2 Л \ Б Ж (В3еоар* Bl/iinif' )^2j}aDi ( A , , c o s i p -  A } - * u i i / 0 ;

= у  >

Q i0-  -  2 Л % В Х ( 6 3 4 (Л 9  -  f tv eo»^) -  2 ) 9 а  J ) a  (А л coftip * А * ^ i n  у ) .  d 8 >
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^  хро = - J bx ( г р ло+ f r y ) , М ц р 0= г рхд i f ,

*^ipo = ~ г (гРхо* т у°')> NpostPic, ®Хро = 'гРх  o f ,  (19)

♦ г ^ А т ^ ^ - ^ а к т ^ г  yJ5a(K-w)tfpJco5if,

- -| ypi [ytOiip*(C*1)*inif ]>

Л гр,« г [ ^ а Н р1-кБт,г  f  a ( a - M Pi]«*4>-

-  - у  y pJ i f W n p - ( с -  2 ) t 0 4 l p ] ,

Np, = [t0Hp,*Ji“" m J, - -i-jia(K-u) yf,J »»if-

-{- х р1 («Р * * ¥  - ecoiif),

Q x p ^ P x i * '1'?»
Q j p ^ m ^ w u p -  { X pJif«>4ip,(eH)4Uiif] +

+ [ ^ г 01 рг]Ьа><т ^ + у/>а(К'а))Ур< ] ^ 1 р .  (20

^ x Pn = - г ^  I^ty." n W  (пг- 0  m xn ] tointf,

J1r  = - г t n (грхп - пггту + nm*„) *n nip,

Л грп - гпгп(грхп* r r y  п т гп) a* nip,

N pn- п г п(пгр?|1-гри )«>4П(р,
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(V = - T -tP x n 4tnr,¥>

5. В силу непрерывности в распределении усилий , р , 
pj и моментов m x , IDu . ГПг частное решение Uр , Vp и UPp 

для всех частей кольца будет одним и тем же.
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