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Аннотация 

В данной работе детально теоретически исследуется прохождение через линзу пучков Эрми-
та–Гаусса с внедрённой в них вихревой фазой. Особое внимание уделяется расположению в фо-
кальной плоскости вихревых фазовых особенностей. Получены достаточные условия для нуле-
вого значения интенсивности в центре фокальной плоскости. Численный расчёт подтверждает 
теоретический анализ. 
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Введение 

Вихревыми называют лазерные пучки с вихревой 
фазовой особенностью, характеризующейся нулевой 
интенсивностью в области неопределённости фазы 
[1 – 6]. Среди вихревых пучков хорошо известны мо-
ды Лагерра–Гаусса и Бесселя [7 – 9], также угловые 
гармоники содержат гипергеометрические пучки [10] 
и функции Цернике [11]. Все упомянутые распреде-
ления разделимы (факторизуются) в полярной систе-
ме координат, т.е. представимы в виде произведения 
функции, зависящей только от радиуса, и угловой 
гармоники exp(im ϕ), m – порядок оптического вихря. 

Пучки, факторизующиеся в декартовой системе 
координат, такие как моды Эрмита–Гаусса, пучки 
Эйри, не являются вихревыми, хотя их опредёленные 
суперпозиции используются для преобразования в 
вихревые пучки [12, 13]. 

Заметим, однако, что в последнее время часто рас-
сматривают пучки Эйри с внедрённой в них вихревой 
фазой [14 – 16]. Кроме того, в работе [17] были рас-
смотрены так называемые вихревые пучки Эрмита–
Гаусса, зависящие от комплексного аргумента. В ра-
боте [18] оптический элемент, согласованный с мо-
дами Эрмита–Гаусса, использовался в качестве низ-
кочастотной решётки для размножения вихревой фа-
зовой сингулярности первого порядка. 

В данной работе детально теоретически исследу-
ются пучки Эрмита–Гаусса с внедрённым оптическим 
вихрем произвольного порядка. Особое внимание 
уделяется пространственно-спектральной картине 
рассматриваемых пучков и формированию в фокаль-
ной области вихревых фазовых особенностей. 

1. Теоретические основы 

Рассмотрим пучки Эрмита–Гаусса с внедрённой в 
них вихревой фазой: 
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где Hn (x) – полином Эрмита. 

У многочленов Эрмита есть одна особенность – 
все члены имеют одинаковую чётность степени. Од-
нако сейчас мы не будем это учитывать, а для общно-
сти рассмотрим случай, когда вместо произведения 
многочленов Эрмита стоит произвольный многочлен 
от двух переменных (Гауссова функция также может 
быть заменена другой осесимметричной функцией). 
Отдельный член имеет вид: 
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Для удобства дальнейшего анализа запишем 
функцию (2) в полярных координатах: 
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Рассмотрим преобразование Фурье от функции (3): 
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где λ – длина волны излучения, f – фокусное расстоя-
ние параболической линзы, выполняющей преобра-
зование Фурье. 

Хорошо известно, что вихревые пучки при распро-
странении в однородной среде, а также при прохожде-
нии через параболические линзы сохраняют вихревую 
фазовую особенность и нулевое значение интенсивно-
сти на оптической оси [1 – 6]. Однако в анизотропных 
средах [19, 20] или при астигматических преобразова-
ниях [12, 13, 21] такие пучки теряют осевую симмет-
рию в распределении интенсивности, и на оптической 
оси может появляться ненулевое значение. 

Так как пучок (1) не обладает осевой симметрией, то 
при своём распространении или прохождении через 
линзу он может претерпевать изменения, аналогичные 
анизотропному или астигматическому преобразованию. 

1.1. Анализ поля в центре фокальной плоскости 

В этом подпараграфе ограничимся выяснением, 
будет ли в центре фокальной плоскости (на оси) ну-
левое значение. В этой точке (4) принимает вид: 
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Нулевое или ненулевое значение в фокусе опреде-
ляется значением интеграла по углу в выражении (5). 
Этот интеграл всегда вычисляется аналитически в 
элементарных функциях: 
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Далее используем то, что числа p, q, s – целые не-
отрицательные, причём s > 0 (s < 0 приведёт к смене 
знака в (6)), и хотя бы одно из p, q больше нуля. 

Для преобразования подынтегральных выражений 
в (6) степень косинуса / синуса выражаем через функ-
ции кратных дуг, что выполняется с помощью из-
вестных формул произведения и степени: 
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Нечётные степени: 
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Вначале проанализируем частные случаи, когда 
многочлен зависит только от одной переменной. 

Зависимость только от переменной x (q=0) 

При q = 0 выражение (6) можно переписать следу-
ющим образом: 
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Согласно (8) – (9) степень косинуса всегда выра-
жается через косинусы кратных углов с положитель-
ными коэффициентами и максимальной кратностью 
p. Поэтому под интегралом в (11) не может быть 
квадрата тригонометрической функции, соответ-
ственно, E2 будет равно нулю независимо от значений 
p и s. 

Так как в представлении степени максимальная 
кратность равна p, то при s>p не будет квадрата, то 
есть E1

 = 0. Кроме того, все кратности угла имеют ту 
же чётность, что и число p, поэтому если p и s имеют 
разную чётность, то не будет квадратов и E1

 = 0. Если 
же чётность одинакова, то одно слагаемое будет 
квадратом, поэтому E1

 ≠ 0. 
В итоге получаем, что на оси будет нуль амплиту-

ды (вещественная и мнимая части равны нулю) при 
условии: 

( ) ( ).s p или p s нечётное> + −  (12) 

Причём это условие не только достаточное, но и 
необходимое (так как квадратом будет лишь одно сла-
гаемое, оно не может сократиться). Если (12) не вы-
полнено, то E1

 > 0 и E2
 = 0. 

Зависимость только от переменной y (p=0) 

С геометрической точки зрения условие нулевой 
амплитуды должно быть симметрично (12), но дока-
зательство отличается. В отличие от косинуса, сте-
пень синуса выражается через синусы только при не-
чётном показателе, при этом слагаемые будут знакоче-
редующимися. Не приводя доказательства, выпишем 
условие нулевой амплитуды на оси 

( ) ( ).s q или q s нечётное> + −  (13) 

Как видим, оно действительно симметрично (12) и 
по-прежнему является не только достаточным, но и 
необходимым. Различие наблюдается, когда это усло-
вие не выполняется. Объяснение отличия от q = 0 сле-
дующее: ось x переходит в y при повороте на 90 гра-
дусов, что соответствует умножению на мнимую 
единицу. При этом степень единицы всегда равна 
единице, а степень мнимой единицы имеет 4 значе-
ния. Впрочем, при наблюдении интенсивности поля 
упомянутое различие исчезает. 

Общий случай (p>0 и q>0) 

Доказательство основано на формулах (7) – (9) и 
рассмотрении разной чётности показателей p и q. 
Подход аналогичен предыдущим двум пунктам, по-
этому выпишем лишь конечное условие равенства 
амплитуды нулю: 

( ) ( ).s p q или p q s нечётное> + + + −  (14) 

Условия (12) и (13) получаются из него как част-
ные случаи. Существенное отличие в том, что это 
условие достаточное, но может и не быть необхо-
димым. Необходимость (12) и (13) обосновывалась 
тем, что квадрат под интегралом могло дать только 
одно слагаемое. Здесь при перемножении выраже-
ний для степеней косинуса и синуса в общем случае 
будут подобные слагаемые. То есть при нарушении 
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второго условия (14) не исключена ситуация, при 
которой под интегралом будут квадраты, которые 
сократятся между собой. 

Примером является p =  q =  s = 2. В этом случае 
первый интеграл равен 
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Подчёркнуты слагаемые, которые дают сокраща-
ющиеся квадраты. То, что E2

 = 0, не показываем, так 
как в нём нет квадратов. В итоге получаем, что ам-
плитуда на оси равна нулю, хотя условие (14) и не 
выполнено. 

Выше был исключён случай s = 0 (отсутствие вих-
ря). Для него имеет место следующее условие равен-
ства амплитуды нулю: 

p или q нечётное− . (14а) 

Оно необходимо и достаточно и приведено от-
дельно, так как не получается из (14) при s = 0. 

Из (14) следует, что при рассмотрении произволь-
ного многочлена амплитуда на оси, скорее всего, бу-
дет не равна нулю, так как у различных слагаемых 
p + q имеет несовпадающую чётность. Если все слага-
емые имеют одинаковую чётность, как это имеет ме-
сто у пучков Эрмита–Гаусса, то, основываясь на пер-
вом условии (14), можно ограничиться рассмотрени-
ем одного слагаемого с наибольшей степенью. 

Сразу отметим, что рассмотрение одного слагае-
мого даёт только достаточные условия того, что ин-
теграл от всего многочлена равен нулю, так как учи-
тывается только ситуация, когда все слагаемые дадут 
нуль. Например, если многочлен имеет вид (x2 + y2) 

n, 
то мы имеем радиально-симметричный случай, а зна-
чит, амплитуда на оси, очевидно, будет равна нулю, 
хотя интегралы от каждого слагаемого могут и не 
равняться нулю. Хотя, если многочлен произвольный, 
то такие случаи имеют меру нуль. 

1.2. Внеосевое распределение поля  
в фокальной плоскости 

В предыдущем подпараграфе рассмотрено, какое 
значение будет в центре фокальной плоскости – ну-
левое или ненулевое. Здесь сделаем следующий шаг: 
найдём внеосевое распределение для частного слу-
чая, когда многочлен зависит только от переменной x 
(q = 0). Тогда внутренний интеграл в (4) выглядит 
следующим образом: 
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Далее будем использовать обозначение a = (kρr) / f  
и табличные формулы из [22] (Т. 1, с. 440): 
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Разделив вещественную и мнимую части в (15), 
получаем 
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Амплитуда на горизонтальной оси –  
общие рассуждения 

Сделаем ещё одно ограничение – рассмотрим ам-
плитуду только на горизонтальной оси, то есть поло-
жим θ = 0 ° (это лишь половина оси, но при θ = 180 ° по-
лучатся такие же значения, умноженные на eisπ(–1) p). 
Для понижения степени косинуса и преобразования 
произведений используем формулы (7 – 9). Из них и 
первой формулы (16) следует, что второе и третье 
слагаемые в (17) всегда дадут нуль (степень косинуса 
выражается только через косинусы, а произведение 
синуса и косинуса через синусы). Оставшиеся слага-
емые объединяем в виде 

2
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exp( cos )cos ( )cos dpA ia t st t t
π
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и используем следующую из (16) формулу (18): 

cos /2cos d 2 ( )ia x in
ne nx x e J a

π
− − π

−π
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Далее приведём примеры вычисления величины A 
для небольших значений p, которые помогут уяснить 
структуру получаемых выражений в общем случае. 
Опуская промежуточные рассуждения, получаем сле-
дующий результат. 
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Вид этого выражения показывает, что общий чи-
сто фазовый множитель можно вынести за интеграл 
по радиусу в (4) и во всех случаях либо действитель-
ная, либо мнимая часть амплитуды равна нулю. Так-
же видно, что выражение под знаком суммы (именно 
оно используется для интегрирования по радиусу) 
есть линейная комбинация функций Бесселя с номе-
рами от (s – p) до (s +  p), идущими через два. На осно-
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ве формул (4), (5) и (19) получим, опустив постоян-
ные множители: 
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Представим показатель степени в виде (p +  s +  2) – 1. 
Весьма существенно, что разность числа p +  s +  2 и но-
мера функции Бесселя 2p +  2 – 2l является чётным чис-
лом. Это позволяет использовать табличную формулу 
из [22] (Т. 2, с. 186): 
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где 
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=

+ λ −=  − 
∑  – обобщённый много-

член Лагерра, а с в нашем случае равно kρ / f. 
Подставив (21) в (20), получаем следующее выра-

жение для амплитуды: 
2 2 2

2 2
,0, 2

2

2

0

2 2 2
2

2

( ,0) exp
2

( )! 2

.
2

s
p s

s p lp
p l l

l
l

s p l
p l

k
F

f

k
a p l

f

k
L

f

+

− +
−

=

− +
−

 ρ σρ = − σ × 
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 ρ σ×  
 

∑  (22) 

Здесь для наглядности не все множители вынесе-
ны за знак суммы. Получили следующую зависи-
мость амплитуды от ρ: экспоненциальная функция 
exp (–βρ2), умноженная на сумму многочленов вида 

2 2 2
1 ( )m m

mLρ βρ . Именно здесь проявляется важность чёт-

ности упомянутой выше разности – иначе вместо (21) 
пришлось бы использовать другую табличную форму-
лу, в которой правая часть содержит модифицирован-
ную функцию Бесселя Iv ( ) как минимум одного номе-
ра, что резко затруднило бы анализ результата. 

Амплитуда на горизонтальной оси –  
примеры и комментарии 

Рассмотрим вначале случай s ≥ p. При этом все 
номера функций Бесселя в (20) различны и неотрица-
тельны. Многочлен 2 2 2

1 ( )m m
mLρ βρ  имеет степень 

2m1 + m2 = p + s, не зависящую от l, – все многочлены 
в сумме имеют одинаковую степень p + s. Поэтому 
суммой будет многочлен этой же степени. Уменьше-
ния степени произойти не может, потому что знаки 
коэффициентов многочлена Лагерра и величин al в 
(20) распределены так, что при приведении подобных 
слагаемых отрицательные числа складываются с от-
рицательными, а положительные с положительными. 
Поэтому ни одна степень не сократится, и знаки ко-
эффициентов будут как у многочлена Лагерра 

наибольшей степени. В итоге общая кратность кор-
ней равна p + s. Кратность нулевого корня в каждом 
слагаемом равна m2, а в итоговом многочлене – ми-
нимальному номеру функции Бесселя, то есть s – p, 
тогда степень многочлена, оставшегося после выне-
сения множителя ρ s – p, равна 2p, причём он содержит 
только чётные степени ρ. Последнее свойство обес-
печивает симметричность корней относительно нача-
ла координат (отрицательное значение ρ соответству-
ет второй половине оси: θ = 180 °). Таким образом, 
можно сделать следующий вывод. 

При s =  p имеется 2p ненулевых однократных 
корней, а при s >  p будет 2p +  1 корень: 2p нену-
левых однократных корней и корень в нуле крат-
ности s – p. 

Для наглядного подтверждения сказанного приве-
дём несколько примеров выражений для амплитуды 
поля на оси, найденных по формуле (22). При этом 
использован явный вид многочленов Лагерра: 
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 (23) 

Здесь обозначено y = (k2σ2ρ2) / f 2. 
Из формул (19) также следует, что если взять не од-

но слагаемое x p, а многочлен, имеющий степени разной 
чётности (в простейшем виде 1 ± x), то амплитуда (с 
точностью до меры нуль) не будет иметь нулей кроме 
ρ = 0. Причина в том, что степени разной чётности дадут 
вещественную и мнимую часть результата, поэтому от-
вет нельзя будет свести к одному многочлену. 

Пусть теперь s <  p. В этом случае несколько номе-
ров функции Бесселя в (19) станут отрицательными. 
Хотя переход к положительному номеру тривиален, 
отсутствие некоторых номеров приведёт к изменению 
степени многочлена. После перехода к положитель-
ным номерам из-за того, что номера идут через два, 
наименьший номер будет или 0 (при p и s одинаковой 
чётности), или 1 (при p и s разной чётности), при этом 
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новых положительных номеров не появится. Поэтому 
общая степень по-прежнему будет p +  s, а в нуле не 
будет корня при одинаковой чётности p и s (сравните 
с условием (12)) либо будет однократный корень при 
разной чётности.  

При s ≤ p все корни являются однократными, 
поэтому их «визуальное» количество увеличива-
ется на единицу при увеличении на единицу числа 
s, при этом корень в нуле попеременно появляется 
и исчезает. 

Как и для случая s ≥ p, приведём несколько приме-
ров выражений для амплитуды поля. 
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 (24) 

Амплитуда на всей плоскости –  
примеры и комментарии 

Рассмотрим теперь для некоторых простейших 
случаев вычисление поля на всей фокальной плоско-
сти, используя формулу (17) для произвольного угла θ. 
В силу громоздкости ограничимся простейшими слу-
чаями, хотя за счёт формул косинуса/синуса суммы 
процесс решения сводится к случаю нулевого угла. 

Пусть x p =  x (p = 1). Аналогично выводу формул 
(19) после ряда преобразований имеем 

/ 2
1 1

( 1)

( ) ( ) .is is i i
s s

A p

e e i J a e J a eθ − π − θ + θ
− +

= =

 = π ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ 
 (25) 

При θ = 0 ° (25) совпадает со второй формулой 
(19). После интегрирования по радиусу получим зна-
чение амплитуды: 
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s
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s s
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f

k se y
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σρ θ = π ⋅ ⋅ − ×

× ρ ⋅ ⋅ − θ
 (26) 

При θ = 0 ° (26) совпадает со второй формулой (23) 
с точностью до множителей, опущенных в (23). В (26) 
предполагается, что s ≥ 1. При s = 0 имеется отдельная 
формула 

4

1,0,0( , ) 2 cos exp ( )
2

y
F i k

f

σ − ρ θ = − π θ⋅ ρ 
 

. (27) 

Сравнение (27) и (24) показывает, что зависимость 
от угла сказывается только в масштабном множителе 

cos θ; при θ = 90 ° амплитуда равна нулю при любом 
радиусе ρ: вертикальная ось всегда чёрная. Если бы 
не Гауссов множитель, то линия уровня интенсивно-
сти была бы кривая ρl

 ~ cos2θ, похожая на восьмёрку. 
Теперь сравним (26) и (23). В начале координат 

нуль одинаковой кратности, что очевидно – в начале 
координат нет угла поворота. Перепишем множитель 
в скобках, разделив действительную и мнимую части. 

( )cos sins y is− θ − θ . (28) 

Так как s ≥ 1, мнимая часть равна нулю только при 
θ = 0 °, то есть все нули уже найдены и лежат на гори-
зонтальной оси. Результаты моделирования показы-
вают, что это свойство сохраняется и для p > 1. 

Рассмотрим случай p = 2 (пусть только для s ≥ 2). 
При p = 2 вместо (25) имеем 
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 (29) 

При θ = 0 ° (29) совпадает с третьей формулой (19). 
Наблюдение результатов при p = 1 и p = 2 подсказыва-
ет, что подобная структура будет и для произвольно-
го показателя. После интегрирования по радиусу по-
лучим значение амплитуды: 
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(30) 

При θ = 0 ° (30) совпадает с третьей формулой (23). 
В начале координат нуль одинаковой кратности s – 2. 
Для анализа множителя в квадратных скобках разде-
лим действительную и мнимую части. 

( )
2

( 1)cos 2 1 cos 2

1 cos 2
( 1)sin 2 .

2

s s s s y

y is y s

 − θ − + + θ +
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 (31) 

В отличие от p = 1, здесь мнимая часть равна нулю 
не только при θ = 0 °, но и при θ = 90 ° и при y =  s – 1. 
Первый случай соответствует уже рассмотренной го-
ризонтальной оси. Если θ = 90 ° (вертикальная ось), то 
действительная часть равна нулю при y = –s (s – 1) , этот 
корень не имеет физического смысла, так как отрица-
телен (y ~ ρ2). Если взять y =  s – 1, то действительная 
часть равна нулю при угле, определяемом равенством 
cos 2 θ = (s + 3)/(s – 1). Дробь больше единицы, поэтому 
равенство невозможно. Получаем, что все корни лежат 
на горизонтальной оси. Результаты моделирования это 
подтверждают, хотя и косвенно: при моделировании 
использовался не одночлен x2, а многочлен Эрмита 
H2(x), который кроме квадрата имеет и член нулевой 
степени. Формула (30) верна для s ≥ 2, значения s = 0 и 
s = 1 рассматриваются отдельно. 

Наконец, рассмотрим первый истинно двумерный 
случай, когда на входе одночлен xy, для которого 
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p = 1, q = 1. Интегрирование по углу приводит в выра-
жению, похожему на получаемое для x2. 
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Оно отличается от (29) отсутствием слагаемого с 
Js(a). Амплитуда поля равна: 
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В начале координат имеем корень кратности s – 2, 
для поиска остальных корней разделим действительную 
и мнимую части выражения в квадратных скобках. 

2

2 ( 1 )cos 2

sin 2 2 ( 1) 2 .

s s y

i s s sy y

− − θ −

 − θ − − + 
 (34) 

Мнимая часть равна нулю при θ = 0 ° и θ = 90 ° 
(квадратная скобка при s ≥ 2 неотрицательна). В обо-
их случаях действительная часть равна нулю при 
y =  s – 1. Если θ = 45 °(135 °), действительная часть 
равна нулю, но мнимая не равна нулю, кроме s = 2, 
когда имеется корень y = 2. Таким образом, с учётом 
симметрии, имеется по два корня на горизонтальной 
и вертикальной осях, расположенных в вершинах 
квадрата. При s = 2 добавляются 4 корня на диагона-
лях, также образующие квадрат. Корень y = 2 является 
двукратным, поэтому вокруг соответствующего нуля 
амплитуды не будет полного оборота фазы. 

Для полноты приведём выражения для амплитуды 
при s = 0 и s = 1. 
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 

 (35) 

То есть при s = 0 имеется нуль второго порядка в 
начале координат, также нулевая амплитуда будет на 
горизонтальной и вертикальной осях целиком. Без 
Гауссова множителя линия уровня интенсивности – 
кривая ρl

 ~ sin2 2 θ, имеющая 4 лепестка. 
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 (36) 

При s = 1 в начале координат имеется нуль первого 
порядка. Квадратная скобка равна величине 

2cos 2 ( 2)sin 2i yθ + − θ . (37) 

Отсюда получаем, что есть корень при θ = 45 °(135 °) 
и y = 2. Таким образом так же, как в случае s > 2, имеется 
четыре нуля в вершинах квадрата, но не на горизонтали 
и вертикали, а на диагоналях. 

Также приведём примеры другой ситуации, когда 
p и q произвольны, но из соображений эксперимен-
тальной реализуемости [18] фиксировано s = 1. Так 
как для ситуаций s ≥ p и s <  p выражения отличаются, 
подставить s = 1 в формулы, приведённые выше, не 
всегда возможно. 

Для общности приведём пример с постоянной ам-
плитудой (p = 0). 
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Для p = 1 результат получаем, подставив s = 1 в (26): 
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Для p > 1 результат получается независимо от 
найденного выше и выражается формулами: 

( )

6

2,0,1

2

( , ) ( )exp
2

4 2 (1 cos 2 ) .

i

i

y
F ie k

f

e y

θ

− θ

σ − ρ θ = −π ⋅ ⋅ ρ × 
 

× + − + θ
 (40) 

( )

(
)

6
3,0,1

3

2

1
( , ) exp / 2

4

24 6 (6cos )

(6cos 2cos3 ) .

i

i i i

F e y

e y e e

y

θ

− θ − θ − θ

ρ θ = π ⋅σ − ×

× − θ + + +

+ θ + θ

 (41) 

( (
) )

8

4,0,1

2 2

4 2

1
( , ) ( )exp

8 2

(96 64 ) 8 9 8cos 2 2

2 (3 4cos 2 cos 4 ) .

i

i i

i

y
F ie k

f

e y e

e y

θ

− θ − θ

− θ

σ − ρ θ = − π ⋅ ⋅ ρ × 
 

× + − + θ + +

+ + + θ + θ

 (42) 

Можно доказать (аналогично предыдущим приме-
рам), что амплитуда имеет p + 1 однократных нулей, 
которые лежат на горизонтальной оси и расположены 
симметрично относительно начала координат, в том 
числе при чётном p имеется нуль в начале координат. 

2. Численное моделирование 

В этом параграфе приведены результаты модели-
рования для пучков, заданных выражением (1). В 
табл. 1 показаны распределения в фокальной плоско-
сти для различных значений n, m и s. 

В первой строке табл. 1 приведены распределения 
для Фурье-образов обычных мод Эрмита–Гаусса 
(s = 0). В этом случае распределения подобны исход-
ным функциям и имеют бинарную фазу. Здесь дей-
ствует формула (14а) (с заменой p и q на n и m соот-
ветственно), а именно: значение в центре равно нулю, 
когда хотя бы один индекс является нечётным. 

Во второй строке табл. 1 приведены распре-
деления пространственно-спектральной картины для 
мод Эрмита–Гаусса с внедрённым оптическим вих-
рем первого порядка (s = 1). В этом случае вместо 
сингулярных линий (линейных скачков фазы на π ра-
диан) формируются наборы изолированных оптиче-
ских вихрей первого порядка.  
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Табл. 1. Распределения в фокальной плоскости для различных значений n, m и s  
(показаны амплитуды и фазы) (негативные изображения) 

 n = 0, m = 1 n = 0, m = 2 n = 1, m = 1 n = 1, m = 2 n = 2, m = 2 

s = 0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s = 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

s = 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Число этих вихрей можно определить по формуле: 

1 ( 1)( 1)sN n m nm= = + + + . (43) 

Определить, будет ли в центре фокуса нуль интен-
сивности, можно по формуле (14). 

В третьей строке табл. 1 приведены фокальные 
картины для мод Эрмита–Гаусса с внедрённым опти-
ческим вихрем второго порядка (s = 2). Как видно, в 
этом случае имеет место проявление различия между 
достаточным условием и необходимым для n = 2, 
m = 2, s = 2. Причём это различие проявляется дважды. 
Во-первых, слагаемое с наибольшей степенью x2y2 
даёт нуль, хотя n + m + s = 6 – чётное число, что пока-

зано в примере выше. Во-вторых, здесь имеет место 
ситуация, когда не все слагаемые многочлена дадут 
нуль. Более точно, интегралы (6) имеют следующие 
значения (других слагаемых нет): 

( = 0, = 0, = 2)=0; ( = 2, = 0, = 2)= / 2;

( = 0, = 2, = 2)= / 2; ( = 2, = 2, = 2)=0.

E p q s E p q s

E p q s E p q s

π
− π

 

Многочлен Эрмита индекса 2 равен H2(z) = 4z2 – 2, 
а их произведение в (1) равно 16x2y2 – 8x2 – 8y2 + 4. 
При интегрировании в (5) первое и последнее слагае-
мые дадут нуль, а второе и третье сократятся: степени 
радиуса равны, а интегралы по углу (6) имеют проти-
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воположные значения. В результате сумма окажется 
равной нулю, что мы и видим на рисунке. 

Таким образом, теоретические рассуждения, при-
ведённые в параграфе 1, полностью согласуются с ре-
зультатами расчёта. 

Заключение 
В данной работе рассмотрены моды Эрмита–Га-

усса с внедрённой в них вихревой фазой. В отличие 
от осесимметричных распределений вихревая фаза (и 
нулевое значение интенсивности на оптической оси) 
для таких пучков не сохраняется при распростране-
нии или при прохождении через сферическую линзу. 

Выполнен теоретический и численный анализ пре-
образования Фурье для мод Эрмита–Гаусса с внедрён-
ной вихревой фазой. Получено условие (с учётом ис-
ключений), при котором в центре фокальной плоскости 
будет иметь место нулевое значение интенсивности. 
Численный расчёт подтверждает теоретический анализ. 

На основе моделирования показано, что для мод 
Эрмита–Гаусса с внедрённым оптическим вихрем 
первого порядка в фокальной плоскости вместо син-
гулярных линий (линейных скачков фазы на π ради-
ан) формируются наборы изолированных оптических 
вихрей первого порядка. Получена формула, позво-
ляющая оценить число этих вихрей. 
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Abstract 
This work deals with a detailed theoretical study of Hermite-Gauss beams with embedded vor-

tical phase passing through a lens. Special attention is given to the location of vortical phase singu-
larities in the focal plane. Sufficient conditions for the intensity null in the focal plane centre are 
found. The theoretical analysis is confirmed by numerical calculations. 
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