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Аннотация 

Теоретически и численно показано, что распределение осевого потока энергии 
в остром фокусе света с круговой и линейной поляризацией одинаковые и обладают кру-
говой симметрией. Также показано, что равны осевые потоки энергии для оптических 
вихрей с единичным топологическим зарядом и с радиальной или азимутальной поляри-
зацией. Минимальный диаметр (при прочих равных условиях) имеет фокусное пятно, из-
меренное по интенсивности для оптического вихря с азимутальной поляризацией. Немно-
го больше (на доли процента) диаметр фокусного пятна, рассчитанного по потоку энергии 
для света с круговой или линейной поляризацией. Величина диаметра по интенсивности 
играет роль при взаимодействии света с веществом, а величина диаметра по потоку энер-
гии влияет на разрешение в оптической микроскопии. 
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Введение 

Острая фокусировка лазерного света с преодоле-
нием дифракционного предела постоянно находится 
в поле зрения ученых. Как известно, одним из прие-
мов уменьшения фокусного пятна является использо-
вание света с неоднородной поляризацией (радиаль-
ной или азимутальной). Первая работа, в которой 
экспериментально было получено субволновое фо-
кусное пятно с помощью света с радиальной поляри-
зацией, была выполнена в 2003 году [1]. С помощью 
радиальной поляризации можно не только уменьшить 
фокусное пятно, но и увеличить глубину фокуса. Так, 
в работах [2, 3] с помощью фокусировки света с ра-
диальной поляризацией получено фокусное пятно с 
диаметром по полуспаду интенсивности (FWHM) 
0,4λ и с глубиной фокуса (DOF) 4λ. В [4] получили 
большую глубину фокуса DOF = 5λ, но при этом и 
диаметр фокусного пятна увеличился 
(FWHM = 0,45λ). В работе [5] глубина фокуса была 
равна DOF = 6,45λ, а диаметр фокусного пятна был 
равен (FWHM = 0,42λ). Еще длиннее «световая игла» 
получилась в работе [6]: DOF = 26λ, FWHM = 0,58λ. В 
работе [7] сравнили диаметры фокусных пятен при 
фокусировке пучка Лагерра–Гаусса и Бесселя–Гаусса 
с радиальной поляризацией. Фокусные пятна получи-
лись соответственно FWHM = 0,47λ и FWHM = 0,44λ. 
В этой работе мы не будем рассматривать острую фо-
кусировку плазмонов [8], так как теоретически плаз-
монные фокусные пятна могут быть сколь угодно ма-
лыми, хотя в работе [8] фокусное пятно имело размер 

FWHM = 0,42λ. Также мы не будем рассматривать 
фокусные пятна, которые получаются на основе эф-
фекта суперосцилляций [9], так как теоретически фо-
кусные пятна такого рода могут иметь любой малый 
размер, но и световая энергия, идущая на формирова-
ние таких фокусных пятен, составляет малые доли 
процента от энергии всего пучка. В работе [10] теоре-
тически показано, что минимальное фокусное пятно 
для радиальной поляризации при числовой апертуре 
NA = 1 и при ограничении пучка узкой кольцевой 
апертурой равно диаметру квадрата функции Бесселя 
нулевого порядка (FWHM = 0,36λ). Известны также 
работы по получению субволновго фокусного пятна для 
света с линейной и азимутальной поляризацией. Так, в 
работе [11] c помощью фазовой зонной пластинки для 
света с линейной поляризацией получено эллиптическое 
фокусное пятно с размером по малой оси эллипса, рав-
ным FWHM = 0,44λ. А в работах [12, 13] c помощью ме-
талинзы для света с комбинированной линейно-
азимутальной поляризацией получено эллиптическое 
фокусное пятно с размерами FWHMx = 0,37λ и 
FWHMy = 0,49λ. Напомним, что дифракционный предел 
Аббе равен половине длины волны (FWHM = 0,5λ). 

Заметим, что во всех перечисленных работах раз-
мер фокусного пятна рассчитывался по полуспаду 
интенсивности. Но интенсивность пропорциональна 
плотности световой энергии (или мощности) в данной 
точке пространства и не показывает, как распростра-
няется эта энергия после фокуса. Почти нет работ, 
в которых бы фокусное пятно оценивалось по потоку 
энергии. Также почти нет работ, в которых бы срав-
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нивали между собой размеры фокусных пятен, рас-
считанных и по интенсивности, и по потоку энергии. 
И нет работ, в которых бы было теоретически пока-
зано, какое фокусное пятно наименьшее (при прочих 
равных условиях) среди фокусных пятен, сформиро-
ванных светом с разной поляризацией (линейной, 
круговой, радиальной и азимутальной). 

В этой работе мы сравним с помощью формализ-
ма Ричардса–Вольфа распределения интенсивности 
и продольной компоненты вектора Пойнтинга (осево-
го потока энергии) в плоскости острого фокуса. Для 
этого запишем аналитические выражения проекций 
вектора напряженности электрического поля, интен-
сивности и проекции на оптическую ось вектора 
Пойнтинга в фокусе при острой фокусировке света 
апланатической системой с линейной, круговой, ра-
диальной и азимутальной поляризацией. 

Фокусировка света с линейной поляризацией 

В [14, 15] получены выражения для проекций век-
тора напряженности электрического поля в фокусе 
апланатической системы. Вектор Джонса для началь-
ного поля с линейной поляризацией, направленной 
вдоль оси x, имеет вид: 

1
( ) ,

0lin A
 

   
 

E  (1) 

а проекции вектора напряженности электрического поля 
вблизи фокуса для начального поля (1) имеют вид: 
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где λ – длина волны света, f – фокусное расстояние 
апланатической системы, x = krsinθ, Jμ(x) – функция 
Бесселя первого рода и NA = sinθ0 – числовая апертура. 
Начальная функция амплитуды A(θ) (предположим, 
что это действительная функция) может быть констан-
той (плоская волна) или иметь вид Гауссова пучка 

2 2

2
0

sin( ) exp ,
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 (4) 

где γ – постоянная. Из (3) следует выражение для интен-
сивности в фокусе для света с линейной поляризацией: 

2 2 2 2
0,0 2,2 0,0 2,2 1,1( , , 0) 2 cos2 4 sin .linI r z I I I I I        (5) 

Вектор Пойнтинга рассчитывался по формуле [14] 
P = [c / (8π)] Re [E × H*], где c – скорость света в ваку-

уме, Re – вещественная часть числа, E × H – вектор-
ное произведение, * – комплексное сопряжение (далее 
опустим постоянную c / (8π)). В [15] получено выраже-
ние для осевой проекции вектора потока энергии в фо-
кусе при фокусировке света с линейной поляризацией. 

2 2
, 0,0 2,2( , 0)z linP r z I I   . (6) 

Из сравнения (5) и (6) видно, что хотя в фокусе у 
света с начальной линейной поляризацией распреде-
ление интенсивности (5) не имеет радиальной сим-
метрии (интенсивность в виде эллипса вытянута 
вдоль оси x), но поток энергии вдоль оптической оси 
(6) (то есть та энергия, которая попадает к наблюдателю 
в дальней зоне) обладает радиальной симметрией. 

Далее поступим аналогично и рассчитаем интен-
сивность и поток энергии для света с начальной кру-
говой поляризацией. 

Фокусировка света с круговой поляризацией 

Так как интенсивность и осевой поток энергии для 
света с левой и правой круговой поляризацией одина-
ковы, то будем рассматривать только одну правую 
поляризацию, вектор Джонса для которой имеет вид: 
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Проекции электрического поля вблизи фокуса для 
начального поля (7) имеют вид [16]: 
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Из (8) можно получить распределение интенсив-
ности в фокусе для начального поля (7): 
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Осевой поток энергии для круговой поляризации 
получен в [16]: 

2 2
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Сравнивая выражения (6) и (10), можно заклю-
чить, что осевые потоки равны и, значит, фокусные 
пятна в плоскости фокуса по осевому потоку энергии 
при фокусировке света с линейной и круговой поля-
ризацией имеют одинаковые размеры и вблизи опти-
ческой оси равны выражению: 
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Интересный вывод можно также сделать из срав-
нения интенсивностей (5) и (9). На оптической оси 
интенсивности в фокусе у света с линейной и круго-
вой поляризаций равны между собой и равны выра-
жению (11): 

2
0,0( 0, 0) ( 0, 0) .R linI r z I r z I       (12) 

При увеличении радиальной переменной r (при 
отходе от оптической оси) интенсивность для линей-
ной поляризации (5) по вертикальной оси (φ = π / 2) 
будет убывать быстрее (так как третье слагаемое в (5) 
будет отрицательным), чем будет убывать интенсив-
ность для круговой поляризации (9). То есть размер 
фокусного пятна (5) по вертикальной оси (вдоль ма-
лой оси эллипса) будет меньше, чем размер круглого 
фокусного пятна для круговой поляризации (9). 

Итак, можно заключить, что размеры фокусного 
пятна по потоку энергии у света с линейной и круго-
вой поляризацией равны и меньше, чем размер фо-
кусного пятна по интенсивности для света с круговой 
поляризацией, но немного больше, чем размер фокус-
ного пятна по интенсивности для света с линейной по-
ляризацией по направлению малого эллипса. Эти вы-
воды будут подтверждены с помощью моделирования. 

Фокусировка света с радиальной поляризацией 

Далее получим выражения для интенсивности 
и осевого потока энергии для радиальной поляриза-
ции. Вектор Джонса начального поля имеет вид: 
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E  (13) 

Компоненты вектора напряженности электриче-
ского поля в фокусе для начальной радиальной поля-
ризации (13) можно найти в [15, 17]: 
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Из (14) следует выражение для распределения ин-
тенсивности в фокусе для начального света с ради-
альной поляризацией: 

 2 2
0,1 2,1 1,0( , 0) 4 .radI r z I I I     (15) 

Осевую проекцию вектора потока энергии в фоку-
се для начального поля с радиальной поляризацией 
(13) можно найти в [15]: 

 2
, 0,1 2,1( , 0)z radP r z I I   . (16) 

Из сравнения (15) и (16) видно, что интенсив-
ность в фокусе на оптической оси отлична от нуля и 
зависит только от интенсивности продольной ком-
поненты, и осевой поток энергии на оптической оси 
равен нулю: 

2
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Из (17) следует, что интенсивность (15) вблизи 
оптической оси имеет максимум (фокусное пятно), а 
осевой поток энергии имеет вид кольца и к наблюда-
телю в дальней зоне свет не доходит. Другими слова-
ми, фокусного пятна по потоку энергии в данном 
случае нет. Поэтому в следующем параграфе рас-
смотрим фокусировку оптического вихря с радиаль-
ной поляризацией. 

Фокусировка оптического вихря с радиальной 
поляризацией 

Для получения круглого фокусного пятна рас-
смотрим в начальной плоскости оптический вихрь 
с единичным топологическим зарядом и радиальной 
поляризацией, имеющий матрицу Джонса в виде: 
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Проекции векторов напряженности электрическо-
го и магнитного полей в фокусе апланатической си-
стемы можно найти аналогично предыдущему с по-
мощью формализма Ричардса–Вольфа [14]. Получим 
следующие выражения для электрического поля  
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и для магнитного поля 
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Из (19) следует выражение для интенсивности в 
фокусе: 

   2 2 2
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1 1 .
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А из (19) и (20) можно получить осевую проекцию 
потока энергии P = Re [E × H*] в фокусе оптического 
вихря с радиальной поляризацией: 

2 2 2 2
, 0,2 0,0 2,0 2,2( , 0)z ra vP r z I I I I      . (22) 

Из (21) и (22) следует, что на оптической оси 
в фокусе в данном случае интенсивность и поток 
энергии будут меньше, чем интенсивность и поток 
энергии для круговой поляризации 

2
0,0( 0, 0)RI r z I   , и будут иметь вид: 
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Уменьшенная интенсивность на оси при одинако-
вой энергии в фокусе у всех рассматриваемых здесь 
оптических полей означает, что диаметр фокусного 
пятна для оптического вихря с круговой поляризаци-
ей меньше, чем диаметр фокусного пятна для оптиче-
ского вихря с радиальной поляризацией. 

Фокусировка оптического вихря с азимутальной 
поляризацией  

Известно, что для азимутальной поляризации ин-
тенсивность и осевой поток энергии в фокусе имеют 
вид светового кольца. То есть азимутальная поляри-
зация не формирует фокусное пятно. Действительно, 
для начального поля с азимутальной поляризацией 

sin
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cosaz A
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можно получить выражения для поперечных проек-
ций электрического поля в фокусе с помощью замены 
φ на φ + π / 2 в выражении (14): 
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Из (25) получим выражение для интенсивности в 
фокусе 
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А осевой поток энергии в фокусе для начально-
го поля с азимутальной поляризацией (24) можно 
найти в [18]: 

2 2
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Из (26) и (27) видно, что интенсивность и осевой 
поток энергии в фокусе для начального поля с азиму-
тальной поляризацией имеют вид кольца и равны ну-
лю на оптической оси. Поэтому для получения кругло-
го фокусного пятна рассмотрим фокусировку оптиче-
ского вихря с топологическим зарядом 1 и с азимуталь-
ной поляризацией. То есть начальное поле имеет вид: 
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Для начального поля (28) проекции электрическо-
го вектора в фокусе можно найти в [15]: 
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Из (29) следует выражение для интенсивности в 
фокусе: 
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Выражение для осевого потока энергии в фокусе 
для начального поля (28) можно найти в [18]: 

2 2 2 2
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Из выражений (30) и (31) видно, что в фокусе на оп-
тической оси и интенсивность, и осевой поток энергии 
будут иметь максимальное значение и будут равны: 
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Для более удобного сравнения все полученные выра-
жения для интенсивности и осевого потока в фокусе 
сведены в табл. 1. 

Табл. 1. Формулы, описывающие распределение интенсивности и осевого потока энергии в остром фокусе света с разной 
начальной поляризацией 

 Интенсивность в фокусе Осевой поток энергии в фокусе 
Линейная поляризация 2 2 2 2

0,0 2,2 0,0 2,2 1,12 cos2 4 sinI I I I I     2 2
0,0 2,2I I  

Круговая поляризация 2 2 2
0,0 2,2 1,12I I I   2 2

0,0 2,2I I  

Радиальная поляризация  2 2
0,1 2,1 1,04I I I    2

0,1 2,1I I  

Радиальная поляризация 
и оптический вихрь    2 2 2

0,0 2,0 2,2 0,2 1,1
1 1 2
2 2

I I I I I     2 2 2 2
0,2 0,0 2,0 2,2I I I I    

Азимутальная поляризация 
и оптический вихрь    2 2

0,0 2,0 0,2 2,2
1 1
2 2

I I I I    2 2 2 2
0,2 0,0 2,0 2,2I I I I    

 

Из табл. 1 видны два основных результата этой 
работы. Распределение осевого потока энергии в фо-
кусе для света с линейной и круговой поляризацией 

одинаковое. Это значит, что фокусное пятно, изме-
ренное по потоку энергии для света с линейной и 
круговой поляризацией (при прочих равных услови-
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ях), будет круглым и одинаковым по диаметру. Также 
из табл. 1 видно, что у оптического вихря с единич-
ным топологическим зарядом с радиальной и азиму-
тальной поляризацией осевые потоки энергии в фоку-
се тоже одинаковые, а значит, и фокусные пятна у 
них будут одинаковые.  

Из табл. 1 видно также, что большинство распре-
делений интенсивности и потока энергии вблизи оп-
тической оси пропорциональны квадрату функции 
Бесселя нулевого порядка, которая входит в интеграл 

2
0,0I . Так как световая энергия у всех полей из табл. 1 

одинаковая, то по величине интенсивности или пото-
ка на оптической оси можно судить о величине диа-
метра фокусного пятна: чем больше интенсивность 
или поток энергии на оптической оси, тем меньше 
диаметр фокусного пятна. Из табл. 1 видно, что 
больше всех интенсивность на оптической оси 
у оптического вихря с азимутальной поляризацией: 
(I0,0

 + I2,0)2 / 2. Так как в интеграл I0,0 входит сомно-
житель 1+cosθ, а в интеграл I2,0 входит сомножи-
тель 1–cosθ, то при сложении I0,0

 + I2,0 косинус пропа-
дет и получается, что  2 2

0,0 2,0 0,0/ 2I I I  . Поэтому 
диаметр фокуса у начального оптического вихря с 
азимутальной поляризацией, измеренного по интен-
сивности, будет меньше, чем диаметр фокуса у поля с 
круговой поляризацией, измеренного по потоку энер-
гии. Поток энергии на оптической оси у оптического 
вихря с радиальной и азимутальной поляризацией 
меньше, чем поток энергии у света с круговой поля-
ризацией: 2 2

0,0 2,0I I < 2
0,0I . Поэтому диаметр фокуса 

оптического вихря с радиальной и азимутальной по-
ляризацией, измеренный по потоку энергии, будет 
больше, чем диаметр фокуса по потоку энергии у по-
ля с круговой поляризацией. Интересно, что фокус-
ное пятно для линейной поляризации по интенсивно-
сти имеет вид эллипса, размер меньшего диаметра у 
которого будет меньше всех диаметров круглых пя-
тен и по интенсивности, и по потоку энергии. Эти 

теоретические предсказания будут подтверждены с 
помощью моделирования в следующем параграфе. 

Моделирование 

С помощью расчета интеграла Ричардса–Вольфа в 
общем виде [14] моделировалась фокусировка света 
различной поляризации апланатическим объективом 
с числовой апертурой NA = 0,95. Волновой фронт во 
всех случаях считался плоским или вихревым. В 
табл. 2 показаны размеры фокусных пятен по обеим 
декартовым координатам, рассчитанным по полуспа-
ду распределения интенсивности и потока энергии в 
длинах волн (λ = 532 нм), полученные распределения 
интенсивности и продольной составляющей вектора 
Пойнтинга показаны на рис. 1 и 2 соответственно. 

Из табл. 2 видно, что для круглых фокусных пятен 
наименьший диаметр, как и предсказывает теория, у 
оптического вихря с азимутальной поляризацией, из-
меренного по интенсивности (FWHM = 0,5346λ). По-
чти такой же по величине (всего на 0,14 % больше) 
диаметр фокусных пятен для света с линейной и кру-
говой поляризацией, измеренный по потоку энергии 
(FWHM = 0,5357λ). Немного больше (на 4 %) диа-
метр фокусного пятна для вихря с азимутальной 
поляризацией, но измеренного по потоку энергии 
(FWHM = 0,5566λ). Еще на 7 % больше диаметр фо-
кусного пятна для круговой поляризации, измерен-
ный по интенсивности (FWHM = 0,5997λ). И еще 
больше на 5 % диаметр фокусного пятна для радиаль-
ной поляризации, измеренный по интенсивности 
(FWHM = 0,6327λ). Таким образом, меньшее фокус-
ное пятно меньше большего из фокусных пятен на 
15 %. Заметим, что эллиптическое фокусное пятно 
имеет размер меньшего диаметра по интенсивности 
на 6 % меньше минимального круглого фокусного 
пятна (FWHM = 0,5029λ). С увеличением числовой 
апертуры размеры фокусных пятен уменьшаются, но 
соотношение между ними остается почти таким же. 

Табл. 2. Величины диаметров фокусных пятен (NA = 0,95) в длинах волн, рассчитанные по полуспаду интенсивности 
и осевой проекции потока энергии для начальной плоской волны с линейной, круговой, радиальной поляризацией, 

и для начального оптического вихря первого порядка с радиальной и азимутальной поляризацией 

Тип поляризации Интенсивность I Продольный поток энергии Sz 
FWHMx, λ FWHMy, λ FWHMx, λ FWHMy, λ 

Круговая 0,5997 0,5997 0,5357 0,5357 
Линейная 0,7305 0,5028 0,5357 0,5357 
Радиальная 0,6327 0,6327 – – 
Радиальная + вихрь 1,0747 1,0747 0,5573 0,5573 
Азимутальная + вихрь 0,5346 0,5346 0,5566 0,5566 

 

На рис. 1 показаны сечения интенсивности фокус-
ного пятна, рассчитанного по формулам Ричардса–
Вольфа для длины волны 532 нм и числовой апертуры 
0,95. Освещающий пучок имел плоский фронт (или 
оптический вихрь с зарядом 1) и разное состояние по-
ляризации. Соотношение размеров фокусных пятен по 
полуспаду интенсивности, которое следует из рис. 1, 
подтверждает сказанное ранее. Из рис. 1 видно, что в 

случае оптического вихря с азимутальной поляризаци-
ей фокусное пятно немного меньше, чем фокусное 
пятно для круговой поляризации, но боковой лепесток 
для круговой поляризации (около 4 %) в 5 раз меньше, 
чем у азимутальной поляризации (около 20 %).  

На рис. 2 показаны сечения фокусного пятна, рас-
считанного по потоку энергии. Видно, что в этом 
случае фокусное пятно оптического вихря с азиму-
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тальной (радиальной) поляризаций немного больше, 
чем фокусное пятно пучка с круговой (линейной) по-
ляризацией. И боковой лепесток у фокуса на рис. 2 
для азимутальной поляризации также в 5 раз больше, 
чем у фокуса для круговой поляризации.  

 
Рис. 1. Сечение интенсивности в фокусе  

при фокусировке света различной поляризации 

 
Рис. 2. Сечения продольной компоненты  

вектора Пойнтинга в фокусе 

Заключение 

На основе формализма Ричардса–Вольфа получе-
ны аналитические выражения для распределения ин-
тенсивности и осевой проекции вектора Пойнтинга 
в остром фокусе апланатической системы для четы-
рех разных начальных поляризаций света: линейной, 
круговой, радиальной и оптического вихря с ради-
альной и азимутальной поляризацией. Из полученных 
выражений следует, что фокусные пятна, рассчитан-
ные по потоку энергии для линейной поляризации 
и круговой поляризации, круглые и имеют одинако-
вый диаметр (при прочих равных условиях). Диамет-
ры фокусных пятен для оптических вихрей с единич-
ным топологическим зарядом и радиальной и азиму-
тальной поляризацией также одинаковые. Получена 
цепочка неравенств, которая показывает отношения 
диаметров фокусных пятен между собой: диаметр 
фокусного пятна оптического вихря с азимутальной 
поляризацией, измеренный по интенсивности, мень-
ше, чем диаметр фокусного пятна, измеренный 

по потоку энергии, для света с круговой или линей-
ной поляризацией, который меньше, чем диаметр фо-
куса по потоку энергии оптического вихря с азиму-
тальной или радиальной поляризацией, который 
меньше, чем диаметр фокуса по интенсивности для 
света с круговой поляризацией, который меньше, чем 
диаметр фокуса по интенсивности для света с ради-
альной поляризацией. Наименьший размер из всех пе-
речисленных имеет эллиптическое фокусное пятно, из-
меренное по интенсивности и по меньшему диаметру 
эллипса. Также моделирование показало, что боковой 
лепесток у фокуса для оптического вихря 
с азимутальной поляризацией в несколько раз больше, 
чем боковой лепесток у фокуса с круговой поляризаци-
ей (как по интенсивности, так и по потоку энергии). 
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Abstract  

It is shown theoretically and numerically that circularly and linearly polarized incident beams 
produce at the tight focus identical circularly symmetric distributions of an on-axis energy flux. It 
is also shown that the on-axis energy fluxes from radially and azimuthally polarized optical vorti-
ces with unit topological charge are equal to each other. An optical vortex with azimuthal polariza-
tion is found to generate the minimum focal spot measured for the intensity (all other parameters 
being equal). Slightly larger (by a fraction of a percent) is the spot size calculated for the energy 
flux for the circularly and linearly polarized light. The spot size in terms of intensity is of im-
portance in light-matter interaction, whereas the spot size in terms of energy flux affects the reso-
lution in optical microscopy. 

Keywords: tight focusing, Richards-Wolf formula, energy flux, radial polarization, azi-
muthal polarization, optical vortex. 
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