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Аннотация 

В данной работе с помощью формализма Ричардса–Вольфа рассмотрена фокусировка 
света с круговой поляризацией плоскими дифракционными линзами. Было показано, что 
при увеличении числовой апертуры линзы размер фокусного пятна сначала уменьшается, 
а потом начинает расти. Минимальное фокусное пятно наблюдается при NA = 0,96 
(FWHM = 0,55λ). При дальнейшем увеличении числовой апертуры линзы рост продольной 
составляющей приводит к увеличению размера фокусного пятна. При замене плоской ди-
фракционной линзы на апланатический объектив размер фокусного пятна монотонно 
уменьшается при увеличении числовой апертуры линзы. Также показано, что в остром 
фокусе наблюдается конверсия поляризации – возникают области, в которых направление 
вращения круговой поляризации противоположно направлению вращения поляризации в 
исходном пучке. 
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Введение 

Острая фокусировка привлекает внимание ис-
следователей благодаря различным эффектам, ко-
торые не проявляются (или же проявляются слабо) 
при фокусировке света линзами с малыми число-
выми апертурами. Например, в фокусе можно 
наблюдать сложные картины поперечных потоков 
энергии [1 – 4], конверсию поляризации [5 – 8], а 
при рассмотрении интенсивности в фокусе можно 
наблюдать фокусные пятна различной формы [9 –
 11], в частности пятна с плоской вершиной (англ. 
flat-top focus) [12 – 14]. В таких фокусных пятнах 
форма пятна приближается к супер-Гауссову рас-
пределению, которое характеризуется более резким 
спадом интенсивности на краях пучка [15 – 18] по 
сравнению с Гауссовым пучком. Пучки с плоской 
вершиной необходимы в литографии [19, 20] или 
оптической передаче данных через атмосферу [21], 
известны их исследования по распространению в 
плазме [15] и по острой фокусировке кольцевыми 
решетками переменной высоты [16, 18]. 

В данной работе с помощью формализма 
Ричардса–Вольфа рассмотрена фокусировка света с 
круговой поляризацией плоскими дифракционными 
линзами. Было показано, что при увеличении чис-
ловой апертуры линзы размер фокусного пятна 
сначала уменьшается, а потом начинает расти. Ми-

нимальное фокусное пятно наблюдается при 
NA = 0,96 (FWHM = 0,55λ). При дальнейшем увели-
чении числовой апертуры линзы рост продольной 
составляющей приводит к увеличению размера фо-
кусного пятна. При замене плоской дифракционной 
линзы на апланатический объектив размер фокус-
ного пятна монотонно уменьшается при увеличе-
нии числовой апертуры линзы. 

1. Теория 

Поле вблизи острого фокуса может быть описано 
с помощью интеграла Ричардса–Вольфа [5]: 
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где U(, , z) – напряжённость электрического или 
магнитного поля, B (, ) – амплитуда электрического 
или магнитного поля в выходном зрачке широкоапер-
турной оптической системы ( – полярный угол,  – 
азимутальный), T () – функция аподизации линзы, f – 
фокусное расстояние, k = 2/  – волновое число,  – 
длина волны (в моделировании считалась равной 532 
нм),  – максимальный полярный угол, определяе-
мый числовой апертурой линзы (NA = sin 0), P (, ) – 
вектор поляризации, для напряжённости электриче-
ского и магнитного полей имеющий вид: 
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где a (, ) и b (, ) – функции, описывающие состоя-
ние поляризации x- и y-компонент напряжённостей 
фокусируемого пучка. 

Так как интенсивность и осевой поток энергии для 
света с левой и правой круговой поляризацией одина-
ковы, то будем рассматривать только одну правую 
поляризацию, вектор Джонса для которой имеет вид: 
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где A (θ) – начальная амплитуда поля, зависящая 
только от полярного угла. 

Проекции вектора напряженности электрического 
поля вблизи фокуса для начального поля (3) имеют 
вид [22]: 
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где, x = krsinθ, Jμ (x) – функция Бесселя первого рода.  
Из уравнений (4) видно, что отдельные попереч-

ные составляющие интенсивности ненулевые на оси 
и несимметричны относительно азимутального угла 
φ, в то время как продольная составляющая интен-
сивности имеет вид симметричного кольца с нулем 
при r = 0.  

Начальная функция амплитуды A (θ) (предполо-
жим, что это действительная функция) может быть 
константой (плоская волна) или в виде Гауссова пучка 
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где γ – постоянная. 
Из (4) можно получить распределение интенсив-

ности в фокусе для начального поля (3): 
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Из (7) видно, что фокусное пятно для света с кру-
говой поляризацией (3) имеет круглую форму, так как 
распределение интенсивности (7) зависит только 
от радиальной переменной r. 

Ранее в работе [14] рассматривалась фокусировка 
света радиальной поляризации и демонстрировалось 
получение фокуса с плоской вершиной за счет пере-
распределения энергии между поперечной и про-
дольной компонентами. Из уравнения (7) видно, что 
такой же подход может быть применен и для круго-
вой поляризации. 

Рассмотрим также поведение поляризации в 
окрестности острого фокуса для этого случая. Ранее в 
работе [23] мы показали, что при острой фокусировке 
света линейной поляризации при отдалении от плоско-
сти фокуса возникают области, в которых поляризация 
становится эллиптичной. Непосредственно в плоско-
сти фокуса при z = 0 поляризация остается линейной. 
Состояние поляризации можно охарактеризовать век-
тором Стокса или спиновым угловым моментом. 
Наличие круговой поляризации в поперечном сечении 
пучка показывает третья компонента вектора Стокса s3 
или продольная компонента SAMz спинового углового 
момента (СУМ), они равны друг другу и равны: 

*
3 2Im( ).z x ySAM s E E   (8) 

С помощью формул (4) можно показать, что непо-
средственно в фокусе:  

2 2
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Из уравнения (9) видно, что есть области, где про-
дольная компонента спинового углового момента ме-
няет знак. Вблизи оптичеcкой оси zSAM положитель-
ная, так как 2 2

0,0 2,2I I . А на окружности некоторого 
радиуса, когда выполняется условие 2 2

0,0 2,2I I , про-
дольная компонента вектора плотности спина 

zSAM становится отрицательной. Таким образом, в 
плоскости фокуса должна наблюдаться смена направ-
ления вращения круговой поляризации: вблизи опти-
ческой оси остается начальная правая круговая поля-
ризация (3), а на некотором удалении от оптической 
оси появляется световое кольцо с левой круговой по-
ляризацией. Этот эффект можно назвать радиальным 
спиновым эффектом Холла, так как свет с разным 
знаком спина, в фокусе имеет место на разных свето-
вых кольцах с одним центром на оптической оси. 

Отметим также, что на некотором расстоянии от 
плоскости фокуса можно считать, что 
exp (ikz cos)  1 + ikz cos, тогда уравнение (5) можно 
представить в виде 
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Тогда, вместо (9), можно записать: 

 2 2 2 2 2
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Из уравнения (13) видно, что в отличие от [23] 
до фокуса и после фокуса картина СУМ одинаковая 
и отличается от распределения в фокусе только тем, 
что первое световое кольцо с отрицательным СУМ 
(SAMz

 < 0) будет иметь больший радиус, чем в фокусе.  

2. Результаты численного моделирования 
фокусировки света плоской дифракционной линзой 

Промоделируем с помощью формулы (1) фокуси-
ровку света с круговой поляризацией (3) плоской ди-
фракционной линзой, функция аподизации которой 
имеет вид T () = cos –3/2θ. Будем считать, что фокуси-
руется плоская волна A (θ) = 1 с длиной волны 
λ = 532 нм. Ранее исследователями острой фокуси-
ровки отмечалось, что именно с помощью плоских 
дифракционных линз удается получить фокусное 
пятно с меньшими размерами фокуса, чем при фоку-
сировке апланатическим объективом [24]. 

На рис. 1 показано изменение диаметра фокусного 
пятна по полуспаду интенсивности при увеличении 
числовой апертуры линзы. 
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Рис. 1. Зависимость диаметра фокусного пятна 

по полуспаду интенсивности от числовой апертуры линзы 
при фокусировке плоской волны с круговой поляризацией 

Из рис. 1 видно, что при увеличении числовой 
апертуры линзы размер фокусного пятна сначала 
уменьшается, а потом начинает расти. Минимальное 
фокусное пятно наблюдается при NA = 0,96, диаметр 
пятна по полуспаду интенсивности составил 
FWHM = 0,55λ. 

Рост размера фокусного пятна объясняется пере-
распределением энергии между поперечной и про-
дольной составляющими интенсивности таким обра-
зом, что продольная составляющая, имеющая вид 
кольца, увеличивается, уширяя пятно. На рис. 2 – 4 
для наглядности показано распределение интенсив-

ности и отдельных ее составляющих для числовых 
апертур, равных 0,8 (рис. 2), 0,96 (минимальный раз-
мер пятна, рис. 3) и 0,999 (рис. 4).  
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Рис. 2. Распределение в фокусе интенсивности 
и отдельных составляющих интенсивности 

при фокусировке плоской дифракционной линзой с NA = 0,8 
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Рис. 3. Распределение в фокусе интенсивности 
и отдельных составляющих интенсивности 

при фокусировке плоской дифракционной линзой с NA = 0,96 
(соответствует минимальному фокусному пятну 

с диаметром FWHM = 0,55λ) 
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Рис. 4. Распределение в фокусе интенсивности 
и отдельных составляющих интенсивности 

при фокусировке плоской дифракционной линзой 
с NA = 0,999 

3. Результаты численного моделирования 
фокусировки света апланатическим объективом 

Заменим далее плоскую дифракционную линзу 
апланатическим объективом, функция аподизации 
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которого имеет вид T(θ) = cos1/2θ. На рис. 5 показано 
изменение диаметра фокусного пятна по полуспаду 
интенсивности при увеличении числовой апертуры 
объектива. 
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Рис. 5. Зависимость диаметра фокусного пятна 

по полуспаду интенсивности от числовой апертуры линзы 
при фокусировке плоской волны с круговой поляризацией 

Рис. 5 показывает, что у апланатического объек-
тива в отличие от плоской дифракционной линзы не 
наблюдается точки перегиба, и размер фокусного 
пятна монотонно уменьшается при увеличении чис-
ловой апертуры линзы. 

Для примера на рис. 6 показано распределение ин-
тенсивности и отдельных ее составляющих в фокусе 
при фокусировке апланатическим объективом с 
NA = 0,95. Размер фокусного пятна в этом случае со-
ставляет FWHM = 0,60λ (что согласуется, например, с 
[25]). Из рис. 6 видно, что продольная составляющая 
интенсивности в данном случае мала. 

 
I=I +I +Ix y z

I +Ix y

Iz

-1 -0,5 0 0,5 1 
0  

0,2

0,4

0,6

0,8

1 0,

x, мкм

И
нт
ен
си
вн
ос
т
ь,

 о
т
н.

 е
д.

 

 
Рис. 6. Распределение в фокусе интенсивности 
и отдельных составляющих интенсивности 

при фокусировке апланатическим объективом с NA = 0,95 

4. Поляризация в окрестности острого фокуса 

Рассмотрим теперь изменение поляризации при 
острой фокусировке света изначально круговой поляри-
зации. Состояние поляризации будем характеризовать 
третьей компонентой нормированного вектора Стокса: 

*
3

3 * *
0 0

2Im( )
.x yz

x x y y

E Es SAM
S

s s E E E E
  


 (14) 

Напомним, что круговая поляризация соответ-
ствует S3

 = ± 1. 
На рис. 7 показано распределение третьей компо-

ненты нормированного вектора Стокса в плоскости 
фокуса. 
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Рис. 7. Распределение третьей компоненты 

нормированного вектора Стокса в плоскости фокуса 
при фокусировке света апланатическим объективом 

с NA = 0,95 

Из рис. 7 видно, что в плоскости фокуса возникают 
области в виде концентрических окружностей, где 
направление вращения меняется на противоположное. 

Рассмотрим теперь, как ведет себя поляризация 
при отдалении от плоскости фокуса. На рис. 8 пока-
зано распределение третьей компоненты нормиро-
ванного вектора Стокса в плоскости, расположенной 
на расстоянии z = λ от плоскости фокуса. 
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Рис. 8. Распределение третьей компоненты 
нормированного вектора Стокса в плоскости, 
расположенной на расстоянии z = λ от фокуса 

при фокусировке света апланатическим объективом 
с NA = 0,95 

Из рис. 8 видно, что на отдалении от плоскости 
фокуса все значения S3 становятся положительны-
ми – смены направления вращения поляризации не 
наблюдается.  

5. Фокусировка оптического вихря  
с круговой поляризацией 

Рассмотрим далее фокусировку оптического вихря 
с круговой поляризацией: 
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где m – топологический заряд вихря. При m = –1 в фо-
кусе наблюдается пиковое распределение интенсив-
ности [26]. В данном случае распределение попереч-
ной составляющей интенсивности имеет вид кольца, 
а продольной составляющей – центрального пика. 

Зависимость диаметра фокусного пятна от число-
вой апертуры плоской дифракционной линзы приве-
дена на рис. 9. 

0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 1 

0,5

1,0

1,5  

2,0

NA

F
W

H
M

, λ

 
Рис. 9. Диаметр фокусного пятна по полуспаду 

интенсивности при фокусировке оптического вихря 
с круговой поляризацией при фокусировке плоской 

дифракционной линзой 

Когда числовая апертура линзы примерно равна 
NA = 0,93, у формируемого фокуса наблюдается 
плоская вершина (рис. 10), диаметр фокусного пятна 
для этого случае равен FWHM = 1,03λ. 
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Рис. 10. Фокус с плоской вершиной при фокусировке 
плоской дифракционной линзой с числовой апертурой 

NA = 0,93 

Рассмотрим также поведение поляризации в фоку-
се. На рис. 11 показано распределение третьей ком-
поненты нормированного вектора Стокса в фокусе 
плоской дифракционной линзы с NA = 0,95. 

Заключение 

В данной работе с помощью формализма Ричард-
са–Вольфа рассмотрена фокусировка света с круго-
вой поляризацией плоскими дифракционными линза-
ми. Было показано, что при увеличении числовой 
апертуры линзы размер фокусного пятна сначала 
уменьшается, а потом начинает расти. Минимальное 

фокусное пятно наблюдается при NA = 0,96 
(FWHM = 0,55λ). При дальнейшем увеличении число-
вой апертуры дифракционной линзы рост продольной 
составляющей приводит к увеличению размера фо-
кусного пятна. При замене плоской дифракционной 
линзы на апланатический объектив размер фокусного 
пятна монотонно уменьшается при увеличении чис-
ловой апертуры. Заметим, что при использовании 
апланатической линзы для максимального значения 
числовой апертуры NA ~ 1 размер фокусного пятна 
немного больше FWHM = 0,59λ, чем при фокусировке 
дифракционной линзой (0,55λ). 

 

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

x, мкм
y,

 м
км

 
-0,8 0 0,8

-0,8

0

0,8

 
Рис. 11. Распределение третьей компоненты 

нормированного вектора Стокса в плоскости фокуса 
при фокусировке света плоской дифракционной линзой 

с NA = 0,95 

Из рис. 11 видно, что так же, как и при фокуси-
ровке света с круговой поляризацией, в фокусе 
наблюдаются области, в которых направление вра-
щения поляризации меняется. 
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Abstract  

In this paper, using the Richards-Wolf equations, we analyze focusing circularly polarized light 
with flat diffractive lenses. It is shown that as the numerical aperture of the lens increases, the size 
of the focal spot first decreases and then begins to grow. The minimum focal spot is observed at 
NA = 0.96 (FWHM = 0.55λ). With a further increase in the numerical aperture of the lens, the 
growth of the longitudinal component leads to an increase in the size of the focal spot. When the 
flat diffractive lens is replaced by an aplanatic lens, the size of the focal spot decreases monoton-
ically as the numerical aperture of the lens increases. 
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