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Аннотация 
С помощью формул Ричардса – Вольфа для дифракционной линзы показано, что при 

острой фокусировке произвольного оптического вихря с топологическим зарядом 2 и левой 
круговой поляризацией в плоскости фокуса на оптической оси имеет место обратный поток 
световой энергии (осевая проекция вектора Пойнтинга отрицательная). Такой же результат 
мы получили численно с помощью строгого расчёта FDTD-методом дифракции плоской 
волны с левой круговой поляризацией на вихревой зонной пластинке с топологическим за-
рядом 2 и числовой апертурой около 1. Причём величина обратного потока сравнима с пря-
мым потоком энергии. Мы также показали, что обратный поток энергии в рассматриваемом 
случае имеет место на всей оптической оси, но максимальное по модулю значение имеет 
в плоскости фокуса и быстро спадает при удалении от него. Длина отрезка вдоль оптиче-
ской оси, на которой значение модуля обратного потока спадает в два раза (глубина обрат-
ного потока), почти совпадает с глубиной фокуса, а поперечный кружок, в котором поток 
энергии обратный, примерно совпадает с диском Эйри. 
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Введение 
В 1959 году в своей классической работе Richards и 

Wolf [1] показали, что при фокусировке плоской волны 
с линейной поляризацией с помощью апланатической 
системы в плоскости фокуса в области у основания ос-
новного лепестка интенсивности имеется область, в 
которой поток световой энергии направлен в обратную 
сторону по отношению к направлению распростране-
ния падающей плоской волны. В этой области про-
дольная проекция вектора Пойнтинга имеет небольшое 
отрицательное значение, примерно 1 % от максималь-
ного потока в прямом направлении. Аналогичный ре-
зультат был получен ранее В.С. Игнатовским [2] еще в 
1920 году. Однако значения этому эффекту не прида-
вали из-за его небольшой величины. Работа [1] послу-
жила толчком для широкого фронта теоретических и 
численных исследований по острой фокусировке ла-
зерных пучков, например, [3 – 10]. В [3] исследовалась 
острая фокусировка оптических вихрей с топологиче-
скими зарядами 1 – 3 и линейной поляризацией. Пока-
зано, что при больших числовых апертурах световой 
эллипс в фокусе вытягивается в направлении, перпен-
дикулярном направлению линейной поляризации. В 
[4] численно и экспериментально показано, что при 
фокусировке оптического вихря с топологическим за-
рядом 1 и левой круговой поляризацией в фокусе фор-
мируется круглое световое пятно. Острая фокусировка 
света с круговой поляризацией рассматривается также 
в [5]. В [6] исследуется фокусировка мод Лагерра –
 Гаусса (ЛГ) с произвольными номерами (n, m) и эл-
липтической поляризацией. Показано, что в фокусе 
формируются эллиптические световые кольца. В [7] 
исследуется острая фокусировка аномальных мод ЛГ с 

номерами (n + m / 2,  m), а в [8] моделируется острая фо-
кусировка радиально поляризованных пучков Лагер-
ра – Гаусса – Бесселя. В [9] аналогично исследуется фо-
кусировка оптических вихрей с разными топологиче-
скими зарядами и неоднородной поляризацией (ради-
альной и азимутальной). В [10] моделируется попереч-
ный сдвиг фокусного пятна при острой фокусировке 
оптических вихрей, внедрённых в Гауссов пучок и 
смещенных с оптической оси. 

Но во всех этих работах не исследуется поведение 
в фокусе вектора Пойнтинга. Первая работа, в которой 
теоретически было показано наличие отрицательного 
значения продольной составляющей вектора Пойнтинга 
на оптической оси, была посвящена линейной комбина-
ции двух пучков Бесселя с ТЕ- и ТМ-поляризациями 
[11]. Однако как сформировать такой вихревой пучок 
Бесселя с произвольным топологическим зарядом m, у 
которого имеются все три компоненты электрического 
вектора Er, Eϕ, Ez в цилиндрической системе координат 
(r, ϕ, z), авторы не обсуждают в [11]. Мы нашли только 
одну работу [12], в которой рассмотрена практически 
реализуемая ситуация (фокусировка с помощью аплана-
тической системы) и теоретически и численно показано, 
что при фокусировке моды Лагерра – Гаусса порядка 
(0, m) = (0, 2) с левой круговой поляризацией (σ = –1) на 
оптической оси в фокусе у продольной проекции векто-
ра Пойнтинга имеются отрицательные значения. В дан-
ной работе мы обобщаем [12] на случай произвольного 
оптического вихря с топологическим зарядом m = 2. Из-
вестны также статьи про «оптический трактор» [13 – 21], 
в которых исследуется взаимодействие светового поля с 
микрочастицами, приводящее к тому, что сила, дейст-
вующая со стороны поля на частицу, заставляет её дви-
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гаться против направления распространения освещаю-
щего её пучка. Такую силу называют негативной опти-
ческой силой [13]. Если говорить просто, то такая ситуа-
ция возникает, когда частица рассеивает больше света 
вперёд, чем отражает назад, если нет градиентных сил. 
Поэтому надо различать две эти ситуации: когда поток 
световой энергии локально направлен против общего 
потока энергии в пучке и когда сила светового давления 
заставляет микрочастицу двигаться против освещающе-
го её света и по направлению к источнику света. 

В данной работе рассматривается только первая си-
туация. С помощью формализма Ричардса – Вольфа для 
идеальной сферической линзы доказано, что при острой 
фокусировке оптического вихря с топологическим заря-
дом 2 и круговой поляризацией с противоположенным 
направлением вращения (левой) в плоскости фокуса на 
оптической оси (и вблизи неё) осевая проекция вектора 
Пойнтинга принимает отрицательное значение. Из всего 
этого следует, что в данной области локально поток све-
товой энергии направлен против общего потока энергии 
в сходящемся вихревом пучке. Ранее наличие обратного 
потока энергии на оптической оси в фокусе было обна-
ружено только для пучков Лагерра – Гаусса [12]. Здесь 
мы обобщили этот результат на произвольный оптиче-
ский вихрь. Заметим, что недавно авторы численно по-
казали наличие обратного потока на оптической оси в 
фокусе вихревой металинзы [22]. 

1. Теоретическое основание 
Рассмотрим в формализме Ричардса – Вольфа [1] 

фокусировку оптического вихря с топологическим 
зарядом m =  2 и левой круговой поляризацией с по-
мощью апланатической системы. Для электрического 
поля с круговой поляризацией E = Exex

 + iσEyey, где ex, 
ey – единичные вектора вдоль декартовых координат, 
будем считать, что при σ = 1 – правая поляризация, 
а при σ = –1 – левая поляризация, следуя [6]. Хотя, 
например, в [12] наоборот: при σ = 1 – левая поляри-
зация, а при s = –1 – правая поляризация. Для оптиче-
ского вихря с топологическим зарядом m и произ-
вольной функцией аподизации зрачка (действитель-
ная функция Am(θ)) 

( )( , ) ( ) expm mA A imθ ϕ = θ ϕ , (1) 

где (θ, ϕ) – углы, задающие точку на сфере, запишем 
проекции электрического вектора E вблизи фокуса 
в апланатической системе в цилиндрических коорди-
натах (r, ϕ, z) , следуя [6]: 
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где B = kf / 2, α = arcsin (NA), x = kr sin θ, γ±
 = (1 ± σ) / 2, 

Jν (x) – функция Бесселя, k – волновое число света, f – 
фокусное расстояние апланатической системы с чи-
словой апертурой NA. Для оптического вихря с топо-
логическим зарядом m = 2 вместо (2) получим: 
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Из (4) при m = 0 (нет вихря) и σ = 0 (линейная по-
ляризация) следуют выражения для компонент элек-
трического вектора в области фокуса, полученных 
в [1]. Из (4) получим выражение для интенсивности 
электрического поля (плотность мощности) в плоско-
сти фокуса (z = 0): 

( )2 2 2 2 2
0,2 2,4 2,0 1,3 1,12 2 2I I I I I I+ − + −= + γ + γ + γ + γ . (5) 

Заметим, что все интегралы в (3) при z = 0 являют-
ся действительными функциями. Из (5) следует, что 
распределение интенсивности в фокусе не зависит 
от полярного угла ϕ, то есть является центрально 
симметричным (в виде кольца). В центре фокусного 
пятна (r = 0) на оптической оси интенсивность вихре-
вого пучка с правой поляризацией будет равна нулю 

2 2 2
0,2 2,4 1,32 ( 2 ) 0I I I I+ = + + = , а интенсивность на оси 

для пучка с левой поляризацией будет отлична от ну-
ля 2 2 2

0,2 2,0 1,12 ( 2 ) 0I I I I− = + + ≠  (локальный минимум). 
Это следует из того, что только у интенсивности I– 
есть слагаемое I2,0, у которого под интегралом в (3) 
стоит функция Бесселя нулевого порядка, которая от-
лична от нуля на оптической оси: J0 (x = 0) = 1. Все дру-
гие слагаемые в (5) на оптической оси равны нулю. 

Далее с помощью уравнения Максвелла для моно-
хроматического поля с циклической частотой ω: 
iω H = rot E и с помощью формул (2), (3) можно найти 
поперечные компоненты вектора магнитного поля (про-
дольная компонента пока не нужна для дальнейшего): 
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С помощью (2), (3), (6) и (7) найдем осевую про-
екцию вектора Пойнтинга [1] S = c Re ([E × Η∗]) / 8π: 

( )Re * *
8z x y y x
cS E H E H= −
π

 (8) 

с точностью до константы c / 8π , где c – скорость све-
та в вакууме, Re (...) – действительная часть числа, 
и в плоскости фокуса (z = 0): 
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Из (9) следует выражение для левой поляризации 
при σ = –1: 

( )0,2 0,2 1,2 2,0 1,2

2,0 2,0 1,1

2 2

22 .

zS I I I I I

I I I
kr

− = + + +

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (10) 

Из (9) и (10) следует, что поток энергии Sz (r, z = 0) 
в плоскости фокуса обладает центральной симметри-
ей (так как не зависит от полярного угла ϕ). Из (10) 
можно найти поток энергии в плоскости фокуса толь-
ко вдоль оптической оси (r = 0). При этом в (10) от-
личным от нуля будет только третье слагаемое 
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Уравнение (11) является основным результатом 
работы и показывает, что при любой действительной 
функции аподизации зрачка A2(θ) и при любой число-
вой апертуре (α = arcsin (NA)) при идеальной фокуси-
ровке сферической линзой оптического вихря с топо-
логическим зарядом 2 и левой круговой поляризацией 
в плоскости фокуса в центре светового кольца на оп-
тической оси поток энергии будет распространяться 
в обратном направлении по отношению к направле-
нию распространения освещающего пучка. Для про-
стого случая A2(θ) = 1 – постоянная засветка зрачка, и 
при максимальной апертуре a = π / 2 (NA = 1) интеграл 
в (11) можно вычислить. Тогда вместо (11) получим: 
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Можно показать, что при любом другом положи-
тельном топологическом заряде m ≠ 2 и при любой од-
нородной поляризации σ = 0, ±1 на оптической оси в 
плоскости фокуса не возникает обратного потока энер-
гии. Он локально возникает в других местах фокаль-
ной плоскости, и его величина по модулю меньше, чем 
прямой поток энергии. Например, в [1] показано, что 
обратный поток энергии возникает при фокусировке 
плоской волны с линейной поляризацией в плоскости 
фокуса вблизи первого темного кольца и составляет по 
модулю всего 1 % от максимальной величины прямого 
потока энергии. Можно показать, что результат, анало-
гичный (10), получится при m = –2 и σ = 1. 

Покажем далее, что обратный поток (как и прямой) 
в плоскости фокуса вращается вокруг оптической оси. 
Для этого запишем продольную проекцию вектора на-
пряжённости магнитного поля (m = 2, σ = ±1): 
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В (13) обозначены следующие интегралы: 
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Из (13) следует выражение для продольной проек-
ции магнитного поля с левой круговой поляризацией: 

( )2,1 0,1 .i
zH i I I e ϕ
− = − +  (15) 

С помощью (15), а также (4) и (6) можно найти 
поперечные составляющие вектора Пойнтинга 
S = c Re [E × H∗] / 8π в плоскости фокуса: 

( )( )0,2 2,0 2,1 0,1

1,1 0,2 2,0 1,1

( )sin , ( ) cos ,

( )

22 .

x yS Q r S Q r

Q r I I I I

I I I I
kr

= − ϕ = ϕ

= + + +

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (16) 

Из (16) следует, что поток энергии в плоскости 
фокуса вращается либо против, либо по часовой 
стрелке, в зависимости от знака функции Q (r). Это 
не противоречит тому, что на самой оптической оси 
(r = 0) обратный поток отличен от нуля (11), так как 
поперечные составляющие обратного потока (16) на 
оптической оси равны нулю. 
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2. Моделирование острой фокусировки  
с помощью формул Ричардса–Вольфа 

В этом параграфе на конкретных численных при-
мерах показано наличие обратного потока в фокусе 
дифракционной линзы не только на оптической оси, 
но и вблизи неё. А также показано, что величина об-
ратного потока сравнима с величиной прямого потока 
энергии. В отличие от теоретического распределения 
в параграфе 1, здесь выбраны m = –2 и σ = 1. 

На рис. 1 показаны распределение интенсивности 
(а) и осевая проекция вектора Пойнтинга (б) в плос-
кости фокуса дифракционной линзы (NA = 0,95) при 
фокусировке оптического вихря с m = –2 и σ = 1. Функ-
ция аподизации дифракционной линзы имеет вид 
Am (θ) = cos –3/2 (θ) [23]. Расчёт производился с помо-
щью формул Ричардса – Вольфа [1]. 

На рис. 1 видно, что обратный поток в плоскости 
фокуса возникает не только на оптической оси (в цен-
тре картины), но в некотором круге, радиус которого 
можно оценить из рис. 2. 

На рис. 2 показаны радиальные сечения двумерных 
распределений интенсивности (а) и осевой проекции 

вектора Пойнтинга (б), показанных на рис. 1. Из рис. 2 
видно, что обратный поток имеет место в центральном 
«светлом» круге распределения интенсивности на 
рис. 1, и радиус круга обратного потока примерно ра-
вен расстоянию от центра до первого радиуса, на кото-
ром интенсивность спадает в 2 раза. Этот кружок, в 
котором поток энергии обратный, примерно равен 
диску Эйри. Из рис. 2 также видно, что максимальное 
значение обратного потока всего в 2 раза меньше, чем 
максимальное значение прямого потока (в относитель-
ных единицах). На рис. 3 показано распределение ин-
тенсивности и направление вектора Пойнтинга (стрел-
ками) в области фокуса (в плоскости YZ) при фокуси-
ровке оптического вихря с топологическим зарядом 
m = –2 и правой круговой поляризацией σ = 1 дифрак-
ционной линзой с числовой апертурой NA = 0,95. 

Из рис. 3 видно, что вдоль оси z вектор Пойнтинга 
направлен в сторону, противоположную направлению 
распространения пучка. На рис. 4 показано поведение 
проекции Sz при варьировании параметров: топологи-
ческого заряда (рис. 4а) и числовой апертуры аплана-
тической линзы (рис. 4б). 

a)       б)  
Рис. 1. Интенсивность (негатив) в фокальной плоскости (а) и проекция вектора Пойнтинга (негатив)  

на ось z в фокальной плоскости (б) 

 
Рис. 2. Сечения вдоль оси x распределений 

интенсивности (сплошная кривая) и осевой проекции 
вектора Пойнтинга (пунктирная кривая) в плоскости 

фокуса (рис. 1) 

Рис. 3. Распределение интенсивности и направление вектора 
Пойнтинга (стрелки) в плоскости XY при фокусировке 

оптического вихря c m  = –2 и правой круговой поляризацией σ = 1 
дифракционной линзой с числовой апертурой NA = 0,95 

Из рис. 4а видно, что обратный поток на оптиче-
ской оси возникает только при m = –2 (σ = 1). А из 
рис. 4б видно, что значение обратного потока на оп-
тической оси становится сравнимо с прямым потоком 
(то есть становится заметным) при NA > 0,9. 

В дополнение к продольному распределению век-
тора Пойнтинга (рис. 3) на рис. 5 показано распределе-
ние интенсивности и направление вектора Пойнтинга 

(стрелками) в области фокуса (в плоскости XY) при фо-
кусировке оптического вихря с топологическим заря-
дом m = –2 и правой круговой поляризацией σ = 1 ди-
фракционной линзой с числовой апертурой NA = 0,95. 

Из рис. 5 видно, что вращение вектора Пойнтинга в 
плоскости фокуса меняет свое направление – в центре 
кольца интенсивности вращение происходит по часовой 
стрелке, а на периферии – против часовой стрелки.  
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а)       б)  
Рис. 4. Распределение продольной составляющей вектора Пойнтинга Sz в фокусе апланатической системы 

при фокусировке оптических вихрей с разными топологическими зарядами m =  –1,–2,...,–5 и круговой правой поляризацией 
σ = 1 (NA = 0,95) (а) и зависимость Sz только на оптической оси от величины числовой апертуры NA при m =  –2 и σ = 1 

 
Рис. 5. Распределение интенсивности и направление 
вектора Пойнтинга (стрелки) в плоскости XY (z = 0) 
при фокусировке оптического вихря c m =  –2 и правой 
круговой поляризацией σ = 1 дифракционной линзой 

с числовой апертурой NA = 0,95 
3. Моделирование острой фокусировки  

с помощью FDTD-метода 
Ниже приведены результаты моделирования про-

хождения плоской волны с левой круговой поляриза-
цией (σ = –1) через бинарную вихревую зонную пла-
стинку (ВЗП) с топологическим зарядом m = 2. Па-
дающее световое поле (длина волны λ = 532 нм) огра-
ничено круглой диафрагмой с диаметром 10 мкм. ВЗП 
рассчитывалась для фокусного расстояния, равного 
длине волны f = λ = 532 нм, в материале с показателем 
преломления n = 1,5 и высотой рельефа 0,532 мкм. Ди-
фракция света на ВЗП рассчитывалась с помощью 

численного решения уравнений Максвелла FDTD-ме-
тодом, реализованным в программе Fullwave. 

Из рис. 6 видно, что интенсивность и поток энер-
гии не обладают круговой симметрией, так как сама 
ВЗП (рис. 6а) не обладает такой симметрией. Из 
рис. 6в видно, что вблизи оптической оси и вблизи 
поверхности вихревой микролинзы имеет место об-
ратный поток световой энергии (Sz

 < 0). 
На рис. 7 показаны сечения интенсивности I и 

проекции вектора Пойнтинга Sz вдоль оси x на рас-
стоянии z = 532 нм (a) и вдоль оптической оси z при 
x = y = 0 (б). Из рис. 7а видно, что максимальное зна-
чение обратного потока почти в 2 раза больше, чем 
максимальное значение прямого потока (в относи-
тельных единицах). А на рис. 7б видно, что макси-
мальное значение обратного потока вдоль оптической 
оси имеет место в плоскости фокуса (z = 532 нм) и 
быстро спадает при удалении от этой плоскости. 
Причём длина отрезка вдоль оптической оси, на ко-
тором обратный поток спадает в 2 раза, почти совпа-
дает с глубиной фокуса, которая определяется по по-
луспаду интенсивности и равна DOF ≈ 2λ. 

Числовая апертура моделируемой методом FDTD 
ВЗП (рис. 6а) равна NA = 0,9944. Для сравнения на 
рис. 8 показаны результаты фокусировки оптического 
вихря с помощью зонной пластинки с такой же чи-
словой апертурой, вычисленные с помощью формул 
Ричардса – Вольфа. 

а)    б)    в)  
Рис. 6. Бинарная амплитудная маска ВЗП с m = 2 размером 10×10 мкм (а), распределение интенсивности  

на расстоянии z = 532 нм (расчётный фокус) (б) и распределение Sz на том же расстоянии (в) 
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а)     б)  
Рис. 7. Сечение интенсивности I и проекции вектора Пойнтинга Sz вдоль оси x (y = 0)  

на расстоянии z = 532 нм (a) и вдоль оптической оси z (б) 

а)     б)  
Рис. 8. Сечение интенсивности I и проекции вектора Пойнтинга Sz вдоль оси x в фокусе (a) и вдоль оптической оси z (б), 

рассчитанные по формулам Ричардса – Вольфа для числовой апертуры NA = 0,9944 (m = –2, σ = 1) 
Заключение 

В работе получены следующие результаты. Впер-
вые, по мнению авторов, в рамках формализма Ри-
чардса – Вольфа доказано, что при острой фокусиров-
ке апланатической системой оптического вихря с то-
пологическим зарядом 2, левой круговой поляризаци-
ей и произвольной действительной функцией аподи-
зации зрачка в плоскости фокуса на оптической оси 
имеет место обратный поток световой энергии (осе-
вая проекция вектора Пойнтинга отрицательна). Ана-
логичный результат получается при фокусировке оп-
тического вихря с топологическим зарядом –2 и пра-
вой круговой поляризацией. Численно на основе мо-
делирования с помощью формул Ричардса – Вольфа 
показано, что максимальная величина обратного по-
тока вдоль оптической оси может быть сравнима с 
максимальной величиной прямого потока энергии. 
Также показано, что отрицательные значения вектора 
Пойнтинга в плоскости фокуса лежат внутри круга с 
центром на оптической оси и радиусом, равным рас-
стоянию от центра фокусного кольца интенсивности 
до точки, в которой интенсивность спадает почти в 
2 раза. Можно сказать, что диаметр круга в плоскости 
фокуса, в котором поток энергии обратный, примерно 
равен диаметру диска Эйри. При моделировании 
FDTD-методом дифракции плоской волны с левой 
круговой поляризацией на вихревой зонной микро-
пластинке с числовой апертурой почти 1 на расстоя-
нии, равном длине волны света (плоскость фокуса), 
также имеет место обратный поток энергии вдоль оп-

тической оси. Максимальное значение обратного по-
тока почти в 2 раза больше, чем максимальное значе-
ние прямого потока. Отрезок на оптической оси, на 
котором величина обратного потока спадает в 2 раза, 
совпадает с глубиной фокуса и в рассматриваемом 
примере равен 2 длинам волны. Показано также, что 
прямой и обратный потоки энергии в плоскости фо-
куса вращаются вокруг оптической оси, хотя на са-
мой оптической оси поперечные составляющие век-
тора Пойнтинга равны нулю. 
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THE NEAR-AXIS BACKFLOW OF ENERGY IN A TIGHTLY FOCUSED OPTICAL VORTEX WITH 
CIRCULAR POLARIZATION  

V.V. Kotlyar 1,2, A.G. Nalimov 1,2, S.S. Stafeev 1,2 
1 Image Processing Systems Institute оf RAS – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Samara, Russia, 

2 Samara National Research University, Samara, Russia 
Abstract  

Using the Richards-Wolf formulae for a diffractive lens, we show that in the focal plane of a 
sharply focused left-hand circularly polarized optical vortex with the topological charge 2 there is 
an on-axis backflow of energy (as testified by the negative axial projection of the Poynting vector). 
The result is corroborated by the FDTD-aided rigorous calculation of the diffraction of a left-hand 
circularly polarized plane wave by a vortex zone plate with the topological charge 2 and the 
NA≈1. Moreover, the back- and direct flows of energy are comparable in magnitude. We have also 
shown that while the backflow of energy takes place on the entire optical axis, it has a maximum 
value in the focal plane, rapidly decreasing with distance from the focus. The length of a segment 
along the optical axis at which the modulus of the backflow drops by half (the depth of backflow) 
almost coincides with the depth of focus, and the transverse circle in which the energy flow is re-
versed roughly coincides with the Airy disk. 

Keywords: Poynting vector, Richards-Wolf formulae, FDTD-method, optical vortex, tractor 
beam. 
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