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Аннотация 

Исследуется оптическая реализация операции дифференцирования второго порядка с 
помощью слоистой металлодиэлектрической структуры в геометрии наклонного падения. 
Показано, что преобразование профиля трехмерного светового пучка, происходящее при 
его отражении от слоистой структуры, может быть описано в рамках теории линейных 
систем. Получена передаточная функция соответствующей линейной системы, и показа-
но, что если слоистая структура обладает нулем отражения второго порядка по простран-
ственной частоте для одной из поляризаций, то реализуемое ей преобразование соответ-
ствует взвешенной сумме вторых производных по пространственным координатам от 
профиля падающего пучка. С использованием представленного теоретического описания 
рассчитаны слоистые металлодиэлектрические структуры для вычисления второй произ-
водной по одной из пространственных координат и для вычисления оператора Лапласа от 
профиля трехмерного линейно-поляризованного светового пучка. Представленные ре-
зультаты численного моделирования демонстрируют вычисление указанных операторов с 
высоким качеством. 
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Введение 

В последние годы наблюдается большой интерес к 
разработке структур нанофотоники для оптической 
обработки информации и аналоговых оптических вы-
числений. Указанные структуры рассматриваются в 
качестве перспективной элементной базы, призван-
ной обеспечить дальнейшее развитие вычислитель-
ных систем за счет создания альтернативы электрон-
ным компонентам или дополнения к ним [1 – 3]. Од-
ними из наиболее важных операций аналоговых оп-
тических вычислений являются операции дифферен-
цирования оптического сигнала во времени и по про-
странственной координате. Для оптической реализа-
ции данных операций были предложены различные 
резонансные структуры фотоники, в частности, резо-
нансные дифракционные решетки [2, 4 – 9], слоистые 
структуры [10 – 17], микрорезонаторы [18 – 20]. Ис-
пользование для дифференцирования именно резо-
нансных структур связано с тем, что получение тре-

буемого для дифференцирования нуля в спектре от-
ражения или пропускания дифракционной структуры 
обусловлено, как правило, резонансными эффектами 
возбуждения её собственных мод. Важно отметить, 
что оптические дифференциаторы на основе резо-
нансных структур фотоники являются значительно 
более компактными по сравнению с традиционными 
системами на основе фурье-коррелятора и дифферен-
цирующего фильтра [1, 21, 22]. 

Несмотря на большое количество работ по опти-
ческому дифференцированию, существует всего не-
сколько работ, посвященных оптическому дифферен-
цированию второго порядка [2, 23 – 26]. В настоящей 
работе под дифференцированием второго порядка мы 
будем понимать дифференциальный оператор, соот-
ветствующий взвешенной сумме вторых производ-
ных по пространственным координатам. Важными 
частными случаями данного оператора являются 
«одиночная» вторая производная (вторая производ-
ная по одной из пространственных координат) и опе-
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ратор Лапласа. Данные операторы входят во многие 
уравнения математической физики, и их оптическая 
реализация в перспективе может быть использована 
для аналогового решения данных уравнений. Кроме 
того, их оптическая реализация представляет боль-
шой интерес для различных задач обработки изобра-
жений. 

Для оптической реализации оператора дифферен-
цирования второго порядка требуются дифракцион-
ные структуры, имеющие нуль второго порядка по 
пространственным частотам (тангенциальным ком-
понентам волнового вектора) в спектре отражения 
или пропускания. Наиболее просто выполнение дан-
ного условия достигается в геометрии нормального 
падения, для которой нули второго порядка по про-
странственным частотам обеспечиваются симметрией 
задачи дифракции [23]. В частности, такой подход 
использовался в работах [2, 23 – 26] для оптической 
реализации операции дифференцирования второго 
порядка с помощью слоистых дифракционных струк-
тур (в отражении) [23, 24] и с помощью дифракцион-
ных решеток (ДР) с двумерной периодичностью (в 
пропускании) [2, 25, 26]. С одной стороны, слоистые 
структуры существенно проще ДР с точки зрения их 
технологической реализации. С другой стороны, не-
достатком таких структур является тот факт, что они 
работают в режиме отражения при нормальном паде-
нии. Это усложняет применение таких слоистых 
структур в практических задачах и требует использо-
вания в оптической схеме дополнительного элемента 
для разделения падающего и отраженного пучков. 

В настоящей работе для оптической реализации 
операции дифференцирования второго порядка пред-
лагается слоистая металлодиэлектрическая структура, 
состоящая из двух трехслойных структур «металл-
диэлектрик-металл». Предлагаемая структура реали-
зует данную операцию в отражении, но в отличие от 
ранее рассмотренных слоистых структур [23, 24] ра-
ботает в геометрии наклонного падения и, таким об-
разом, не требует дополнительных оптических эле-
ментов при практической реализации. В работе полу-
чена передаточная функция (ПФ), описывающая пре-
образование профиля трехмерного светового пучка, 
происходящее при его отражении от слоистой струк-
туры при наклонном падении. Следует отметить, что 
данная ПФ имеет существенно более сложный вид по 
сравнению со случаем нормального падения (а также 
со случаем, когда рассматривается преобразование 
двумерного пучка). На основе рассмотренного теоре-
тического описания рассчитаны слоистые структуры 
для вычисления второй производной по одной из 
пространственных координат и для вычисления опе-
ратора Лапласа от профиля трехмерного линейно-
поляризованного светового пучка. Представленные 
результаты численного моделирования рассчитанных 
структур подтверждают корректность предложенного 

теоретического описания и демонстрируют вычисле-
ние указанных операторов с высоким качеством. 

1. Описание дифракции трехмерного пучка 
на слоистой структуре при наклонном падении 
1.1. Базис ТЕ- и ТМ-поляризованных плоских волн 

в наклонной системе координат 

Для описания дифракции светового пучка, 
наклонно падающего на слоистую структуру (рис. 1), 
мы будем представлять падающий пучок в виде су-
перпозиции плоских волн с ТМ- и ТЕ-поляризацией 
(от англ. transverse magnetic и transverse electric) [23]. 
Для получения данного представления нам понадо-
бятся векторные представления данных волн в 
наклонной системе координат (xinc, yinc, zinc), связан-
ной с падающим пучком (рис. 1). Для этого сначала 
рассмотрим уравнения ТМ- и ТЕ-волн в глобальной 
системе координат (x, y, z), а затем выполним преоб-
разование поворота. 

 
Рис. 1. Геометрия задачи дифракции трехмерного пучка 

на слоистой структуре 

Уравнение плоской волны с волновым вектором 
k = (kx, ky, kz) в глобальной системе координат имеет 
вид 

 exp i( ) exp(i ),x y zk x k y k z   Ψ Ψ k r  (1) 

где  = [Ex
 Ey

 Ez
 Hx

 Hy
 Hz]T – вектор-столбец из компо-

нент электрического и магнитного полей, r = (x, y, z). 
Отметим, что компоненты волнового вектора удовле-
творяют уравнению 2 2 2 2

0 supεx y zk k k k   , где k0
 = 2 / 0

 – 
волновое число, λ – длина волны, εsup –диэлектрическая 
проницаемость среды. 

Плоская волна с произвольным вектором поляри-
зации может быть представлена в виде суперпозиции 
ТМ- и ТЕ-волн [23]. У ТМ-волны Ez ≠ 0, Hz ≡ 0, при 
этом вектор магнитного поля перпендикулярен плос-
кости падения, содержащей волновой вектор k и ось z, 
а вектор электрического поля лежит в данной плоско-
сти. У ТЕ-волны Hz ≠ 0, Ez ≡ 0, при этом вектор элек-
трического поля перпендикулярен плоскости падения, 
а вектор магнитного поля лежит в этой плоскости. 
Векторы из компонент полей для данных волн могут 
быть получены из уравнений Максвелла в виде [23]: 
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Запишем ТМ- и ТЕ-волны в системе координат 
падающего пучка (xinc, yinc, zinc), которая повернута на 
угол θ относительно оси y (рис. 1). При этом для 
дальнейших выкладок нам будет удобно представить 
компоненты векторов TM

 (k), TE
 (k) через компо-

ненты волнового вектора в системе координат пада-
ющего пучка kinc

 = (kx,inc, ky,inc, kz,inc) =Ry k, где 

cosθ 0 sinθ

0 1 0

sinθ 0 cosθ
yR

 
   
  

 – (3) 

матрица поворота. Несложно получить, что закон 
преобразования компонент векторов TM

 (k) и TE
 (k) 

в этом случае будет иметь вид 
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где ФТЕ, ФТМ – векторы компонент полей в системе 
координат падающего пучка (xinc, yinc, zinc). В (4) мы 
рассматриваем компоненты векторов ФТЕ, ФТМ как 
функции только от поперечных (тангенциальных) 
компонент волнового вектора k,inc

 = (kx,inc, ky,inc), так 
как оставшаяся z-компонента выражается через них: 

2 2
,inc 0 sup ,incεzk k k   . При этом знаки ± в выраже-

нии для kz,inc соответствуют волнам, распространяю-
щимся в положительном и отрицательном направле-
ниях оси zinc в системе координат падающего пучка. 

Согласно (4), векторы ФТЕ, ФТМ имеют вид 
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Отметим, что в системе координат (xinc, yinc, zinc) 
ТМ- и ТЕ-волны уже не имеют нулевых z-компонент 
у магнитного и электрического поля. 

1.2. Представление падающего пучка 

Представим падающий световой пучок, распро-
страняющийся против оси zinc в системе координат 
rinc

 = (xinc, yinc, zinc), в виде суперпозиции ТМ- и ТЕ-
волн (5): 
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где r,inc
 = (xinc, yinc), GTE

 (k,inc) и GTM
 (k,inc) – спектры 

ТЕ- и ТМ-компонент падающего пучка, представля-
ющие амплитуды ТЕ- и ТМ-поляризованных волн, 
образующих пучок. Отметим, что поскольку падаю-
щий пучок распространяется против оси zinc, то ком-
понента kz,inc в компонентах векторов ФТЕ, ФТМ берет-
ся со знаком минус, т.е. 2 2

,inc 0 sup ,incεzk k   k . 
В общем случае за счет выбора спектров 

GTE
 (k,inc) и GTM

 (k,inc) можно задать две требуемые 
компоненты электромагнитного поля. Предположим, 
что в плоскости zinc = 0 падающий пучок является ли-
нейно поляризованным по оси xinc, так что 
Einc,y

 = (xinc, yinc, 0)  0. При этом будем считать, что x-
компонента электрического поля в плоскости zinc

 = 0 
является заданной и имеет вид 

inc, inc inc ,inc
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( , ,0) ( )

exp(i )d ,

x xE x y G 

  

 


 k

k r k
 (8) 

где Gx
 (k,inc) – спектр x-компоненты электрического 

поля. Тогда для определения спектров GTE
 (k), 

GTM
 (k) получим следующие уравнения: 
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где TM, j, TM, j, j = 1,2 – первые и вторые компоненты 
векторов ФТЕ, ФТМ в (5), представляющие x- и у-
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компоненты электрического поля в системе координат 
падающего пучка. Из последних уравнений получим 
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g

k k k k

k k k
g

k k k k k








 




 

k

k

(11) 

Таким образом, выражения (10) позволяют задать 
спектры ТЕ- и ТМ-компонент падающего пучка при 
заданном спектре Gx

 (k,inc, ) x-компоненты электри-
ческого поля падающего пучка и условии 
Einc,y

 = (xinc, yinc, 0)  0. 
В дальнейшем мы будем рассматривать преобра-

зование х-компоненты электрического поля падаю-
щего пучка, происходящее при его отражении от сло-
истой структуры. При выбранных спектрах (10) 
именно эта компонента является основной компонен-
той электрического поля падающего пучка и задается 
формулой (8). 

1.3. Преобразование x-компоненты электрического 
поля при отражении 

При отражении падающего пучка от слоистой 
структуры амплитуды ТМ- и ТЕ-волн, составляющих 
пучок, умножаются на коэффициенты отражения 
RTM

 (k), RTE
 (k) для падающих ТМ- и ТЕ-волн, где 

k = (kx, ky) – тангенциальные компоненты волнового 
вектора в глобальной системе координат, рассчиты-
ваемые из формулы T

incyk R k . Из данной формулы, 
с учетом отрицательности kz,inc, получим 

,inc

2 2 2
,inc 0 sup ,inc ,inc ,inc

( )

( cosθ sinθ ε , ).x x y yk k k k k

   

   

k k k
 (12) 

В системе координат отраженного пучка 
rrefl

 = (r,refl, zrefl), где r,refl
 = (x,refl, yrefl), тангенциальные 

компоненты k,inc волновых векторов падающих волн 
при отражении не изменяются, а компонента kz,inc меня-
ет знак, поскольку отраженный пучок распространяется 
по оси zrefl. Таким образом, с учетом (7), (10) x-
компонента электрического поля отраженного пучка (в 
системе координат rrefl

 = (r,refl, zrefl)) будет иметь вид 

 
refl, refl ,inc ,inc

2 2
,inc ,refl refl 0 sup ,inc ,inc

( ) ( ) ( )

exp i i d ,

x xE G H

z k

 

   

 

   

r k k

k r k k
 (13) 

где 

,inc TM ,inc TM,1 ,inc TM ,inc

TE ,inc TE,1 ,inc TE ,inc

( ) ( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( )).

H g R

g R
    

   

  
 

k k k k k

k k k k
 (14) 

Здесь функции gTM(k,inc), gTE(k,inc) заданы уравне-
нием (11), а ФТМ,1, ФТЕ,1 являются первыми компонента-
ми векторов ФТЕ, ФТМ в (5) при 2 2

,inc 0 sup ,inczk k    k  
в (6). 

Из формул (8), (13), (14) следует, что преобразование 
x-компоненты электрического поля падающего пучка 
Einc, x

 (r, inc, 0)  Erefl, x
 (r, refl, 0), происходящее при его 

отражении, соответствует преобразованию «сигнала» 
Einc, x

 (r, inc, 0) линейной системой с передаточной функ-
цией (ПФ) H (k,inc), заданной формулой (14). 

2. Исследуемая металлодиэлектрическая слоистая 
структура с нулем отражения второго порядка 

Рассмотренная выше модель дифракции будет да-
лее использована для описания преобразования све-
тового пучка (x-компоненты электрического поля), 
происходящего при отражении от слоистой металло-
диэлектрической структуры, имеющей нуль отраже-
ния второго порядка и состоящей из двух последова-
тельно расположенных трехслойных структур «ме-
талл-диэлектрик-металл» (МДМ). 

Рассмотрим сначала одиночную МДМ-структуру 
(рис. 2а), состоящую из верхнего металлического 
слоя (толщина hm,1, диэлектрическая проницаемость 
εm,1), диэлектрического слоя (толщина hd, диэлектри-
ческая проницаемость εd) и нижнего металлического 
слоя (толщина hm,2, диэлектрическая проницаемость 
εm,2). Диэлектрические проницаемости материалов 
над и под структурой равны εsup и εsub соответственно. 

 
Рис. 2. Геометрия МДМ-структур: а) одиночной 

структуры и б) двойной структуры, состоящей из двух 
одиночных МДМ-структур, разделенных диэлектрическим 

слоем с толщиной h 

Пусть на структуру наклонно падает плоская вол-
на c некоторой фиксированной поляризацией (ТМ- 
или ТЕ-) и тангенциальными компонентами волново-
го вектора ,0 0 sup sin , 0x yk k k    , где θ – угол па-
дения. Отметим, что рассматриваемая МДМ-
структура является резонансной, поскольку в ней мо-
гут существовать вытекающие моды, локализованные 
в диэлектрическом слое [12, 13]. Благодаря формиро-
ванию резонанса Фабри–Перо коэффициент отраже-
ния структуры может обращаться в нуль. В [12, 13] 
показано, что коэффициент отражения МДМ-
структуры обращается в нуль при выполнении сле-
дующего соотношения: 

,0 d2i2
1 1 2( ) e ρ,zk hr r r t   (15) 

где r1, r2 – комплексные коэффициенты отражения 
верхнего металлического слоя для плоских волн, па-
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дающих на данный слой сверху из области над струк-
турой и снизу со стороны диэлектрического слоя, t – 
коэффициент пропускания верхнего металлического 
слоя, ρ – коэффициент отражения нижнего металли-

ческого слоя, 2 2
,0 0 ,0z d xk k k    – z-компонента вол-

нового вектора отраженной от нижнего слоя плоской 
волны в диэлектрическом слое. Коэффициенты отра-
жения и пропускания металлических слоев в (15) за-
висят от параметров падающей волны (угла падения, 
длины волны, поляризации) и рассчитываются по из-
вестным формулам [27], описывающим отражение и 
прохождение плоской волны через плоскопараллель-
ный слой однородного материала. 

В работах [12, 13] было показано, что при задан-
ных материалах (значениях εm,1, εm,2, εd), длине волны 
и угле падения (или тангенциальной компоненте вол-
нового вектора kx,0) в МДМ-структуре всегда можно 
обеспечить выполнение соотношения (15) за счет вы-
бора толщин hm,1, hm,2, hd образующих её слоев и, та-
ким образом, получить нулевое отражение. 

Далее рассмотрим двойную МДМ-структуру 
(рис. 2б), состоящую из двух различных одиночных 
МДМ-структур, имеющих нули отражения при 

,0 0 sup sinx xk k k     (при угле падения θ). В этом 

случае коэффициенты отражения одиночных 
МДМ-структур, рассматриваемые как функции от 
kx, имеют вид 

  2
,1 ,0 ,0( ) O ( ) ,i x i x x x xR k c k k k k       (16) 

где ci,1 – коэффициент разложения в ряд Тейлора при 
линейном члене, индекс i = 1,2, обозначает номер 
структуры. В работе [13] с использованием форма-
лизма матрицы рассеяния показано, что в двойной 
МДМ-структуре можно получить нуль отражения 
второго порядка по kx при kx

 = kx,0. При этом условие 
для нуля отражения второго порядка имеет вид: 

,02i2
1,1 1,0 2,1e ,zk hc t c   (17) 

где t1,0 – комплексный коэффициент пропускания 
верхней МДМ-структуры при kx

 = kx,0, h – толщина 
диэлектрического слоя, разделяющего одиночные 
МДМ-структуры (рис. 2б). При выполнении соотно-
шения (17) коэффициент отражения двойной МДМ-
структуры принимает вид 

  2 3
dbl 2 ,0 ,0( ) O ( ) ,x x x x xR k c k k k k       (18) 

где c2 – коэффициент разложения в ряд Тейлора при 
квадратичном члене. 

Выражение (18) описывает коэффициент отраже-
ния двойной МДМ-структуры в геометрии плоского 
падения (при ky

 = 0). В общем случае ky ≠ 0 коэффици-
ент отражения Rdbl

 (kx, ky) можно определить через ко-
эффициент отражения при ky = 0 в виде 

2 2
dbl dbl( , ) ( ,0).x y x yR k k R k k   (19) 

Отметим, что коэффициент отражения является 
четной функцией от ky: Rdbl(kx, ky) = Rdbl(kx, –ky). Ис-
пользуя соотношения (18) и (19), несложно показать, 
что при kx = kx,0 коэффициент отражения 

2 2
dbl ,0 dbl ,0( , ) ( ,0)x y x yR k k R k k  , рассматриваемый как 

функция от ky, будет иметь нуль 4-го порядка при 
ky = 0. Таким образом, для коэффициента отражения 
двойной МДМ-структуры справедливо следующее 
представление: 

  2
dbl 2 ,0

4 3 6
4 ,0

, ( )

O ( ) .

x y x x

y x x y

R k k c k k

c k k k k

  

     
 (20) 

Как отмечено выше, двойная МДМ-структура рас-
считывается для конкретной поляризации. При этом 
для «кросс-поляризованной» падающей волны 
(например, TE-поляризованной в случае МДМ-
структуры, рассчитанной для TM-поляризации) ко-
эффициент отражения не обращается в нуль при 
k = (kx,0,0) и имеет вид 

   cr cr
dbl dbl ,0

cr cr 2 2 4
1 ,0 2 ,0

, ,0

( ) O ( ) .

x y x

x x y x x y

R k k R k

c k k c k k k k

 

       
 (21) 

3. Передаточная функция двойной  
МДМ-структуры 

ПФ, описывающая преобразование х-
компоненты электрического поля падающего трех-
мерного пучка при отражении от слоистой струк-
туры, имеет вид (14). Предположим, что в качестве 
слоистой структуры используется двойная МДМ-
структура, имеющая нуль второго порядка по kx 

при ,0 0 sup sinx xk k k     для ТМ-поляризации. В 

этом случае коэффициенты отражения RTM
 (k), 

RTE
 (k) в (14) будут иметь вид (20) и (21) соответ-

ственно. Раскладывая ПФ (14) в ряд Тейлора до 
квадратичных членов в окрестности точки 
k,inc

 = (0, 0) (k = (kx,0,0)) и учитывая вид коэффи-
циентов отражения (20), (21) для двойной МДМ-
структуры, получим 

2 2
, ,2 ,inc ,2 ,inc( ) ,inc x x y yH с k с k  k  (22) 

где 

 
,inc

2

,2 TM ,inc2
,inc ( 0,0)

TE ,0
,2 2 2

0 sup

1
( ( )) ,

2

2 ( ,0)
.

tg

x
x

x
y

с R
k

R k
с

k



 









 

k

k k

 (23) 

Таким образом, в окрестности точки k,inc
 = (0, 0) 

ПФ содержит только квадратичные члены. В этом 
случае, как легко видеть из формулы (13), ПФ (22), 
(23) реализует следующую операцию дифференциро-
вания второго порядка поперечного профиля x-
компоненты электрического поля падающего пучка: 
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refl, inc inc

2 2
inc, inc inc inc, inc inc

,2 ,22 2
inc inc

( , ,0)

( , ,0) ( , ,0)
.

x

x x
x y

E x y

E x y E x y
с с

x y



 
  

 
 (24) 

В работе [13] показано, что двойная МДМ-
структура в случае двумерного падающего пучка 
осуществляет вычисление второй производной вы-
бранной компоненты электромагнитного поля по 
пространственной переменной xinc. Для случая трех-
мерного пучка, как показывает формула (24), это не 
так. Из-за того, что для кросс-поляризованной пада-
ющей волны коэффициент отражения (в рассматри-
ваемом случае – RTE

 (k)) в общем случае не обраща-
ется в нуль при k = (kx,0,0), в отраженном пучке до-
полнительно появляется вторая производная по пере-
менной yinc. В то же время при расчете двойных 
МДМ-структур имеется определенная «свобода», 
обусловленная выбором толщины нижнего металли-
ческого слоя [13], а также параметров падающей вол-
ны и материалов структуры. Это дает возможности по 
контролю величины коэффициента отражения 
RTE

 (kx,0, 0). В этой связи интересно исследовать во-
прос возможности расчета двойной МДМ-структуры, 
для которой RTE

 (kx,0, 0) = 0 и которая будет в этом 
случае оптически вычислять «чистую» вторую произ-
водную 2 2

inc, incxE x  . С другой стороны, ненулевое 
значение коэффициента отражения RTE

 (kx,0, 0) дает 
возможность использовать двойную МДМ-структуру 
для оптического вычисления оператора Лапласа. 
Данный оператор (с точностью до постоянного мно-
жителя) будет вычисляться при cx,2

 = cy,2 в (24). В сле-
дующих параграфах мы исследуем возможность реа-
лизации этих двух операций. 

4. Расчет двойной МДМ-структуры 
для вычисления второй производной 
4.1. Расчет двойной МДМ-структуры 

Рассмотрим расчет двойной МДМ-структуры для 
оптического вычисления второй производной 

2 2
inc, incxE x  . Согласно (22), (23), для этого необхо-

димо выполнение условия RTE
 (kx,0, 0) = 0. Отметим, 

что коэффициент RTE
 (kx,0, 0) имеет нерезонансную 

природу и поэтому строгое равенство нулю данного 
коэффициента вряд ли возможно. Для практического 
применения структуры коэффициент отражения 
RTE

 (kx,0, 0) должен быть «достаточно малым», так 
чтобы коэффициент cx,2 при требуемой второй произ-
водной по переменной xinc в (24) оказывался на не-
сколько порядков больше коэффициента cy,2 при вто-
рой производной по переменной yinc. 

Для исследования были выбраны двойные МДМ-
структуры типа “Cu–SiO2–Cu–SiO2–Cu–SiO2–Cu”. В 
качестве материалов металлических и диэлектриче-
ских слоев в таких структурах используются медь 
(Cu) и диоксид кремния (SiO2) соответственно. В ка-
честве материалов над и под структурой используют-

ся воздух и диоксид кремния. Отметим, что для каж-
дого фиксированного угла падения волны θ суще-
ствует целый класс двойных МДМ-структур, имею-
щих нуль отражения второго порядка. Структуры 
данного класса параметризованы толщиной нижнего 
металлического слоя hm [13]. Это означает, что для 
различных толщин нижнего слоя hm получаются раз-
личные двойные МДМ-структуры с нулями отраже-
ния второго порядка. Таким образом, можно попы-
таться выполнить условие RTE

 (kx,0, 0) ≈ 0 за счет вы-
бора параметров θ и hm. 

 
Рис. 3. а) Модуль ПФ двойной МДМ-структуры (25) (белая 
пунктирная окружность показывает «внешнюю границу» 
спектров падающих пучков по уровню 1/e2); б) модуль 

и в) фаза ПФ при ky,inc = 0 

Для исследования возможности выполнения усло-
вия RTE

 (kx,0, 0) ≈ 0 при различных значениях (θ, hm), 
заданных на некоторой двумерной сетке, были рас-
считаны различные двойные МДМ-структуры “Cu–
SiO2–Cu–SiO2–Cu–SiO2–Cu”, имеющие нуль второго 
порядка для ТМ-поляризации при длине волны 
λ = 630 нм. Расчет структур был основан на решении 
уравнений (15), (17) с использованием ранее разрабо-
танного численного метода [13]. В качестве показате-
лей преломления материалов слоев использовались 
значения nm

 = 0,23 + 3,39i для меди (Cu) и nd
 = 1,46 для 

диоксида кремния (SiO2) при длине волны 630 нм 
[28]. Также отметим, что дисперсия материалов учи-
тывалась в численных расчетах. В результате расче-
тов, основанных на переборе значений (θ, hm), была 
найдена двойная МДМ-структура, которая при θ = 60° 
и hm

 = 39 нм имеет достаточно маленький коэффициент 
отражения RTE

 (kx,0, 0), так что модуль коэффициента 
cx,2 при требуемой второй производной по переменной 
xinc в (24) оказывается на 2 порядка больше модуля ко-
эффициента cy,2 при второй производной по перемен-
ной yinc (|cx,2|/|cy,2| 168). Толщины слоев рассчитанной 
структуры (начиная с верхнего) составляют 
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MDM,2 10,7;  157,7;  11,5;  

.7

( 35,1;

26,6;  1 2 м,7;  39,0) н

h 
 (25) 

На рис. 3а показан модуль ПФ-структуры (25), 
рассчитанный по формуле (14). Отметим, что для 
расчета коэффициентов отражения, входящих в ПФ 
(14), использовался численно устойчивый метод [29]. 
Дополнительно на рис. 3б, в показаны сечения моду-
ля и аргумента ПФ при ky,inc = 0. В рассматриваемой 
области |kx,inc| ≤ 0,08k0, |ky,inc| ≤ 0,08k0 модуль рассчи-
танной ПФ с высокой точностью аппроксимируется 
квадратичной функцией 2

,inc0,1681 xk  (среднеквадра-
тичное отклонение модуля рассчитанной ПФ от квад-
ратичной функции не превышает 1 %). При этом се-
чение фазы на рис. 3в имеет вид линейной функции, 
что, однако, не влияет на качество дифференцирова-
ния, а приводит лишь к смещению профиля отражен-
ного пучка [13]. 

4.2. Результаты численного моделирования 

Исследуем вычисление второй производной на 
примере падающих линейно-поляризованных пучков 
с поперечными профилями x-компонент электриче-
ского поля, соответствующими модам Эрмита–
Гаусса: 

 inc, inc inc , inc inc

2 2
inc inc inc inc

2

( , ,0) ,

2 2 exp ,

x m n

m n

E x y U x y

x y x y

 

                   

 (26) 

где Hm(x) – многочлен Эрмита. Далее будем рассмат-
ривать моды Эрмита–Гаусса U1,0(xinc, yinc) и 
U1,1(xinc, yinc). Спектры данных мод имеют вид 

3
,inc
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
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
  


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  
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 (27) 

Пунктирная окружность на рис. 3а показывает 
«внешнюю границу» спектров (27) при σ = 20 мкм. 
Вне данной окружности значения спектров не пре-
вышают 1/e 2 от своих максимальных значений. В 
связи с тем, что спектры (27) попадают в область, в 
которой ПФ хорошо аппроксимируется ПФ диффе-
ренциатора второго порядка (рис. 3), то в данном 
случае (при σ = 20 мкм) можно ожидать хорошего ка-
чества вычисления второй производной 2 2

inc, incxE x  . 
На рис. 4 показаны x-компоненты электрического 

поля падающих пучков (моды Эрмита–Гаусса 
U1,0

 (xinc, yinc) и U1,1
 (xinc, yinc)), модули численно рас-

считанных по формуле (13) x-компонент электриче-

ского поля отраженных пучков, а также модельные 
функции 

2

model, refl refl ,2 , refl refl2
ref

2 2
,2 refl

, refl refl4

( , ) ( , )

2 ( 2 )
( , ),

x x m n
l

x
m n

E x y c U x y
x

c x
U x y


  


 

 


 (28) 

где (m, n) = (1,0) и (m, n) = (1,1). Данные модельные 
функции соответствуют «чистым» вторым производ-
ным по переменной xrefl от мод Эрмита–Гаусса 
U1,0

 (xrefl, yrefl) и U1,1
 (xrefl, yrefl), взятым с коэффициен-

том –cx,2, что соответствует преобразованию (24) при 
cy,2

 = 0. 

Рис. 4. Профили абсолютных величин x-компонент 
электрического поля падающего, отраженного и 

модельного пучков для моды U1,0 (а–в) и моды U1,1 (г–е) 

Рис. 4 показывает высокое качество вычисления 
второй производной. Действительно, численно рас-
считанные x-компоненты электрического поля отра-
женных пучков (рис. 4б, д) визуально неотличимы от 
модельных функций (рис. 4в, е). Нормированное 
среднеквадратичное отклонение (НСКО) численно 
рассчитанных компонент Erefl,x от модельных функ-
ций Emodel,x составляет всего 0,61 % для моды Эрмита–
Гаусса U1,0

 (xinc, yinc) и 0,78 % для моды Эрмита–Гаусса 
U1,1

 (xinc, yinc). 

5. Расчет двойной МДМ-структуры 
для вычисления оператора Лапласа 
5.1. Расчет двойной МДМ-структуры 

Исследуем теперь возможность вычисления опе-
ратора Лапласа с помощью двойной МДМ-
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структуры. Согласно (22 – 24), для этого необходимо 
выполнение условия cx,2

 = cy,2. Первоначально было 
выполнено исследование достижимости указанного 
условия для двойных МДМ-структур “Cu–SiO2–Cu–
SiO2–Cu–SiO2–Cu” при длине волны λ = 630 нм, ана-
логичных структуре, рассмотренной выше. Прове-
денные расчеты показали, что для выбранных мате-
риалов слоев (медь и диоксид кремния) не удается 
обеспечить выполнение требуемого условия cx,2

 = cy,2 
за счет выбора параметров (θ, hm). Поэтому для даль-
нейших исследований были выбраны более сложные 
двойные МДМ-структуры “Au–SiO2–Ag–SiO2–Ag–
TiO2–Au”, имеющие различные материалы металли-
ческих и диэлектрических слоев. Структуры данного 
типа рассчитывались при различных значениях (θ, hm) 
из условия получения нуля второго порядка для ТМ-
поляризации при длине волны λ = 630 нм. Для вы-
бранной длины волны использовались следующие 
значения показателей преломления для указанных 
материалов: nAu

 = 0,19 + 3,41i (Au), nAg
 = 0,19 + 3,41i 

(Ag), nTiO2
 = 2,59 (TiO2). Для каждой из рассчитанных 

структур в окрестности точки k,inc
 = (0, 0) вычисля-

лась ПФ (14) и затем с использованием формул чис-
ленного дифференцирования рассчитывались коэф-
фициенты квадратичной аппроксимации cx,2, cy,2. Как 
и ранее, для расчета коэффициентов отражения, вхо-
дящих в ПФ (14), использовался численно устойчи-
вый метод [29]. 

В результате расчетов была найдена двойная 
МДМ-структура, для которой при параметрах θ = 36°, 
hm

 = 105 нм условие cx,2
 = cy,2 выполняется с высокой 

точностью. Для данной структуры 
cx,2

 = 0,057 × e0,940i мкм2, cy,2
 = 0,056 × e0,940i мкм2, так что 

относительная ошибка |cx,2
 – cy,2|/|cx,2| выполнения усло-

вия cx,2
 = cy,2 составляет всего 0,017. Толщины слоев 

(начиная с верхнего) рассчитанной структуры равны 

MDM,2 (10,0; 132,3; 8,6; 52,2; 33,6; 74,4; 105,0) нм.h   (29) 

На рис. 5 показан модуль ПФ (14), рассчитанный 
для структуры (29). В рассматриваемой области 
|kx,inc| ≤ 0,08k0, |ky,inc| ≤ 0,08k0 ПФ хорошо аппроксими-
руется квадратичной функцией (22) при приведенных 
выше значениях коэффициентов cx,2 и cy,2. Действи-
тельно, на рис. 5б, в показаны сечения модуля и ар-
гумента ПФ при ky,inc

 = 0 (непрерывная линия) и при 
kx,inc

 = 0 (штриховая линия). Сечения модуля близки 
между собой и с высокой точностью аппроксимиру-
ются квадратичной функцией 2

,inc0,0565 xk  (средне-
квадратичное отклонение расчетных профилей от 
квадратичной функции не превышает 1 %). Сечения 
фазы (рис. 5в) также близки между собой и отличаются 
от расчетного значения φ = 0,940 не более чем на 0,1. 

5.2. Результаты численного моделирования 

Исследуем применение двойной МДМ-структуры 
(29) для вычисления оператора Лапласа. Как и в 

пункте 4,2, будем считать, что x-компоненты элек-
трических полей падающих пучков соответствуют 
модам Эрмита–Гаусса U1,0

 (xinc, yinc) и U1,1 (xinc, yinc) при 
σ = 20 мкм. В рассматриваемом случае спектры пуч-
ков попадают в область квадратичности ПФ (внешняя 
граница спектров по уровню 1/e2 показана пунктир-
ной окружностью на рис. 5а) и поэтому можно ожи-
дать хорошего качества вычисления оператора 
Лапласа. 

 
Рис. 5. а) Модуль ПФ двойной МДМ-структуры (29). Белой 
пунктирной окружностью показана внешняя граница 

спектров падающих пучков по уровню 1/e2. б), в) Сечения 
модуля и фазы ПФ при ky,inc

 = 0 (сплошные линии)  
и при kx,inc

 = 0 (точечные линии) 

На рис. 6 показаны x-компоненты электрического 
поля падающих пучков, модули численно рассчитан-
ных по формуле (13) x-компонент электрического по-
ля отраженных пучков, а также модельные функции 

2 2
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 (30) 

где (m, n) = (1, 0) и (m, n) = (1, 1). В данном случае мо-
дельные функции являются результатом применения 
оператора Лапласа с множителем – cx,2 к функциям 
U1,0

 (xrefl, yrefl), U1,1 (xrefl, yrefl), что соответствует преоб-
разованию (24) при cx,2

 = cy,2. 
Рис. 6 показывает высокое качество вычисления 

оператора Лапласа. Действительно, численно рассчи-
танные x-компоненты электрического поля отражен-
ных пучков (рис. 6б, д) визуально очень похожи на 
модельные функции (рис. 6в, е). НСКО численно рас-
считанных компонент Erefl,x от модельных функций 
Emodel,x составляет всего 0,62 % для моды Эрмита–
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Гаусса U1,0 (xinc, yinc) и 0,99 % для моды Эрмита–
Гаусса U1,1 (xinc, yinc). 

 
Рис. 6. Профили абсолютных величин x-компонент 
электрического поля падающего, отраженного 

и модельного пучков для моды U1,0 (а-в) и моды U1,1 (г-е) 

Представляет интерес исследование точности вы-
числения оператора Лапласа при различных значени-
ях σ, определяющих размеры падающих пучков. От-
метим, что при уменьшении σ увеличивается спек-
тральная ширина пучка. Поэтому с уменьшением σ 
следует ожидать увеличения ошибки вычисления 
оператора Лапласа (поскольку часть спектра оказыва-
ется за интервалом квадратичности ПФ) и увеличения 
амплитуды отраженного пучка. Данное поведение 
подтверждается рис. 7, где для мод Эрмита–Гаусса 
U1,0 (xrefl, yrefl) и U1,1 (xrefl, yrefl) для различных σ приве-
дены рассчитанные значения ошибки вычисления 
оператора Лапласа (т.е. НСКО компонент Erefl,x, рас-
считанных по формуле (13), от модельных функций 
Emodel,x (30)), а также значения логарифма максималь-
ных значений амплитуд компонент Ex,refl отраженного 
пучка, нормированных на максимальные амплитуды 
компонент Ex,inc. Согласно рис. 7, значение НСКО 
становится менее 5 % для обоих мод уже при 
σ > 8 мкм. При этом максимальные значения норми-
рованных амплитуд компонент Ex,refl отраженных 
пучков становятся менее 0,017. 

Заключение 

Рассмотрено представление трехмерного линейно-
поляризованного светового пучка, наклонно падаю-
щего на слоистую структуру, в базисе ТЕ- и ТМ-
поляризованных плоских волн. Получена ПФ, описы-

вающая преобразование основной поперечной ком-
поненты электрического поля падающего пучка, про-
исходящее при отражении пучка от слоистой струк-
туры. Показано, что при наклонном падении линей-
но-поляризованного пучка на слоистую металлоди-
электрическую структуру, состоящую из двух трех-
слойных структур «металл-диэлектрик-металл» и 
имеющую ноль второго порядка по пространственной 
частоте, возможно оптическое выполнение операции 
пространственного дифференцирования второго по-
рядка, соответствующей взвешенной сумме вторых 
производных по пространственным координатам. 
Частными случаями данной операции являются опе-
рации вычисления «одиночной» второй производной 
по одной из пространственных координат и операто-
ра Лапласа. 

 
Рис. 7. Зависимости ошибки вычисления оператора Лапласа 
(а) и логарифма нормированной максимальной амплитуды 
отраженного сигнала (б) от параметра σ для моды U1,0 

(сплошная линия) и моды U1,1 (точечная линия) 

Рассчитаны слоистые металлодиэлектрические 
структуры для оптического вычисления одиночной вто-
рой производной и оператора Лапласа при отражении в 
геометрии наклонного падения. В рамках численного 
моделирования на примере мод Эрмита–Гаусса (1,0) и 
(1,1) показано, что указанные операции могут быть реа-
лизованы с высоким качеством (при нормированной 
среднеквадратичной ошибке менее 1 %). 

Полученные результаты могут найти применение 
при создании систем аналоговых оптических вычис-
лений и оптической обработки информации. 
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Second-order optical differentiation of a 3D light beam at oblique incidence 
using a multilayer metal-dielectric structure 
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Abstract  

We investigate the optical implementation of a second-order differentiation operation using a 
metal-dielectric layered structure in the oblique incidence geometry. It is shown that the transfor-
mation of the profile of a three-dimensional light beam occurring upon its reflection from a lay-
ered structure can be described using the theory of linear systems. The transfer function of the cor-
responding linear system is obtained, and it is shown that if a layered structure has a reflection ze-
ro of the second order with respect to the spatial frequency for one of the polarizations, the trans-
formation performed by the structure corresponds to the weighted sum of the second derivatives of 
the incident beam profile with respect to the spatial coordinates. Using the presented theoretical 
description, layered metal-dielectric structures for computing the second derivative with respect to 
one of the spatial coordinates and for computing the Laplace operator of the profile of a three-
dimensional linearly polarized light beam are calculated. The presented numerical simulation re-
sults demonstrate high-quality computation of these operators. 

Keywords: optical differentiation, second derivative, Laplace operator, layered structure, trans-
fer function. 
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